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Resumen

Apuntes para el curso de Geometria Diferencial de la Licenciatura de
Matematica de la Facultad de Ciencias, marzo de 2004.

El universo es tan complejo que no hay

ninguna razon para que pueda ser expresado.
Sobre todo por algo tan casual como el lenguaje...
(Jorge Luis Borges)

Y sin embargo la Geometria Diferencial es un lenguaje que trata de algiin modo
de expresar "mundos”’donde a veces las "leyes”de la geometria no son las que mas
comunes se nos aparecen.

1. Introduccidn.

Variedades diferenciables. Funciones diferenciables. Espacio tangente, fibrado tangente.
Valores regulares y Teorema de Sard. Definicién de valor regular y valor critico.
Demostraciéon del Teorema de Sard.

La Topologia estudia el concepto de limite - o de funcién continua- en su mas
amplia acepcion. Para definir el concepto de continuidad es preciso poseer la no-
ciéon de subconjunto abierto o de subconjunto cerrado; o equivalentemente, dar el
concepto de una base de entornos del espacio. Estas nociones se estudian en los
cursos de Introduccion a la Topologia y nosotros las admitiremos.

La Topologia Diferencial se ocupa de espacios topoldgicos que poseen ademas
estructuras adicionales (espacios en donde se pueden definir funciones diferencia-
bles y el concepto de plano o espacio tangente tiene sentido) lo que hace que los
métodos de estudio de los mismos estén influidos grandemente por los del Célculo



Diferencial e Integral. En definitiva, muchos de los resultados y conceptos con los
que trabajaremos se obtendran aplicando herramientas del Céalculo. Un ejemplo de
tales herramientas son el Teorema de la Funcién Inversa y, su equivalente, el Teore-
ma de la Funciéon Implicita, cuya importancia es tan grande que seran recordados
al final de esta introduccion.

Pero la Topologia Diferencial permite obtener resultados no solo para funciones
diferenciables sino que muchos pueden extenderse al caso de funciones continuas,
aproximando para ello las funciones continuas por una diferenciable. Asi, las técni-
cas de la Topologia Diferencial se aplican mas alld del ambito de las funciones
diferenciables.

1.1. Variedades diferenciales

Introducimos ahora las definiciones béasicas que vamos a necesitar.

Definicién 1.1.1. Sea U C IR? un conjunto abierto y f : U C IR* — IR. Decimos
que f es diferenciable de clase C* en U, k € INT, si existen las derivadas parciales
de f hasta el orden k y son continuas.

Sif=(f1,f2,- s fm) : U— IR™, es una funcion vectorial, f se dice diferenciable
de clase C* en U si lo es cada componente fi,g=1,...,m.

Diremos que f es de clase CY en U si f es continua en U.

Definicion 1.1.2. Sean X,Y dos espacios topoldgicos. Decimos que f: X — Y,
una funcion biyectiva entre X eY, es un homeomorfismo si tanto f : X — Y como
f~1:Y — X son funciones continuas. En caso de existir tal f diremos que X y
Y son homeomorfos.

Definicion 1.1.3. Un espacio topoldgico X se dice Hausdorff si dado x,y € X
x # vy, existen abiertos U,V C X,z € U, y €V tales que UNV = 0. O sea, dados
dos puntos distintos del espacio X hay abiertos disjuntos conteniendo cada uno de
ellos.

Un espacio topologico X se dice que tiene una base numerable si existe una base
numerable de entornos de X.

Todo espacio métrico E es Hausdorff. Si ademds E es separable (i.e.: posee un
subconjunto numerable denso) entonces tiene una base numerable (ejercicio).

Definicion 1.1.4. Decimos que M es una variedad topoldgica de dimension n si
M es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y tal que para cada

uno de sus puntos x existe un entorno V. homeomorfo a un subconjunto abierto
UcR".

Dado p € M y un entorno V. = V(p) se llama un mapa coordenado local (o
simplemente un mapa coordenado) al homeomorfismo z : V. — U = z(V) C R"




dado en la definicién 1.1.4. Si ¢ € V y x(q) = (z!,...,2") € IR", los ntimeros 27 =
27(q) se llaman las coordenadas locales del punto ¢ relativo al mapa coordenado z.

La inversa = ! : (V) C IR" — V del abierto (V) de IR" en V C M se llama

una parametrizacion local de M.

Un atlas de dimensién n para la variedad topoldgica M es una coleccién A de
mapas coordenados locales x : V' — IR" tales que los abiertos V' cubren M.
Notacién: Para decir que la variedad M tiene dimensién n, dim(M) = n, a veces
escribiremos M = M"™ o simplemente M"™.

Observacién 1.1.1. Obsérvese que la definicion 1.1.4 necesita, para no ser incon-
sistente o trivial, que si m # m no ocurra que exista a la vez un homeomorfismo
x:V = U=xz(V), abierto en IR", y otro homeomorfismo x’ : V! — U’' = 2/(V')
abierto en IR™. Si asi fuera existiria un homeomorfismo entre un abierto de IR™ y
otro de IR™. Esto no ocurre, como prueba el asi llamado Teorema de Invariancia del
Dominio. Nosotros daremos en esta seccion una demostracion de ello para el caso
diferenciable que resulta como consecuencia del Teorema de la Funcion Inversa.

Dados dos mapas locales  : U — IR" y y : V — IR" en la variedad topoldgi-
ca M con UNV # (), todo punto p € U NV tiene coordenadas locales x(p) =
(@' (p), - ™) vy y(p) = (¥' (p), -,y (D))

La correspondencia (x!(p),...,2"(p)) — (y'(p),...,y™(p)) establece un homeo-
morfismo entre los abiertos de R™ z(UNV) e y(UNV):

Yoy =y -2 L 2(UNV)=YUNV),

llamado cambio o mudanza de coordenadas.
Siz: W — IR" es otro mapa coordenado local tal que U NV NW # () entonces
se cumple en (U NV NW) que

Qoxzzz'l'_l:Z'y_l'y’x_lzspyz'@fty'

Ademés @z =id: 2(U) = 2(U) y pyz = cp;yl.

Definicion 1.1.5. Un atlas A para la variedad topoldgica M se dice diferenciable
de clase C* si todos los cambios de coordenadas Yy relativas a los mapas locales
z,y € A son homeomorfismos diferenciables de clase C*.

Decimos en este caso que M es una variedad diferenciable (o variedad diferencial)

de clase CF.

Un homeomorfismo diferenciable ¢, : X(UNV) — Y (U NV) tiene un inverso
Yye 1 Y(UNV) — X(UNV) también diferenciable de clase C*. Si ¢, manda

(2., 2") 2% (L)
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Un homeomorfismo diferenciable de clase C* con inversa diferenciable de clase
C* sera llamado un difeomorfismo de clase C*. Si M y N son dos espacios topoldgi-
cos tales que existe un difeomorfismo f : M — N entre ellos diremos que M y N
son difeomorfos.

Sea A un atlas de clase C* para la variedad M. Un mapa coordenado local
y : V — IR" se dice compatible con el atlas si para todo mapa coordenado local
x : U — IR" perteneciente a A con U NV # () los cambios de coordenadas ¢y, y
¢y son homeomorfismos diferenciables de clase C*.

Un atlas diferenciable de clase C* se dice maximal si contiene todos los mapas
coordenados locales que son compatibles con el atlas A.

resulta que el jacobiano det( ) es distinto de cero en todo punto de X (U N'V).

Todo atlas diferenciable de clase C* de una variedad topoldgica M de dimen-
sién n puede ser completado a un atlas de clase C* maximal.
Nosotros nos restringiremos, en general, a variedades que admiten atlas de clase
(C°°, admitiendo entonces que existen todas las derivadas parciales de todos los
ordenes y son todas continuas para los mapas coordenados locales. Para ellas di-
remos simplemente que se trata de una variedad diferenciable omitiendo escribir o
decir ”de clase C*°”. Obsérvese que para dar un mapa coordenado debemos especi-
ficar los dominios U del atlas y los homeomorfismos = : U — IR"™. Deben cumplir
todas las condiciones impuestas en la definicién, por ejemplo UU = M.

Ejemplos de variedades diferenciables.

1. A={U = R",x = id}. Més en general: cualquier subconjunto abierto U
de IR™ con la inclusion ¢ : U — IR"™ como mapa coordenado local da un
atlas diferenciable para U. En particular todo intervalo abierto en IR es una
variedad diferenciable.

2. 8?2 ={(z,y,2) € R?/x? +y?> + 2% = 1} la esfera unidad centrada en el origen
de IR3. Tomamos como atlas A el formado por:
A) U = S%\{(0,0,1} y la proyeccién estereografica = : U — IR? desde el
”polo norte” N = (0,0, 1) sobre el "plano ecuatorial”’zOy de ecuacién z = 0
que se identifica con IR? mediante (x,y,0) — (x,y).
B) U = S?\{(0,0,—1} y la proyeccién estereogréfica = : U — IR? desde el
"polo sur” N = (0,0, —1) también sobre el ”plano ecuatorial” zOy.

La prueba de que este es un atlas queda como ejercicio.

3. Toda superficie S C IR? es una variedad diferenciable. Dar mapas coordena-
dos para el toro T? (ejercicio).



4. En general la esfera unitaria S” ¢ R"*!,
STL = {(.’L’l,... 7xn,xn+1> S Rn—i_l/x% + . e _i_x”% +$2L+1 — 1}

es una variedad diferenciable. Un atlas diferenciable puede ser dado otra vez
por medio de la proyeccién estereografica (ejercicio) desde los polos norte N =
(0,...,0,1) y sur S = (0,...,0,—1). En lugar de ello damos los siguientes
mapas coordenados locales. Definimos para cada j = 1,...n+ 1, los abiertos

Uf = {(xlvo..yxj7"'7l‘n7xn+l) 6 Sn/xj > O’

U]’i = {(xlao-.yxj7"'7'1"n7xn+l) G Sn/xj < O

Definimos luego los homeomorfismos XJ‘.’ U J" — R", 0 = +,— como
o2
Xj (xl, e ,xj, ey xn+1) = (1'1, oo ,xj_l,wj_H S 7xn+l)-
Se tiene

XHUN =X, (U7) ={(y1, - yn) € R"Jyi + 95+ +yp <1}

el disco unidad abierto de IR"™. Al variar j = 1,...n + 1 se obtienen 2n + 2
mapas coordenados locales que constituyen un atlas de clase C*° . Queda
como ejercicio completar los detalles.

5. Sea A el atlas C* formado por id : IR — IR, aqui x = id y U = IR. El mapa
coordenado y : IR — IR dado por y(t) = 3, t € IR no es compatible con A
pues aunque @y, = t3 es de clase C*°, Py = {/t no es derivable en t = 0.

Por otra parte sea M = IR y A el atlas de clase C'°° maximal que contiene a
id : IR — IR. Sea M = IR'Y B el atlas dado por las funciones

B={s=zoy:y '(U)—=R/z:U— Rc A}

Entonces B es un atlas diferenciable maximal de clase C* (comprobarlo). Es
claro que A # B pues y : IR — IR tal que y(t) = 3 no es diferenciable en
t=0.
Los atlas A y B definen en M = IR estructuras de variedades diferenciables
distintas. Por otro lado

y: (M,B)— (M,A)

es un difeomorfismo de clase C*°. Asi que no aunque estructuras de variedades
diferenciables distintas de todos modos son equivalentes!!!
Es claro que dada una variedad diferenciable M con un atlas A, si tomamos



un homeomorfismo y : M — M que no sea un difeomorfismo respecto a A
podemos, repitiendo el procedimiento anterior, construir un atlas B distinto
de A que aunque nos van a dar estructuras diferenciables distintas de todos
modos van a ser equivalentes.

Lo antes dicho sugiere la pregunta siguiente: Dada una variedad diferencia-
ble (M, A) de clase C*°, jsera posible definir en M una nueva estructura de
variedad diferenciable (M, ) de clase C*° NO equivalente a la original? En
dimensiones 1, 2 y 3 la respuesta es que no, dos estructuras diferenciables son
siempre equivalentes.

John Milnor ”On manifolds homeomorphic to the 7-sphere”, Ann. Math. (2)
64, pp 399-405 (1956), dio el primer ejemplo de que esto es falso en dimen-
siones mas altas. Milnor obtuvo ejemplos de varias estructuras diferenciables
distintas en la esfera S”. Todas definen la misma variedad topoldgica pero
diferentes variedades diferenciables.

.Si M = M™y N = N™ son variedades diferenciables entonces M x N
formado por las parejas (z,y) /x € M,y € N es una variedad diferenciable
de dimensiéon m + n.

En efecto: si X : U C M — IR"eY : V C N — IR" son dos mapas
coordenados locales para M y N respectivamente, x € U, y € V', entonces

XxY:UxV —-R"x R"=R",

es un mapa coordenado local para (z,y) € M x N. La clase de diferenciabil-
idad de X x Y es la misma que la de X e Y. Del mismo modo el producto
cartesiano de My, M, ..., My,

M = My X My x --- x My

es una variedad de dimension
k
dim(M) = > dim(M;).
j=1

. El producto de la variedad
St={(x,y) € B /2” +y* =1}

por si misma k veces, es una variedad diferenciable llamada el toro T* de
dimensién k.



8.

10.

El espacio proyectivo real de dimensién n, IP" = IP"(IR). Una manera de
definir IP" es como sigue:

En IR™\{0} definimos la siguiente relacién: v ~ w si y solo si existe A\ € IR
tal que w = Av. Esta relacion es de equivalencia pues claramente v ~ v, si
v ~ w entonces como w #* 0 resulta A # 0 por lo que v = %w v w ~ 0.
Por ultimo, si v ~ w y u ~ v entonces existen A\, u € IR tales que w = \v
y v = pu. Se concluye que w = Auu por lo que u ~ w. Geométricamente v
esté relacionado con w existe una recta que los contiene pasando por el origen
de coordenadas.

IP" esta formado por el conjunto cociente segin la relacién ~ antes definida.

Otra manera de definir IP"(IR) es a partir de S™ C IR™"!. All{ identificamos
cada punto p € S™ con su antipoda —p € S™. Obsérvese que esta relacién es
la restriccién de la anteriormente definida en IR"*! a S™. La ventaja de usar
S™ es que es mas cémoda para definir la topologia de IP"

La topologia en IP"(IR) la definimos asi: Si [p] es la clase de p € S™, II(p) = [p]
es la proyeccién canénica de S™ — IP™ decimos que U C IP" es abierto si
I~ 1(U) es abierto en S™. Con esta topologfa IP" es un espacio de Hausdorff
compacto que cumple el segundo axioma de numerabilidad (ejercicio).

Probar que el atlas de S™ definido en el item anterior para S™ induce en IP"
un atlas diferenciable (de clase C'™).

. Variedades Grassmannianas.

En IR"* consideramos
Gin(IR) = {V C IR"** / V es un subespacio de dimensién k} .
G, es una variedad diferenciable de dimensién nk

Sea T'(m,n) el espacio de todas las matrices m xn con entradas en IR. T'(m, n)
puede verse como IR™" de donde tiene una estructura natural de variedad
diferenciable. Sea T'(m,n,k) C T(m,n) el subconjunto de T(m,n) de las
matrices de rango k. Entonces T'(m,n, k) es una variedad de dimensién (m +
n—k)xk.

En efecto, si Xo € T'(m,n) y rango(Xo) =not. 7(Xo) > k, entonces existen
matrices de permutacion P y @ tales que

Ay B
PXOQ:<03 DZ)

tales que Ag es una matriz k X k no singular. Existe € > 0 tal que si las
entradas de A — Ag son todas menores que € en valor absoluto, entonces A



tiene rango k. Sea U* el subconjunto de T'(m,n) tal que si X € U* entonces

ro=(45)

con A tal que las entradas de A — Ay son menores que € en valor absoluto.
Entonces U* es abierto en T'(m,n). Afirmamos que X estd en T'(m,n, k) siy
solosi D =CA™!'B.

Porque si multiplicamos

I 0 A BY [ A B
—CA™ Y I, & Cc D) \0 D-—CA'B

la dltima matriz obtenida tiene igual rango que
A B
C D

Iy, 0
—CcA! Ik

es una matriz no singular. Pero la dltima matriz obtenida tiene rango k sii
D=CA'B.

Como mapas coordenados tomamos en U = U*NT'(m,n, k) (que es abierto en
la topologia inducida por la inclusién T'(m,n, k) C T'(m,n)) el mapa definido

e N
m=(43)

A A
h_1(< c g>:p—1 ( c CALEIB )Q_l

Si tenemos dos entornos que se cortan queda verificar que A’ o h~! es de clase

C*°. La dimensién de las matrices da que h mapea U = U*NT(m,n, k) sobre
Rk:2+k:(m—k)+k(n—k:) _ sz(m-ﬁ-n—k) (

ya que

El inverso es

un abierto de Ejercicio).

1.2. Espacio Tangente

Mapas Diferenciables
Dadas dos variedades diferenciales M™ y N™ (m y n son las dimensiones de M
y N respectivamente) de clase C*, una funcién, mapa o aplicacién f : M — N se



dice diferenciable de clase C*, k < s si para todo z € M existen mapas coordenados
p:Ulx)Cc M — R"yv¢:V(f(x)) C N — IR" (obviamente de clase C*) tales
que Yo fop~l:p(U(x)) — V(f(x)) es de clase C*. Como s > k la definicién tiene
sentido. Ademas es claro que no depende de la eleccién de los mapas coordenados
elegidos (ejercicio).

Ejemplos importantes:

1. curvas parametrizadas diferenciables.

Si I C IR es un intervalo abierto, un mapa v : I — M de clase C* se llama una
curva parametrizada. La funcién v es un ejemplo de aplicacion diferenciable
de clase C*.

2. funciones reales diferenciables.
Las funciones f : M™ — IR son diferenciables si para un (para cualquier)
mapa coordenado local, ¢ : U C M — IR"™ la funcién

foelip(U)— R
es diferenciable (de clase C*¥).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Si M C IRY para algin
N > 0 (veremos que esto es siempre posible suponerlo més adelante), entonces
sip:U C M S W C IR, W abierto en IR", es un mapa coordenado local
con ¢(p) = xp, su inversa X : W C R" — U, x(x¢) = p, es, como ya dijimos,
llamada una parametrizaciéon. Usando parametrizaciones, localmente podemos ver
a M como un mapa de W C IR"™ en IRY y alli tenemos definido el concepto de
vector tangente del Calculo:
Consideramos una curva diferenciable parametrizada c : (—e¢, €) — W tal que ¢(0) =
xo € W. Entonces X oc: (—¢,€) — M C IRY es una curva diferenciable en IRY.
Definimos el vector tangente a la curva X o c en el punto p como

d(X oc)(t) |
=0

Debido a la regla de la cadena resulta que

d(X oc)(t)

|
T o= DXy - é(0).

Pero siendo W abierto de IR™ su espacio tangente es todo IR™: eso es obvio, dado
un vector v € IR" la curva ¢(t) = vt,t € (—¢,€), lo tiene como vector tangente en 0
(en todo punto de ella en realidad). Por lo tanto el conjunto T, M de los vectores



tangentes a M en el punto p se identifica con la imagen DX, (IR") C RN que es
un subespacio lineal.

Obviamente para que esto tenga coherencia debe suceder que si tomamos un otro
mapa coordenado ¢ : Uy € M — W; C IR" con p € Uy, ¥(p) = yo, la cor-
respondiente parametrizacién (la inversa local de ¥) Y : Wp — U; da lugar al
mismo subespacio de IRY, o sea, DYy, (IR") = DX,,(IR"). Como Y (W;) = Uy > p,
X(W)=U 2 p, y ambos U, U; son abiertos, podemos suponer sin perder generali-
dad que U = U;. La funcién

h=Y1loX =¢poX W —->W

es entonces un difeomorfismo entre abiertos de IR". Escribiendo X = Y o h y
derivando tenemos, en virtud de la regla de la cadena, DX,, = DYy Dh,,. Re-
sulta que DX, (IR") C DY, (IR"). Pero como h : U — U es un difeomorfismo
resulta que Dhg, es un isomorfismo, i.e.: DYy, = DX,,(Dhy,)~! de donde también
DY, (IR") C DX,,(IR"). Se deduce que T,,M estd definida sin ambigiiedad en el
caso en que consideremos M C IRY.

Queremos ahora definir el espacio tangente a la variedad M en un punto p en
forma general, sin que dependa de que M esté contenida en un espacio Euclideano.
Si bien probaremos mas adelante que siempre existe un nimero natural N tal que
M puede suponerse inmersa en IRY, es comin que una variedad se defina de un
modo intrinseco, de modo que no resulte evidente en qué IR se considera inmersa.

Consideremos una variedad M™ diferenciable y A = {(y,U)} un atlas maximal
(de clase C*°) para M. Los elementos de A son las parejas (¢, U) donde U C M es el
dominio de definicién del mapa coordenado local ¢. Dadas las ternas (z, (¢, U),a) €
MxAxR"y (y,(¥,V),b) € M x Ax IR" definimos la relaciéon ~ entre las ternas
asf:

(3:7 (907 U)v a) ~ (ya (1/}7 V)? b)

si y solo si
l.z=yeUNV,

2. D(w o QD_l)go(x) (a) =b.

Veamos que la relacion ~ es una relacién de equivalencia.
La relacién ~ es obviamente reflexiva. Es simétrica pues si

DW © (P_l)go(x)(a) =b

entonces, como r =y,

D(pot™ ) yw(b) =a.

10



Finalmente la transitividad resulta de la regla de la cadena: si (z,(p,U),a) ~
(y, (¥, V),0) y (y,(¥,V),b) ~ (2,(x,W),c) entonces por una parte z =y = z €
UNV NW y tenemos que

DW © (P_l)cp(x)(a) =b

y también
D(x o9 )y (b) = ¢
de donde resulta
D(x ot )y (D@ oo ) ywm(a) =c

o sea, aplicando la regla de la cadena:

D(x o ¢ Nyw(a) =c,

y entonces
('737 (90’ U)? a) ~ (Zv (X; W)’ C) :

Fijado el punto x € M, las clases de equivalencia de una terna (z,(p,U),a) €
M x A x IR"™ son los que llamaremos vectores del espacio tangente a M en el punto
x. Ese espacio lo representaremos con la notacion T, M. En T, M definimos una
estructura de espacio vectorial como sigue:

siv,w € T, M existe (x,(p,U),a) € v representantes de la clase de equivalencia v.
Existe también (z, (¢, V), c) € w representantes de w. Observemos que entonces,
directamente de la definicién de la relaciéon ~, otro representante de la clase w es

(.CL‘, (90’ U)> D(QD ° w_l)lb(a:) (C))

Dicho de otro modo, podemos trabajar con un solo mapa coordenado. Llamando
b= D(poth)yw(c) queda (z,(p,U),b) € w, (z,(p,U),a) € v. Definimos ahora
la suma de vectores y producto por escalares del modo obvio:

» SUMA: v + w estd dado por la clase de equivalencia de (z, (p,U),a + b).

= PRODUCTO POR ESCALARES: \v estd dado por la clase de equivalencia
de (z, (¢, U), Aa).

Es un ejercicio (un poco tedioso) el verificar que la suma y el producto por escalares
asi definidos verifican los axiomas de espacio vectorial y que la definicién no depende
de los representantes de la clase de v y w elegidos.

Si {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)} es la base
candnica de IR", no es dificil probar que las clases de {(z, (p,U),¢;), j =1,...,n}

11



forman una base de T, M. Resulta entonces que dim(7,M) = dim(M) = n, para
todo punto x € M.

-+ 000000 - - -

Una definicién alternativa de espacio tangente a M en el punto z, T, M, se
puede dar como sigue:
Un vector con componentes v = (v1,...,v,) € IR" aplicado en el punto p € IR"
puede verse como un operador actuando en las funciones reales diferenciables. Si
f es una funcién diferenciable definida en algin entorno U > p entonces v asigna
a f:U C IR" — IR el nimero real v(f) que es la derivada direccional de f en la
direccién de v calculada en el punto p; f — v(f), donde

flo+vt)—f(p)  Of | of |

bty

v(f) = lim

t—0 t oxy

Dos leyes importantes son satisfechas por estas operaciones:
(Linealidad):

Vg€ Fy, VA€ R : v(f+g) =v(f)+v(g); v(Af) = v(f).
(Regla de Leibnitz)

Vf,g € Fr: v(fg) = f(p)v(g) +v(f)g(p)-

Esto motiva la siguiente definicidn-ejercicio de vector tangente como un oper-
ador que actua como la derivada direccional de funciones definidas en algin entorno
de un punto en una variedad diferenciable.

Sea M una variedad diferenciable y & un punto en ella. Definimos el conjunto

F.={f:U(x) — IR/ f diferenciable para algin U(x) 3 x, abierto en M}.

1. En F, definimos la relacién ~ por: f ~ g sii existe E(z) > x abierto en M
tal que f|g) = 9lp@e) Probar que la relacién es de equivalencia. Decimos
que dos funciones en la misma clase de equivalencia tienen el mismo germen
en z. En F, = F,/ ~, el espacio cociente, denotamos por [f] la clase de
equivalencia (el germen de f en x) en F, de f € F,. En F, definimos las
operaciones

[f1+1gl=[f+gl; [fllg] =1[fg].

Probar que lo convierten en un anillo: el anillo de gérmenes de funciones
diferenciables en xz € M. Observar que el germen [f] de una funcién f tiene
un valor univocamente determinado en x. Sea

I ={[f] € Fx / [f](z) = 0}.
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Mostrar que I, es un ideal de F,.

De aqui en més, para no recargar la notacién, escribiremos f en lugar de [f].
2. Decimos que 0 : F, — IR es una derivacién en F si cumple:

a) (Linealidad): Vf,g € Fy,YA € R: (f+g) = 9(f)+9(9); O(Nf) = AI(f).
b) (Regla de Leibnitz)

Vf,g € Fr: 0(fg) = [f(2)]0(g) + 9(f)g(x) .
Mostrar que 9(1) = 0, deducir que VA € IR : 9(\) = 0.

3. Sea
D, ={0: F, € IR/ 0 derivacién en F,}
Mostrar que (D, +, -, IR) es un espacio vectorial sobre IR con la definicién de
suma y producto por escalares obvia:(0 4+ 0")(f) = 9(f) + 9'(f); (NI)(f) =
AO(f))-

4. Probar que si M es una variedad diferenciable de dimensién m entonces
dim jp(D,) = m. [Sugerencia 1: si ¢ : U(z) — IR™ es un mapa coordenado
local, p(y) = (p1(y), ..., om(y)) entonces definiendo

_Ofop

oi(f) = x
() = S (@)
tenemos que {01,0s,...,0n} es linealmente independiente y genera en D,].
0; asi definida se llama la i-ésima derivada parcial de f. [Sugerencia 2: para
ver que {01,0s,...,0n} genera D, tomar d una derivacién. Si fuera cierto

que 0 =Y, y a;0j, aplicando 0 a las coordenadas ¢; del mapa coordenado ¢
quedarfa que a; = J(y;). Entonces definiendo primero 99 = _, 0(¢;)9;
luego V = 0 — 00 hay que verificar que V es una derivaciéon y que para todo
germen de funcién f se cumple Vf = 0. Para esto desarrollar F' = fo ™! :
o(U) C IR™ — IR en torno a n = ¢(x) como

F(r) = F(n) =) Lj(r —n)
j=1

donde ¢(¢q) = 7y L; son funciones C*°].

5. Concluir que T, M = D, como espacios vectoriales reales. Dicho de otro modo,
D, proporciona un método alternativo de definir intrinsecamente T, M.

6. Demostrar que D, = (I,/12).
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1.2.1. Fibrado Tangente

Sea M una variedad diferenciable de clase C", r > 2 y dimensién n. Definimos
TM el fibrado tangente de M, como la reunién de los pares (p,v) con p € M y
v € T,M. Si para cada p € M elegimos v(p) € T, M el subconjunto {(p,v(p))/p €
M} C TM se llama una seccién local de TM. Una seccién local particular es la
que elige v(p) = 0 € T,M para todo p € M. Esa seccién, llamada seccién nula, se
identifica con M mediante el mapa inyectivo

i:M—TM, i) =(p,0)VpelM.

Existe un mapa inverso a izquierda de ¢ dado por la funciéon de T'M sobre M
llamada proyeccién candnica:

II:TM —> M, I(p,v)=pV(p,v)eTM.

Se cumple que [To i = id : M — M; ioll(p,v) = (p,0). Si ¢ : U — IR" es
un mapa coordenado de M vamos a considerar en T'M mapas coordenados ¢ :
1 (U) — IR*". Definiremos de ese modo una estructura de variedad diferenciable
de dimensién 2n y clase C"~! en TM. Sea A un atlas diferenciable de clase C”
definiendo la variedad M. Para cada mapa coordenado local ¢ : U — IR", p € A
introducimos un mapa coordenado local

g : 11 (U) - R

en T'M definido como sigue:

Sea {X1(p),...,Xn(p)} la base de T, M asociada al mapa coordenado ¢. O sea,
para todo v € T,M existen tnicos ai,...,a, € IR tales que v = Z?Zl a; X;(p) y
cada X;(p) es el vector tangente a la curva ¢~ '(p(p) + tej) en t = 0, donde e; es
el j-ésimo vector de la base canénica de IR", y t € (—¢,€) con € > 0 pequeno tal
que o(p) +tej € ¢(U) para todo t € (—e¢, €). Definimos

&(p,v) = (e1(p)s -+ -y on(p), a1, ..., an) € R*" .

Sea A el conjunto de todas las aplicaciones ¢ : U = II71(U) — R*" con ¢ € A
el atlas original en M. Entonces se puede probar que A es un atlas diferenciable
de clase C"~! definiendo que A es abierto en TM si y solo si para cada U entorno
coordenado en TM $(U N A) es un abierto de IR?". Esto convierte a TM en una
variedad diferenciable de dimension 2n. Es bueno observar que aunque M sea com-
pacta, T'M no lo es.

Para ver que un cambio de coordenadas es de clase C"~! consideremos ¢ : II=}(U) —
R y ¢ : I"Y(V) — IR® dos mapas de A tales que II™1(U) NI~ 1(V) # 0. Por
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definiciéon de TM y de II se cumple que si UNV = () entonces II"1(U)NIT- (V) = 0
y resulta que II-1(U) NTT~1(V) = ITI"Y(U N V). Basta entonces con probar que

o i NUNV)) = I (T NV))

esdeclase C"" L. SipeUNVyuv=3Y" aXp) = > i=1b;Y;(p) donde X;(p)
son los vectores tangentes dados por el mapa coordenado ¢ : U — IR" y Y; son los
vectores tangentes asociados al mapa coordenado 1 : V' — IR™ entonces

1& ° 92771(901(17)7' : -,(,On(p),al, s ,CLn> = (1/11(17): s 7"¢n(p)abl7 o ’bn)

donde la aplicacion

(e1(p) -+ on(P) = (W1(P), - -, ¥n(p))

es por hipétesis de clase C" y

b = Zai&pﬁ ®)-
=1

Se deduce entonces que el cambio de coordenadas de ¢ a 1,2 es de clase C"!. Como
el atlas A puede elegirse numerable al ser M, por definicién de variedad topoldgica,
un espacio que cumple el segundo axioma de numerabilidad, el atlas A también
puede ser tomado numerable. Para chequear que T'M es Hausdorfl consideremos
(p,v) y (¢,w) en TM distintos. Observemos que si U es un entorno coordenado
del atlas A entonces II71(U) = U x IR". En efecto, si ¢ : U — IR" es el mapa
coordenado local, la transformacion

(p, (a1, an)) €U X R" = (p, ) a; X;(p)) € IH(U)
j=1

realiza la congruencia. Asf si (p,v) y (¢,w) ambos estdn en II71(U) para cierto
entorno coordenado U, entonces existen abiertos disjuntos conteniendo cada uno
de ellos porque U x IR™ es un espacio de Hausdorff. Si no existe un mismo entorno
coordenado IT-(U) del atlas A conteniendo a ambos elementos de TM entonces
en particular II(p,v) = p # II(q, w) = ¢. Sea entonces U un entorno coordenado en
M que contiene a p y V otro que contiene a g de modo que U NV = (). Entonces
I-YU) 3 (p,v) yII"YV) 3 (q,w) y T H(U)NT~L(V) = (. Esto termina la prueba
de que T'M es un espacio de Hausdorff y completa la prueba de que T'M es una
variedad diferenciable de clase C"~! si M es una variedad de clase C” y que la
dimensién de TM es 2n si n = dim(M).
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Retomando la definicién de seccion local en T'M hecha maés arriba,observemos que
en definitiva una seccién es una funcién o : M — TM tal que Illooc = Id: M — M.
Diremos que la seccién es continua cuando o es continua, que es de clase CF,
kE<r—1,cuando o :p € M — (p,v(p)) € T,M es de clase C*. Eso quiere decir
que tomando mapas coordenados locales ¢ : U — IR" en M y ¢ : I-Y(U) — R*®
en TM se tiene que

ooy l:pU)— ¢(II"H(U))
es de clase CF.

Una seccién continua o : M — TM (de clase C*¥) en TM se llama un
campo de vectores continuo (resp.: de clase C*) en M.

Dada f: M = M™ — N = N" una aplicacién diferenciable queda definido,
para cada p € M un mapa lineal Df, : T, M — Ty, N dado por

v E TpM — Dfp(’l)) € Tf(p)N

como sigue:

Siv € T, M es un vector tangente en p € M, entonces se escribe como la clase de
equivalencia de (p, (¢,U),a con p € U, (p : U — IR™ € A, el atlas definiendo la
estructura diferenciable en M. Sea ¢ : V = V(f(p)) — IR" un mapa coordenado
en el atlas B definiendo la estructura diferenciable en N. El vector D fy,(v) es la
clase de equivalencia de

(Q7 ('(/)’ V)’ DW ofo 90_1)@(17) (a)) :

Queda como ejercicio verificar que la definicién de D f,(v) no depende de los rep-
resentantes de la clase de v ni del mapa ¢ : V' — IR". A veces escribiremos D f, - v
o Dfyv en lugar de D f,(v).

Definicion 1.2.1. Si f : M — N es una aplicacion diferenciable, decimos que
p € M es un punto no singular si Df, : TyM — Ty, N es inyectiva.

Definicion 1.2.2. Dadas las variedades diferenciables M = M™ y N = N" deci-
mos que M es una subvariedad encajada en N sii:

1. M C N y la topologia de M coincide con la topologia inducida por N. O sea,
U C M es abierto de M sii existe U* C N abierto, tal que U =U*NM.

2. La inclusion M — N es no singular en todo punto p € M. O sea, si p €
M cC Nyp:Ulp) C M — IR™ es un mapa coordenado local para p en
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M,y :V(p) C N — IR" es un mapa coordenado local para p en N con
U(p) C V(p) entonces

Yol p(U(p) = »(V(p)
es una aplicacion diferenciable no singular en todo punto de p(U(p)).

Definicion 1.2.3. Decimos que M es una subvariedad inmersa en la variedad N
L)

1. M CN.

2. La inclusion M — N es no singular en todo punto p € M. O sea, si p €
M cC Nyp:Ulp) C M — IR™ es un mapa coordenado local para p en
M, y¢:V(p) C N — IR" es un mapa coordenado local para p en N con
U(p) C V(p) entonces

Yol p(U(p) = »(V(p)
es una aplicacion diferenciable no singular en todo punto de p(U(p)).

Observacion 1.2.1. Las definiciones dadas anteriormente obligan a que dim(M) <
dim(N).

Mads adelante definiremos punto regular asociado a una aplicacion diferenciable f :
M — N como un punto p € M en donde D f, es sobreyectivo, o sea, el rango de la
aplicacion lineal debe ser mayor que dim(N). Esto obliga a que dim(M) > dim(NV).

Definicién 1.2.4. Un mapa f : M — N es una inmersion si D f, es no singular
para todo p € M.

Definicion 1.2.5. Una inmersion f: M — N se dice un encaje si es un homeo-
morfismo sobre su imagen.

Ejemplos:

1. S' ¢ R, S? ¢ IR? y més en general, S" ! C IR, n > 1, son subvariedades
encajadas en JR". La inclusién en este caso es un encaje. (S° es por definicién
la unién de un par de puntos distintos; del mismo modo IR® es por definicién
un punto.)

2. Sea M = S'. Una manera natural de ver a S! es como el cociente de IR con
la relacién que identifica puntos sobre IR a distancia entre ellos un multiplo
entero:

Ve,yelR: x ~y<—=3dkecZ:y—x=k.
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De este modo S' ~ IR/ Z.

Anslogamente, T? puede verse como S' x S y también como el cociente
IR?/Z? donde identificamos los puntos (z1,x2) e (y1,y2) de IR? sii x1 —y; €
Z y también xo —yp € Z. Si v = (x1,22) € IR? denotamos su clase de
equivalencia por z. El mapa proyeccién II : IR? — T? es un difeomorfismo
local en cada punto p de T?, o sea, para cada preimagen z € IR? de p € T?
existe un entorno U = U(x) tal que II|y : U — II(U) es un difeomorfismo.

Consideremos en IR? la recta r de ecuacién y = ax. Se tiene que II(r) es una
subvariedad inmersa en T2

Pero si o € IR\@Q) entonces la imagen de la recta es densa en T2. Se deduce
que TI(r) € T? no puede ser una subvariedad encajada en T?. Sin embargo
si a € @ entonces II(r) C T? es una subvariedad encajada. Pero en este
tltimo caso II(r) es un circunferencia. Asf la proyeccién II|, : » — T2 no es
un encaje, pero si una inmersion.

. El subconjunto X del plano IR? dado por
X ={(z,y) C R?* /2" —y> = 0},

tiene una estructura de subvariedad de clase C' de IR?. Si consideramos la
funcion F(z,y) = 2* — 33, resulta que X = F~1(0). No podemos aplicar el
Teorema de la Funcién Implicita pues el gradiente VF' de F' se anula en (0, 0)
(si pudiéramos aplicar dicho teorema X serfa una subvariedad C°°). Pero X
puede verse también como G~1)(0) con G(z,y) =y — /3. Para esta funcién

VG(r,y) = (52" 1) £ (0,0)¥(x,y) € B,

Por tanto X es de clase C'. Pero X no admite ninguna estructura de subvar-
iedad de clase C? de IR

. El subconjunto
Q={(z,y) e R*/a* =y},

es una subvariedad de IR? que es solo de clase C°. Por otro lado puede dotarse
a () de una estructura de variedad C*°. En efecto: ¢ : IR — @ dada por
©(t) = (t,t*/?) es un homeomorfismo entre R y Q. Un atlas C* para Q lo
obtenemos asf:

Sea A un atlas C*° para IR (por ejemplo el dado por (R,id : R — IR).
Para @ definimos el atlas dado por z o ¢~!: ¢(U) — IR donde x : U — IR
pertenece al atlas A.

18



Ejercicio: Justificar adecuadamente las afirmaciones hechas més arriba en los ejem-
plos. Para ver que la proyeccién II(r) de la recta r de ecuacién y = ax es densa en
T? si « es irracional se sugiere probar que el subconjunto de los reales formado por

G=m+an, mn€ %,

es un subgrupo denso de (IR, +). A continuacién se sugiere probar que el subcon-
junto de IR? formado por los puntos P = (z,y) tales que

P=(t+m,at+n), mneZ,
es denso en IR?.

Teorema 1.2.1. Forma local de las inmersiones

Sea f: M =M™ — N = N" una inmersion (por lo tanto m < n). Para todo
punto p € M, q = f(p) € N, existen mapas coordenados locales ¢ : U(p) — IR™,
Y :V(q) — IR", tales que

Yo fop txy,za,...xn) = (1, 20,...,Tn,0,...,0).
A la inmersién de IR™ en IR™, m < n, definida por
t:R™ — R", (x1,...,2m) = (21,...,2p,0,...,0),

se le llama la inmersion canodnica. El teorema dice que localmente todas las inmer-
siones se ven como la candnica eligiendo las coordenadas adecuadas.

Demostracion. Sean ¢ : U = U(p) — R™ y 1 : V = V(q) — IR" mapas
coordenados definidos en entornos de p y ¢ = f(p) respectivamente. Llamemos F'
al mapa diferenciable

F=trofop;':U = (U)Cc R™ =V =4 (V) C R",

entre los abiertos U’ de IR™ y V' de IR". Sea 2° = ¢1(p). F se ve en coordenadas
como
F(xy,...,xm) =

(F1(x1y ey Tm)y ooy Fon (@1, o @)y Frng1 (21, ooy Tim )y -+« Fn(21, 0 2)) -

Se tiene que DF,o es inyectiva al ser f una inmersion, esto implica que existe
una submatriz m x m de DF,o tal que su determinante es no nulo, y a menos de
reordenar (Fi,...,F,) podemos suponer que esa submatriz estd formada por las

primeras m filas, o sea:
det | —/—= 0.
¢ <a(x1,...,g;m)<”“") 7



Obsérvese que ese reordenamiento equivale a componer ¢; a la derecha en IR™
con una isometria I; y componer ¥ a la izquierda en IR"™ con una isometria Is.
Consideremos la inmersiéon candnica de IR™ en IR" en el dominio de definiciéon de
F'y extendamosla como una funcién diferenciable F'a un entorno de z¥ en IR™ asf:

F(xla"wxmal‘m-‘rl?'”axn) =

(F1(1y s Tm)ys oy En (@1, oy )y Fon1 (1, ooy i) + Tt 1y« -+ F(T1, ooy Ti) +20))

Aqui (z1,...,2m) € U'y (Tmt1,...,2n) € RN —m, de donde F:U xR"™ C
R" — IR". Es claro ademads que F(z1,...,%m,0...,0) = F(z1,...,2,). Evaluando

DF en (29,...,29,0...0) queda como matriz jacobiana J(F)(a0,....29, 0..0):
a(F 7"7F’m)
8(11,..,xm) 0
* Id
Como
O(F1,...,Fy)

det DF(,0 0 o o) = det( (z°)) #0

X1,y Tm)

resulta por el Teorema de la Funcién Inversa que existe un entorno W C U’ de
(29,...,29,,0...,0) en IR™, tal que en él F' es un difeomorfismo. Sea W' = F(W) C

ybmy Y.
IR". Entonces 1(q) € W'. Si G = F~! entonces eligiendo ¥ = GoIyo; y
© = 1 o I se tiene la tesis (jcomprobarlo!). O

1.3. Teorema de Sard

Definicion 1.3.1. Sea f: M = M™ — N = N" una funcion diferenciable entre
las variedades M y N. Un punto p € M se dice un punto reqular para f si Df, :
TyM — Ty N es sobreyectiva (la transformacion lineal D f, tiene rango n). Un
punto p € M se dice un punto critico para [ st Df, : T,M — Ty, N no es
sobreyectiva (la transformacion lineal D f, tiene rango menor que n).

Definicion 1.3.2. Sea f: M = M™ — N = N" una funcion diferenciable entre
las variedades M y N y sea ¢ € N. El punto ¢ se dice un valor reqular de la funcion
f si para todo x € f~1(c) se cumple que = es un punto regular para f.

Obsérvese que si f~1(c) = () entonces ¢ es un valor regular de f.

El Teorema de Sard dice que si f : M — N es una funcién diferenciable de clase
C® el conjunto de valores regulares es casi toda la variedad N. Més exactamente
probaremos que:
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Teorema 1.3.1. Sean M = M"™ y N = NP variedades diferenciables compactas. Si
f: M — N es una funcion diferenciable de clase C*° entonces si C' es el conjunto
de puntos criticos para la funcion f resulta que f(C) C N tiene medida de Lebesque
nula en N.

El enunciado hace referencia a que f(C) tiene medida nula en N. Necesitamos
entonces dar un enunciado preciso de esa nocion.
Recordamos que K C IR"™ es de medida nula si Ve > 0 existe un cubrimiento nu-
merable de K por bolas By, Bs, ... tales que Zj VolBj < e. Si X1, Xo,...,Xp,...,
son todos de medida nula entonces X = U;X; es de medida nula. Més atn, si
Y C U;X; entonces Y es de medida nula. Si M es una variedad (topolégica o
diferenciable) entonces, por definicién, existe un cubrimiento numerable de M por
entornos coordenados U, o sea, dominios de mapas coordenados locales.

Definicién 1.3.3. Sea M = M"™ una variedad diferenciable (de clase C*°). Deci-
mos que X C M es un conjunto de medida (de Lebesgue) nula (o de medida 0) si
X =U;Xj tal que cada X estd contenido en un entorno coordenado U; tal que si
@ : Uj — IR"™ es el mapa coordenado local correspondiente entonces o(U; N X;) es
de medida nula en IR".

La definicién no depende de la descomposicién de X en la unién X; particular
ni en los mapas coordenados locales. Para ver esto probamos el siguiente resultado:

Lema 1.3.1. Sea ¢ : U C IR" — IR" una funcién de clase C', U abierto en IR".
Entonces si X C U es un cerrado de medida nula en IR"™ también p(X) es de
medida nula en IR™.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Entonces existe V tal que X C
Cl(V) € U con Cl(V) compacto. En Cl(V) la funcién ¢ es uniformemente Lip-
schitziana, i.e.: existe K > 0 tal que |p(z) — ¢(y)|| < K|z — y|| para todo
xz,y € CI(V). Si {B1,Bs,...} es un cubrimiento de X por bolas entonces si r;
es el radio de la bola B; y ¢; es su centro, o sea B; = B(¢;, ;), entonces si x € B;
entonces ||¢(z) — ¢(¢)|| < Kri. Por lo tanto ¢(B;) C B(¢(c;), Kr;). Claramente
{B(¢(c1), K1), B(p(c2), Kr2) ...} cubre p(X). Se deduce que si ), Vol(B)) < €,
con € > 0 arbitrario, entonces Zj Vol(B(cj, Krj) < K™e. Si X no es compacto
podemos escribir U como U = U,~oU,, donde

Up={zeU/|z| <n,dist(z,0U) > =},

y probar, como mas arriba, que cada conjunto X,, = X NU, es de medida nula. [

1
n

Si X no es compacto la prueba anterior fracasa pero eso no lo usaremos.
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Una consecuencia inmediata es que un cambio de coordenadas en una variedad
M = M™ va a llevar un conjunto de medida nula en la imagen de un mapa coorde-
nado en un conjunto de medida nula. De donde la definicién de ser de medida nula
en una variedad diferenciable no depende de los mapas coordenados particulares.

Lema 1.3.2. Sea M = M" una variedad diferenciable y sea X C M tal que para
todo p € M se cumple que eziste U(p) entorno de p en M tal que la medida de
U(p) N X es nula. Entonces la medida de X es nula.

Demostracion. La variedad M admite, como espacio topoldgico, una base numer-
able de entornos. O

Como consecuencia de la definiciéon de medida nula en una variedad y de los
lemas anteriores para probar el Teorema de Sard alcanza con probar que:
Si f: U C IR" — IRP es una funcién diferenciable (de clase C*°), U abierto,
y C C U es el conjunto de puntos criticos de la funcién f entonces f(C') tiene
medida nula en IRP.
La prueba del Teorema de Sard va a ser hecha por induccién en las dimensién n
de la variedad M, f : M — N. Vamos a precisar el siguiente resultado que es un
caso particular del Teorema de Fubini.

Lema 1.3.3. Sea X C IR" un conjunto cerrado tal que para todo hiperplano H de
IR" la medida de X N H es nula (como medida (n — 1) dimensional). Entonces la
medida de X en IR" es nula.

Demostracion. Supongamos inicialmente que X es compacto y que existen hiper-
planos P(z) paralelos entre si y transversales a un segmento [a, b], = € [a, ], tales
que la medida (n — 1) dimensional de X N H(x) es nula para todo x € [a,b] y que
X C Ugglap P(z). Entonces X tiene medida n dimensional nula.

Dado € > 0, para cada hiperplano P(z) existe un cubrimiento numerable por bolas
(n—1) dimensionales {C;j(x)} de X N P(x), tal que ), Vol,_1(C;) < e. Afirmamos
que para todo z € [a, b] existe a; > 0 tal que el producto {C;j(z) X (z — g, z+ay)}
es un cubrimiento por cilindros n dimensionales de X N (Upga,pP(7)). En efec-
to, si asi no fuera, existiria z € [a,b] tal que para todo a@ > 0 existiria z, €
X N (UgglapP(7)) tal que zo ¢ Ui(Ci(z) X (¥ — a,x + a)). Tomando limite para
a — 0 y una subsucesién convergente de {z,} obtenemos un punto z € X N P(z),
pues X es cerrado, tal que z ¢ U;C;(z), contradiciendo que {C;(z)} es un cubrim-
iento de X N P(z). Como X es compacto existe un subcubrimiento finito de la
forma anterior de todo X. Mas aun, existe un subcubrimiento

X cUCila) x (2 = oz + ay)
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tal que si para algin jo extraigo algin sub cubrimiento de la forma Cj(z;,) x (zj, —
Qjy, Tj, + 0y, ) entonces

X & Uy jzjo (Ci(xg) X (x5 — o, 5 + ) -

Afirmamos que la suma total en j de las longitudes de los segmentos (x; — o, z; +
a;) C [a,b] no sobrepasa 3|b — a| para el cubrimiento elegido. Se deduce que

ZVoln(Ci(xj) X () — o,z + o)) = ZZVOln(Ci(UCj) X (j — o, + o)) <

J

> el(wj — ajyx; + o) < 3)b—ale.

J
Esto demuestra que X, si es compacto, tiene medida nula. El caso general de X
cerrado se deduce de éste (ejercicio). (Cortar X con {x € R"/|z| < n},n €
IN). O

Demostremos ahora el Teorema de Sard. Como ya vimos alcanza con probar
que si f: U C IR™ — IRP es una funcién diferenciable (de clase C*°), U abierto, y
C C U es el conjunto de puntos criticos de la funcién f entonces f(C') tiene medida
nula en IR?.

Demostracion. Como ya anunciamos la prueba sera por induccién en n, basdndonos
en la prueba dada en el libro de J. Milnor, "Topology from the differentiable
viewpoint”. Esta demostracién coincide también esencialmente con la dada en el
apéndice 1 del libro de Victor Guillemin y Alan Pollack ”Differential Topology”.
El enunciado tiene sentido paran > 0y p > 1. Claramente para n = 0 es verdadero
pues RY es un punto.

Sin embargo, el caso n = 0 es poco intuitivo, tratemos de probarlo para n = 1 direc-
tamente. En este caso tenemos que f : U C IR — IRP es una curva parametrizada.
Por el Teorema de Lindeloff, U es una unién numerable de intervalos abiertos dis-
juntos: U = U;1;. Si llamamos C; = C' N I; y probamos que f(C;) tiene medida 0
habremos probado todo, pues C = U;C;. Sea entonces I = I; con ¢ € IN fijo. Si
p = 1 los puntos criticos en este caso son simplemente aquellos en que f/'(z) = 0.
Por Taylor se cumple para x € C' NI que

|f(x +h) — f(x)| = |R(x, h)|h?, R(z,h) continua.

Sea I = (a,b) y tomemos a; — a® y bj — b~. En el intervalo compacto [a;, b;]
existe L > 0 fijo tal que Vo € C N [aj,b;] se cumple: |f(z + h) — f(x)] < Lh?. Si
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dividimos el intervalo [a;, b;] en k sub-intervalos de igual longitud (b; —a;)/k, en el
peor caso tendremos que cada uno contendra puntos de C. En ese caso, la imagen
por f de dichos sub-intervalos estard contenida en un intervalo de lado menor o
igual que 2L(b; — aj)?/k?. Como hay k sub-intervalos a lo sumo cada uno de ellos
contendrd puntos criticos, de donde a lo més precisaremos k sub intervalos en IR
de longitud 2L(b; — a;)?/k* de donde la longitud total V de la unién de dichos
sub-intervalos (pueden tener partes comunes) no sobrepasa

V <k x (2L(b; — a;j))?/k* = H/k —0.

Aqui H = (2L(b; — a;))? es una constante que depende de f y de la longitud
de [aj,b;]. Como consecuencia, la medida de f(C N [a;,b;]) es nula. Como (adn
en el caso en que a = —o0 0 b = +00) f(C) se escribe como f(U;(C N [aj,b;]))
resulta que f(C) tiene medida nula y hemos probado el caso n = 1 si p = 1. Si
p > 1 entonces todo punto de U es un punto critico. Hay que probar entonces que
f(U) tiene medida nula en IRP con p > 2. Otra vez U C IR es unién numerable
de intervalos disjuntos I;. Alcanza entonces con probar que si I = I; es uno de
esos intervalos entonces f(I) tiene medida nula en IR, p > 2. En este caso otra
vez consideramos (a,b) = I y sucesiones a; — a*t, b; — b~. De modo que I =
Ujla;, bj]. Para cada [a;, b;] existe L = L(f) > 0 tal que || f(y) — f(z)|| < L|ly — x|
(pues f es de clase C'! en I). Otra vez subdividimos [aj, b;] en k sub-intervalos de
longitud (b; — a;)/k los extremos del i-ésimo sub-intervalo son a; +i(b; — a;)/k y
aj+ (i+1)(bj —aj)/k,i=0,1...,k— 1. Entonces se tiene que la imagen de cada
sub-intervalo estd contenida en un cubo de arista de longitud menor o igual que
L(b; — aj)/k. El volumen p-dimensional de este cubo es LP(b; — a;)?/k? = H/kP
con H una constante. Como hay k intervalos, el volumen total V' de la unién de
los cubos necesarios para cubrir f([a;,b;]) estd acotado por V < k x H/kP. Como
p > 2 el volumen tiende a 0 cuando k — +o00. Como I es unién numerable de [a;, b;]
resulta que f(I) tiene medida nula en IRP. Luego también f(U) tiene medida nula
en IRP. Esto completa la demostracién para n = 1 valga p > 1 lo que valga. La
prueba que hicimos para n = 1 p > 1 puede hacerse en general en el caso n < p.
En este caso hay que probar directamente que f(U) tiene medida nula en IRP. Eso
es falso si f es solo continua. El ejemplo de la curva de Peano (ver por ejemplo
T. Apostol, .Analisis Matemético”segunda edicién, Editorial Reverté, pp 272-273)
muestra una funcién continua de I = [0,1] en IR? cuya imagen tiene area; es el
cuadrado [0, 1]2.

Supongamos ahora que vale la tesis para toda funcién g : U € IR" ' — IRP de
clase C, con U abierto en IR"~!, n > 2. La prueba para el cason = 1,p = 1 no
puede generalizarse directamente al caso n > p porque en general no va a pasar que
se anule la derivada en los puntos de C, es maés, aunque eso pasara, del hecho de
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la anulacién de la primera derivada no puede darse la prueba anterior de que f(C)
tiene medida nula en IRP. La razén es que si n > 1, el procedimiento anterior va a
involucrar subdividir no intervalos en k partes iguales sino cubos n-dimensionales
en k™ cubos iguales. La acotacién anterior va a quedar, siempre en el caso de que
se anule la derivada D f, con z € C,

V < k" x (constante)®? /k*P = H/E*P™" .

Pero si n > 2p la expresién anterior no tiende a 0 cuando k — oo. Pero la prueba
ilustra el por qué falla, si en lugar de anularse la primera derivada se anularan todas
las derivadas parciales hasta el orden A inclusive, con h suficientemente grande, de
la férmula de Taylor se tendria

|f(x+h)— flz)| < R(x,h)HhHhH, R(z,h) continua,

por lo que la acotacién del volumen p-dimensional total va a quedar V' < H/ f(h+1)p—n
ysi(h+1)p—n>0vaa tender a 0 con k — oc.

Para obtener una prueba completa vamos entonces a subdividir el conjunto de
puntos criticos del siguiente modo: Sea

Cy ={ze€C/Df, =0},
sea en general
C, = {x € C/se anulan todas las derivadas parciales de f hasta el orden h}.

Probaremos primero que f(C\C}) tiene medida p dimensional nula, aqui usaremos
el lema 1.3.3. Luego probaremos que f(Cy\Cp41) tiene medida nula y finalmente
que existe h tal que f(C}) tiene medida nula, es aqui que aparecen las ideas antes
expuestas en el caso n = 1. En el caso de que f fuera analitica (desarrollable en
serie de potencias) el tiltimo paso es innecesario.

Supongamos que z° € C\Cj. Entonces al menos una entrada de la matriz
Jacobiana ((Df,0)) es no nula. Podemos suponer que g—xll(xo) # 0. Existe entonces
un entorno V = V(z%) C U C IR" en el cual la funcién h(z) = h(xy,z2,...7,) =
(fri(z),z2,...,2p), h : V — V' C IR", es un difeomorfismo. Sea g : V' — IRP
definida por foh™'. Sea C' C V' el conjunto de puntos criticos de g. Como h es un
difeomorfismo resulta que y € C’ sii h™1(y) estd en CNV, de donde C’ = h(CNV)
por lo que f(VNC) = g(C"). Ademds

f(,Il,CL'Q,...,l’n) = (fl(l’l,l’g,. . ..In),fQ(Il,...,fL'n),... 7fn(x15$27"' 7mn)) =

= fohil((fl(xhw?)'"7mn)7$27"'7mn)) = g(fl(‘rlam?a” . 7'I’n)7:1:27" . 755n)7
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por lo que g fija la primera coordenada:

gt xa, .. xn) = (tg2(t, o . 2n), .., gp(t 22, ..., 2)).

Entonces g manda hiperplanos (n—1)-dimensionales cortados con V' en hiperplanos
(p — 1)-dimensionales. Para cada t fijo sea g; : V; ¢ IR"! — IRP~! dada por
g1, yn—1) = g(t,y1,...yn—1) donde V; = V' N {x; = t} es un abierto del
hiperplano {z; = t} que se identifica con IR""'. Si x € C’ existe t tal que x =
(t,z2,...2pn) € V4, 0 sea, llamando y; = 2, ...,Yn—1 = @y el punto ((y1,...,Yn—1)
es critico para g¢. Se deduce que si C es el conjunto de puntos criticos de g; entonces
C’ C UiCy ya que la matriz Jacobiana de g es

10 ... 0
x 992 992
Oxo e Oy
« O Ogp
Ory " Ozn
asi que si = (t,x9,...,2,) €s un punto critico de g es porque el conjunto de

vectores columna de la submatriz

992 992
Ore " Ozn
: : : es linealmente dependiente (caso n > p),
99p Ogp.
Ors """ Ozn
de donde (9, ...,x,) es un punto critico de g;. El caso n < p implica que n — 1 <

p — 1 y el resultado es el mismo.

Por hipétesis de induccién ¢¢(C}) tiene medida (p — 1)-dimensional nula de
donde por el lema 1.3.3 resulta que g(C’) tiene medida p-dimensional nula en IRP.
Pero g(C") = f(V N C) por lo que f(V NC) tiene medida nula en IRP. Por el lema
1.3.2 aplicado a M = IR". resulta que f(C\C}) tiene medida nula en IRP.

Probemos ahora que f(Cj\Cjy1) tiene medida 0. Si 2% € Cy\Cj1 entonces se
anulan en z° todas las derivadas parciales hasta el orden k inclusive, pero existe
una derivada parcial de orden k + 1 no nula. Sea

B givtizte f;

B J19..92
Oxy' 0xy” . ..

[(z) ()

una derivada parcial de orden k de f (ji +j2+--- = k) y supongamos sin pérdida
de generalidad y para simplificar la notacién que la derivada parcial de Iy (x) re-
specto a z1 en z = 2° es no nula, aqui I(z) = (l1(z),...,l,(z)). Definimos h(x) =
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(li(x), z2,...,zy), como %(xO) # 0 resulta que h(x) es un difeomorfismo definido

en un entorno V- C IR", h(V) = V' abierto de IR". Sea g = foh ! : V' — IRP.
Entonces x € Cp NV implica que h(z) estd en el hiperplano {0} x R* NV’ y
ademds es un punto critico de g. Sea g la restriccién de g a Vj = {0} x RNV’
La funcién gy puede verse como definida en un abierto de IR"~! de donde por
induccién la medida p dimensional de

QO(V(; N puntos criticos de go)

es nula. Pero eso significa que la medida p-dimensional de f(CrNV') es nula. Como
Cik\Ck+1 puede cubrirse por un conjunto numerable de entornos V se sigue que
f(Cx\Cg41) tiene medida nula en IRP.

Por dltimo probemos que f(Cy) tiene medida nula para k suficientemente
grande. Por Taylor se cumple para x € C, " U que

1 (z + k) = f@)ll = R, W)[[Ih]**, R(z,h) continua.

Sea I = I"™ un cubo de dimensiéon n de lado § > 0 tal que I C U. Existe una
constante ¢ > 0 tal que |[R(x,h)|| < ¢ de donde ||f(z + h) — f(z)|| < c||h|*H!.
Subdividiendo I en m™ cubos (o sea, dividiendo el lado de longitud 6 de I en m
partes iguales) obtenemos para cada cubo I; de la subdivisién que si z,x + h € I;
entonces ||h|| < y/nd/m (longitud de la diagonal del cubo I;). Se tiene entonces
que si 20 esta en Cy, N I; la imagen de I; por f se encuentra contenido en un cubo
p-dimensional centrado en f(2°) y de lado

k+1
1 (y/nd) .
< 2¢||h||F T < 2CW, (jverificarlo!).
Hay a lo sumo m' sub-cubos I de I que contengan un punto de C}. Su imagen
por f estd contenida en la unién de a lo sumo m'™ cubos p-dimensionales. El volumen

total de la union de todos estos cubos no supera entonces a
m" x (2e/nd* NP ymP*HD — gm0 — cte > 0.

Haciendo subdivisiones cada vez més finas (haciendo tender m a infinito), si p(k +
1)—n >0+ k >n/p—1, obtenemos que la medida de f(I N Cy) es nula. Como
C}, puede cubrirse con un conjunto numerable de cubos de lado no mayor que
esto completa la prueba del Teorema de Sard. O

Por qué interesarnos en los valores regulares de una funcién? Una respuesta
parcial la da el
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Teorema 1.3.2. Sea f: M =M™ — N = N" m > n, una funcion diferenciable
y ¢ € N un valor reqular para f. Entonces f~(c) C M es una subvariedad de M
de dimension m — n.

Demostracion. Si p € f~1(c) entonces Df, es sobreyectiva. Sean ¢ : U = U(p) —

IR™ y 4 : V = V(c) — IR" mapas coordenados locales, pongamos ¢(p) = z° =
(29,29,...,2%) y ¥(e) =4° = (19,...,9). El mapa entre espacios euclideanos

F=(F,....F)=vofel:oU)c R" —y(V)cCR",

cumple que DF,o es sobre. Consideremos IR" C IR™ la inmersién canénica y defi-
namos la funcién F': o(U) C R™ — IR™ como

F(zi,.xm) = (F1(x1, ., Tm), -« s Fo(Z1, oy Tm)ys Tt 1y - o, Tn); (X1, 0,2m) € (U) .

En forma analoga a en el teorema 1.2.1 se prueba que F' es un difeomorfismo definido
en un entorno W C IR™. Para z € F~1(y°) se tiene que F(x) = (¢, Zpi1s---,Tm)
con ¢ € IR". Las coordenadas (zp41,...,%,) dan entonces una parametrizacién
local de F~1(c). La diferenciabilidad es consecuencia de la de Fy es claro que la
dimensién de F~1(c) es m — n. O

Ejemplos:

1. Sea f(z1,...Tn41) = 23+ 23+ +22,,, f: R"™ — IR. Como Df =
(2z1,2x9,...,2x,41), para que Df no sea sobreyectivo debe ser 1 = z9 =
-+ = 2p+1 = 0. En este caso ¢ = 0. Todo niimero real ¢ # 0 es un valor regular
de f. Sic>0, f71(c) es una esfera de dimensién n, si ¢ < 0, f~!(c) = 0. En
el caso de ¢ = 0 se tiene f~1(0) = (0,0,...,0), un punto.

2. f(z,y) = 22 — y?. Ahora Df = (2z,—2y) no es sobre si x = y = 0. Otra
vez ¢ = 0. Pero ahora f~1(0) es el producto de rectas (x + y)(z —y) = 0.
Este producto no es una variedad en un entorno de (0,0) en donde no es
localmente un arco. Si ¢ # 0 se tiene que f~(c) es una hipérbola de asintotas
lasrectas =y y = = —y.

3. Ejercicio: Sea f(z,y,2) = 22+ (Va2 +9y2 —2)2, f : R¥\{zr = y = 0} —
IR. Verificar que f es de clase C'° y hallar los valores regulares c. Estudiar
geométricamente f~1(c).

4. Sea M(n) el conjunto de las matrices de n filas y n columnas. M (n) se identi-
fica con IR™. Sea det : M (n) — IR. Como det es una funcién continua resulta
que GL(n), el subconjunto de M(n) en el que det # 0 es un abierto de M (n)
de donde una variedad de igual dimensién.
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El subconjunto de GL(n) de las matrices ((a;;)) n x n tales que det((a;;)) =1
se llama el grupo especial lineal (en particular es un grupo con el producto
usual de matrices como operacién). Probar que es una variedad C* de di-
mensién n? — 1.

Surge naturalmente la pregunta de si toda variedad podra escribirse como la preim-
agen de un valor regular ¢ para cierta funcién diferenciable f : U Cc IR™ — IR", U
abierto de IR™. La respuesta es no.

Teorema 1.3.3. Si M = f~1(c) con c valor regular de f : U ¢ R™ — R", U
abierto, entonces M es orientable.

Demostracion. La omitimos. O

Se concluye que toda variedad no orientable no puede representarse como la
preimagen de un valor regular de una funcién diferenciable f : U C R™ — IR".

1.4. Teorema de Whitney

Dada una variedad diferenciable M = M™ cabe preguntarse si siempre es posible
pensar que esta en un espacio Euclideano. Por ejemplo:

Slz{(aﬁ,y)GIRQ/xZ—i-yZ:l}C]RQ,
T? = 8' x S' ¢ R*,

y también podemos pensar a T? en IR? como la superficie dada por parametriza-
ciones de la forma

z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = (2 cos u+cosu cos v, 2sen u-+sen u cos v,senv), (u,v) € (—m, )2,

(El lector completard las parametrizaciones para cubrir todo el toro). O como la
preimagen en IR? de un valor regular de una de las funciones que aparecen en los
ejemplos al respecto.
En realidad el ultimo ejemplo plantea otra pregunta: Si existe "una copia” de
M = M™ en un espacio euclideano, jcual es el minimo N € IN tal que dicha copia
de M pueda verse como una subvariedad encajada en IR ?

Ambos problemas admiten solucién afirmativa. Dada una variedad diferenciable
M de dimensién n existe siempre un espacio euclideano IRY y un difeomorfismo f :
M — RN tal que f(M) es una subvariedad encajada en IRY. El minimo N para que
siempre exista f(M) encajada en IRY es N = 2n. Whitney demostré primeramente
que dada M una variedad diferenciable de dimensién n existia una copia encajada
en IR, Mis tarde logré probar que N = 2n era suficiente. El enunciado preciso
del resultado es el siguiente:
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Teorema 1.4.1. Teorema de Whitney.
Toda variedad diferenciable M de clase C' y de dimension n puede encajarse en
R*".

Nosotros nos conformaremos con demostrar un resultado mas débil; probaremos
que toda variedad diferenciable M = M", compacta de clase C*, k > 1, puede
encajarse en IR?"*! para un N € IN suficientemente grande.

1.4.1. Funciones chichon

Un instrumento necesario para la demostracién que daremos son las asf llamadas
funciones chichén (bump function en inglés).
Sea B(p,r) C IR" la bola de centro p € IR" y radio r > 0. En el caso de que p = 0,
el origen de coordenadas escribiremos simplemente B(r).

Lema 1.4.1. Eziste una funcion b: B(3) C IR" — IR tal que 0 < b(x) <1 y que

b(t) =1 Vo € B(1)
0<b(z) <1l Vxe B(2)\ClIB(1))
b(xz) =0 Vz € B(3)\Cl(B(2))

Demostracion. Consideremos la funcién real f: IR — IR,
1
f(t)y=e =0 site (0,1); f(t)=0sit ¢ (0,1).

Es un ejercicio de céalculo probar que esta funcién es de clase C*° en IR. En par-
ticular f(¢) se anula junto con todas sus derivadas parat =0y t=1.y f(t) >0
para t € (0,1).

A partir de f definimos la funcién real g : IR — IR, por

t 1
g(t)zll)/o F(r)dr  donde b:/o F(r)dr.

Es claro que g es de clase C™ en IR, que g(t) = 0Vt < 0, g(t) = 1Vt > 1 y que
0<g(t)<1Vte(0,1).

A partir de g(t) definimos h(t) = g(2 — |t]). Esta funcién cumple que h = 0 fuera
de B(2) C IR, esta entre 0 y 1 parat € (—2,—1)U(1,2) y vale 1 en CI(B(1)) C IR
0, lo que es lo mismo, para —1 < ¢ < 1. Esto ultimo hace que, mismo que |¢| no sea
derivable en ¢t = 0, la funcién h sea de clase C'*° al ser constante en un entorno de
0.

Finalmente si z = (z1,...,2,) € R", definimos b : IR" — IR de clase C*° como
b(x) = h(||z|). Esta funcién restringida a B(3) cumple todos los requisitos de la
tesis del lema. O
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1.4.2. Prueba del Teorema de Whitney

Teorema 1.4.2. Sea M = M™ una variedad diferenciable de clase C* compacta.
Eziste un encaje F : M — IRY de clase C* en un espacio euclideano de dimension
suficientemente grande.

Demostracién. Sea p € My ¢ : U'(p) — IR™ un mapa coordenado local. Por
definicién de variedad ¢(U’(p)) es un abierto de IR™ de donde existe € > 0 tal
que ©(U'(p)) D B(¢(p),€). A menos de componer ¢ a izquierda primero con la
traslacion T'(¢(p) — 0) y luego con la homotecia de centro 0 y razén %, podemos
de entrada suponer que ¢(U’(p)) contiene en su interior a la bola abierta B(3) de
centro 0 y radio 3. La traslacion y la homotecia, siendo de clase C'°°, no cambian la
clase de diferenciabilidad del mapa ¢ : U’(p) — IR". Sean ahora U(p) = ¢~ 1(B(3)),
V(p) = ¢ HB(2)) y W(p) = ¢~ 1(B(1)). Es claro que

peW(p) CV(p) cUp) cU(p)c M

y que todos son abiertos en la topologia de M. Ademés ¢ : U(p) — IR™ es un mapa
coordenado del atlas diferenciable maximal de M. Como

U W

peEM

es un cubrimiento de M que es compacta existen Wi, W, ... W, de la familia
{W(p)/p € M} tales que constituyen un cubrimiento finito:

Jw;.
j=1

Denotemos por Vj, U; y ¢; : Uj — IR™ a los correspondientes entornos conteniendo
a W, y al correspondiente mapa coordenado local.

Sea b: B(3) — IR la funcién de case C*° del lema 1.4.1 y sean (go%(q), () €
B(3) las coordenadas de ¢;(q) para ¢ € U;. Para cada j = 1,...,r definimos la

funcién F; : M — R™""! por
Fi(q) = b(e;(q) - (j(q),--.,¢}(q),1) si g € Uy,

y Fj(q) =0¢€ R"™, siqe M\Uj.

Dado que ¢; : Uj — IR" es de clase C* y b: B(3) — IR es de clase C* el mapa Fj
es también de clase C*. Sea ahora F : M — R™V" = RN 1a aplicacién de clase
C* dada por

F(q) = (Fi(q), F2(q) - - - . Fr(q)) -
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Afirmamos que F es un encaje de M en RY. Hay que probar que Vp € M : DF),
es inyectiva y que F : M — IR es un homeomorfismo sobre su imagen F (M).
DF, es inyectiva: sea W; algin abierto del cubrimiento de M {W;,...,W,} tal
que p € Wj, si las coordenadas dadas por el mapa coordenado local ¢; de un
punto genérico ¢ en W; son (x1(q),z2(q),...,2n(q)), entonces, como b(y;(q)) =
1 ya que la imagen de W; por ¢; es B(1) y b/B(1) = 1, resulta que Fj(q) =
(z1(q),z2(q), ..., zn(q),1). La matriz jacobiana de F' evaluada en p respecto a las
coordenadas locales dadas por ¢; contiene entonces una submatriz de n + 1 filas y
n columnas dada por las derivadas parciales de Fj o 90]71 evaluadas en ¢;(p) que es
la matriz identidad n x n, Id,, orlada con una fila de ceros:

1 0 --- 0

o 1 0--- 0

o o0 ---0 1

o 0 --- 0
Se deduce entonces que el rango de DF), es n = # columnas de DF),, y por lo tanto
DF, es inyectiva o, lo que es equivalente por definicién, p es no singular.
F es un homeomorfismo sobre su imagen: probemos que F' es globalmente inyectiva
(siendo cada punto no singular F' es localmente inyectiva por una aplicacién del
Teorema de la Funcién Inversa). Sean p,q € M, p # ¢ y sea W; algtin entorno
coordenado conteniendo a p, W; existe pues los W; constituyen un cubrimiento.
Si ocurre que ¢ € CI(W;) entonces la funcién Fj : M — IR""! aplicada a p y a
g es respectivamente F(p) = (91(p), ., ¢"(0), 1) ¥ Fy(a) = (9}(a)...., ¢ (a), 1)
ya que en CI(W;) la funcién b(¢;(-)) vale 1. Pero ¢; es un mapa coordenado local,
de donde un homeomorfismo entre W; y su imagen en IR". Si p # ¢ entonces
©;j(p) # ¢;(q) y las n primeras coordenadas de Fj(p) son entonces distintas de
las n primeras coordenadas de Fj(q). Siendo Fj(p) # Fjj(q) también ocurre que
F(p) # F(q). Si ahora p € W; pero g € M\CI(WW;) entonces la n + 1 coordenada
de Fj(p) vale 1, pero la n + 1 coordenada de Fj(q) es estrictamente menor que 1.
Entonces otra vez Fj(p) # Fj(q) y de aqui que también F(p) # F(q). Se deduce
que F' es globalmente inyectiva.
Siendo F' inyectiva y sobre F(M) también es un homeomorfismo ya que M es
compacta: sea F~1 : F(M) — M la inversa de F. Dado K C M cerrado, por ser
M compacta resulta que K es un compacto. Entonces F(K) es compacto y por
tanto cerrado en F(M). Pero F(K) = (F~!)"1(K). De donde F~! es continua al
llevar cerrados en cerrados.
Se tiene entonces que F' es un homeomorfismo sobre su imagen y como ya vimos
que DF), es no singular para todo p € M concluimos que F' es un encaje. Que es
de clase C* se deduce de la construccién de F. O
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Observacién 1.4.1. La prueba vale siempre que M sea compacta al menos de
clase C, para el resto de la prueva necesitaremos que M sea por lo menos de clase
C?. Sin embargo la prueba de Whitney vale en clase C* (ver Geometric Integration
Theory por Hassler Whitney, Princeton University Press).

Teorema 1.4.3. Sea M una variedad diferenciable compacta de clase C*, k > 2.
Eziste un encaje de clase CF de M en IR*"™! siendo n = dim(M).

Demostracion. Sea F : M — IRY el encaje de clase C* construido en el teorema
1.4.2 y supongamos que N > 2n + 1. Vamos a hallar un hiperplano H en IRV
tal que la proyeccién ortogonal II : IRY — H sobre H sea un encaje de F(M)
en II(F(M)) o sea, de modo que ITo F' : M — Il o F(M) sea un encaje. Como
H = RN~! esto dard un encaje de M en RN~ Si N —1 > 2n + 1 veremos que es
posible repetir el procedimiento de donde por induccién se obtendré la tesis. Para
la demostracién usaremos el Teorema de Sard.

Consideremos la funcién h : M x M x IR :— IRY dada por h(z,y,t) = t(F(y) —
F(z)). Claramente es una funcién de la misma clase de diferenciabilidad, k, que F'.
M x M x IR es una variedad diferenciable de clase C* y dimensién 2n + 1. Por el
Teorema de Sard la medida en IRY de la imagen de Cj, el conjunto de los puntos
criticos de h es nula: u(h(Cy)) = 0, RN \R(C},), el conjunto de valores regulares de
h, es denso en IRN. Pero como 2n + 1 < N todo punto en la imagen de h es un
valor critico de h de donde C;, = M x M x IR, el dominio de la funcién h. Sea u
un valor regular de h, como 0 € RY est4 en la imagen de h (elegir t = 0) resulta
que u # 0. Afirmamos que si H es el hiperplano ortogonal a u y II = II,, es la
proyeccién correspondiente, entonces IIo F' : M — H es inyectiva. En efecto: si
ITo F(x) =Ilo F(y) entonces F(y) — F(z) = Au para algin A € IR. Si ahora resulta
que y # x, como F es inyectiva resulta que F(y) — F(x) # 0. Entonces A # 0, pero
entonces h(z,y,1/\) = u, contradiciendo que u es un valor regular de h.

Si probamos que también se puede encontrar u que haga que todo punto de M sea
un punto no singular de IT o F', habremos conseguido probar que existe un encaje
de M en H, teniendo en cuenta otra vez, como hicimos en la prueba del teorema
1.4.2, que M se supone compacta. Para ello usaremos que 7'M, el fibrado tangente
a M es una variedad diferenciable de dimensién 2dim(M) = 2n. Los elementos de
TM son las parejas (p,v) donde p € M y v € T,M. Sea ahora g : TM — RY la
funcién definida como g(p,v) = DF,(v).”Como dim(T'M) = 2n < N, resulta, al
igual que para h, que el conjunto de puntos criticos de g, Cy, coincide con todo
TM. Por el Teorema de Sard g(TM) tiene medida nula en IRY. Sea u € RV tal
que es un valor regular de g y I : RN — H la proyeccién ortogonal a u. Se deduce
que u ¢ g(T'M), en particular u # 0 ya que DF,(0) = 0 para cualquier p € M
de donde H # IR . Probemos que si p € M entonces es un punto no singular de
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IIoF : M — H. Recordemos que por ser II lineal se cumple que DII = II, entonces
D(ITo F), = Dlpy) o DF, =110 DF),.

Si existe v # 0 tal que v € ker(Il o DF),) entonces, por la definicién de proyeccién,
existe A € IR tal que DF,(v) = Au. De aqui, como DF, es inyectiva por ser F
un encaje de M en IR, X\ # 0 y entonces DF,(v/\) = u o sea g(p,v/\) = u
contradiciendo que u es un valor regular.

Por tltimo, las medidas en IRY de h(M x M x IR) y de g(TM) son nulas, de
donde su uniéon también es de medida nula. Se concluye que podemos elegir u
simultaneamente valor regular para h y g, de donde Ilo F': M — H es un encaje.
(El argumento anterior prueba que si tenemos una infinidad numerable de funciones
hj, podemos elegir un valor regular comun a todas).

Obsérvese que si F es de clase CF la funcién g(p,v) = DF,(v) es de clase C*~1.
Para aplicar Sard necesitamos que al menos sea F de clase C? (usando ademds que
2n+1 < N). O

1.5. Variedades con borde

Consideremos el semiespacio cerrado IH™ C IR" definido como
H" ={z=(x1,...,2) € R" /x,, > 0}.
Llamaremos borde de IH" al subconjunto
OH" ={z = (z1,...,2p) € R" /2, = 0}.
Lema 1.5.1. IH" no es difeomorfo a IR™.}

Demostracion. Supongamos que IH" y IR" fueran difeomorfos mediante un difeo-
morfismo f : IR" — IH". Podemos extender el dominio de f y pensar que f :
IR" — IR"™ es una funcién diferenciable invertible con inversa f~! diferenciable en
los puntos de la imagen de f (en los puntos de IH"). Seay € OIH™ yseax = f~1(y).
Por el Teorema 1.6.1 (Teorema de la funcién inversa), existe B(y,r) C IR" tal que
B(y,r) C f(IR™). Pero esto es absurdo pues B(y,r) N IR™\IH" # (. O

Una funcién ¢ : IH™ — IH" se dice de clase C* si para todo 2 € IH" existe r > 0
tal que existe una extensién F de f \( Bler)nlH™ & toda B (x,7) que es diferenciable

,r
de clase C*.

LIR™ y H™ tampoco son homeomorfos; una prueba de ello se obtiene del asi llamado Teorema
de Invariancia del Dominio que afirma que si V' C IR" es homeomorfo a un subconjunto abierto
de IR" entonces V es abierto. Pero IJH™ C IR™ no es abierto en IR", por lo tanto no puede ser
homeomorfo a IR".
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Definicion 1.5.1. Decimos que M es una variedad diferenciable de dimension
n con borde, de clase C*, si M es un espacio topoldgico de Hausdorff con base
numerable y tal que para cada uno de sus puntos x existe un entorno V y un
difeomorfismo ¢ : V. — J", de clase C*, donde J" es un abierto o bien de IR"™ o
bien de IH". Los difeomorfismos @ sequiran llamdndose mapas coordenados locales
y sus inversas o~ ! parametrizaciones locales.

Puntos con una base de entornos difeomorfos a IH™ se llaman puntos del borde
de M. Su union se llama el borde OM de M, puede ser vacio.
El subconjunto de M formado por M\OM se llama el interior de M. Esta formado
por los puntos con entornos difeomorfos a IR"™. La definicién tiene sentido desde
que, por el lema 1.5.1, no puede un punto tener un entorno difeomorfo a la vez a
H"ya IR".
Asumiremos, a menos que digamos lo contrario, que M es de clase C°°. Cuando
ocurra tal cosa escribiremos simplemente ”variedad diferenciable”.

Proposicion 1.5.1. El borde OM de un variedad diferenciable con borde M de
dimension n es una variedad diferenciable (sin borde) de dimension n — 1.

Demostracion. Sea p € OM un punto del borde de M. Existe entonces un mapa
coordenado local ¢ : U C M — IH" tal que p € U y ¢(p) € OIH". Pues si ¢(p) =
(z1(p),...,zn(p)) ¢ OIH™ entonces z,(p) > 0 lo que implica que restringiendo ¢ a
un entorno V(p) C U, tenemos un difeomorfismo de V(p) con una bola abierta B
de IR™. Se concluye que p ¢ M. En consecuencia z,(p) = 0. Ademds todo punto
g € U tal que x,(q) = 0 estd en IM NU(p) y reciprocamente. La restriccién de ¢
a OM N U es entonces un mapa diferenciable ¢|syny con imagen sobre R™ . Si
Y :V C M — IH" es otro mapa coordenado local tal que OM NV NU > p entonces
restringiendo los dominios de v y de ¢ adecuadamente tenemos que o™ : IH" —
IH" es un difeomorfismo. Luego restringiendo a OM v y ¢ se obtiene que

Ylanr o (wlon) ™t R*H — R

es un difeomorfismo. Por tltimo U(OM NU) = 0M. Entonces la restricciéon de un
atlas diferenciable de la variedad con borde M da un atlas diferenciable de OM.
Resulta claro ademaés de lo hecho que la dimensién de M es n — 1. 0

1.6. Algunos resultados basicos

Teorema 1.6.1. Sean Q C IR™ un subconjunto abierto, f : Q — IR™ una funcion
diferenciable y po € 2 tal que Dfy, : IR™ — IR™ es una transformacion lineal
invertible (« det(Df,,) # 0). Entonces eziste un entorno U, po € U C Q tal que
la restriccion de f a U es un difeomorfismo de U sobre un entorno abierto V de

q0 = f(po)-
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Demostracion. La prueba la haremos en varios pasos.

Paso 1: Como det(D f,) # 0 existe un abierto U; de IR™, D U; 2 po, tal que

det(Dfp,) # 0 para todo p € U;. Esto es consecuencia inmediata de que det es una
funcién continua y D f varia con continuidad en 2.
Existe entonces un abierto convexo Us 3 po, Cl(Uz) C U; tal que f es inyectiva en
Cl(Us). Si asi no fuera existirfan x,, # y, convergiendo a py tales que f(z,,) = f(yn).
Como U; es abierto existe una bola B centrada en pg contenida en U;. Como
Tn,Yn — Po a partir de cierto ng o, yn € B. Se tiene entonces que el segmento que
une x, con ¥, estd contenido en B. Entonces se cumple:

A R (G ( Yn — Tn ) p(n; Yn) (1)

[Yn — znl| [Yn — nl| [yn — znl
con % — 0 cuando n — oo ya que dist(zy,y,) — 0 con n — ooy f es
una funcién de clase C' al menos (ver observacién 1.6.1). El vector \\Z::iZII tiene

norma 1 por lo que pertenece a la esfera compacta S”~!. Tomando una subsucesién

convergente de entre ”z":?‘” obtenemos un versor u en S™ ! tal que, tomando
n n

limites en (1)
D fp, (u) =0

Esto contradice que D fp, es inyectiva.

Paso 2: Existe r > 0 tal que B(f(po),r) C f(Ua2), o sea, la imagen de la restric-
cién de f/Us contiene un abierto de IR™.
Sea m = min{||f(po) — f(x)|| / x € OUz} Como f es inyectiva en Cl(Uz) resulta que
m > 0. Sea r = m/3. Entonces resulta que B(f(po),r) C Us.
Para verlo sea ¢ € B(f(po),r) y consideremos la funcién G(x) = || f(x) — q||? defini-
da en Cl(Us)con valores en IR U{0}. Esta funcién es continua y por tanto alcanza
un minimo en Cl(Uz). Este minimo no lo alcanza en 0U; pues si € QU entonces

1 () =gl + 11f (o) — all = |[f(x) = flpo)l = m.

Como q € B(f(po),r = m/3) resulta G(z) = ||f(z) — q||> > (2m/3)? = 4r%. Pero
G(po) < (m/3)? = r%. Se concluye que el minimo (absoluto) es alcanzado en el
abierto convexo Us en un punto p. Entonces es un minimo relativo.

Por lo tanto DG, = 0. Pero si f = (fi,..., fm), ¢ = (q1,...,qm) entonces G(x) =

> (fix) = gj)%. De aqui se tiene que

oG = ofi(x
T ) =23 (i) — g B

Jj=1
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Pero la matriz

ofi  ofi 83]‘1
ox ox T ks
o of ofs
J(l’) — o1 Oxo OTm
Ofm  Ofm Ofm
ox1 Oxo e OTm

es biyectiva por lo que para x = p se tiene

. filp) — ¢
gg (p) =2 Z(fj (p) — q]')a‘gg) =2J(p) f2_@ f_% =0
= fm(p) —qm

solo tiene la solucién trivial. O sea, f(p) = gq.

Hemos probado que cualquier punto ¢ € B(qo,r) estd en la imagen de f/Us.
Probamos algo mas, si p es tal que D f, es inyectiva, p € Us, la funcién restringida
a un abierto conveniente de p contiene un abierto de f(p). La funcién f es por
tanto abierta en Us: f(Us) es un abierto de IR™.

Paso 3: Podemos ahora definir g : B(qo,r) — Uz tal que g- f = id, o sea, g es la
inversa de f. Queremos ver que es continua: sea C' C Im(g) C Cl(Us) un cerrado.
Entonces C' es compacto y como f es continua resulta f(C) un compacto. Luego
un cerrado en B(qp,r). Por lo tanto g es continua.

Paso 4: g es diferenciable en los puntos de ¢g(Usz). El candidato para la derivada
de g en f(p) es Dfp_l, o sea, Dgg—¢p) = Dfp_l. Escribamos entonces g(q + w) —
9(a) = Df, {(w) + p(w) y veamos que

im 2

w—0 ||w
Escribamos v = g(q+w) — g(q). Entonc[s Eesulta teniendo en cuenta que g = f(p),
fp+v)=fp) = fl9(0) +9(a+w) —9(@) —qg=f9(¢g+w) —g=q+w—g=w
Pero f(p+v) — f(p) = Dfy(v) + r(v), con lim,_g ﬁ = 0. Sustituyendo queda:
v=Df ((Dfy(v) +7(v)) + pw) = v+ Df, } (r(v)) + p(w)
Entonces p(w) = —Df, " ((r(v)) por lo que
plw)  —=Df; ((r(v))v]

lwll [[ol[{[w]l

Siendo v = g(¢+w) —g(q) se tiene que lim,,_ov(w) = 0 y como H = W

estd acotado (ejercicio 1.6.1) se deduce lo que querfamos.
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Observacion 1.6.1. Sear(pg,x) = f(x)—f(po)—f (po)(x—po), entonces r'(pg, x) =
f'(x) = f'(po) y 7' (po,po) = 0. Como f es de clase C* lo mismo ocurre con r(po, ).
Por lo tanto Ve > 0 : 36 > 0/ |7 (po,z)|| < € si |[x — pol| < 0. Del Teorema del
Valor Medio se concluye que ||r(po,x) — r(po,y)| < €llz — y||. De aqui facilmente

se ve que \I\ngiig:\)\ — 0 ya que p(Tpn,Yn) = r(Po, Tn) — 7(P0, Yn)-

Ejercicio 1.6.1. Sea f : U C IR™ — IR" con U abierto de IR™ una funcion
diferenciable de clase C' y K un compacto K C U.

1. Probar que existe a = a(K) > 0 tal que para todo x,y € K se cumple

1f (@) = fW)ll < allz =yl .
(O sea, f es Lipschitziana en K con constant de Lipschitz a.)

2. Probar que si Df es inyectiva en K entonces existe b= b(K) > 0 tal que

1 () = FW)ll = bllz =yl -
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2. Teoria del grado

Teoria del grado. Teoria del grado médulo 2. Teor{a del Grado de Brouwer. Invariancia
por homotopias. Teorema Fundamental del Algebra. Teorema del punto fijo de Brouwer.

La Teoria del Grado es una rama de la Teoria de Homotopia (ver homotopia de
funciones, definicién 2.1.1 y siguientes) desarrollada por L. Brouwer quien probé que
dos aplicaciones homotépicas tienen el mismo grado. H. Hopf probé a su vez que si
f:M*— 8" g: M"™ — S™ siendo S™ la esfera de dimensién n, tienen el mismo
grado, entonces son homotdpicas. Resulta entonces que el grado de una aplicacién
nos provee de un invariante ficil de calcular que tiene consecuencias geométricas
interesantes.

2.1. Teoria del grado mdédulo 2

Primeramente comenzaremos por definir el grado mdédulo 2 de una aplicacién
f+ M"™ — N" diferenciable y luego extenderemos la definicién al caso de f continua.
Resultard un ejemplo de cémo las técnicas de la Topologia Diferencial se extienden
al caso continuo.

Definicién 2.1.1. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, I = [0,1] C IR, y [ :
X —>Y yg: X —Y dos aplicaciones continuas entre ellos. Decimos que f y g
son homotépicas y lo escribimos f ~ g si existe H : X X I — Y continua tal que
para todo x € X se cumple que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x).

Definicién 2.1.2. Sean M y N dos variedades diferenciales (de clase C*), I =
0,1] CR, yf: M — Nyg: M — N dos aplicaciones diferenciales entre

d
ellos. Decimos que f y g son diferenciablemente homotopicas y lo escribimos f ~ g
si existe H : M x I — N diferenciable tal que para todo © € M se cumple que

H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x).

Definicién 2.1.3. Sean X yY dos espacios topolégicos, I = [0,1] C IR, y f : X —
Y yg: X =Y dos homeomorfismos entre ellos. Decimos que f y g son isotdpicos
y lo escribimos f = g si existe H : X X I — Y continua tal que para todo r € X
se cumple que H(x,0) = f(x) y H(z,1) = g(x) y tal que para todo ty € [0,1] :
H(z,ty) : X =Y es un homeomorfismo sobre Y.

Definicién 2.1.4. Sean M y N dos variedades diferenciables, I = [0,1] C IR, y
f:M— Nyg: M — N dos difeomorfismos entre ellos. Decimos que f y g son
diferenciablemente isotdpicos (o mas abreviadamente: difeotdpicos) y lo escribimos

d
f =g siexiste H: X xI —Y diferenciable tal que para todo x € X se cumple que
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H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z) y tal que para todo ty € [0,1] : H(x,tp) : X - Y
es un difeomorfismo sobre Y.

Esta ultima definicién implica en particular que las variedades M y N tienen
que tener igual dimensién.
Todas las definiciones anteriores dan lugar a relaciones de equivalencia. Ilus-

d Ny . . .
tramos esto probando que f ~ g es una relaciéon de equivalencia entre las aplica-
ciones diferenciales entre dos variedades M = M™ y N = N".

Reflexividad

Simetria

Transitividad

Basta definir H : M x I — N como H(xz,t) = f(x) para todot € I, z € M.

Si F'(z,t) es una aplicacién diferenciable de M x I en N tal que F'(z,0) = f(x)
y F(x,1) = g(z) entonces G : M x I — N definida como G(z,t) = F(z,1—t)
es una aplicacién diferenciable de M x I en N que cumple G(z,0) = g(z), y

G(z,1) = f(z).

Sea F(z,t) : M x I — N una homotopia diferenciable entre f(x) y g(z) y
sea G(z,t) : M x I — N una homotopia diferenciable entre g(z) y h(z).
Consideremos una funcién ¢ : IR — IR de clase €™ tal que ¢(t) = 0Vt <0,
o(t) = 1Vt > 1/2 y tal que ¢(t) € (0,1) if t € (0,1/2). Se cumplird que se
anularan las derivadas o*)(0) y ¢*)(1/2), k = 1,2.... Una tal funcién puede
construirse tomando la funcién g(t) del lema 1.4.1 y definiendo ¢(t) = g(2t).
Definimos la aplicacién H : M x I — N por

F(z, (1)), Vit € [0,1/2]
H(x,t) { G(x,z(t —1/2)), Vte (1/2,1]

Que H es continua es consecuencia de que 'y G son continuas y de que
F(z,1) = G(z,0) = g(x). La diferenciabilidad en puntos de la forma (x,t)
con t # 1/2 es consecuencia de la diferenciabilidad de F' (si ¢t < 1/2) y de
G (sit > 1/2) y la diferenciabilidad de ¢. La tnica duda se presenta en el
caso en que t = 1/2. Para t = 1/2 F(x,p(1/2)) = G(z,¢(t — 1/2) = g(z).
Usando coordenadas locales en M, X : U(x) — IR™ las derivadas parciales
de go X~ con respecto a X (z) = (z1,...2y,) estdn bien definidas y varfan
con continuidad al variar ¢ ya que tanto F' como G son diferenciables. Iguales
consideraciones valen para las derivadas parciales de orden superior. Falta
chequear que las derivadas parciales de H(z,t), en las que t interviene, para
t = 1/2 existen. Probemos que %—Ij]tzl /2 existe las otras derivadas parciales
de orden superior se calculan de igual modo.

lfm H(z,t)— H(z,1/2) — Ym F(x,p(t)) — F(z,1) _

t—(1/2)~ t—1/2 t—(1/2)~ t—1/2

40



OF . OF
= o @2 ¢(1/2) = rl@a/z) 0=0

ya que ¢(1/2) = 0. Del mismo modo
H(z,t) — H(x,1/2) G(z,o(t —1/2)) — G(x,0)

lim = lim =
t—(1/2)+ t—1/2 t—(1/2)~ t—1/2

oG . oG
a\(x,()) - 9(0) = E‘(z,o) -0=0.

Asi las derivadas laterales respecto a t de H en t = 1/2 existen y ambas
son iguales a 0. Las otras derivadas parciales en que interviene ¢ también se
anulan para t = 1/2 de donde H es de clase C*°. y resulta la transitividad

., d
de la relacion ~.

A efectos de poder definir el grado médulo 2 para funciones continuas necesitamos
algunos resultados sobre aproximacion de funciones continuas por diferenciables
que pasamos a demostrar.

Sea M = M™ una variedad diferenciable y ¢/ un cubrimiento abierto de M con
la siguiente propiedad: para todo p € M existe solo un nimero finito de entornos U
en U tales que p € U. Decimos que el cubrimiento es localmente finito. Una variedad
M para la que se cumple la propiedad anterior se dice que es paracompacta. Por
ejemplo, si M es compacta esta condicion se cumple pues siempre puedo extraer
de un atlas un sub-atlas finito.
En realidad toda variedad diferenciable, desde que, por definicién, tiene una base
de entornos numerable, es paracompacta. Este resultado es puramente topolégico,
lo incluimos por completitud.
Si {Us}aca es un cubrimiento de M decimos que {V3}3cp es un refinamiento de
{Ua}aca si él mismo es un cubrimiento de M y para cada Vs de {V3}gep existe
un a € A tal que Vg C U,.

Lema 2.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Entonces M es paracompacta:
mas aun, cada cubrimiento admite un refinamiento numerable localmente finito.

Demostracion. Como M cumple el segundo axioma de numerabilidad y es Haus-
dorff existe {U;},.py un subcubrimiento numerable de M tal que cada U; tiene

clausura compacta. Sea ahora G1 = Uy,. Elijamos Gy = U;?:lUj siendo 49 el menor

natural tal que Cl(G1) C Ué?:lUj. Inductivamente definimos Gy a partir de Gy,

como .
k41

Gry1 = U U;
=1
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siendo 741 el menor natural mayor que ix tal que

T+l

Cl(Gg) C U Uj.
j=1

Se cumple que ClI(G}) C Ggi1, que Gy es compacto y que U2 Gy = M. Si
ahora {V,, }aea es cualquier cubrimiento abierto de M, el conjunto Cl(G;)\G;_1 es
un compacto incluido en el abierto G;41\Cl(G;—2). Tomemos un subcubrimiento
finito de C1(G;)\G;—1 por abiertos de la forma V,,N(G;+1\Cl(Gi—2)) y uno, también
finito, de C1(G2) por abiertos de la forma V,, N G3. Esta cobertura cumple la tesis
del lema. O

Decimos que {(; },. pv es una particién diferenciable de la unidad en la variedad
M subordinada al cubrimiento localmente finito {U;},. pv si

1. Para todo ¢ € IN ¢; : M — IR es una funcién de clase C*°.
2. Para todo ¢ € IN ¢; : M — IR es una funciéon > 0 que se anula fuera de Uj;.
3. 2.2, ¢i(p) =1 para todo p € M.

Lema 2.1.2. Particiones de la Unidad
Dada M una variedad diferenciable, existe una particion diferenciable de la unidad
para M subordinada a un cubrimiento por cartas locales {U;}.

Demostracion. Sean {U;}, {V;}, {W;}, cubrimientos numerables de M por entornos
coordenados, W; C V; C U; para todo ¢ € IN, tales que si X; : U; — IR" es
el mapa coordenado correspondiente entonces X;(U;) = B(3), X;(V;) = B(2),
Xi(W;) = B(1), siendo B(r) C IR" la bola de centro 0 y radio r en IR". Por
el lema anterior existe un cubrimiento con estas propiedades y que es localmente
finito. Usando la funcién h del lema 1.4.1 definimos b;(p) = h(||X;(p)||) parap € U;
y bi(p) = 0 si p € M\U;. Finalmente definimos

oy _bi)
@](p) - Zz bz(p) :

Como el cubrimiento es localmente finito la suma del denominador es finita ya que
b; se anula fuera de U;. Como cada p pertenece a algin W; para ese j bj(p) =1y
el denominador no se anula. Luego ¢;(p) es una funcién C*°. Finalmente también
> i(p) =1 por la definicién de las ;. O

El siguiente resultado hace referencia a que una variedad diferenciable compacta
M encajada en otra N admite un entorno en N que él mismo es una subvariedad
de N. Para poder ser mas precisos damos la siguiente definicién.
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Lema 2.1.3. Sea N = N" C IRF una variedad diferenciable encajada en IR*. Todo
punto p € N posee un entorno coordenado donde estan definidos k —n campos de
vectores normales linealmente independientes de clase C*° si N es una subvariedad
C™ de IR*. Mds aun, esos campos pueden suponerse de versores ortonormales.

Demostracion. Podemos considerar a TN como un subespacio vectorial de IRF de
dimensién n. Sea T, N+ el subespacio ortogonal complementario,

T,Nt={veR*/ <v,u>=0YuecT,N}.

T,Nt es un subespacio de IR¥ de dimensién k — n. Vamos a hallar una base de
T,N-+. Para ello sea X : U ¢ IR™ — IR* una parametrizacién local de N tal que
X(0) = p € N. Elijamos una base ortonormal cualquiera {v1,...vg_,} de T,N=+
para p (fijo en U). Consideremos el mapa F : U x R ¢ RF — IR* dado por

F((:L‘l,...,xn,tl,...,tk,n) :X(xl,...,xn)+tlvl+---+tk,nvk,n.

Por la eleccién de vy, . . ., vE_, resulta que F es un difeomorfismo entre un entorno
V de 0 en IR y un entorno W de p en IR*. Los puntos de N N W corresponden
por F~! a aquellos puntos de V tales que las k —n tltimas coordenadas se anulan.
Sea entonces II : IR¥ — IR*™™ la proyeccién

(21, oy @y Tty - Tk) = (Tpgdy - - -5 The) -

La composicién g =IMo F~1: W — IR*™™ es una aplicacién diferenciable tal que
la solucién del sistema g = 0 € IRF™™ corresponde a N N W. Es facil probar que
por la construccién hecha 0 € IRF~™ es un valor regular de ¢ (jasf que probamos de
paso que toda variedad N es localmente la preimagen de un valor regular!). Sean
(g1(x), ..., gk—n(x)) las coordenadas de g(x). Entonces los gradientes

{vi(z) =Vagi(x),...,v—n(x) = Vgi_n(x)}

constituyen una base de T, N*. Como g(x) es de clase O resulta que esta base
varia también diferenciablemente con x € N. Si no fuera una base ortonormal, el
proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt aplicado a

{v1(z) = Vg1 (@), ..., vk-n(2) = Vg n(z)}

da una base ortonormal que varia diferenciablemente si lo aplicamos en el mismo
orden para cada x (normalizamos, vy, obteniendo u; = v1/||v1]|, luego obtenemos
ug = (v2— < wa,up > uy)/||(va— < w2, uy > wp)|l , luego uz = - - - etc). O
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Definicion 2.1.5. Sea C C M un subconjunto cerrado de la variedad diferenciable
M Decimos que una funcion continuar : M— > C de M sobre C' es una retraccion
de M en C si cumple r/C = idc. En este caso decimos que C' es un retracto de
M. Decimos que r es un retracto diferenciable si la funcion r es diferenciable.

Definimos la distancia entre un punto P € IR* y un subconjunto X # () de IR”
como el infimo de ||z — P|| /x € X. Sea € > 0. Llamamos € entorno de un conjunto
X C IR* al conjunto de los puntos

T.(X) = {y € R* /dist(y, X) < ¢} .

Teorema 2.1.1. Teorema del Entorno Tubular

Si N = N™ es una variedad diferenciable compacta encajada en IR® existe un e > 0
tal que T¢(N) es una variedad diferenciable de dimension k y existe una retraccion
diferenciable 1y : Te(N)— > N tal que Ily(x) = xn es el punto de N mds cercano
ax € T(N). En particular x — xn es un vector normal a Ty N y ||z — x| <€y
dados dos puntos distintos x,y € N los segmentos de longitud € con origen x e y
normales a N en los puntos x e y son disjuntos.

Demostracion. Sea G : N x RF™ — IR¥ dada por
G(.I‘, li, ... 7tk—n) =T+ tl’l)l(.%') +eoet tk—nvk—n(x) .

Entonces GG es una aplicacién diferenciable tal que el diferencial DG tiene rango
k en (x,0...,0). Existe pues un e(x) > 0 tal que G es un difeomorfismo local
sobre B(x,e(x)), © € N (Teorema de la Funcién Inversa). Componiendo con una
parametrizacién local X : U ¢ IR" — IR* en un entorno de z nos queda F :
U x R c R* — IR* dada por

F(z1,...,Tn,t1, .oy tpepn) = X(x1, ..o, 2n) + t1o1(x) + -+ + tpepnVk—n(z) .

F define un difeomorfismo local en un abierto de IR*. Si tomamos dos puntos
z,y € NN B(x, e(x)) observamos que la preimagen de esos puntos en IR* es un par
de puntos (p1,0,...,0), (p2,0,...,0), donde py,ps € U C R" y (0,...,0) € RF™.
Y la preimagen de segmentos ortogonales a N por cada uno de esos puntos van a
ser segmentos de la forma

(piaa1A7a2)‘7 <o 7ak7’n)\)7 A€ [076]7 1=1,2

donde (ay,...,ax_p) es algin versor (fijo) de IRF™". Asi que si p; # py esos seg-
mentos van a ser disjuntos, de donde vale lo mismo para los segmentos normales a
N por z e y en B(xz,e(x)).
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Como N es compacta, existe un cubrimiento finito de ella por entornos Vi,..., V.
Para cada V; existe el correspondiente ¢; > 0. Sea ahora 0 < € < ¢; para todo
i=1,...,rytal que ademds si x,y € N y ||z — y|| < 2¢ entonces exista un entorno
coordenado que los contiene a ambos (basta encontrar un nimero de Lebesgue del
cubrimiento {V;} de N). Probemos ahora que dos segmentos normales a N en pun-
tos distintos x,y € N, ambos segmentos de longitud menor que ¢, son disjuntos.
En efecto, si x, y estdn en un mismo entorno coordenado, entonces se aplica lo visto
més arriba. Si no, ||z — y|| > 2e. Si los segmentos tuvieran un punto en comun,
digamos z, la distancia entre z y x seria menor que €, andlogamente dist(y, z) < €
y finalmente dist(z,y) < 2¢. Pero esto contradice que ||z — y|| > 2¢. Es inmediato
ahora que G es globalmente inyectiva en el entorno T,(N) de N.

La retraccién buscada se consigue asi: si p € T¢(N) entonces existe z, € N tal
que dist(z,, p) es minima entre {dist(z,p) /« € N}. Por lo tanto dist(z,, p) < €. Ese
punto cumple que ||p — z,||? es minima al variar € N. Si X : U(z) C R" — IRF
es una parametrizacion local resultara entonces, poniendo

r=X(x1,...,2,) = (Xl(xl,...,xn),...,Xk(:cl,...,xn)),

yp= (pl, .. ,pk), que la funcién

(Xj(xl,...,mn) —pj)2

k
=1

J

tiene un minimo local para las coordenadas correspondientes a x = x,,. Esto implica
(jhacer las cuentas!) que

0X
<X($1,...,.’L’n)—p,£>:0, (2)

ox X
oz’ Oxy

es una base de T, N. En consecuencia x, —p es ortogonal a N en . Si hubiera dos
elementos z, 2’ realizando el minimo entonces existirfan v € T,N*, v/ € Ty N*t,
lvl] < € ||| < € tales que © +v = p = a’ + v'. Pero eso violaria que G es
globalmente inyectiva. Definimos IIx(p) = z, €l tinico elemento de N que minimiza
la distancia.

Otro modo para dar la retraccién Iy es el siguiente: si I : RF — IR" es la

proyeccién candnica sobre las n primeras coordenadas entonces, componiendo la
F:U x RF™ c R* — IR* con II se obtiene

para todo i =1,...,n. Pero

Iy =Follo F~': B(x,e(x)) — B(z,e(x) NN .
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Ahora es claro que Iy : T,(N) — N es diferenciable pues F' es un difeomorfismo,
v la proyeccién candnica II es diferenciable. O

Lema 2.1.4. Sea M = M™ una variedad diferenciable compacta y N = N™ C IRF
una variedad diferenciable compacta encajada en IR (Por el Teorema de Whitney
siempre podemos suponer esto). Para toda aplicacion f : M — N continua y para
todo € > 0 existe una aplicacion diferenciable g : M — N tal que || f(z) —g(x)| <.
Aqui || - || es la norma heredada del producto interno usual de IR,

Demostracion. Dado € > 0, sea § > 0, § < €/2 tal que el teorema 2.1.1 valga
y T5(N) sea una variedad diferenciable munida con una retraccién diferenciable
II:T5(N) — N. Como M es compacta y f es continua en M existe un cubrimiento
finito {Uy,...,U,} de M tal que para todo par de puntos z,y € U; se cumple
||f(x) — f(y)|| < d. En consecuencia todo el segmento

[f(@), fW) ={z € RF /2= (1 —t)f(x) +tf(y);t € [0,1]},

estd en T5(N) ya que tanto f(x) como f(y) estdn en N y la longitud del segmento
es menor que d. Sea {¢; : M — IR};—,. , una particién diferenciable de la unidad
subordinada a {U;}j=1, ., v elijamos para cada j = 1,...,r un punto z; € Uj.
Definamos h : M — IR* como

z) = fz)p;(x)
j=1

Es claro que h(z) es de clase C*°. Ademds la imagen de M por h estd en T5(N).
En efecto:

1h(z) = f(2) = HZf zj)pj(x) — ()] =

(pues > 7_; pj(z) = 1 para todo x € M)

= HZf (z5)pj(x Zf )| < Z% I (@5) = fl)ll-

Analicemos los sumandos %, ¢;(@)||f(x;) — f(z)||. Si x € Uy, entonces || f(z;) —
f(x)]] < d. Si x ¢ Uj entonces ¢j(xr) = 0. En cualquier caso resulta que cada
sumando estd acotado por arriba por ¢;(z)d. Entonces

[ () H<Z¢a )0 =29
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Se tiene entonces que h(xz) € T5(N). Es claro que h es una funcién diferenciable.
Sea ahora g : M — N dada por

g(z) =Iloh(z), dondell : T5(N) — N

es la retraccion diferenciable dada por el teorema 2.1.1. Entonces g es diferenciable

y
lg(x) = f@)] <llg(x) = h(@)|[ + [[h(z) = f(@)]| <0+ 0 <e,

pues g(z) = II(h(x)) es el pie de la perpendicular por h(z) € Ts(N) a N, de donde
la distancia entre g(z) y h(z) es menor que 6. Que ||h(z) — f(z)|| < ¢ es lo que
antes probamos. Esto termina la demostracién del lema. O

Lema 2.1.5. Sea X un espacio topoldgico y N = N™ C IR* una variedad diferen-
ciable compacta. Fxiste € > 0 tal que si f: X — N yg: X — N son aplicaciones
diferenciables que cumplen || f(z) — g(x)|| < € para todo x € X, entonces f y g son
homotopicas; f ~ g. Mds aun, si X es una variedad diferenciable y f y g son am-
bas aplicaciones diferenciables entonces f y g son diferenciablemente homotdpicas;
=y

Demostracion. Sea § > 0 tal que valga el teorema 2.1.1 para T5(N). Para cada
y € N existe un §(y) > 0 tal que la bola de centro y y radio 6(y), B(y, r(y), estd con-
tenida en T5(N). Por compacidad existe un cubrimiento finito { By, Ba, ..., B} de
N por bolas de esa forma. Sea ¢ > 0 el niimero de Lebesgue de ese cubrimiento: i.e.:
siy,z e N ydist(y,z) = ||y — 2| < € entonces existe una bola B; del cubrimiento
finito tal que y,z € B,;. Supongamos ahora que f : X — Ny g: X — N son
dos aplicaciones continuas tales que || f(x) — g(x)|| < €. Por lo anteriormente dicho
existe Bj 3 f(x), g(z). Pero como B; es convexa resulta que para todo ¢ € [0, 1] se
cumple (1 —¢)f(x) + t(g9(x) € Bj. Definimos la funcién H : X x I — T5(N) por
H(z,t) = (1 —t)f(z) + t(g(x). Observemos de paso que si f y g son aplicaciones
diferenciables entonces H es una aplicacién diferencial. Sea ahora F' : X — N
definida por

F(x,t)=Tlo H(x,t).

Entonces F' : X x I — N es una homotopia entre f y ¢g. Si ademdas f y g son

aplicaciones diferenciables, como Il es una retraccién diferenciable, resulta que

d
f~g. O

Teorema 2.1.2. Sean M = M™ y N = N" variedades diferenciales compactas, M
sin borde. Entonces

1. Toda aplicacion continua f : M — N es homotopica a una aplicacion difer-
enciable.
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2.5 f: M — Nyg: M — N son aplicaciones diferenciables homotdpicas,

. . .. d
entonces son diferenciablemente homotopicas, o sea f ~g — f ~g.

Demostracion. Toda aplicacién continua f : M — N es homotdpica a una apli-
cacién diferenciable: Sea € > 0 dado por el lema 2.1.5tal que si ||f(z) — g(z)| <
€ entonces f ~ g¢g. Sea ahora ¢ diferenciable, dada por el lema 2.1.4, tal que
llg(x) — f(x)|| < e. Entonces f ~ g.

Si f: M — Nyg: M — N son aplicaciones diferenciables homotépicas,
entonces son diferenciablemente homotépicas. Sea H : M x I — N una homotopia
entre fy g. M x I es una variedad diferenciable con borde, aplicando el lema 2.1.4 a
H conseguimos F': M x I — N diferenciable tal que || F(x,t) — H(x,t)|| < e donde
€ > 0 estd dado por el lema 2.1.5. En particular f(z) = F(z,0) y j(z) = F(z,1)
cumplen | f(z) — f(z)|| < e, y |lg(z) — §(2)|| < e. Como F es diferenciable y es

A A d
claramente na homotopia entre f y g, resulta f ~ g. Por otro lado, por el lema

d & d d d
2.1.5 también f ~ f y g >~ g. Por transitividad de la relaciéon ~ resulta f ~ g que
es lo que queriamos demostrar. ]

Proposicion 2.1.1. Sea M una variedad compacta conexa de dimension 1. En-
tonces M es difeomorfa a S* = {(z,y) € R* /2> + 4> =1} oal={z € R/0 <
x <1}

Demostracion. Ver apéndice del libro de J. Milnor ”Topology from the Differen-
tiable Viewpoint”, paginas 55-57, o el apéndice 2 del libro de V. Guillemin & A.
Pollack ”Differential Topology” péginas 208-211. O

Lema 2.1.6. Sea f : M = M"™ — N = N" una aplicacion diferenciable entre
variedades diferenciales compactas de igual dimension n. Supongamos que y € N
es un valor reqular de f. Entonces existe V(y) C N un entorno de y en donde

todo z € V(y) es un valor reqular para f. Mds aun: si #f '(y) = k entonces
#f~Y(2) = k para todo z € V(y).

Demostracién. Como y es un valor regular de f y dim(M) = dim(N) = n el rango
de f para cada preimagen z de y es n, de donde, por el Teorema de la Funcién
Inversa, existe un entorno U (z) tal que f/U(zx) es un difeomorfismo sobre su imagen
Vz 3 y. Se deduce que para todo 2/ € U(x), 2’ # z. se tiene que f(z') # y. Por
compacidad de M resulta pues que f~1(y) consiste en un niimero finito de puntos
{x1,...7;}, una variedad de dimensién 0 en M. En efecto, si f~!(y) contuviera
infinitos puntos tendriamos, por la compacidad de M, una subsucesién infinita,
convergente a un punto z, z; — z € M y resultarfa de f(z;) = y que f(z) = y.
Pero acabamos de ver que en ese caso existe un entorno de z, U(z) tal que si
2l € U(z), 2/ # z entonces f(2') # f(z) = y. Esto contradice que para j > jo,
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z; € U(z) y f(x;) = y. Siendo #f 1 (y) = {1,... 24} un conjunto finito, tal que

para todo j = 1,...,k existe U(x;) mapeado difeomérficamente por f en V; 3 v,
existe un entorno V C ﬂleVj deyy Wi 3 xq,... Wi O x, entornos en M, tales
que f/W; es un difeomorfismo sobre V', j =1,...,k. Achicando V si es necesario,

podemos suponer que CI(W;)NCL(W;) = @ si i # j. Si ahora z € V entonces f~1(z)
tiene exactamente k preimagenes en Wi U --- U Wy. A priori podria sin embargo
ocurrir que tuviera mas preimdgenes en M\ (W7 U --- U Wy). Observemos que este
dltimo conjunto es un compacto pues M es compacta. Si no existiera un entorno
Videy, V! C V, tal que #f71(2) = #f ' (y) para todo z € V' resultaria que
tendriamos una sucesion y; — y, y; € V tal que cada y; tendria por lo menos una
preimagen w; € M\(W1U---UWj}). Por compacidad resulta entonces que podemos
suponer que w; — w € M\(WU---UWy}). Pero por continuidad de f va a suceder
que
J(w) = lim f(w;) = limy; =y .

Entonces w € {z1 ..., z}, el conjunto de las preimégenes de y. Pero esto es absurdo
pues w € M\(Wp U ---UWy). O

Lema 2.1.7. Lema de Homotopia
Sean f,g : M = M™ — N = N" aplicaciones diferenciables entre variedades

d
diferenciales compactas de igual dimension n, M sin borde. Supongamos que f ~ g
y que y € N es un valor reqular comin a f y g. Entonces

#fy) =#9 ' (y) mod (2).

Demostracion. Sea F : M x [0,1] — N una homotopia diferenciable entre f y
g. Supongamos que ¥y es un valor regular de F. Entonces F~!(y) es una variedad
diferenciable con borde compacta y de dimensién 1 ya que la variedad M x [0, 1]
tiene dimensién n+1y N tiene dimensién n. Se deduce de la compacidad de M que
F~!(y) consta de un ntimero finito de componentes conexas. Estas componentes o
son difeomorfas a la circunferencia S* o lo son a un arco con borde dos puntos a, b
que estaran en el borde de M x [0,1], que es M x {0} UM x {1}. La unién de todos
los puntos del borde de cada componente conexa de F~!(y) es pues un niimero
par de puntos (cada componente difeomorfa a un arco tiene dos puntos borde y
cada componente difeomorfa a una circunferencia no tiene ninguno). Ademds no
es posible que una circunferencia en F'~!(y) tenga puntos comunes con el borde de
M x [0,1], pues si, por ejemplo, la circunferencia « tuviera puntos comunes con
M x {1}, estos serfan puntos de g~*(y) y por lo tanto aislados. Se deduce que v serfa
tangente a M x {1} en cada uno de esos puntos (x, 1). Existiria entonces un vector
no nulo v € T, M tangente a 7. Esto implicaria que Dg,(v) = 0 contradiciendo que
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y es valor regular de g. Como Ffl(y)ﬂMx {0} = ffl(y) % {0}y Ffl(y)ﬂMx (1} =
g1 (y) x {1}, entonces

#£71(y) + #97(y) = ntimero de puntos del borde de F~1(y) = par.

Resulta entonces que #f 1 (y) = #¢~(y) mod (2).

Si ahora y no es valor regular de F', aplicando el lema 2.1.6 existird un entorno
Vi € N deyenquesize Vi, #f 1(2) = #f (y). Andlogamente existird un
entorno y € Vo C N tal que si z € Vs entonces #g~1(2) = #97(y). Sea V. C V1NV,
un entorno de y. Por el Teorema de Sard existe z € V valor regular de F'. Entonces,
por lo antes demostrado,

#F 7 ) = #F7(2) =#97'(2) mod (2) = #g ' (y).
Esto termina la demostracion. ]

Lema 2.1.8. Lema de Homogeneidad Sea N = N" una variedad diferenciable
(con o sin borde) conexa. Dados y,z € N puntos interiores (no de ON ) existe un
difeomorfismo h : N — N difeotdpico a la identidad id : N — N, tal que h(y) = z.

Demostracion. Si y,z € N son puntos interiores existen entornos coordenados de
y y de z en N difeomorfos a IR"™. Supongamos inicialmente que ambos puntos y, z
estan en un mismo entorno coordenado. Por medio de un mapa coordenado local
¥ : U — IR™ llevamos el problema a IR" y podemos suponer que ¢(y) =Y, 1(z) =
ZeR"yqueY =0, Z € B(1), la bola de centro 0 y radio 1 de IR". Si Z =0 no
hay nada que demostrar, si no, Z # 0. Sea v = Z/||Z|| y consideremos una funcién
¢ : IR" — IR de clase C™ tal que p(z) > 0si [|z]| <1y ¢(z) =0s5i ||z]] > 1. Esta
funcién se obtiene del mismo modo que en el lema 1.4.1.

Sea la ecuacién diferencial

dr __
{ T = e(@)v

z(0) ==

Por el Teorema de Existencia y Unicidad de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias la
solucién ®;(x) es tnica y queda definida para todo ¢ € IR. Para todo z € IR"\B(1)
tenemos que la solucién ®;(x) = id(z) = = puesto que alli p(z)v = 0. Por otro
lado como z € B(1) estd contenida en K = CIl(B(]|z]|)) compacto existe p > 0
tal que p(x) > p en K. Se deduce que existe tg > 0 tal que ¢4, (0) = Z. Es mads,
multiplicando ¢(z)v por una constante k > 0 adecuada podemos suponer que ty =
1, asf ®1(0) = Z. Para cada t € [0,1], ®; : IR" — IR" es un difeomorfismo y para
t =0 &g = id. Se tiene entonces que definiendo h: N — N como h =id: N — N
fuera de U y en U como h = 9"t o®j 09 : U — U se tiene que h(y) = z y que h es
difeotépica a la identidad. La difeotopia es simplemente H : N x [0,1] — N dada
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por H(z,t)=id: N - Nsiz ¢ UyenU H(x,t) =110 ® o(x).

Sea ahora y fijo en N y clasifiquemos los puntos de N en dos subconjuntos A
y B: En A estdn todos aquellos z € N interiores tales que para ellos existe un
difeomorfismo h : N — N difeotépico a la identidad id : N — N tales que h(y) = 2
y definamos B = int(/V)\ A. Como N es conexa resulta int(/V) conexa. Es claro que
por lo anteriormente demostrado A # () y que A es abierto en int(/N). También es
facil probar que B es abierto en int(N). Por conexién B = (). Luego tenemos que

A = int(N). O

Teorema 2.1.3. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable entre las var-
iedades diferenciales M y N tales que M es compacta y N es conexa, dim(M) =
dim(N) = n. Sean y,z € N dos valores regulares de f. Entonces #f '(y) =

#f71(2) mod (2).

Demostracion. Sea h: N — N un difeomorfismo difeotépico a la identidad

id : N — N tal que h(y) = z. Definamos la funcién ho f : M — N. Es claro que
h o f es diferenciable y que ademds z es valor regular de h o f. En efecto, siendo
h un difeomorfismo, si € M es una preimagen de z por h o f, entonces = es una
preimagen de y por f. Pero y es valor regular de f. Por lo tanto D f, tiene rango
maximo = n. Y Dhy,) = Dhy tiene rango mdximo por ser h un difeomorfismo.
Luego D(ho f), = Dhyo D f, tiene rango n. Si H : N x [0,1] — N es la difeotopia
entre id : N — N y h : N — N definamos F' : M x [0,1] — N la homotopia
diferenciable entre f y ho f por F(x,t) = H(f(z),t). Entonces, por el Lema de
Homotopia 2.1.7, resulta que

#f71(z) =#(ho f)""(z) mod (2) =#f(y).

Pues (ho f)71(z) = F 1o h™1() = £-1(y). =

Definicion 2.1.6. Sea f: M — N wuna aplicacion diferenciable entre la variedad
compacta M y la variedad conexa N, dim(M) = dim(N) = n. Definimos el grado
mddulo 2 de f, degy(f), como

dego(f) = #f Yy) mod (2), y €& N valor regular de f .

Si f: M — N es una aplicacion continua entre M y N, tomamos g : M — N una
aplicacion diferenciable tal que f ~ g. Definimos degy(f) = degy(g).

Observacién 2.1.1. La definicion dada para f diferenciable no depende de y € N
el valor reqular particular. Esto se deduce directamente del Teorema 2.1.3.
Del mismo modo, del Lema de Homotopia se tiene que si f,g : M — N son

d
aplicaciones diferenciable tales que f ~ g entonces degy(f) = degy(g). Pero si f
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es solo continua y g,h son diferenciables y ambas homotopicas a f, entonces es
consecuencia del teorema 2.1.2 que h y g son diferenciablemente homotopicas. Por
lo tanto degy(h) = degy(g). Asi la definicion en el caso continuo no depende de la
g diferenciable homotopica a ella.

Por altimo, dada f : M — N continua existe siempre una diferenciable homotopica
a ella, otra vez por el Teorema 2.1.2. Asi, la definicion de grado mddulo 2 tiene
sentido en el caso continuo.

2.2. Aplicaciones de deg,.

Sea M una variedad diferenciable compacta, conexa y sin borde. Si f : M — M
es una aplicacién constante, f(z) = xo para todo x € M, entonces degy(f) = 0
puesto que si y € M, y # g, entonces f~1(y) = 0 y y es valor regular de f. Por
otra parte la identidad ¢d : M — M cumple claramente que para todo y € M
id~'(y) = y de donde deg,(id) = 1. Como el grado es invariante por homtopia se
deduce que en una variedad diferenciable compacta, conexa y sin borde, ¢d no es
homotépica a una aplicacién constante.

La situacion es diferente si M no se supone compacta. En efecto: si M = IR",
la identidad id : IR" — IR", es homotépica a la aplicacién constante f(z) = .
Basta escribir la homotopia H : R" x [0,1] — IR"

H(z,t)=tz+ (1 —-1t)f(z).

En realidad lo anterior muestra que en IR™ cualquier aplicacién f es homotdpica a
cualquier otra g.

Sea f: S™ — S™ una aplicacion tal que f(S™) # S™ ( o sea, f no es sobreyecti-
va). Entonces f es homotdpica a una aplicacién constante. En efecto: existe p € S™
tal que p ¢ f(S™). Sea ¢ = —p el punto antipoda de p. Podemos considerar a
S™ C IR™!, en ese caso, puesto que Vo € S : f(x) # p, tenemos que el vector

i ' |
qf(z) = f(z)—q no pasa por el origen de coordenadas de IR"™*. O sea, el segmento

g, f(2)] ={(Q = t)f(z) +tqg/t €[0,1]}
no contiene a 0 € IR"*!. Definimos la homotopia H : S™ x [0,1] — S™ por

Hip, )= G=0J@ 4l o gny o).

A=) f (@) +tql’

Entonces H(z,0) = f(x) y H(z,1) = q. Se deduce que una tal aplicacién tiene
siempre grado médulo 2 nulo.
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Recordemos que un retracto del espacio topoldgico X en el subconjunto cerrado
C de X es una aplicacién continua r: X — C tal que r/C =id : C — C.
Sea B"t! 1a bola unidad cerrada de IR"*!,

B = (e e R/ |a]| < 1}.

Se ve que B"*! es una variedad diferenciable con borde 9Bt = S™ la esfera
unidad.

No existe ninguna retraccién r : B"t! — S”. En efecto, si tal retraccién existiese,
tendrfamos la posibilidad de definir una homotopia H : S™ x [0,1] — S™ entre la
identidad de S™ y una aplicacién constante. Basta poner

H(z,t)=r((1—-t)z), zeS", tel0,1].

Quedard H(x,0) = r(z) = id(x) = x para todo z € S™ y H(z,1) = r(0) = cte €
S™. Pero esto contradice que el grado médulo 2 de la identidad es 1 y el de una
aplicacién constante es 0.

Teorema 2.2.1. Teorema del Punto Fijo de Brouwer.
Sea B un conjunto homeomorfo a la bola cerrada de dimension B™. Sea f : B — B
una aplicacion continua. Entonces f tiene un punto fijo, o sea, existe p € B tal

que f(p) = p.

Demostracion. Supongamos que es falso el resultado: entonces para todo x € B se
cumple que f(z) # x. Componiendo con un homeomorfismo h : B — B™ pasamos
de B ala bola estdndar B". O sea, definimos g : B — B" por g = ho foh™!. Se va
a cumplir que g(z) # x para todo = € B™. En efecto, si g(z) = x para algin z € B"
entonces ho foh~!(z) = z lo que implica que f(h~!(x)) = h~!(z). Luego también
f tendria un punto fijo. Definimos ahora una retraccién r de B" en 9B" = S"~!
asi: .

Si € B™ consideramos el vector xg(x) = g(x) — x que es no nulo, g(x) € B".
Definimos la retraccién r haciéndole corresponder a x el punto de la recta xg(x) C
IR" que corta a S"~! y estd en la semirrecta cerrada con origen = y que no contiene
a g(z). Entonces r(z) = z si z € dB™ = S"1. La funcién r asi definida es continua
puesto que el vector g(x) — x varfa con continuidad al variar x. En ecuaciones:

r(z) =z +i(g(z) —2), 1 <0 = 1=z +i(g(z) —2)| y t <O

= l=<z+t(g(z) —x),x+t(glx) —x)> yt <0
= 1= |z|?+2t < z,g(x) — x> +t|glz) —z|* yt <0.
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Esto da explicitamente:

= ta) = T T 9(@) > —/<ax —g(@) > Ao~ g@PA - []?)
ERrGIE

Queda como ejercicio ver que ya que ||z — g(x)|| # 0 y ambos z y g(z) tienen
médulo < 1, entonces la aplicacién

r(z) =z +t(z)(9(z) - @),

da soluciones reales y es continua. Pero esto contradice lo probado antes del teorema
sobre que no hay retracciones de B" en su borde. O

Queremos dar una aplicacién de la teoria del grado moédulo 2 que conduce a la
demostracién del teorema de separacion de Jordan-Brouwer.
Es bastante conocido que dada una curva cerrada simple C' en el plano IR?, ésta
separa al plano en dos subconjuntos abiertos y conexos, una I llamada interior que
es acotada, y la otra F llamada exterior que es no acotada. La frontera de ambas
regiones es la curva C. Este es el teorema de la curva de Jordan. Se puede decir
més aun, la clausura de la regién acotada I, es un disco de borde C' (teorema de
Schonflies). Puede decirse mucho més todavia, la regién abierta I es homeomorfa
al disco unidad D? de IR?, {€ IR?/||z| < 1} por un homeomorfismo analitico, o
sea, existe ¢ : D? — I una funcién holomorfa invertible y con inversa holomorfa
(Teorema de la aplicacién de Riemann, ver por ejemplo W. Rudin, Andlisis Real y
Complejo).
Tales resultados, con estas propiedades tan especiales, es falso en dimensiones mas
altas. El toro T? separa IR? en dos regiones una acotada I y la otra E no acotada,
pero ninguna de ellas es homeomorfa a una bola de dimensién 3. En efecto, en el
interior del toro y en el exterior del toro, existen curvas cerradas C' tales que no
pueden deformarse en forma continua a un punto en B3\T 2. Persiste sin embargo
que ambas regiones son abiertos conexos de JR3\T 2,
Podria pensarse que si tomamos una esfera S encajada en IR? entonces si resul-
tard I, la regién acotada de IR*\S, homeomorfa a una bola. Esto es asi para la
esfera unidad S? = {z € IR?/ ||z| = 1}. Pero existen esferas topolégicas S (home-
omorfas a S?) en IR? tales que ni el interior I ni el exterior F son homeomorfos
ala bola B®> = {x € IR3/|jz|| < 1} y, peor aun, ninguna de ellas tiene clausura
una variedad con borde (ver por ejemplo Edwin E. Moise, ” Geometric topology in
dimensions 2 and 3”). Persiste sin embargo que IR?\S se descompone en la unién
de dos regiones (conjuntos abiertos y conexos).
i, Qué resta del Teorema de la curva de Jordan en dimensiones mayores o iguales
que 3?7 Resulta que las propiedades de separacién en dos regiones I y F, valen para

54



variedades topolégicas M C IR"™ de dimensiéon n — 1, compactas y conexas. Mas
aun, si M es una variedad diferenciable, entonces Cl(I) es una variedad diferencia-
ble compacta conexa y con borde 9(Cl(I)) = M. Tal es el contenido del Teorema
de Jordan-Brouwer.

A efectos de demostrar el teorema de Jordan-Brouwer introducimos el concepto
de ntimero de vueltas médulo 2.

Definicién 2.2.1. Sea f : M — IR™ una aplicacion diferenciable de la variedad
diferenciable compacta de dimensionn—1, M en IR". Si z € IR™\ f(M) definimos
el niumero de vueltas de f respecto a z como el grado mddulo 2 de la aplicacion
diferenciable u, : M — S"~1 definida por u,(x) = %

Denotamos el nimero de vueltas de f respecto a z por Wa(f, z). Queda entonces

Wo(f,z) = dega(u,).

En el caso de que f sea la inclusién ¢ : M <— IR" escribimos simplemente
Wa(e, z) = Wa(M, z) y hablamos del nimero de vueltas de M respecto a z ¢ M.
Si tomamos, por ejemplo S' C IR?, no es dificil calcular que Wy(S*,(0,0)) =1y
W(S51,(=2,0)) = 0. Pues u(g gy = id : S* — S*. En cambio u(_s ) no es sobre S*:
al z = (z1, x2) recorrer S! resulta que

(xl,a:g) — (—2,0) _ ((l)l -+ 2,:172)
[(z1,22) = (=2,0)[|  [[(z1+2,22)]|

No es dificil calcular que la imagen por u(_g ) de S 1 esté contenida en un subcon-
junto de S', mas exactamente:

U(,ZO)(Sl) = (cosf,senf); —m/6 <0 <7/6.

Por lo tanto, siendo u(_y ) no sobreyectiva, dega(u(_2,)) = 0.

Este ejemplo simple puede repetirse con otras variedades como por ejemplo el toro
T? en IR?. El resultado va a ser que si tomamos un punto ”dentro”de la variedad,
el grado mddulo 2 respecto a él va a ser 1, y si lo tomamos ”fuera.®! grado serd 0.
La idea ahora es invertir el proceso. Clasificar los puntos de IR™\ M segun el grado
modulo 2 respecto a ellos sea 0 6 1. Y tratar de alli de obtener los conjuntos I
(interior) y E (exterior) con las propiedades requeridas.

Teorema 2.2.2. Teorema de Separacion de Jordan-Brouwer:

Sea M wuna variedad diferenciable de clase C', compacta, conexa, sin borde y de
dimension n — 1 encajada en IR": v : M — IR". Entonces IR"\M = I U E, donde
I es un conjunto abierto, conexo y acotado, E es un conjunto abierto, conexo y
no acotado. I y E son disjuntos: I N E = 0. Mds aun, CI(I) es una variedad
diferenciable compacta, conexa y con borde O(CI1(I)) = M.
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Demostracion. Siendo M de dimensién n — 1 el Teorema de Sard dice que f(M)
tiene medida nula en IR". Sin embargo alguien podria objetar que la demostracién
que dimos del Teorema de Sard fue para M de clase C'°°. Pero ya en la demostracién
de dicho teorema deciamos que si f : M — N es una aplicacién diferenciable y
dim(M) = n < dim(N) = p entonces la medida de f(M) en N es nula. La prueba
que hicimos para el caso n = 1, p > 1, es vélida para f de clase C! y se extiende
directamente al caso n < p cualquiera. Existe pues z € IR" tal que z ¢ M.

Para un tal z podemos calcular Wy(M, z). Definimos los subconjuntos de IR™\ M:

E={ze R"\M /Wy(M,z) =0},
FE serd llamado el exterior de M, y
I={ze€ R"\M /Wy(M,z)=1}.

I serd llamado el interior de M. Es obvio que JUE = R"™\M y que INE = (). No
es obvio que ambos sean abiertos conexos y no vacios, que I sea acotado y F no.
I y E son abiertos: probemos, por ejemplo, que I es abierto. Sea z € I. Entonces
z € IR\ M que es abierto por ser M compacta y por tanto un cerrado de IR". Existe
pues 6 > 0 tal que el entorno E(z,0) esta contenido en IR™\ M. Probemos ahora que
si z,w € IR™\ M estédn en un mismo abierto conexo entonces Wa (M, z) = Wa (M, w).
Esto probard que I, y también E, son abiertos ya que cualquier w € E(z, ) puede
unirse con z por un segmento que no corta M. Si z,w estan en un mismo abierto
conexo de IR™\ M, existe un arco de curva v : [0,1] — IR™\M que los une: v(0) =
z,7(1) = w. Esto pues conexién es equivalente a arco-conexién para conjuntos
abiertos. Tenemos que Wa(M, 2z) = dega(uy), Wa(M,w) = dega(uy,). Definamos la
funcién
H:M x[0,1] — S™L, por H(z,t) = Uny (1) (T) -

Entonces H es continua ya que y(t) ¢ M. Luego H es una homotopia entre u, y
Uy- Concluimos que degs(u,) = dega(uy) y por lo tanto Wo(M, z) = Wa(M, w).
Por lo tanto I y E son abiertos.

La prueba de que tanto E como I son conexos y no vacios se basa en la siguiente
propiedad:

Dado z € IR"\M, para todo z € M, para todo entorno abierto U(x) C IR",
existe 2/ € U(x) tal que 2’ puede unirse con z por un arco v que no corta M. Para
probar esto definimos como A el subconjunto de los puntos de M tal que para los
x € A para todo entorno abierto U(z) C IR", existe 2/ € U(z) tal que 2’ puede
unirse con z por un arco <y que no corta M. Si probamos que A es no vacio, cerrado
y abierto en M, entonces por conexiéon de M resultard que A = M y habremos
probado la propiedad.
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Para ver que A es no vacio, tomemos un punto cualquiera x de M y undmoslo con z.
El segmento [z, 2| es un cerrado de IR", asi como lo es M. Se deduce que M N |z, x]
es cerrado. Como z ¢ M resulta entonces que en el orden sobre el segmento [z, ]
en que z precede a x, existird un primer punto #’ € M (puede pasar que 2’/ = z).
Ese punto 2’ estd en A ya que dado cualquier entorno U(z') va a haber puntos
2/ € [z,2") en U(2') y estos puntos se unen con z por el segmento [z, 2] C [z,2/).
Para ver que A es cerrado, tomemos una sucesién {x,} C Atalque z, - x € M y
veamos que x € A. Dado U(z) un entorno de = en IR", como x,, — x existe ng > 0
tal que para todo n > ng x, € U(x). Fijado un n > ng, sea V= V(x,) un entorno
de z;, contenido en U(x). Como z,, € A, para ese V existe un z’ € V que puede
unirse a z por un arco de curva sin cortar M. Como 2’ € U(z) y U(x) es arbitrario,
tenemos que = € A.

La prueba de que A es abierto usa fuertemente que M es una variedad diferenciable.
Sea ©z € A C M. Existe para x una parametrizacién local de M, X : B(1) C
R"™1 — IR", donde B(1) es la bola abierta de radio 1 y de centro 0 € IR"™!, tal
que B(0) = z. En coordenadas queda

X (@1, @ne1) = (Xa (@1 @0e1)s o X1 (@1, @)y Xn(@, o 01))

y el rango de D X es n—1. Podemos pues suponer que la matriz jacobiana calculada
en 0 ¢ R !

aXl 8X1 8X1
Ox1 Oxo e OTp—1
90Xy 90Xy _9Xo
0x1 Ox2 Ut Ozp—t
0Xp—1 0Xn-1 0Xn—1
0x1 Ox2 Ut Ozpo1
0Xn 0Xn 0Xn
0x1 Ox2 Ut Ozp—t

es tal que la submatriz formada por todas las columnas y las primeras n — 1 filas
tiene determinante no nulo:

8X1 8X1 8X1
ox1 Oxo e OTp—1
0Xo 0Xo 0Xao
ox ox T OTp—
det o 2 ! £0.
8Xn71 8)('n.fl 8)(1’171
o1 0x2 T Oz

Como ya hicimos en otras demostraciones, consideremos IR" ™! encajado en IR" con
el encaje canodnico

(:Elava"' awnfl) € Bn_l — (:L'lal?)' ..,l’n,1,0) € Rna
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y definamos X : B(1) x IR C IR™ — IR™ por

X(xl,l‘Q,. . .,l'n_l,t) =

= (Xl(xl, R ,l’n_l), . ,Xn_1<371, . ,.’L‘n_l),Xn(l'l, . ,xn_l) —I—t) .

Entonces det(DX Noemr® coincide con el determinante de la submatriz anterior y
por tanto no se anula. Por el Teorema de la Funcién Inversa, existe un entorno W
de 0 en IR™ tal que X /W es un difeomorfismo sobre su imagen X (W) = V(z).
Podemos suponer, achicandolo si es preciso, que W es una bola centrada en 0.
Se deduce que X' : V(z) — W lleva M N V(z) sobre W N {z, = 0}. Hasta
ahora no usamos para nada que x € A. Suponiendo esto ultimo, para todo entorno
U(x) existe 2z’ € U(z) tal que z puede unirse por un arco con 2z’ sin cortar M.
En particular esto vale tomando U(xz) = V(x), sea entonces 2’ € V(z) el punto
de V(x) que se une con z por medio de un arco v sin cortar M. Probemos que
todo punto de V(x) N M estd en A. Esto probard que A es abierto completando
la prueba de la propiedad. Dado 2/ € V(z) N M tomemos un entorno U(z’) de 2’
en IR". Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U(z') N V(z). Usando
X1 transformamos el problema original en el problema respecto al hiperplano
de ecuacién z, = 0. Mds precisamente, si ¢’ es la imagen de 2z’ por X!, como
X Ya') = ¢ € {x, = 0} y U(z') es un entorno de z’ en IR", existen puntos de
X~YU(z')) con coordenada , < 0y puntos con coordenada , > 0. Alguno de
ellos, digamos (", puede unirse a ¢’ por un arco « sin cortar el hiperplano x,, = 0
y sin salir de W. El arco # = X () une entonces z” € U(z') con 2’ sin cortar M.
Entonces el arco que puede obtenerse de la unién de 4 con « uniré z con 2" € U(x')
sin cortar M. Luego 2’ € A y resulta A = M al ser M conexa.

Veamos ahora que I y E son conexos. Para ello probemos que IR\ M tiene a lo

sumo dos componentes conexas. Si probamos luego que ni I ni F son vacios, esto
sera suficiente.
Si z es un punto de IR™\ M entonces tomemos un punto z € M cualquiera. Por
medio de una parametrizacion X, como acabamos de hacer més arriba, podemos
considerar un difeomorfismo X que lleva un entorno V(x) del punto x sobre una
bola W de 0 en IR" y V(z) N M en el hiperplano =, = 0 cortado con W. Por lo
antes visto existe un punto 2’ que se puede unir a z por un arco que no corta a M.
Usando X! la imagen de 2’ puede unirse, para un 0 > 0 suficientemente chico, o
bien al punto (0,...,0,d) € IR" o bien al punto (0,...,0,—0) € IR". Volviendo para
atras con X vemos que existen puntos zyp = X(O, ce,0,6), 21 = X(O, ...,0,=6) en
IR™\ M tales que todo punto z de IR™\ M se une por un arco que no corta M o bien
con z1 o bien con zy. Entonces no puede haber méds que dos componentes conexas
de IR™\ M.
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Probemos ahora que E es no vacio y de paso que no es acotado y que I sf lo es.
Como M es compacto, existe una bola cerrada K de centro 0 € IR" y radio R > 0
tal que M C K. Sea ahora un punto z € IR" de coordenadas (—2R,0,...,0). Si
v € S" ! es ortogonal a z, entonces para todo z € M se cumple u, () # v. En caso

contrario tendriamos que ”i%in = v, existirfa entonces un A > 0 tal que z = z+ Awv.

La distancia de x € M a 0 serd entonces (teorema de Pitdgoras) vV4R? + A2 > 2R,
contradiciendo que M C K. Entonces v es un valor regular de u, sin preiméagenes.
Se concluye que dega(u;) = 0 o lo que es lo mismo Wa(M, z) = 0. Todo punto fuera
de K puede unirse con z por un arco que no corte K. Luego todo punto 2’ fuera de
K cumple Wy(M, 2') = 0y E es no acotada. Entonces I C K de donde es acotado.
Falta por ver que I no es vacio, o sea, existe z € IR"\M tal que Wy(M,z) = 1.
Para ello consideremos un valor regular v € S®~! de u,, para algin z € M. Si

u;'(v) = 0 ya sabemos que el grado es 0, pero queremos ahora un v tal que

-1
z

la inclusién de M en IR"™ que estamos asumiendo es un encaje. ;{Qué condicién
debe cumplir v para que no sea un valor critico? La respuesta es, claro estd, que
D(uy)y : TeM — T,S™"! sea un isomorfismo lineal, o sea que el rango de D(u, ),
sea n — 1, para todo = € u; !(v) lo que es equivalente a la inyectividad de D(u,),
para cada x € u;!(v). Consideremos otra vez una parametrizacién local de un
entorno de x € M, X : B C R" ! — IR", B la bola unidad de IR"" ' y X(0) = .
Entonces un vector de T,M es imagen por DXy de un vector w de R"!. Por
medio de la parametrizacién X tenemos entonces que D(uy)z(DXo(w)) = 0siy
solo si D(u;), 0 DXo(w) = 0. La funcién u, puede definirse en IR™\{z}, un abierto
de IR", calculemos alli su derivada.

u; ' (v) # (. Tomemos pues x € M y consideremos v = ”iggij” siendo v : M — IR"

1/ z+ty—= Tr—z
D = lim - - =
Rt (e N =)
jCalcular el limite!
Yy <z—zy>(z—2)
|l — 2| lz = z[|> flz— 2]

Si y = DXo(w) tenemos entonces que

_ DXo(w) <z-2,DXo(w)> (x—2) 0
[z = 2| lz — 2|2 = z]|

D(uz)z(DXo(w))

si y solo si DXy(w) es colineal con v = ﬁi:;)l. Resulta entonces que una condicién

necesaria y suficiente para que v sea valor regular es que v complete con una
base de DXo(IR" ') = T, M una base de IR". Dado entonces = € M, calculamos
T.M y tomamos (por ejemplo) v € S"~! no contenido en T, M. Si ahora z es
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un punto de IR™\M en la recta = + Av, A\ € IR, (la recta no estd contenida en
M, si no v seria tangente a M en z) entonces u, es valor regular a menos que
exista otra tangencia en x + Av. Afirmamos que esto no puede producirse para un
abierto de S"~!. En efecto: caso contrario contradecirfamos el teorema de Sard.
Mis atn, si z € M, X : B(1) ¢ R" ! — IR" es una parametrizacién local y
X :W — X(W) = V(z) 3 z es un difeomorfismo local que lleva el hiperplano
{x, = 0} N W sobre M NV (z); dado que {x, = 0} separa W, M separa V(x) 2.
Concluimos que para z € V(x)\M, para un abierto B en S"! si v € B tenemos
que 13 (v) # 0.

Para un v adecuado tenemos entonces que existe z € IR™\M tal que v es valor

regular de u, y existe x € u;'(v). Sean z1,9,...,x; las preimagenes de v por
u. Entonces dega(u,) = k mod 2. Ordenemos las preimagenes segtn el orden de
cercania a z, observando que como (z; — z)/||z; — z|| = v, tenemos que z; = z+ \jv

con A\; > 0. Si tomamos entonces 2 un punto en el segmento abierto (z1,x2),
resultard que v es también valor regular para u,. Pero ahora degs(u,) = k — 1
mod 2. Entonces z y 2’ estdn uno en I y el otro en E. Esto completa la demostracion
de que I es no vacio y por tanto que ambos I y E son conexos. Mas todavia, lo
recién dicho implica que hay puntos 2,2’ uno en I y el otro en E arbitrariamente
cerca de cualquier punto x de M. Se tiene pues que la frontera topoldgica de I y
de E es M.

La prueba de que la clausura de I, C1(I), es una variedad diferenciable de dimensién
n con borde 9(Cl(I)) = M, queda como ejercicio. O

2.3. Teoria del grado de Brouwer.

La teoria del grado moédulo 2 es insuficiente para muchas cosas. En partic-
ular no distingue la aplicacién z +— 22 definida en S' C IR? (pensar IR como
el cuerpo complejo @ para interpretar 22 = z - z) de una aplicacién constante
z — z9 € S'. Ambas tienen grado médulo 2 nulo. Brouwer desarrollé una teoria
del grado asignandole a cada funcién entre variedades orientables y orientadas de
igual dimensién un ntdmero entero. En el caso del ejemplo z — 22 ese grado va a
ser exactamente 2 (en general va a pasar que z — z" va a tener grado n) mientras
que una aplicacién constante va a tener grado 0. Groseramente hablando, el grado
va a contar el nimero de preimdgenes, solo que a veces las va a sumar y a veces
las va a restar segin la f : M™ — N lleve la "orientacién” de las preimagenes
x € f~1(y) en la del valor regular y € N o no lo haga. Formalizar estas nociones
nos obliga a definir mas cuidadosamente el concepto de variedad orientable.

2Cualquier arco en W que una puntos 1, € W uno con coordenada z, > 0y el otro con
coordenada x, < 0 corta a {z, = 0}.
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2.3.1. Orientacién de variedades.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita n. Sean en él dos bases
{ur,...,un} y {v1,..., v} y ((asj)) la matriz de cambio de base correspondiente,

O sea.
n
V; = E CLijUj.
Jj=1

Ora el determinante de esa matriz es positivo ora es negativo. Si det(a;;) > 0 dec-
imos que ambas bases estdn igualmente orientadas, si det(a;;) < 0 decimos que
{v1,...,v,} tiene la orientacién opuesta de la de {u,...,u,}. Obsérvese que se
trata entonces de bases ordenadas. Asi, por ejemplo, la base {uj,ug,us,...,u,}
tiene los mismos elementos que la base {uga, ui, us, ..., u,} pero no tienen la misma
orientaciéon ya que la matriz de cambio de base es la matriz de permutacion Pjo
obtenida de la matriz identidad I,, intercambiando la primera fila con la segunda
y el determinante de Pjs es —1.

Fijada una base B como referencia quedan subdivididas las bases de V en aque-
llas con igual orientacién que B, y aquellas con orientacién opuesta. Esto define
exactamente dos orientaciones en un espacio vectorial real de dimensién finita. En
efecto: si B y C son dos bases con la misma orientacién y B y D también, entonces
C y D son bases con igual orientacién (pues el determinante de un producto de
matrices es el producto de los determinantes de cada matriz).

En el caso de V = IR™ se considera como referencia la base candnica

{e1 =(1,0...,0),e2=(0,1,0...,0),...,en = (0,...,0,1)}

y se dice que una base con igual orientacion que la candnica estd positivamente
orientada. Si tiene la orientacién opuesta se dice que estd negativamente orienta-
da. Para el caso del espacio vectorial nulo, conviene introducir dos orientaciones
también, como los simbolos +1 y —1.

Para definir orientacién en variedades daremos ahora una definicién que puede
tomarse como definitiva para variedades diferenciables. Mas tarde daremos otra
definicién que usa la nocién de forma multilineal alternada, que es mas facil de
generalizar al caso de variedades topoldgicas. Ambas definiciones son equivalentes
para variedades diferenciales.

Sea F': U C IR"™ — IR" un difeomorfismo sobre su imagen. El mapa F' define
para cada x € U un mapa lineal DF,. : IR"™ — IR" que es un isomorfismo. Su deter-
minante es pues distinto de cero. Este determinante se conoce como el Jacobiano
de la transformacién F' en el punto z. Si el mapa F' tiene jacobiano positivo en x,
localmente el difeomorfismo conserva la orientacién de IR™. Si no, la invierte.
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Definicién 2.3.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y A un atlas
de M. Dos mapas coordenados locales ¢ : U C M — IR", y:V C M — IR" se
dicen compatibles si 0 bien UNV =0 o si UNV # () entonces para todo punto
peUNV el jacobiano del cambio de coordenadas

Yo tipUNV)—p(UNV)

es positivo. Si esto pasa para todo par de mapas coordenados del atlas A decimos
que el atlas es coherente.

Definicion 2.3.2. Decimos que la variedad diferenciable M = M™ es orientable si
existe para ella un atlas A coherente. Si M es una variedad diferenciable orientable,
decimos que estd orientada si hemos elegido para ella un atlas coherente A.

Los mapas coordenados del atlas maximal B que contiene a A se clasifican en
dos tipos: aquellos ¢ : U — IR™ que son compatibles con los mapas coordenados de
A y los que no lo son. No es dificil probar que el atlas A puede completarse a un
maximal coherente eligiendo todos los mapas coordenados compatibles con A de
B. El resto de los mapas forma también un atlas (maximal) coherente. En efecto si
@t : U — IR" es un mapa coordenado local, ¢ (z) = (z1,x2,...,2,), * € U otro
mapa coordenado se obtiene simplemente como

o U—-R", ¢ (z)=(—x1,22,...,2n),

(cambio del signo de la primera coordenada, esto equivale a componer a la izquierda
T con la reflexién de IR"™ respecto al hiperplano {z1 = 0}). Es claro entonces que
cualquier entorno coordenado admite un par de mapas coordenados tal que el
jacobiano de ¢~ o (p) 7! es negativo. Ademas, si o : Uy — R™ y 5 : Uy — R"
son compatibles entonces ¢ : Uy — IR" y ¢, : Uy — IR" también lo son (gracias
a que det(AB) = det(A) det(B)).
Reuniendo todas las consideraciones anteriores encontramos que en una variedad
diferenciable conexa y orientable M es posible definir exactamente dos orientaciones
distintas.

Supongamos que M es una variedad diferenciable con borde de dimensién n+1.
Su borde, M, es una variedad diferenciable (sin borde) de dimensién n. Si M es
orientable, cada orientacién en M determina una orientacién en OM. El reciproco
es falso. Si M es la banda de M&bius, ella no es orientable pero su borde es una
circunferencia que es orientable.
Para ver como M determina una orientaciéon en M consideremos un atlas coher-
ente en M, A tal que p(U) = IR"*! si 2 es un punto interior de M y ¢(U) = H"!
si x € OM. Sea p un punto del borde de M y ¢ : U = U(p) — H"*! un mapa
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coordenado. Entonces
p(p) € OH" ™ ={x € R J2p1 =0} 2 R™.

Sea otro mapa coordenado ) : V. — H™" 1l conp € VNU. Si (z1(p), .., 20 (D), Tns1(p))
son las coordenadas inducidas por ¢ y (y1(p), ..., Yn(P), Yn+1(p)) son las coorde-
nadas inducidas por ¥ y p es un punto de M, se cumple entonces que z,1(p) =
Yn+1(p) = 0. El cambio de coordenadas induce el mapa o=t : H*"*! — g+l Las
derivadas parciales respecto a las coordenadas x1,...,x, de la ultima coordenada
Yn+1 de y = ¥ (p) se anulan:

OYn+1
83:]-

=0,57=1,...,n.

Ademads x,4+1 > 0 siy solo si y,4+1 > 0. Se deduce entonces, teniendo en cuenta
que D(1 o ¢) no es singular en ningtin punto, que

ayn—&—l

>0.
axn—‘rl

El jacobiano del cambio de coordenadas, que es positivo por ser coherente el atlas,
queda entonces:

dy1 oy oy1 o1

ox1 Org " 0Orn OTny1
dy2  Oya dyza _Oy2

o1 Oxa " Orn  OTny1

det | oo |=

Oyn  Oyn Oyn _Oyn

ox1 Oxrs " Oz grnJrl

Yn+1

0 0 ... 0 geu

(desarrollando por la dltima fila)

Oy Oy Oy
ox1 dre """ Oxn
dy2  Oy2 Oy2
ox1 dxre """ Oxn 8yn—|—1
det ) i ) i . .
. . . . a«Tn-i-l
Oyn  Oyn yn
Ox1 Ors " Oxn
Como g%j: > 0 resulta entonces que el cambio de coordenadas restringido a OM
tiene jacobiano
Oy oy oy
or1 Jzrz "' Ozp
Oy2 Oy Y2
3 3 e P
det "o N > 0.
Oyn  Oyn yn
Ox1 Oxy "' Oxn
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Por lo tanto el atlas A restringido a M es coherente y OM es orientable con una
orientacion inducida por la orientacién de M.

En la practica adoptaremos el siguiente criterio para ordenar el borde de M.
Sea e # 0 un vector de IR"*! que apunta "hacia afuera”de H"*! = {2z = (21,...,2,41) €
R™ /2,11 > 0}. Més formalmente: si e = (ay,...,an41) € IR"™, e apunta hacia
afuera de H"*! si x,,1 < 0 y apunta hacia adentro si x,,; > 0. Completamos
a una base de vectores de IR"* {e,va,...,vp41} tales que {vz...,vn41} sea una
base de 9H™!. Esto da, por medio de un mapa coordenado, una orientacién de
OM . Llamaremos a ésta la orientacion estandar de 0M. jCuidado!, esta orientacién
no tiene por qué coincidir con la inducida por la orientacién elegida en M.

Ejemplo: Sea M = B? la bola unidad de IR?. Su borde es B2 = S'. Coloquemos
en IR? la orientacién usual dada por los vectores Zy j tal que i se superpone
con ; girando 7/2 radianes en sentido antihorario. Con esta orientacién en B2, la
orientacién inducida en S' es la usual, la que corresponde al giro antihorario que
es la que hemos llamado orientacién estandar.

Si ahora tomamos como M = {z € IR? : ||z|| > 1}, (un anillo) otra vez con la
orientacién usual de IR?, entonces OM = S' queda ordenada igual que antes (en
forma antihoraria), pero esta no es la orientacién estandar de OM.

Finalmente, si ahora tomamos M = {z € IR? : 1 < ||z|| < 2} con la orientacién
usual de IR?, entonces OM son dos copias de S'. Con la orientacién esténdar,
tomando una base de IR? {v1,v2} tal que v; apunte hacia afuera de M, una de las
copias queda ordenada en forma antihoraria ({||z|| = 2}) mientras que la otra queda
ordenada en forma horaria ({||z| = 1}). Pero esta ordenacién de cada componente
conexa de M no es la inducida por la ordenacion de M.

Si M es una variedad diferenciable de dimensién 1 compacta, conexa y con borde,
entonces M es un arco 7y que puede parametrizarse en forma mondtona estricta con
parametro ¢t € [0, 1]. Orientando 7 con la orientacién inducida por la de [0, 1], en
donde a su vez tomamos la orientacién usual de IR, el vector tangente a v apunta
hacia afuera en ¢ = 1 y hacia adentro en t = 0. Asignamos a (0) el nimero de
orientacién —1 y a (1) el nimero de orientacién +1.

Una consecuencia de esto es que vale la siguiente:

Proposicion 2.3.1. Sea M una variedad diferenciable compacta con borde orien-
tada y de dimension 1. Entonces se cumple que la suma de todos los numeros de
orientacion del borde de M se anula.

Demostracion. Basta observar que si M es compacta es unién finita y disjunta
de arcos y circunferencias. Cada circunferencia no tiene borde y en cada arco un
extremo contribuye con 1 y el otro con —1 a la suma de los ntimeros de orientacion

de OM. O
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Figura 1: Orientacién estandar del borde de M

2.3.2. Definicién de grado

Sean M y N variedades compactas y orientadas de dimensién n, la variedad
N conexa. Si f : M — N es una aplicacién diferenciable y y € M es un valor
regular, su preimagen es una subvariedad diferenciable de dimensién 0 en M, luego
un conjunto finito de puntos (posiblemente vacio): f~1(y) = {z1,...,2}. Como
en el lema 2.1.6, se tiene que existen entornos disjuntos W1 3 x1,..., Wy > xy tales
que f/Wj es un difeomorfismo sobre f(W;) =V 3y (estamos suponiendo, lo que
siempre es posible, que f(W;) =V, Vj =1,...,k). Si ¢; : W; — IR" es un mapa
coordenado local conteniendo a x; € M (suponemos, y también es siempre posible,
que cada Wj es un entorno coordenado) y ¢ : V' — IR" es otro mapa coordenado
conteniendo a y € N entonces f/W; conservara la orientacién de V' inducida por
N si y solo si

Do f 0@} )y, : B — R

conserva la orientacion de IR", si y solo si
det(D(¢po fo gpj_l)@(l,j)) >0.

Fijados atlas coherentes para M y N, se ve que no depende de los mapas coor-
denados particulares elegidos, que el determinante de més arriba sea positivo. Por
eso en lugar de det(D(¢ o f o (pj_l) o(z;)) escribiremos simplemente det(D f; ).
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Definimos el signo de D f en x;, sign(Df,;), como 1 si det(D fs;) es positivo y
como —1 si es negativo.

Definicion 2.3.3. Definimos el grado de f : M™ — N™ en un valor requlary € N,
M, N compactas y orientadas y N conexa, como

deg(f,y) = D sign(Dfs).

zef~1(y)

Como para el grado moédulo 2, teniendo en cuenta la proposicién 2.3.1, se prueba
que si g : M — N es diferenciablemente homotoépica a f y y € N es un valor
regular comun, entonces deg(f,y) = deg(g,y). Por el Lema de Homogeneidad 2.1.8,
si y,z € N son ambos valores regulares de f : M — N, teniendo en cuenta
que N es conexa, existe un difeomorfismo h : N — N difeotdpico a la identidad
id : N — N tal que h(y) = z. Como h es difeotépico a la identidad entonces
sign(D(h o f),) = sign(Df;). En efecto, si asi no fuera, si H : N x [0,1] — N es
la difeotopia tal que H(y,0) =id(y) =y y H(y,1) = h(y) = z, tendriamos que la
derivada parcial respecto a x € M, cambiaria de signo, por lo que para cierto t; se
anularia, contradiciendo que H(-,ty) : N — N es un difeomorfismo. Esto implica
que vale también el resultado que asegura que

deg(f,y) = deg(f, 2) .

Sean entonces M y N variedades diferenciables compactas orientables (y orien-
tadas) de dimensién n, y N una variedad conexa.

Definicion 2.3.4. Definimos el grado de una aplicacion diferenciable f: M — N
como el grado en un valor reqular cualquiera de f:

deg(f) = deg(f,y), y € N wvalor regular de f .

Finalmente, si f : M — N es continua, existe una g : M — N diferenciable
homotépica a f y definimos su grado como el grado de g. Una vez mas, el lema
2.1.5 implica que la definicién no depende de la g elegida.

2.3.3. Aplicaciones de la teoria del grado de Brouwer.

Teorema 2.3.1. Teorema Fundamental del Algebra.
Sea P : T — € un polinomio de grado n > 0 con coeficientes complejos. Entonces
P tiene una raiz compleja, o sea, existe zg € € tal que P(zy) = 0.
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Demostracidon. Sea el polinomio P(z)
P(z) = apz" + az" 4 dan_1z4an; ag #0.

Podemos identificar el cuerpo complejo € con IR%. Pero no podemos directamente
aplicar los resultados sobre grado pues IR? no es una variedad compacta. Para
superar esta dificultad compactificamos IR? agregdndole el punto al infinito oo
(compactificacién de Alexandroff). La topologia de ¥ = IR? U {co} la damos por
medio de una base de entornos como sigue: un entorno de centro z € €' y radio
€ > 0 es el entorno usual en €; {w € € /|w — z| < €}. Un entorno de centro co y
radio K > 0 es el conjunto coU{w € €/ |w| > K}. Via la proyeccién estereografica
no es dificil probar que ¥ = S2.

Definimos P : ¥ — X por P(z) = P(z) para todo z € €' y P(c0) = co. Con esta
definicién P queda continuo (e inclusive diferenciable) en todo ¥. La tnica duda
para la continuidad seria en oo, pero el hecho de que ag # 0 implica que dado
K > 0 existe M > 0 tal que si |z| > M entonces |P(z)| = |P(z)| > K pues

|P(2)] = |apz" + a12" P+ -+ ap12 +ay| =

= lap||z|™ |1 + (al/ao)z_1 + -+ (anfl/ao)z_"Jrl + (an/ag)z""| >

> fao[=[" (1 = (Jav/aol|2|™" + - + lan—1/aol|2| 7"+ + |an/acl[z| ") >

(si M > 0 es suficientemente grande queda)

2K
> lao||z|" (1 —1/2) > |ag|M"/2 > K si M > [ Taol
\ lao

Sea el polinomio @ definido por Q(z) =ap"siz €l y Q(oo) = oo. Definamos
una homotopia H : 3 x [0,1] — X entre P y () por

H(z,t) = agz" + t(a12" ' 4+ an_12+an) si €C,

y por H(oo,t) = co. Como en la prueba para P resulta que H es continua como
funcién de z y t y que Q es continuo como funcién de z. Se deduce que el grado
de P es el mismo que el de Q Pero el grado de Q es n, basta observar que, por
ejemplo ag es un valor regular de Q y que

~

Qiz)=ay<==z"=1

tiene exactamente n raices. Pero si el grado de Brouwer de Pesn>0= grado
como polinomio de P, entonces P es sobreyectiva. Se deduce que P es sobre €. En
particular existe zp € €' tal que P(z) = 0. O
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Recordamos que si M es una variedad diferenciable de dimension n, el fibrado

tangente T'M de M es una variedad diferenciable de dimensiéon 2n. Una seccién
continua o : M — TM (de clase C*¥) en TM se llama un campo de vectores
continuo (resp.: de clase C*) en M.
Sea M C IR* una variedad encajada en IR*. Podemos ver el espacio tangente T}, M
a M en el punto z € M como un subespacio vectorial de IR*. En ese caso un campo
de vectores X : M — TM tangentes a M asocia a cada z € M un vector de IR"
tangente a M en .

xe€ M (r,X(2)) €x+T,MC R".

En el caso particular de la esfera S C IR"*!, la condicién de que v € T, M es que
< x,v >= 0 donde < -,- > es el producto interno usual de IR".

Teorema 2.3.2. La esfera S™ admite un campo de vectores continuo tangente a
S™ que no se anula en ningin punto de S™ si y solo sin es impar.

Demostracion. Si n es impar entonces n + 1 = 2k es par. Un elemento de S™ es
un vector de R™ = R*; 2 = (x1,29,...,2op_1, ;) tal que a3+ +
23, |+ 23, = 1. A cada z € S™ asociamos el vector v(z) € T,,S™ dado por v(z) =
(x9, —1,...,Tok, —Xog—1). Se cumple que v(z) € T, 5™ pues < z,v(x) >= 0. Es
claro que v(z) varia continuamente con x y no se anula pues |[v(z)|| = ||| = 1.

Reciprocamente, supongamos ahora que existe en S™, v(x) un campo de vectores
continuo que no se anula. Dividiendo entre la norma de v(z) que serd un nimero
positivo resulta que podemos suponer que v(x) es un campo de versores continuo,
x € S™. Definimos ahora una homotopia H : S™ x [0,1] — S™ por

H(z,t) = xcos(nt) + v(z) sen(nt) .
Es claro que dado que < z,v(x) >=0
|H (z,1)||> =< x cos(wt) + v(x) sen(wt), z cos(mt) + v(x) sen(wt) >=1

de donde H estd bien definida. Ademads es continua y para ¢t = 0 H(z,0) = id :
S" — S"yparat =1, H(z,1) = —x = a(z) la aplicacién antipoda. Pero deg(id) =
1y deg(a) = (—1)"*!. Luego id ~ a implica (—1)"*! =1 o lo que es lo mismo, n
impar. ]

El resultado anterior se conoce folcléricamente como que "no se puede peinar la
esfera” (se refiere a S2). En el sentido de que identificando un cabello con un vector
tangente a S2, no podemos darle en todo S? una direccién (campo de vectores) que
varie continuamente sin que se anule en algiin lado. En alguna parte debera formarse
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un "remolino de cabello” lo que representa que no podemos darles una direccién
continua en ese punto. Es claro que localmente podemos peinarnos de vuelta para
”corregir” el defecto del remolino. Pero este se va a formar en otro sitio. Hablando
ma&s formalmente, siempre podemos, usando un mapa coordenado local ¢ : U —
IR™, identificar U C S™ con IR". El espacio euclideo IR" ”puede peinarse”, alcanza
con definir el campo vectorial constante

(@1(t), @2(2), ..., dn(t)) = (1,0,...0).

Luego llevamos por la parametrizacion inversa del mapa local el campo vectorial a
S™. Pero no podremos extenderlo a todo S™ en forma continua sin que se anule (si
n es par). Se trata pues de un resultado global.

Ejercicios:

1. Definir en el toro T? campos vectoriales tangentes que no se anulen en ningin
punto de T?2. Definir pares de campos vectoriales tangentes (v(z), w(x)), = €
T2, que varien continuamente y que en cada punto sean linealmente indepen-
dientes (y por tanto una base de T,T?).

2. Un espacio topolégico X se dice simplemente conexo si toda aplicacion

St 2 X es homotdpica a una aplicacién constante.
Un espacio topolégico X es contractil si id : X — X es homotdpica a una
constante cte : X — X.

a) Probar que si X es contréictil entonces es simplemente conexo.

b) Probar que la esfera S*, k > 1, es simplemente conexa. [Pista: Probar
que para toda curva v : S' — S* diferenciable existe p € S¥\y(Sh).
Hacer la proyeccion estereografica desde p).

.Es la esfera S* un espacio contractil?

3. Sea a: S¥ — S* la aplicacién antipodal: a(z) = —z, S* = {z € R"" /||z| =
1}. Probar que si k es impar entonces id ~ a. [Pista: para k = 1 considerar
la familia de aplicaciones de S! dadas por las matrices:

<cos(7rt) —sen(t) >; t €[0,1]].

sen(mt)  cos(mt)

4. Teorema de Perron-Frobenius
Sea A una matriz n X n con entradas no negativas. Entonces A tiene un valor
propio no negativo con un vector propio no negativo

ﬁ:(vl,vg,...,vn); Vj ZOijl,...,n.
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[Pista: Usar el Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Si A es no singular definir

Ax

pa: ST ST pu(r) = T
@) =

usar que si € S"! es no negativo entonces p4(x) también].

. Hallar mapas continuos del toro sélido D? x S en si mismo sin puntos fijos.
i Donde falla la demostracion del teorema del punto fijo de Brouwer?

. Supongamos que f : M™ — N" continua, M compacta y N conexa, tiene
grado moédulo 2 no nulo.

a) Mostrar que f es sobreyectiva.
b) Mostrar que si N no es compacta entonces dega(f) = 0.

¢) Mostrar que si f : €' — €' es un polinomio con coeficientes complejos de
grado impar, entonces tiene una raiz: existe zg € € tal que f(z9) = 0.
[Pista: compactificar €' agregandole el punto al infinito co; CU{oc} = X.
La topologia de ¥ estd dada por la base de entornos {w € €' / |[w—z| < €}
para e > 0, z € €'y para oo por |[w| > K > 0, w € €. Con esta topologia
resulta que ¥ = S2. Para verlo usar la proyeccién estereografica desde
el polo norte N = (0,0, 1).
Definir f : ¥ — ¥ como f(z) = f(z) para z € €'y f(c0) = co. Ver que
f es continua en la topologia de X].

. Probar que existe un complejo zy que es solucién de

2"+ cos |2?|(1+932%) = 0.

. Una funcién racional en €' es un cociente de dos polinomios f(z) = Ok

a) Extender f a 3.

b) Probar que la extensién f:¥ 53X def:C — € o es constante o es
sobreyectiva. [Pista: si f no es constante entonces existe z € €' tal que
f'(z) # 0. Mostrar (ecuaciones de Cauchy-Riemann) que det(Df,) # 0.
Luego f es un difeomorfismo local en U(z)].

. Generalizacién del Teorema Fundamental del Algebra.

Sea f : U C IR™ — IR" una funcién propia (preimagen de un compacto es
compacta) con U abierto no vacio. Supongamos que fuera de un compacto
K C U se cumple que det D f no es idénticamente nulo y no cambia de signo.
Probar que f es sobreyectiva y que, en particular, f(z) = 0 tiene solucién.
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10.

11.

12.

13.

Se considera la ecuacién diferencial auténoma
dx . n n .
ik f(z), f: R" — IR" continua.
Un punto de equilibrio es una solucién constante, z(t) = xg € IR" para todo
t € IR. Esto ocurre si y solo si f(zo) = 0. Supongamos que existe R > 0 tal

que

Va € {||z]| = R}, Vk £ 0, f(z) # kz.

Probar que entonces existe xg € {||z[| < R} tal que es de equilibrio para la
ecuacion diferencial.

Sea f : IR" x IR — IR™ una funcién continua y tal que f(x,t) es Lipschitziana
en x € IR" y periddica en t € IR: f(x,t + 1) = f(x,t) para todo (z,t) €
IR"™ x IR. Para cada xg € IR" consideremos la ecuacién diferencial ordinaria

&= f(x,t); z(0) = zo;
y el mapa 2(0) = 2(1) de R™ en IR".

a) Probar que el mapa ¢ estd bien definido (i.e.: existe y es dnica x(t) que
puede extenderse hasta ¢ = 1).

b) Supongamos que existe D C IR™ homeomorfo a una bola tal que ¢/D :
D — D. Mostrar que la ecuacion diferencial tiene una solucién periédica.

Teorema de Rothe.

Seax € B* C IR"y f: B" — IR" continua. Aqui B" es la bola euclideana
cerrada de centro 0 € IR" y radio 1. Supongamos que ||f(x)|| < 1si [|z|| =1
pero no supongamos que || f(z)|| < 1si ||z]] < 1.

a) Probar que existe un punto fijo de f en B™. [Pista: Definir g(x) = x/||z||
si|lz|| > 1y g(z) =xsi|z|| <1. Estudiar g o f].

b) Extender el teorema de Rothe a cualquier cuerpo convexo de IR".

Se considera un fluido estacionario (o sea: la velocidad v de cada particula de
fluido depende de la posicién de la particula per no del tiempo; v = v(zx,t) =
v(z)) que fluye continuamente circulando dentro de un toro. Probar que existe
al menos una linea de corriente cerrada, o sea: existe x(t) peridédica. Aqui z(t)
representa la posicién de la particula del fluido que en ¢ = 0 ocupaba la
posicién xg = z(0).
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14. El Teorema del Punto Fijo de Brouwer es falso en dimensién infinita.
Sea [?(IR) el espacio de Hilbert de las sucesiones reales z = {ij}je Nt =

(x1,22,x3,...) tales que Z;’il x? < 00. Definimos la norma de x justamente
como x| = >, x? Para x en la bola unidad B = {||z|| < 1} definimos el
mapa

ZL‘EBliy

por y1 = (1— HwHZ)l/Qa Y2 = 1, Y3 = T2, Y4 = x3, etc. Probar que ¢ : B — B,
que ¢ es continua respecto a la norma de I2(IR) y que ¢ no tiene puntos fijos3.

3. Indice de un campo de vectores
Teorema de Poincaré-Hopf

Sea M = M"™ una variedad encajada en IRF. Un campo de vectores continuo
(diferenciable) v = v(z) es una funcién continua (resp.: diferenciable) v : M — IR¥,
con dominio M que a cada x € M asocia un vector v(x) € T, M del espacio tangente
a M en el punto z. Supondremos salvo aviso en contrario que v es diferenciable.
Si v(x) es un campo vectorial diferenciable definido en una variedad compacta M,
llamamos flujo asociado a ese campo a una funcién ¢ : M x IR — M que cumple

da(t)
dt

= (¢ (1))

Si M C IR" es una variedad de dimensién n, un campo vectorial es simplemente
una funcién vectorial v : M C IR" — IR"™. En este caso la expresién anterior del
flujo es la solucién de la ecuacién diferencial & = v(x) definida en un subconjunto
de IR™. Es conocido que la solucién que pasa por x existe y es tnica, si v(x) es
diferenciable, y esta definida para t € (ay,w;) donde a, y w, dependen de x. Mds
aun, ¢, (t) en donde estd definida depende diferenciablemente de x y de t.
Si v(z) = 0 es facil ver que la funcién constante ¢,(t) = z satisface d%(t) =
v(¢,(t)) y estd definida para todo t € IR (a, = —00, w, = +00). Asi que los puntos
donde se anula el campo de vectores se asocian a las soluciones de equilibrio del
flujo asociado al campo. Més aun, si la solucién ¢, (t) € IR"™ permanece acotada,
entonces estd definida para todo t € IR, siendo las soluciones de equilibrio un caso
particular.
Usando un mapa coordenado podemos representar localmente un campo vectorial

3La mera continuidad no alcanza para extender el teorema de Brouwer a dimensién infinita. Es
necesario asumir hipétesis adicionales (f : B — B debe ser un operador compacto). Esa extensién
se conoce como el Teorema del Punto Fijo de Schauder.
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en una variedad de dimensién n como un campo vectorial en IR™. De ese modo
la teoria local de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales se traslada al
caso de variedades diferenciales. Se puede probar también que el flujo ¢,(t) de un
campo vectorial v(z) definido en una variedad compacta M resulta definido para
todo t € IR. Esto no es simple de probar.

Los campos de vectores son triviales excepto alli donde se anulan. En efecto,

si consideramos en un abierto  C IR" la ecuacién diferencial £ = v(z) y para
p € Q v(p) # 0, consideremos el hiperplano H que pasa por p y es ortogonal a
v(p), en ecuaciones: H = {x € R"/ <z —p,v(p) >= 0}. H tiene dimensién n — 1.
Eligiendo n — 1 vectores linealmente independientes wy, wa, ..., wy,—1,0rtogonales
a v(p) podemos escribir los puntos z € H como = p + ajwy + + -+ + Gp—1Wp_1.
Sea ¢, (t) la solucién de la ecuacién diferencial en tiempo ¢ que para t = 0 pasa
por . Como v(z) es diferenciable resulta que existe y es tnica ¢, (t). Derivando
¢, (t) respecto a = para t = 0 nos queda la derivada de la identidad id(x) que es
ella misma. Respecto a ¢t obtenemos v(z), ya que ¢,(t) es justamente la solucién
de la ecuacién diferencial.
Consideremos un cubo n dimensional K C €2 de lados paralelos a los ejes conte-
niendo a p en su centro. Por compacidad existe § > 0 tal que la solucién ¢(x,t)
esta definida para todo t € (—0, ). Achicando K podemos suponer que todos sus
lados tienen longitud menor que §. Consideremos la transformacién

F:(=6,0)x(HNK) — IR" dada por F(t,a1,...,an-1) = @ptaywi++an_1wn_1(t)-

Se cumple que la matriz jacobiana de esta transformacién no se anula en p. Al
derivar respecto a a; va a darnos como columna a w;. Derivando respecto a ¢ nos da
v(p). Los w; constituyen un sistema linealmente independiente y v(p) es ortogonal
a ellos y no se anula. Entonces F es un difeomorfismo local en un entorno de p. F~*
lleva una solucién de la ecuacién diferencial definida en un abierto conteniendo a
p € IR™ sobre el segmento de recta paralelo al eje Ox; en un abierto conteniendo
el origen de coordenadas de IR". Estas son justamente las solucién de la ecuacién
diferencial # = e; en un entorno de 0 € IR". Escribiendo en coordenadas:

i =1
iy =

(3)
=0

Asfi las soluciones locales de una ecuacién diferencial son triviales en un entorno de
un punto p en donde el campo vectorial v(z) no se anula.
Hemos probado el resultado conocido como el Teorema del Flujo Tubular: dada la
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ecuacién diferencial © = f(z), x € Q C IR" tal que f(x¢) # 0, existe un entorno
U(zo) C Q tal que en él la ecuacién es equivalente al sistema dado por (3).

En cambio en donde se anula el campo este puede presentar cambios abruptos
motivados justamente por no tener una direccién definida en el punto de anulacién.
Los puntos en donde se anula el campo vectorial seran llamados singularidades o
ceros del campo. Asi z es una singularidad de v(x) si v(z) = 0. Si existe un entorno
de z en donde v no se anula salvo en z, diremos que la singularidad z es aislada.
Lo dicho para IR"™ se traslada a una variedad M" cualquiera usando un mapa
coordenado.

Usando el fibrado tangente T'M podemos también definir un campo vectorial
en una variedad como una funcién que a cada punto x de M asocia un elemento v
de T'M con la particularidad de que ese elemento esta en T, M. O sea, un campo
vectorial es una funcién V : M — T M tal que

2% V(z) = (z,v(x)) € TM, v(z) € TyM .

Sea U un abierto de IR¥ y sea v : U — IR* un campo vectorial (en este caso
T,U = IRF,¥x € U, asi que un campo vectorial es simplemente una funcién que
asocia a cada punto de U un vector de IR” ). Supongamos que v(x) # 0 en U excepto
posiblemente en z € U. En ese caso, dada una bola B(z,r) de radio r > 0 centrada
en z y contenida en U, el campo v(x) # 0 para todo

x€0B(z,7)=S(z,7) ={x € R*/ ||z — 2| = r}.

Est4 definida entonces la aplicacién 9, de S(z,r) en S™~! dada por

. v(z)

Op(z) = Vo e S(z,r).

' [o(z)]l
Definicién 3.0.5. Definimos el indice de v respecto a z € U como deg(v,) y lo
escribimos I(v, z).

v(x)
lo(2)]

La definicién no depende de r > 0 siempre que en B(z,7)\{z} no se anule v.
En efecto, si 0 < ' < r entonces como v no se anula en la céscara esférica {z €
IRF /v < ||z —z|| < r}, las funciones o, y ©/. se extienden a toda la cdscara esférica.
Definamos a partir de ©, una nueva funcién V4 : St — §"~1 como V4 (x) = 9, (rz).
Es claro que

I(U,Z) = deg(@r) = deg(

x € S(zr).

Vi = v, o (homotecia de razén positiva)
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por lo que el grado de V5 : S~ ! — 8§"~! coincide con el de 9, : S(z,7) — S*1
desde que det(homotecia) > 0. Del mismo modo definimos Va(z) = 0 (r'z) y
también aqui tendremos deg(V2) = deg(v,~). Ahora observamos que V; ~ V5 por la
homotopia H : S"~! x [0,1] — S"~! dada por

H(x,t) = d(1_gyrr (1 = t)r" 4+ tr)z)
donde

_ v((1 = t)r' +tr)x)
[o(((1 = t)r" +tr)z)||’

Se concluye que deg(V1) = deg(V2) lo que termina la demostracién de que la defini-
cion de indice no depende de r.

Supongamos ahora que v no tiene ninguna singularidad en U (o sea,para todo
x € U, v(x) # 0, en particular para z). En ese caso I(v,z) = 0. En efecto, si
v(z) # 0 existe un entorno B(z,r) de z tal que para todo x € B(z,r) la direccién
de v(z)/||v(x)|| difiere muy poco de la de v(z)/||v(z)||. Esto implica en particular
que 9, : S(z,7) — S™! no es sobreyectiva. Luego deg(?,) = 0 o, lo que es lo
mismo, I(v,z) = 0. Luego el indice del campo respecto a un punto que no sea una
singularidad no da mayor informacién; esto lo podiamos haber previsto a partir de
que el flujo asociado al campo en un entorno de z va a ser equivalente al dado por
el sistema (3) por el Teorema del Flujo Tubular.

El reciproco es falso, puede el campo v anularse en z y ser I(v,z) = 0. De todos
modos el resultado anterior nos muestra que si el indice de un campo nos va a dar
alguna informacién debemos considerar solamente los ceros del campo.

Sea ahora f : M™ — N un difeomorfismo, M, N C IR*. Si tenemos definido
un campo vectorial v en M podemos por medio de f definir un campo en N como
sigue:

Sea y € N, existe inico z € M tal que f(z) = y. Para x estd definido el campo
v(z) € T, M. El mapa tangente D f,, : T, M — T, N lleva el vector v(z)enD f,(v(z) €
TyN. Esto define un campo vectorial w en N dado por

w(y) = Dfs-10)((f 7 (y))) w=Dfovo fh.

El campo w : N — IRF se llama el pull-back de v : M — IRF.
En el caso particular que M = U es un abierto de IR y que tenemos f : U — IR”
un difeomorfismo obtenemos

b —tyrer (L= )" +tr)z) ze s

Lema 3.0.1. Sea v: U — RF un campo vectorial yw: f(U) :— R* su pull-back,
w=Dfovofl. Siz e U esun cero aislado de v entonces w(f(z) es un cero
aislado de w. Mas aun, I(v,z) = I(w, f(2)). O sea, el indice no cambia al hacer el
pull-back.
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El lema 3.0.1 nos permite definir el indice de un campo vectorial w definido
sobre una variedad M™ respecto a una singularidad aislada z. Sea ¢ : U — IR" un
mapa coordenado local donde z € U C M es la tnica singularidad en U. Definimos
I(w,2) = I(Dpowopt Siahorat :V — IR" es otro mapa coordenado local tal
que z € V es la tnica singularidad de w en V, entoncesen W =UNV 3 z

oyl p(W) — (W)
define un difeomorfismo. Si X = Dpowog~!eY = Dipoworp~!, entonces

Y=D(op oXo(poy™)

osea, Y es el pullback de X y como tpop !

1Y, 9(2)).

Para la prueba del lema 3.0.1 usaremos el siguiente resultado.

es un difeomorfismo tenemos I(X, p(2)) =

Lema 3.0.2. Todo difeomorfismo f : IR" — IR" que preserva la orientacion es
difeotdpico a la id : IR™ — IR".

Demostracion. Sea f(0) = zp. Componiendo con una traslacién 7' podemos enviar
de vuelta zp a 0, T'o f(0) = 0. T'(z) = x — 2. La familia de traslaciones 7} dada
por Ty(z) = x — tzg es la identidad para t = 0 y coincide con T para t = 1. T} es
una difeotopia entre fy T o f.

Supongamos entonces que f(0) = 0. Se cumple por definicién

[2) = £(0) _ | Sltw)
t

D fo(x) = lim lim =

t—0
Definimos la aplicacion F': IR™ x [0,1] — IR" por

fix) .
Fa,t) = : 81t.7é0,
Dfo(z)sit=0.
Sit # 0 es claro que F(x,t) es un difeomorfismo al serlo f = f;. Lo mismo pasa
con D fy que es una transformacién lineal invertible cuyo determinante es positivo
ya que f preserva la orientacién de IR". Para ver que F' : IR" x [0,1] — IR" es
diferenciable escribamos: f(z) — f(0) = fol Dfyr(z)ds.*
Si f=(f1,...,fn) entonces
Vi
V /2
Df = .

Vi,

*Para z € IR" fijo definamos ®(s) = f(sz). Su derivada es (regla de la cadena) 22 = D f..(z).
Integrando entre 0 y 1 se obtiene ®(1) — ®(0) = f(x) — f(0).

76



De aqui que la integral fol Dfs.(x)ds se escribe (teniendo en cuenta que z =
(T1,...,2p))

1 n
/0 Dfsx(x)ds = Zgi(l')ﬂfi,
=1

donde .
gi(z) = / (i-ésima columna de D fs;)ds.
0

Resulta entonces si t # 0

F(z,t) = f(tx) = Zgi(tm)xi

t ‘
=1

de donde es claro que F' es C*° si f lo es. Pero ademés
1
}I’H(l) gi(te) = / (i-ésima columna de D fy)ds = i-ésima columna de D fy .
- 0

Probamos entonces que f : IR" — IR" es difeotépico a Dfy : IR" — IR™.
Para terminar solo resta ver que si T' es una transformacion lineal invertible que
preserva la orientacién del espacio entonces T' y id son difeotépicas. Lo que sigue
es Algebra Lineal. Recordemos que dada T invertible podemos escribirla (descom-
posicién polar) como el producto de una transformacién ortogonal V' por una au-
toadjunta definida positiva P: T = VP. Si P = U*diag(u1,...,pu,)U entonces
estd definida B = log(P) = U*diag(log(u1) .. .,log(un))U el logaritmo real de P
pues log(/;) es un nimero real al ser p; > 0. Se cumple exp(B) = P.
Como V' es unitaria y preserva orientacion pues lo hace T, existe una difeotopia
V(t) que lleva id en V. Para verlo razonar por induccién en la dimensién n. Para
n = 2 una base ortonormal positivamente orientada (la dada por las columnas de
V) se lleva a la base canénica de IR?, (1,0),(0,1), por un giro Ry. La difeotopia
estd dada en este caso por V() = Ry_g), t € [0, 1], para t = 0 es la identidad, para
t = 1 coincide con V. En el caso general n > 2, consideramos una transformacién
ortogonal positiva (por ejemplo el producto de dos simetrias respecto a hiperplanos
convenientes) que lleve el vector candnico e, en el ultimo vector columna v, de V.
Esa transformacion, al ser ortogonal, llevara, e;- en v-. El problema se reduce en-
tonces de dimensién, ya que et = v = R,
La difeotopia buscada entre T"y la id se escribe entonces como T'(t) = exp(Bt)V (t).
O

He aqui una prueba de la descomposiciéon polar. Si T% representa la adjunta
de Ty < -, > es el producto interno usual de IR"™ entonces T*T es autoadjunta
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pues (T*T)* = T*(T*)* = T*T. Ademas < T*T(z),z >=< T(x),T(x) >> 0. Y
como T es invertible resulta < T'(z),T(x) >> 0 si  # 0. Luego 7T es definida
positiva y por el teorema espectral se diagonaliza en una base ortonormal teniendo
todos sus valores propios Aj, j = 1,...,n positivos. Queda entonces T*T = U* DU
con U ortogonal y D diagonal. Existe entonces una tunica raiz cuadrada positiva
de D (y por lo tanto de T*T). Si D = diag(A1,...,A,) la raiz cuadrada de D es
P= diag(v/A1, ...,V An). Si P = U*PU tenemos que

P? = U*PUU*PU = U*PPU = U*DU = T*T.

Sea V = TP~! 0 lo que es lo mismo T = VP. La transformacién V es ortogonal
pues
VYV = (TP )y TP = (P T TP =

= (P TP = piT*TP = PP = 4.
Probemos ahora el lema 3.0.1.

Demostracion. (Del lema 3.0.1)

Sea entonces v : U — IR* un campo vectorial y w : flo) -— IR* su pull-back,
w = Df ovo f~! como en la hipétesis del lema, donde U y f(U) son abiertos
de IR* y sean I(v,z) e I(w, f(2)) los respectivos indices. Podemos suponer que
U>0=zyaque f(0O) =0 € f(U). En efecto, basta componer con traslaciones
convenientes de IR* y es facil ver que el indice de v(x) en el cero z es el mismo que
el de 0 en v'(z) = v(z + z). Andlogamente, el indice de w(z) en f(z) = f(0) es el
mismo que el de w'(z) = w(z + f(0)).

Maés aun, podemos asumir que U es una bola abierta centrada en 0. Basta reducir
el dominio de definicién de f : U — IRF. Si ahora f preserva la orientacién, la
difeotopia dada por el lema 3.0.2 nos da una familia f; : U — IR, ¢t € [0,1], tal
que fo = id, fi = fy f(0) = OVt € [0,1]. Sea vy = Dfyowvo f ' el campo
vectorial definido en f;(U) por el pull-back de v. Cada campo tiene en 0 € R*
una singularidad aislada. Como f;(0) = 0, por compacidad existe 6; > 0 tal que
para todo = € B(0,0;) se cumple que = € f;(U) para todo t € [0, 1] (las imagenes
de U por f; contienen todas un mismo entorno). Para ver esto consideremos una
bola B(0, R), R > 0 tal que su clausura esté contenida en U. Para cada t € [0, 1]
consideramos la distancia 7 > 0 de 0 a 0f;(B(0, R)). La compacidad de [0,1] y la
continuidad de f; respecto a las variables (x,t) garantiza que existe d; > 0 tal que
re > r, Vt € [0,1]. No es dificil de ver, dado que el borde de df;(B(0, R)) separa
IRF (Teorema de Jordan-Brouwer), que B(0,68;) C Neeo, 11 ft(B(0, R)).

Existe d2, 0 < d2 < d; tal que para todo t, v; solo se anula en 0 en B(0,d2) (en
realidad podiamos haber elegido de antemano R > 0 tal que en B(0, R) v(z) ya no
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tuviera ninguna singularidad diferente de 0 € IR’“). Podemos entonces definir para
un 6 > 0, 6 < d, la funcién H : S(0,6) x [0,1] — S*¥~1 por

H(z,t) = m z € 5(0,6), t €[0,1].

H es una homotopia lo que implica que I(v,0) = I(v,0). En particular para t = 1
Ve = W.

Si ahora f invierte la orientacién de IR*, escribimos f = p o g, donde p es una
reflexién respecto a un hiperplano. Por ejemplo p(z1, 22, ..., 2%) = (—z1, 22, ..., Tf.
Entonces g = p o f preserva la orientacion y por el lema 3.0.2 existe una familia
gt, t €[0,1], con go = id y g1 = ¢ (asumimos como antes lo hicimos que f(0) =0y
que 0 es la singularidad de v en U). Definamos f; = p o ¢g; y definamos v; como lo
hicimos antes. Resulta por lo ya probado para el caso en que f preserva orientacién
aplicado a g, que I(vy,0) = I(vg,0) = I(Dpowvop~t 0). Como p es una isometria
lineal involutiva queda I(powv o p,0). La prueba culminard entonces probando que
I(v,0) = I(powvop,0). Pero

I(powop,0)=deg(

que es claro que coincide con el grado de v = Toll - O

Nos dirigimos a probar el siguiente resultado:
Sea M C IRF una variedad diferenciable compacta de dimension m y w un campo
vectorial diferenciable con ceros aislados. Entonces la suma de los indices Z?Zl I(w, zj)
de los ceros {z1,...,2n} del campo w en M es igual a la caracteristica de Euler
X(M) de la variedad M.

h m
> I(w,z) = x(M) = rango(H;(M).
j=1 i=0
Aqui H;(M) es el i-ésimo grupo de homologia de M.
No suponemos que el lector conozca la teoria de Homologia, asi que nos contentare-
mos, por ahora, con decir que la suma no depende del campo vectorial, sino solo
de la topologia de la variedad M.
Para superficies compactas orientables la caracteristica de Euler se puede cal-
cular facilmente.
Supongamos conocido que las superficies compactas orientables se clasifican segin
el niimero de asas o agujeros, la esfera S? no tiene ningiin agujero y su género es
g = 0, el toro T? tiene uno su género es g = 1, el bitoro tiene dos agujeros y su
género es g = 2, etc. Entonces la caracteristica de Euler de una superficie compacta
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conexa y orientable S se calcula como x(S) = 2(1 — g). Para superficies no orienta-
bles la caracteristica de Euler se calcula com x(S5) = 1 — g. Incidentalmente, otra
manera de ver el género g de una superficie S es como el mayor ntimero de curvas
de Jordan (curvas cerradas simples) que pueden tomarse sobre S sin desconectar
S. En la esfera S? no puedo tomar ninguna (Teorema de la curva de Jordan), en
el toro T2 puedo tomar una sola, en el bitoro puedo tomar dos, etc. (ver figura).

SIN
AGUJEROS
UNA CURVA
SIMPLE
SEPARA
g=0

UN
AGUJERO
UNA CURVA
SIMPLE NO
SIEMPRE T2

SEPARA
g=1
separa /

no separa

Figura 2: Esfera g =0y toro g =1

Mostremos en un dibujo cémo en superficies orientables S de género mayor que
1 se puede construir un campo vectorial que tenga como suma de indices de sus
singularidades la caracteristica de Euler de dicha superficie x(.5). Tomemos como
ejemplo el bitoro. Imaginemos que es de goma. Cortandolo longitudinalmente y
”planchando”los dos pedazos obtenidos obtenemos dos superficies planas como en
la figura.

En cada una colocamos un campo vectorial v(z) que genera un flujo ¢ solucién
de la ecuacién diferencial & = v(x). La tnica singularidad se genera en la cruz de
la figura ocho que separa los dos tipos de curvas solucion: aquellas que dan vueltas
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singularidad
aislada de
indice -1

Figura 3: campo vectorial sobre ”medio” bitoro

alrededor de los dos agujeros A1 y A, v aquellas que dan vueltas alrededor de uno
solo. El indice de la singularidad es —1, ya que localmente podemos construir el
campo de modo que puede ser llevado por el pullback asociado a un difeomorfismo
que transforme un entorno conveniente de la singularidad en el disco de centro el
origen de IR? y radio 1, con el campo lineal dado por

{gb——x
y=y

El indice de la singularidad es entonces —1. Dos copias del medio bitoro pegadas
de modo de reconstruir, el bitoro, cada una con un campo de ese tipo daran lugar
a un campo en el bitoro que tendra entonces dos singularidades, y solo dos, cada
una con indice —1. La suma de los indices serd -2 que coincide con la caracteristica
de Euler del bitoro B, x(B) =2(1 —g) = 2(1 — 2) = —-2.

El mismo procedimiento permite construir campos en el tritoro, etc. Para el caso
de la esfera S? y del toro T2 se propone en los ejercicios hallar campos, en el primer
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caso con singularidades aisladas cuya suma dé 2, y en el segundo sin singularidades.
Lo anterior nos da una comprobacién, aceptando el hecho de que la caracteristica de
Euler es la que dijimos para el caso de superficies, de que existen campos vectoriales
en esas superficies que tienen ceros aislados y tales que la suma de los indices de
esos ceros es la caracteristica de Euler. Si probamos que la suma de esos indices
no depende del campo v particular, la demostraciéon (al menos para superficies)
estara completa.

Sea X C IR™ una variedad diferenciable compacta y conexa de dimensién m
con borde. Dado que el borde M = 90X, siendo una variedad de dimensién m — 1
en IR™, separa a IR™, tiene sentido hablar de normal exteriora M: localmente,
el teorema del entorno tubular asegura que un segmento centrado en z € M y
de direccién normal a T, M en IR™ no corta a M nada mas que en z mismo. De
ese segmento una mitad quedara en el interior y la otra en el exterior. Elegimos
la normal g(z) de direccién y sentido de modo que la parametrizacién del semi-
segmento que estd en el exterior sea positiva.

El mapa de Gauss asocia a cada x € X ese versor normal exterior g(x); g : 0X —
S™m=1 El mapa tangente Dg, : T,(0X) — Tg(z)Sm_l, puede verse como un mapa
de T;;(0X) en si mismo. En efecto, T,,(0X) es ortogonal a g(x) porque justamente
g(z) es la normal a T, (0X). Por otro lado, el espacio tangente T, (,)S™ ! es normal
a g(z) € S 1 En efecto, siy € S™ Ly y:(—¢¢€) — S™ ! esun arco de curva tal
que v(0) =y y %(0) = v € T,,S™ !, entonces resulta < v(t),y(t) >= 1 y derivando
respecto a t en t = 0 queda 2 < ¥(0),%(0) >= 0 o sea < y,v >= 0 de donde
y € ™! es normal a su espacio tangente 7,5™1.

El estudio del mapa de Gauss da informacién sobre la ¢gurvatura”de M = dX. Por
ejemplo, si g es constante en un entorno, 90X va a ser localmente (en ese entorno)
un hiperplano. Una gran variacién de g en cambio implica que la variedad ”se
curva” mucho. Estas consideraciones intuitivas pueden formalizarse. Como siempre,
es mas facil estudiar las aproximaciones lineales para medir la variaciéon de una
funcién, en este caso Dg. El determinante de la transformacion lineal Dg se llama
la curvatura de Gauss de M.

Dado un campo vectorial v(z) en X, decimos que apunta hacia afuera en M =
0X si < wv(x),g(x) >> 0 para todo z € M. En particular si v apunta hacia afuera
en 0X entonces no se anula en 9.X.

Lema 3.0.3. Sea X C IR™ una variedad diferenciable compacta y conera de di-
mension m con borde. St v : X — IR™ es un campo vectorial diferenciable con
ceros aislados y v apunta hacia afuera en 0X, entonces la suma de los indices de
las singularidades del campo es una constante que depende solo de X y coincide
con el grado del mapa de Gauss g : 0X — S™ L.
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Demostracion. La compacidad de X implica que el nimero de singularidades es
finito al ser todas aisladas, sean éstas {z1, 22, ... 2, }. Como el campo v apunta hacia
afuera en 0X todas las singularidades estén en el interior de X, int(X). Para cada
z; consideremos una bola abierta de centro z; y radio r; > 0 tal que para cada
i=1,...h B(z,7m;) C int(X), B(z;,7:) N B(zj,75) = 0 si i # j, y tal que la tnica
singularidad de v en B(z;, ;) sea el punto z;. Definiendo

= X\(B(z1,71) U B(22,72) U+ - U B(2p,71))

obtenemos que X’ es una variedad diferenciable de dimensién m, compacta con
borde

0X'=0X U S(z1,7m1) U S(22,7m2) U---S(2n,1h)
tal que el campo vectorial v no se anula en X’. Aqui hemos escrito B(z;,7;) =
S(zi,r;), la esfera de centro z; y radio r;. Entonces o(z) = e E ;H €s un campo vec-

torial que de dX’ puede extenderse a todo X'. Se concluye que deg(?) = 0 donde
0 :0X' — S™ 1 con la orientacién borde de 9X’. Para cada x € 90X elegimos en-
tonces una base {ug, ..., upy} de T, M = T,,0X tal que {g(z),us2,...,u,} tenga la
orientacién positiva de IR™. Analogamente, la normal n(z) exterior a X’ en los pun-
tos € S(zj,r;) apunta hacia el centro de B(z;,r;). y completamos la base de IR™
tal que si {va,..., v} es una base de T,,5(z;,r;) entonces {n(x),va, ..., vy} tiene
la orientacién positiva de IR™. Por ser X conexa resulta X’ conexa (jdemostrar-
lol) y si @ € S(zj,rj) e y € 0X, existe un camino diferenciable ~ : [0, L] — X'
parametrizado por la longitud de arco, que une x = ¥(0) con y = v(1) en X' tal
que el versor tangente #(s) es normal a X parat = 1y a S(zj,r;) para t = 0.
Orientando v de modo que el versor #(s) apunte hacia afuera en (1) = y (coincida
con g(y)) vemos que es posible trasladar la base {g(z),us,...,un,} a lo largo de ~
de modo de obtener una base positiva en s = 0 (comparar con el lema 2.1.3). Pero
esa base tendrd como primer vector a —n(x) = £(0). En consecuencia la orientacién
de {va,...,un} es la opuesta de la orientacién de la base trasladada a lo largo de
~. En consecuencia

h
deg(v ZI v, zj) + deg(v/M)
7j=1

debido a que deg(v)/S(2;,r;) = —I(v, 2j), el signo de menos debido justamente a
que {va,..., vy} tiene la orientacién contraria a la dada al definir indice (en ese
caso la normal a la esfera apuntaba hacia fuera de ésta).

Para completar hay que ver que en 0X = M tenemos que deg(0) = deg(g). Para
ello definimos la homotopia H : X x [0,1] — S™ ! entre ¢ y g por:

g(x) cos(mt/2) + 0(x) sen(nt/2)
llg(z) cos(mt/2) + 0(x) sen(wt/2)||’

H(xz,t) = redX, tel0,1].
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Dado que < 9(x), g(x) > > 0 la homotopia estd bien definida (jcomprobarlo!). [

Definicion 3.0.6. Sea v : U C IR" — IR™ un campo vectorial con una singularidad
z € U. Decimos que la singularidad z es no degenerada (o simple) y que el campo
v es no degenerado en z si la transformacion lineal Dv, es no singular.

Una consecuencia inmediata de la definicion es que si z es una singularidad
no degenerada entonces es aislada. En efecto: si Dv, : IR" — IR™ es no singular
entonces es un isomorfismo lineal, de donde por el Teorema de la Funcién Inversa v
es un difeomorfismo entre un abierto V(z) C U de IR"™ y un abierto V' (0) 3 v(z) = 0.
Entonces v no se anula en V' (z) salvo en z.

Lema 3.0.4. Sea v : U C IR" — IR" un campo vectorial con una singularidad
z € U no degenerada. Entonces

I(v, z) = sig(det(Dwv,))

Demostracion. Sea v(z) = 0, componiendo con una traslaciéon T tal que T'(0) = z,
obtenemos v o T'(0) = 0. Como

D(voT)y= Dv, o DTy = Dv,oid = Dv,

podemos suponer directamente que z = 0. Dado que 0 es una singularidad no
degenerada de v tenemos que existe una bola B = B(0,r) con r > 0 tal que v/B
es un difeomorfismo sobre su imagen V(B) > 0. Por el lema 3.0.2 tenemos que si
v/B preserva la orientacién de IR", entonces es difeotépica a la identidad id y si
no es difeotépica a una reflexién p. En el primer caso I(v,0) = I(id,0) = 1 en el
segundo I(v,0) = I(p,0) = —1. Y en el primer caso sig(det(Dvg)) = 1 y en el
segundo sig(det(Dwvg)) = —1. O

Sea ahora una variedad compacta, conexa y orientable de dimensién m encajada
en IR¥. El espacio tangente T, M a un punto z € M puede verse como un subespacio
vectorial de IRF.

Lema 3.0.5. Sea w : M — IR* un campo vectorial diferenciable (w(zx) € TyM
para todo x € M), tal que w(z) = 0. Entonces Dw, : T.M — IR* tiene imagen
contenida en T, M, Im(Dw,) C T,M.

Demostracion. Sea X : U C IR™ — IR* una parametrizacién local, z € X (U). Co-
mo w es diferenciable, por definicién, woX : U ¢ IR™ — IR* lo es, supongamos que
X(0) =z, 0 € IR™. Localmente el campo w se ve por medio de la parametrizacién
X como el campo v(u) = DX);%U) owoX(u), w € U,v:U — IR™. O sea,
DX, ov(u) = wo X(u). Entonces D(DX ov),(y) = D(wo X)y(y), y € R™. Sea
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v : (—€,¢) — M un arco de curva diferenciable tal que v(0) = z, ¥(0) = £ € T, M.
Sea y tal que DXy(y) = . Se cumple

d(uilj'y)(t) = Dwy)(¥(t))

lo que evaluado en t = 0 da

d(w o) B
0 1) = Dufe).

Por otro lado podemos tomar como arco v a la imagen por X de la curva a(t) =
yt, t € (—e,€). Usando que D(DX owv), = D(w o X), obtenemos evaluando en

r=0 d(w o) d(wo X o a)
w oy . w o o .
o Vg 0=

= D(w o X)o(&(0)) = D(w o X)o(y) = D(DX ov)o(y) =
d(DX ovoa) . (def) | DXy (v(ty)) — DXo(v(0)) _

dt (0) "="lim t -

(dado que se cumple que v(0) = 0 ya que w(z) = 0)

v(ty) —v(0)
t

)

v(ty) = v(0)

= lim(DX;, — DX
tg%( ty 0)( ;

)+}1'_I}(1)DX0( ) =

DXo(9(0)) € T.M .

El primer sumando tiende a 0 pues w estd acotado y DXy — DXg — 0
cuando t — 0. Esto es lo que queriamos demostrar. ]

Observaciéon 3.0.1. En particular probamos que Dw, o DXy(y) = DXy o Dvy(y).

Corolario 3.0.1. En las condiciones anteriores, si z es un cero no degenerado,
I(w, z) = sig(det(Dw)).

Demostracién. Como Dw,o DXy = DXgyoDuvg tenemos que det(Dw,) = det(Duvy).

Por lo tanto et
I(w, 2) (def) I(v,0) = det(Dvgy) = det(Dw,)

si z es cero simple. ]

Teorema 3.0.3. Teorema de Poincaré- Hopf

Sea M una variedad diferenciable compacta, orientable sin borde encajada en IR
yw : M — IRF un campo vectorial diferenciable definido en M con ceros no
degenerados. Entonces la suma de los indices de los ceros de w es un invariante de
M, no depende del campo vectorial w particular.
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Demostracion. Sean z1, ..., z, los ceros del campo vectorial w. Por el teorema 2.1.1,
Teorema del Entorno Tubular, existe ¢ > 0 tal que definiendo

N, = {z € RF / dist(z, M) < €}
resulta N, una variedad diferenciable de dimensién &, con borde
ON. = {z € R* / dist(x, M) = €} .

Vamos a probar que

h
ZI(’U, z;) = deg(g : N, — SF 1,
i=1

donde g es el mapa de Gauss. Recordemos que existe p : N. — M que es una
retraccion, o sea p/M = idy, tal que si x € Ne entonces (z — p(z)) LT M.
Sea ¢ : N. — IR la funcién real tal que p(x) = ||z — p(z)||>. Entonces V(z) =
2(.%' - p(.%'))J_Tp(I)M

En efecto: consideremos una base de IR¥ dada por {vy,...,v,,} base de TpyM y

{VUm+1,--.,v} base de Tp(m)ML. Escribiendo x € IR* en esta base, £ = (1, ..., Tm, Tmi1, . ..

y derivando respecto a x; obtenemos si j > m

9
Dp.(0,...,0,1,0,...,0) = 2L

= =0
8xj

pues p(z + tvj) = p(z) siv; € Tp(x)ML. Siahoral <j<m

t O
Dpx(O,...,O,l,O,...,O):@:lfmp(x+ v) = (@)

e, M
an t—0 t *

pues p(x+tv;) es una curva en M, t € (—¢, €). Concluimos que < %pj, z—p(x) >=0
pues o vale 0 o estd en T,y M y entonces es normal a z — p(x). Como

22 _ 9 o p@)a—pla) >=

=2<(0,...,0,1,0...,0) — Dp(0,...,0,1,0...,0),z — p(x) >=
=2<(0,...,0,1,0...,0),z — p(x) > =2 < Dy(0,...,0,1,0...,0),z — p(z) >
resulta de lo antes visto que

dp
—£ =92<(0,...,0,1,0...,0),z — >
oz, ( ),z — p(x)
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de donde Vy(z) = 2(x — p(x).
Se ve que ON, = ¢~ 1(¢?) de donde Vip(x) LON, en cada punto z € IN, y el mapa
de Gauss g(x) puede escribirse como

Vo(z Vo(z

ooy~ Te@) _ Volz)
V()| 2¢

Extendamos el campo vectorial w a todo N, definiendo para x € N, el campo
v: Ne — IR¥ por

v(z) = w(p(z)) + V().

Observamos que v(z) = 0 si y solo si |[v(x)]|? = 0. Pero por Pitagoras

[o(@)]I* = wp()|? + | Ve()]?
de donde Vp(x) = 2(x — p(z)) = 0 lo que implica z = p(z) € M. Se deduce que
x = zj, alguno de los ceros de w. Asi los ceros de v son aislados. Como N, C IR” es
una variedad con borde de dimensién k y v apunta hacia afuera (verificarlo), por
el lema 3.0.3, se cumple que

h
Z I(v, z;) = deg(g : partialN;) — Sk

Pero del hecho de que z sea un cero no degenerado de w resulta que z es cero no
degenerado de v pues

Dv, = Dw, + D(Vy),.
El primer sumando del lado derecho de la igualdad es una transformacion lineal
cuya imagen estd contenida en T, M (por el lema 3.0.5) y coincide con T, M (pues
z es no degenerado de donde el rango de Dw, es m). Como Vy(x) = 2(z — p(x))
tomando una base de IR¥ como més arriba vemos que la matriz de D(V¢), en esa
base es 2(id — Dp,) de donde en T,M~* es 2id y se anula en T, M.
Resulta pues que la matriz de Dv, cumple

wen=(( % 1))

Resulta entonces que det(Dv,) = det(Dw;). Pero por el corolario 3.0.1, como todos
los ceros se suponen no degenerados resulta

h
deg(g : ON, — Sk~1 :ZIUZJ
7j=1
h

h
g(det(Dvs,)) = Y _sig(det(Dws,)) = Y I(w,z).

j=1 j=1

HM:-
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3.1. Transversalidad

El concepto de valor regular de una aplicacion diferenciable entre dos variedades
diferenciales M = M"™, N = N", f: M — N admite una extensién que precisamos
a continuacién. Este concepto sistematiza y hace precisa la idea de que dos fig-
uras geométricas se cortan en "posicion general”. Pongamos ejemplos: dadas dos
circunferencias en el plano IR?, ”lo general.®s que ellas o bien no se corten o bien si
lo hacen lo hagan en dos puntos distintos. Excepcionalmente van a ser tangentes
una con la otra. Lo mismo puede decirse de una recta y una circunferencia en el
plano. Si ahora tomamos dos circunferencias en el espacio IR, ”lo general.® que no
se corten, el hecho de que lo hagan es una rareza. Lo mismo para dos rectas en el
espacio. Si nos dan sus ecuaciones y resolvemos el sistema que conduce a hallar su
punto de interseccién, esperamos que en general nos dé un sistema incompatible,
sin solucién. Si en cambio nos damos una recta y un plano en IR? esperamos que
1 general”se corten en un solo punto. Lo mismo si damos dos planos en IR? por
sus ecuaciones, lo mas comun va a ser que se corten en una recta, raro va a ser
que los planos coincidan. Estas nociones, ”lo més comun”, ”lo general”, etc., es lo
que intenta definir en forma precisa el concepto de transversalidad. La definicién
de transversalidad es debida a Thom.

Definicion 3.1.1. Dada una aplicacion diferenciable f : M™ — N" entre var-
iedades diferenciables, y una subvariedad PP C N™ decimos que f es transversal a
P en un punto f(x) =y € S si

Df(ToM) +T,P =T,N .

Si f es transversal a P en todo punto y € S tal que f(x) =y, decimos que f es
transversal a P. Denotaremos que f es transversal con P en N con la notacion

fanP.

Observar que si f(M)NP = () automdticamente f es transversal a P. Si m+p <
n es la Gnica manera de que f y P sean transversales.
Si m+p = n la suma de subespacios D f, (T, M) y T,,P deberd ser directa para que
exista transversalidad: D f, (T, M)®T, P = TyN, o, lo que es lo mismo tratandose de
dos subespacios, que D f, (T, M)NT,P = {0}. Esto da la idea de que la interseccién
tiene que ser de dimensién 0, o sea reducirse al punto y = f(z). Es lo que sucede
con una recta y un plano en el espacio.
Hay un caso particular importante que en el fondo estd presente en los ejemplos
anteriores y es cuando f = ¢ es la inclusién ¢ : M — N de la variedad M como
subvariedad inmersa en N. En ese caso diremos que M es transversal con P en N
v lo escribiremos M M y P.
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Si la variedad N con la que trabajamos ha sido fijada, omitiremos el sufijo N
escribiendo simplemente f APy M f P en lugar de fAyP y M A yP.

Observacién 3.1.1. Debe observarse que la nocion de transversalidad depende de
la variedad N, ademds de depender de M y P (y de la aplicacion f). Si tomamos dos
circunferencias en IR% que se corten en dos puntos distintos, serdn transversales.
Las mismas circunferencias, pensadas en IR? identificado con el plano horizontal
Oxy de IR? no son mds transversales.

Llamamos codimension de la subvariedad PP C N™ al ntimero n — p.

Teorema 3.1.1. Sea f : M™ — N" tal que f PP en N, P una subvariedad
de N. Entonces f~1(P) es una subvariedad de M tal que su codimension como
subvariedad de M es igual a la codimension de P como subvariedad de N. O sea,
dim(f~Y(P)) =m —n + p.

Demostracion. Sea y € P. Si x € M es tal que f(z) = y, tomemos cartas locales
en N,po:U—R'talqueye UCN;yenP,y:V - IR yeV C P.V un
abierto de P y U un abierto de N. Sea F' la aplicacién diferenciable definida por

F=ypoy :9y(V)C R — pU) C IR".

El rango de F es p y F se extiende a un difeomorfismo F de un abierto de R™
en un abierto de IR™ (Teorema de la funcién Inversa). Esto proporciona un mapa
coordenado G = F o o,

G
yH(yl)"'ayp"'wyn)

en donde P se expresa localmente por las ecuaciones yp4+1 = 0, ..., 9, = 0. Proyectan-
do en las n — p ultimas coordenadas, II : IR" — IR" P, P queda expresado por
g(y) = Il o G(y) = 0, donde escribimos g = Il o G. Calculando Dg vemos que
0 € IR"? es un valor regular de g. Si x es un punto regular de f tenemos que go f
tiene a 0 € IR"P como valor regular, o lo que es lo mismo, componiendo con un
mapa coordenado local ¢ : W — IR™, x € W,

gofo¢ t:p(W)C R" — R"?,

la preimagen de 0 es una subvariedad de dimensién m —n + p. (Ver teorema 1.3.2).
O

Sea f : M™ — N™ una aplicacién diferenciable de clase C* donde M, N son var-
iedades diferenciables paracompactas (ver lema 2.1.1). Sean v; : V; — IR™ mapas
coordenados locales con V' = {V;} un cubrimiento localmente finito de N. Denote-
mos a la familia de tales mapas coordenados por ¥ = (¢4, V;). Andlogamente sean
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¢i : U; — IR™ mapas coordenados locales con U = {U;} un cubrimiento localmente
finito de M. Supongamos que para cada i existe j = j(i) tal que f(Cl(U;) C Vj()-
Esto dltimo siempre es posible de pedir dado que f es continua. Sea ¢ : M — IR
una funcién positiva y continua definida en M.

Definicion 3.1.2. El conjunto ./\/'(U,\I,@k)(f) es el conjunto de todas las aplicaciones
de clase C* g : M — N tales que cumplen las condiciones:

1. g(CI(U;)) C V; toda vez que f(CL(U;)) C V.
2. Parai,j tales que f(CL(U;)) C V; sean
biofop =i fi)

Yiogopt = (g17,...,959)

entonces para cada 0 < o < k, cadah =1,...,n y cadai, j la derivada parcial
(@1, ..., 00m)-€sima, o« = o + -+ - + oy, de cada gy (u) estd a distancia de la
derivada parcial (a, ..., auy)-ésima de f,” (u) menor que (p; *(u)).

Le definicién dice, hablando groseramente, que ./\/(U,\I,@k)( f) es el conjunto de

las aplicaciones g de clase C* tales que sus derivadas parciales distan poco (a menos
de e(x)) de las correspondientes derivadas de f en cada punto x € M. Esto define
una base de entornos, y por tanto una topologia en el espacio de las aplicaciones
diferenciables de clase C¥ de M en N. Si M es una variedad compacta es equivalente
considerar € > 0 una constante como una funcién continua (z) > 0 que varie con
x € M en el sentido que la topologia definida es la misma. Se puede probar que la
topologia no depende de los cubrimientos paracompactos de M y N.
FElegida la funcién e, decimos para g € /\/’(U,\I,,&k)(f) que estd € — C*-cerca de f.
Hablando més informalmente todavia diremos a veces que g esta C*-cerca de f.
Si M es compacta y consideramos € > 0 una constante diremos que f y g estan a
distancia menor que € en la topologia C*.

Teorema 3.1.2. Teorema de Transversalidad de Thom

Sea f: M™ — N™ una aplicacion diferenciable de clase C* donde k > dim(M) —
dim(N) es un entero positivo. Supongamos que M es compacta. Sea PP una sub-
variedad de N. Para todo (U, ¥, ¢, k), eviste g € Ny w1 (f) tal que g yP. Mds
aun, st X C M es un conjunto cerrado tal que f ® nyP para todo x € X podemos
elegir g tal que g(x) = f(x) para todo x € X.

Mds aun, si f es un difeomorfismo sobre su imagen podemos elegir g un difeomor-
fismo sobre su imagen.
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La suposicién de que M es compacta es para simplificar los argumentos, el
resultado vale sin esa hipdtesis. Como ya dijimos, y no es dificil de ver, en el caso
de variedades compactas podemos elegir (z) = constante > 0.

Demostracion. Por el Teorema de Whitney® podemos suponer que N estéd enca-
jada en IR*. Sean Y; + S5 — IR", j € IN, un sistema de coordenadas locales
en N conteniendo a f(M), de modo que 9;(S; N P) es el conjunto de los pun-
tos de IR™ para los que las tltimas n — p coordenadas son nulas. Una prueba de
que un tal sistema de coordenadas existe estd contenida en la demostracién del
Teorema 3.1.1. Observemos que el conjunto de los puntos de f~1(P) C M en los
que f es transversal a P es abierto en f~!(P). Esto se deduce de la definicién
de transversalidad. Existe entonces un abierto U C M tal que X C Uy f es
transversal a P en todos los puntos de CI(U) N f~1(P). Sea ¢; : U; — IR™ un
sistema de mapas coordenados locales de M\U tales que U; N X = (). Podemos
suponer que ¢;(U;) = B(3), y que existen entornos coordenados W; C V; C U;
tales que o;(W;) = B(1), ¢i(Vi) = B(2), y que la unién de los entornos W; cubre
M\U. Por compacidad existe una familia finita Wy, Wa, ..., W, que cubre M\U.
Consideremos funciones reales de clase C*° definidas en M y con valores en [0, 1],
b1,ba, ..., by, tales que b;/W; = 1y b;/(M\V;) = 0. Dado que f es continua podemos
elegir también U; de modo que para cada i exista j(i) tal que ¥;;)(f(U;)) C Sj)-
A efectos de disminuir la recarga de la notacién renumeraremos S; y 1; de modo
que tengamos ¥;(f(U;)) C S;. Definiremos para i = 0,1,...r, inductivamente una
sucesién de funciones fo = f, f1,... f, de modo que f;; estard a distancia C' de
f; menor que £/2°%1 y tal que fiy1 = f; en M\Ui+1 y fi+1 sea transversal a P en
FFYAP)N(UUUU---UU;s1. De ese modo g = f, seré transversal a P en todo
M y estard a distancia C! de f menor que €. En cada paso elegiremos un vector
i; € IR"™ con las p primeras coordenadas nulas. 4; serd tal que cumplird todos los
requisitos de la tesis de induccién.

Como ya notamos antes, escogeremos fo = f que ya es transversal a P en X N
f7Y(P). A continuacién definimos f; como

{ fl(l') = fo(l’) slx € M\Ul,
fi(@) =7 1 (fo(x)) + bu(x)in] si @ € Uy

Elijamos @; € IR" tan chico en médulo que se cumpla que S1 3 ¥1(fo(z)) + b1 ()
a efectos de que caiga en el dominio de 17 '; y que a la vez || fi(z) — fo(2)|| < /2
v 1D fiz — D foz|| < €/2, para todo = € M.

Para ver que S1 2 ¥1(fo(x)) + bi(x)d; observemos que si z € M\Cl(V}) entonces

5La prueba que dimos supone N compacta, pero el resultado vale con la hipétesis de N para-
compacta
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bi(z) = 0 por lo que ciertamente fo(z)) + b1 (z)u; cae en S;. Si ahora z € Cl(V7),
como 91 (f(Uy)) C Si, el compacto 1 (f(C1(V1))) estd a distancia positiva del borde
de S1, 951. Elegiremos entonces #; de mdédulo menor que esa distancia.

Para ver que || f1(z) — fo(z)|| < £/2 (norma de IR* > N), observamos que fuera de
U1 nada hay que probar ya que ambas funciones coinciden. En Uj escribimos

1) = fo(@)]l = lv1 (1(folx)) + bi(e)dr) — op (¥r(fo(2)))l.

Si ahora x € U\Vi bi(x) = 0 y la desigualdad es trivial. Si no, como la funcién
(o ! es continua serd uniformemente continua en un compacto conteniendo estric-
tamente 11 (fo(C1(V1))) y contenido en ¢n(fo(U1)) C S1 C IR". Elijamos un tal
compacto K1 de modo que 0K esté a distancia positiva tanto de ¢ (fo(Cl(V1)))
como de 0S5;. Existe entonces un d; > 0 tal que si by(x)@; tiene norma (en IR™)
menor que 41, resultard por una parte que ¥1(fo(z)) + b1 (z)dy € K1 y que

7 (1 (fol(@)) + bi()idn) — o7 (Y (fo(2))] < e/2.

Para ver que también podemos escoger 4 tal que || D fi — D foz|| < €/2 tomemos
un versor v € T, M y acotemos ||Dfiz(v) — D foz(v)||. Si z € M\V; entonces
D f1, = D fo,. Si por otra parte tenemos x € C1(V}) calculando D fi,(v) vemos que
por la regla de la cadena

D fia(v) = Dy o (D1 0 D fou (v) + Dbyy (v)in)
Aplicando linealidad queda entonces
D f1z(v) = D foz(v) + Do " 0 Dby (v)i
resulta entonces que

1D f10(v) = D fou(v)|| = [|1DY1 © Dbia(v)itr|| < [|Dy1 || Dbi | [lual|

Por compacidad de CI(V3) y de su imagen por 11 o f resulta que || Dy || v || Dbi||
estan acotados. Finalmente vemos que existe %; # 0 de norma menor que el inverso
del producto de esas cotas y cumpliendo ademds los requisitos previos (hemos
mostrado que todos pueden cumplirse a la vez achicando la norma de i, en cada
paso si fuera preciso).

Veamos que podemos elegir i1 tal que fi es transversal a P en f~1(P)N (U UUy).
Como f1 = fo en M\CI(V1) y fo es transversal a P en f~}(P) N Cl(U), solo hay
que mostrar que fi My P en f~1(P)NCL(W7) y en f~H(P)NCIU)NCIL(V;). Para el
caso de C1(W7) sea IT : IR™ — IR™ P la proyeccion en las n—p ultimas coordenadas.
Para que fi M yP en f~1(P) N CI(Wy), alcanza con elegir 4; = (1) tal que —ii
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sea valor regular de ITot1o fy : Uy — IR™P. En efecto: fi i yP en f~1(P)NCI(W,)
siy solo si D f1z(TuM) + Ty, ()P = T, (zyN. Ahora, fi(x) € P con x € Cl(W7) siy
solo si ] 1 (¥1(fo(x)) + 1) € P siy solo si ¢y (fo(x)) + @1 € E, donde escribimos

E,={v=(v1,...,0p,Vpt1,...,0n) € R" [Vp1 = =v, =0}.

Y la dltima equivalencia ocurre si y solo si II(1)1 (fo(x))+11) = 0 € IR"P. Como II
es lineal podemos escribir II(¢1(fo(z))) = —II(wW1) = —;. Sea @3 un valor regular
de ITo 4y o fp : C1(W7) — IR™P. Entonces para toda preimagen = por Il o ¢ o fj
de —11 se tiene

D(IT o1y 0 fo)(TM) = DIl o Dipy o D fo (T, M) = IR"™P (4)
Por otra parte en Cl(W7) la funcién by = 1 y resulta para v € T, M:
Dflx(v) = Dlpl_l o (le o Dfox(v) + Dblx(v)ﬁl) = Df0$(v) .

En consecuencia queda D fo, (T M)+ T}, ()P = T, (2N en caso de existir transver-
salidad. Componiendo con D1 que es un isomorfismo con R" de T, ()N, queda
D1(D for (T M)) + D1 (T, () P) = IR". Pero DYy (T}, () P) = Ep. Finalmente,
componiendo con la proyeccién II y teniendo en cuenta que II(E,) = 0 queda que
fifinP en f~Y(P N CIW) siy solo si

TI(Dy1 (D fou (Ty M) = TI(R") = R"P

Y esta condicién es la obtenida en la ecuacién (4) teniendo en cuenta que DI = II
por ser lineal.

Por tltimo, si x € C1(V1)NCLU)Nf~1(P), fo ya es transversal a P alli, pero podria
pasar que al perturbar fy obteniendo f; se pierda esa propiedad. La condicién de
fo ser transversal a P se escribe como D fou(Te M) + Ty P = Tfy(z)N. Como
vimos recién, esto equivale a, componiendo con Il o D1, que la matriz jacobiana
de IT o D4y o D fy, tenga rango n — p en todo punto z € C1(Vy) N CL(U) N f~1(P).
La hipétesis de induccién dice que en el compacto C1(V4) N CL(U) N f~1(P) toda
matriz jacobiana de Il o Dy o D fp, tiene rango méximo n — p. Pero la matriz de
ITo D10 D fi, difiere de la anterior en I1( Dby, (v)i; ). Como CI(V1)NCHU)Nf~L(P)
es compacto, existe un #; tan pequeno que al sumar II(Db;,(v)d;) a una matriz
jacobiana de IT o D1y o D fo, para algin x € C1(V;) N CL(U) N f~1(P) el rango no
cambia. Eso termina el primer paso inductivo. En general, construida ya f; que es
transversa a P en f~1(P) N (UUU;y U---UU;), construimos fii1 transversa con
Pen fYP)N(UUU, U---UU; UU;1), siguiendo los mismos pasos que en el
caso anterior. Esto completa a demostracion: en el paso r tendremos f. = g que
sera transversal a P en todo M y distard de f en la topologia C'' menos que &.

93



Por 1ltimo: si f es un difeomorfismo sobre su imagen, entonces es localmente una
inmersién en cada punto de f(M) y globalmente inyectivo. Del hecho de ser una
inmersién concluimos que f tiene rango maximo m = dim(M) en cada punto. Si g
estd C! cerca de f, en cada punto de M el rango serd también m. Por compacidad
de M va a existir un entorno A/ de f en la topologia C' tal que si g € N entonces
g es una inmersién. La prueba de que si ¢ es una inmersién y esta suficientemente
cerca de f entonces es un difeomorfismo sobre su imagen es consecuencia de que va
a ser globalmente inyectiva. Si asi no fuera, existirfan puntos x;, xg eM, x;# :L';
y g; a C* distancia de f menor que 1/j tales que gj(z;) = g](x;) Como M es
compacta podemos suponer que r; — Ty x; — 2/ cuando j — o0, y, claro estd,
g; — f. Entonces se cumple por continuidad que f(z) = f(2/). Como f es un
difeomorfismo sobre su imagen x = 2’. Entonces z;, x; estan en un entorno de x en
donde si j > 0 es suficientemente grande, g; es inyectiva por ser una inmersién. [J

Definicién 3.1.3. Sea M una variedad diferenciable encajada en IR*. Decimos
que un campo vectorial diferenciable v : M — IR* es simple, o no degenerado,
si para todo z € M tal que v(z) = 0 se cumple que Dv, : T.M — R* es una
transformacion lineal inyectiva.

Otro modo de expresar lo anterior es decir que localmente, en un entorno de z,
v es una inmersién de M en IR*. Como consecuencia los ceros simples son aislados.
Sea M = M™ una variedad diferenciable encajada en IR*. Si f : M — IR* es el
encaje, podemos encajar TM en IR?* mediante la aplicacién F : TM — IR** dada
por
F(z,y) = (f(2), Dfuo(y)), = € M,y € T,M.

En el caso particular de f = ¢ la inclusién de M en IR*, queda Duy(y) = y. Sea
ahora v : M — IRF un campo vectorial. A partir de v construimos una aplicacién
V : M — TM definida como: V(x) = (z,v(x)). O sea, a cada punto z € M
asociamos la pareja formada por x y v(x) € T, M.

La variedad M siempre puede verse encajada en T'M de un modo natural:
t: M —TM, (z) = (z,0). Claramente ¢ es un difeomorfismo sobre su imagen.

Lema 3.1.1. Sea M wuna variedad diferenciable compacta encajada en IR*. Un
campo vectorialv : M — IR* es simple en z € M si y solo si el campoV : M — TM
es transversal a (M) en (z,0) € TM.

Demostracion. Sea v : M — IR* un campo vectorial. O sea, para todo x € M:
v(x) € T,M C IRF. Como més arriba definimos

V:M—TM, V()= (z,v(x), ¢:M—-TM, (z)=(x,0).

94



Obsérvese que si I1: TM — M es la proyeccién canénica que a (z,v) € T M asocia
x € M: II(x,v) = x, entonces 1oV =id: M — M, Mot =1id: M — M. Sea
P=(M)={(z,00eTM /ze M,0c T,M} C TM. Siy e T,M entonces existe
v :(—€,¢) — M tal que

dy
1Oy =2 Y
Entonces Di,(y) = dil%\t:o = (y,0). Si z es un cero simple de v entonces Dv, :

T.M — T.M es no singular. Por otro lado DV, : T.M — Ty (TM) cumple
DV,(y) = (y, Dv.(y)). En efecto, si V(x) = (z, (v(x)) y v(t) es una curva tangente
ay € T,M en z entonces V(y(t)) es una curva que en ¢t = 0 cumple V(y(0)) =
(7(0),v(v(0))) = (2,0), o sea que pasa por (z,0). Luego

_dVony
o dt =0

DV(%(0)) = (3(0), Dv=(7(0))) = (y, Dv:(y)) -

Si v es tal que Dv, es no singular, entonces Dv, (T, M) tiene dimensién m. En ese
caso una base eq,..., e, de T, M se transforma por D¢ en (e1,0),..., (€m,0) base

de T(,0)P y por DV en (e1, Dv.(e1)), ..., (em, Dv.(em)). En el espacio tangente a
T(.,0)(T'M) los 2m vectores

(e1,0),...,(em,0),(e1, Dvs(e1)),. .., (€m, Dv.(em))

forman un conjunto linealmente independiente (escribir en coordenadas locales).
Luego DVZ(TZM) + T(Z70)L(M) = T(z,O) (TM)

Reciprocamente: Si DV, (T, M) + T(. gt(M) = T, 5)(T'M), tomando coordenadas
locales y una base de T, M como antes, obtenemos vectores de IR*™ que lo generan.
Proyectando en las m ultimas coordenadas vemos que los m primeros se proyectan
en el vector nulo. En consecuencia la proyeccién de los m tultimos debe generar
IR™. Pero eso es equivalente justamente a que Duv,(e1),..., Dv.(ey) es de rango
m. O

Teorema 3.1.3. Sea M una variedad diferenciable compacta encajada en IRF y
v: M — IR* un campo vectorial. Existe w : M — IRF un campo vectorial arbitrari-
amente Cl-cercano a v tal que w tiene solo ceros no degenerados (simples). En
particular para toda variedad diferenciable compacta M siempre existe un campo
vectorial con ceros aislados.

Demostracion. Sean V'y P = (M) definidos como en el lema 3.1.1. Por el teorema
3.1.2 existe G : M — T'M tal que G @ 7as P a C! distancia arbitrariamente chica. Si
G fuera un campo vectorial la prueba estaria completa. Pero nada garantiza eso, o
sea, podria ocurrir que [ToG # id : M — M, donde II : TM — M es la proyecciéon
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canénica. Pero como V cumple que I[IoV =id : M — M que es un difeomorfismo.
Y como G esta cerca de V y el conjunto de los difeomorfismos es abierto en la
topologia C' (por el teorema 3.1.2), tendremos que F = Ilo G : M — M es un
difeomorfismo cercano a id : M — M. Sea ahora W = Go F~' : M — TM.
Entonces oW =M oGo F~' =id: M — M. Entonces W(z) = (z,w(z)) €
TM c R* x IR*. Como G es transversal a Py F~! es un difeomorfismo, entonces
si z € M es tal que W(z) € P resultard

DW.(T.M) + T(.0)P = DGp-1(y 0 DF V) (T.M) + T(o.0)P = T(..0)(TM)

ya que F~1 es un difeomorfismo. El campo vectorial w : M — IR* es entonces un
campo que solo tiene ceros no degenerados por el lema 3.1.1. ]

Ejercicios. Recordar que si M = M™ C IR* es una variedad diferenciable,
compacta, sin borde, encajada en IR* y v : M — IR* es un campo vectorial (i.e.:
Ve € M : v(x) € T,M) con ceros aislados z1, ..., z5, entonces vale el Teorema de
Poincaré-Hopf:

h

Zl(v,zj) = x(M) = deg(g : ON, — S+ 1),
j=1

donde g es el mapa de Gauss que asigna a cada punto x € 0N, el versor normal a
T, (ON¢) exterior a N, y N es el entorno tubular cerrado de M de radio € > 0.
1. Demostrar que x(M) = 0 si m = dim(M) es impar.

2. Demostrar que si M = S¥, la esfera de dimensién k, entonces

k] 0 sik esimpar
X(S)_{ 2 sik es par

3. a) Sean dos campos vectoriales v y w definidos en un abierto U C IR™
ambos campos con un unico cero z € U comun tal que existe una es-
fera S C U con z en su interior para la que v/S y w/S no son nun-
ca opuestos (0 sea, para ningtin x € S vale v(z) = —w(x)). Entonces
I(v,z) = I(w,2).

b) Sea el campo vectorial plano

‘fl—f:ax—i-by—i-F(x,y),

W = cx + dy + G(z,y),
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donde F'y G son funciones que son infinitésimos de mayor orden que
1 para (z,y) — (0,0) y (0,0) es singularidad aislada. Mostrar que el
indice de (0,0) es el mismo que el de la parte lineal:

dzx

9 = ax + by,
%zcm—f—dy,

4. Sean M = M™ y N = N" variedades compactas, orientadas y sin borde
encajadas en IRY tales que MNN =0y quem+n=q—1.Seat : M x N —
S9! dada por

7Y ceMyeN

|z =yl

donde ||-|| es la norma que deriva del producto interno usual de IR?. Definimos

el nimero de enlace (o de entrelazamiento) de M y N como el grado de 1,

deg()) y lo denotamos (M, N) (I de linking number).

Y(z,y) =

a) Si
M:{(x,y,z)€R3/z:0, 1:2+y2:1}

N={(z,y,2) e R /2=0, (y—1)%+22=1}

hallar [(M, N).
b) Idem hallar (M, P) donde M es como en el item anterior y
P={(z,y,2) e R’ Jx=0,y"+ (2 —1)* = 1}.

¢) Probar que en el caso general [(M, N) = (—1)m+TD0+D (N, M)

d) Probar que si M se deforma continuamente a un punto en IR\ N o, més
generalmente, si M es borde de una variedad X disjunta de N entonces
I(M,N)=0.
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