Deduccion Natural en los
Lenguajes de Primer Orden

Deduccién Natural

Definimos inductivamente el conjunto DE&e
las derivaciones de la l6gica de predicados.

Caso base: derivacion trivial (idem PROP)

Para los conectivos: las mismas reglas de
introduccion y eliminacion que en PROP

Para los cuantificadoreBly [) se agregan reglas

de introduccion y eliminacion
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Como probar un para todo?

H) 3, ...,
T) Para todo x vale

Dem

*Sea X arbitrarigno se puede
suponer nada sobre x)

Probamosa
(usamos..9; ... 9, ... )

Luego,a se cumple para
todo x

61' e 6”

(|D ) ()
(Ox) a

(**) La nocion dex arbitrario se
expresa sintacticamente por:no
ocurre libre en las hipétesis no

canceladas de 9. ..0,

a
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Como utilizar un para todo?

H) 3, ...,
T) t tiene la propiedad

Dem

*Probamos que para todo
X valea.

(usamos..01 ...on ...)

Luego, en particular,
a vale parat.

8, ... 5,

(Ox) a
(E_)DO
a [t/x] .

(*) Para poder realizar la sustitucién: t
debe estar libre para x én
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Como probar un existe?

H) 3, ...,
T) Existe un x para el cual
se cumplea

Dem

- Probamos qua vale para
t

(usamos..9; ... 9, ... )

Luego, existe un x para el
cual valeq.

all LXK 6”

alt
(0¢) @

(*) Para poder realizar la
sustitucion: t debe estar libr
para x ero

e
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Como utilizar un existe?

H) 9;. .9, (X«
B

Dem
*Probamog .

(usamos.9;.. d,.. Yy
O para un x arbitrario)

Luegof

5, .. 8,9

(o B

(€D

(**) el Unico supuesto que se asume
sobre x en la prueba es que se cumple
a(x).

Esto se expresa como: x no ocurre
libre ni end,. ...5, nienf
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Derivaciones - DER

Def [DER]
El conjuntoDER; de las derivaciones de la Iogica de predicados s€
define inductivamente como sigue:

HIP) Si ¢ O FORM entonces ¢ U DERp

0) Si a./ [UDERp vy !c U DERp entonces &§ ”! UDERp

¢ Oy
(DEl) (DEz) (Dll) (DIZ) (DE) (—’|) (_’E) (_' |) (_' E) (‘—’ |) (‘—’ El) (‘—’ E2)(DE)

(RAA) se definen de la misma forma que para DER en logica
proposicional.
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Derp: []

0,) Si V 0DER, y xOFV(H(D)), entonces ¢ 0 DER,

(Ox)¢

Og) Si V U DER} ytesta libre para x en ¢, entonces

(Cx)¢
O

0 DER,
o[t/x]
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Der.,. []

p
0O) Si q)Dt/x]D DER; v t esta libre para x eh,, entonces
e
(q’Dg:)] [0 DER,

(k) Si \D/ 0DER; vy D DER; tales que:
()¢ W

xOFV(H(D")-{$}) O FV(W¥), entonces \[j U DERp

(X)¢
1))
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Consecuencia Sintactica

Def [consecuencia sintactica]

Seal  FORMy ¢ [OFORM. Decimos qué es
consecuencia sintactica Be qued se deriva dé ssi
existe DIDER; tal que:

CD)=0¢y
HD)OT

Notacion
-9 selee § se deriva dé”
O|-¢ selee $ esteorema”; se escribep|-
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Ejemplos

|- (Dx)(0x5) a - (Oxx)(Exy) a

|- ((X)(EXp) o - ([X)(LXy) O

|- (Ex)(alp) - (Oxpa O(Uxy)P

|- (X)(alB) - (xpa D(Ex,)B

- @x)(a - B) - (a - (X)P)

- (x)(a - B) - (a - ([X)P), si xIFV(a)
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Restricciones sobre las variables

Porqué las restricciones en las reglaglde[T?

 Sin las restricciones, las reglas permiten construir
derivaciones que corresponden a razonamients
incorrectos.

* Ejemplos:
l-¢ ="¢; - (0x) x="¢;
- (Ox) = (Qy) x="y - =(Qy)y="y
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Propiedades de los
cuantificadores

Lema [propiedades de derivabilidad de[]
e Silf-¢ y xtOFV (I') entonced$ |- (LIx) ¢
e Sil'-(Ox)¢ y tlibre parax en¢, entonces |- ¢ [t/x]

Lema [propiedades de derivabilidad del]
o Siteslibre paraen¢ entonce®[t/x] |- (K)o
o SixOFV(Y) O FV(IN) entonces,

sil,¢ |-y luego T, (K)o |- Y
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¢(a), I'(a)

Para poder probar consistencia, debemos extender la
definiciéon de |= a todo FORM:

Def [a, T'(&)]

Sean 0] FORM, ¢ OFORM Y {x, X, ...} = _ DDm{l;}\/ (@)

SeaM una estructura.
Si & es una secuencig,(a, ...) de elementos dM\]|
(eventualmente repetidos), enton€¢s) y ¢(a) se
obtienen del” y ¢ sustituyendo simultaneamente en
todas las formulas dey en¢ los x; porlos a (j=1)
( =»observar que pueden ser infinitos)
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MI=T(@ -T'[=¢

Intuitivamente,l” |- ¢ vale solo si, para todas las estructiMag
todas las posibles asignaciones & |(#1) de valores a las
variables libres d€ y de ¢, se verifica que: si las hipotesis en
I'(&) son ciertas, entonces también es cip{@

Def 281[MFT(@) yTIF¢]
i) M]=T(8) si paratoda 0TI (&) se cumpld |- a
i) M=¢ ssi
para toda estructuM y para toda secuencia 4 #hl |
SiM [T (&) entoncef |- ¢ (8)

Obs Esta definicion generaliza la definicion 2.2.41eFe aplica solo
silF0SENT y ¢ O SENT.
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Correccion de DER

Lema 2.8.2[correccion de DER, ]
Si T|-¢ entonces |- ¢

Aplicaciones
Demostrar que:

A (0 (3) 6 - (O) (X ¢

(0x) Pxx), (Oyx) (Pixy) — P(y.x))
A~ (Oxy2) (Ply) OP.2) — P.2))
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