Logica Proposicional

Logica

Disciplina matematica

Disciplina formal

— Se razona sobre la estructura de las cosas

Se quiere estudiar del razonamiento, y no las
verdades contingentes

Se quiere estudiar la nocién de consecuencia
— Si (ocurre que, se sabe queA.gs verdaderq

— Entonces(ocurre que, se sabe que, se puede
probar que... B es verdadero
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Los silogismos del Bercho

*Todos los perros ladran
*Bercho es un perro
*Luego, Bercho ladra

*Todos los perros ladran
*Bercho no es un gato

*Luego, Bercho ladra

*Todos los gatos ladran
*Tolomeo es un gato
*Luego, Tolomeo ladra

*Todos los P son L
BesunP
eLuego,BesunlL
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Reglas del club escocés

o0k whPE

Todo miembro no escocés debera usar medias rojas.
Todo miembro que use medias rojas debera uddftun
Los miembros casados no podran salir los sabados.

Los miembros saldran los sabados si y s6lo sesoaceses.
Todo miembro que use kilt debera ser escocésadoa
Todo miembro escocés debera usar Kkilt.

Usted fue recientemente contratado como porteroldely
llega una persona a la puerta.

¢, Bajo qué condiciones lo dejaria pasar?
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Una mano al portero

» Si viene alguien con medias rojas
— debe usar kilt (2)
— debe ser escoces y casado (5)
— debe salir los sabados (4)
— no debe estar casado (3)
 Siviene alguien sin medias rojas
— debe ser escoces (1)
— debe usar kilt (6)
— ... y sigue como antes
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Validez de un razonamiento

Del conjunto de reglas...

— se deduce que un escocés entra?

— se deduce que un escocés no entra?

— se deduce que nadie entra?

En general: De un conjunto de hipotesis...
— se deduce cierta conclusion ?

Justificar validez del razonamiento

— Un razonamiento es valido si siempre que las eégitson
verdaderas, la conclusion es verdadera.

Cuando vamos a considerar invalido un razonanffento

— Cuando permita obtener conclusiones falsas a partiipotesis
verdaderas.
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Nociones detras de “Razonamiento”

* En la idea intuitiva de razonamiento que se

esta manejando, hay al menos tres elementos

involucrados:

— Una nocion de “Verdad”: hay cosas que son
verdaderas y otras que son falsas.

— Una nocion de “proceso”: mediante algun
mecanismo somos capaces de decidir que Si
determinadas cosas son ciertas, entonces otras
cosas deben ser ciertas también.

— Una nocidén de “correctitud” o “validez” del
proceso, dada por la forma del planteo.
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D

Justificacion de la validez del
razonamiento
« Dos maneras diferentes de justificar:

— Justificar que la veracidad de las hipotesis icapli
la veracidad de la conclusion (semantica)

— Dar una demostracion que pruebe a la conclusion
partir de las hipotesis, a través de pasos
debidamente justificados (sintactica)

» ¢ Ambas formas de justificar son equivalentes:

?
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Logica Proposicional - Plan

1. Sintaxis de la l6gica proposicional
— El conjunto inductivo PROP, sustitucion.
2. Semantica de la Légica Proposicional

— Valores de verdad, valuaciones, equivalencia de
proposiciones, consecuencia logica, tautologias

3. Pruebas en deduccién natural
— Derivacién, consecuencia sintactica, teorema
4. Metateoria de la logica proposicional

— Consistencia y completitud de la l6gica
proposicional

Instituto de Computacion Légica Proposicional - 9

Proposiciones

» Proposicion: Una oracion afirmativa de la cug
se puede decir que es verdadera o falsa
» Ejemplos de Proposiciones
— Ayer llovio en Paysandu.
— El sol gira alrededor de la tierra.
-2.3=3+3
— 3 es primo.
— El sucesor de 3 es primo.
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Mas proposiciones...

— Siayer llovié en Paysandantoncesel intendente
se mojo.

— El sol gira alrededor de la tiemda tierra gira
alrededor del sol.

—2.3=6Yy 6 esimpar

— 3no es primo.

— Hay un namero natural que es par y es primo.

— Todo entero par mayor que cuatro es la suma de
dos nameros primos.
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Proposiciones para los

Razonamientos

* Observaciones.

— Los razonamientos utilizan proposiciones simplesmiplejas
gue pueden ser verdaderas o falsas.

— Se necesita la posibilidad de verificar los ranoieatos sobre
esas proposiciones

* Como se va a formalizar esto:
— Definiendo un lenguaje de proposiciones en formdadtiva:
Prop.

— Definiendo funciones por recursion primitiva soBrep que
asocian valores de verdadaluaciones (v:Prop{0,1})

— Introduccion de dos nociones de razonamiento:tdasada en
los valores de verdad y otra en la sintaxis.

— Verificar que las nociones coinciden.
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1. Sintaxis de la Logica
Proposicional

Alfabeto: >,n0p

Def 1.1.1 Pprod
El alfabeto de la I6gica proposicional es el corgunt
2 oropgue consiste de:
i) letras de proposicion,ppy,p,,...
i) conectivos(], -, [0, -,
iii) simbolos auxiliares: (, )
Notacion:
C ={00 -,o}
AT= {0, Py, PyPy---}
P = {pg, Pr. P}
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PROP

Def 1.1.2[PROP]
PROP es el conjunto definido inductivamente por :
) p; O PROP para todaliN }férmulas atémicas

i) OOPROP

i) Si a0PROP yg 1 PROP entonces:
(a0 OPROP Usamos letras griegas
(a0 OPROP como metavariables:
(a - B OPROP variables para hablar de

(a - B OPROP formulas de PROP
iv) Si a0 PROP entonces: (@) [0 PROP

» Los objetos de PROP se llamaformulas proposicionales
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PROP - Ejemplos

» Algunas palabras de PROP:

—((py - P U(OO(= ps)))

« Algunas palabras que no estan en PROP:

— (Po)
- (P -)
_p1_>|:|
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Principio de induccion primitiva
para PROP
Teorema 1.1.%opio. induccion primitiva para PROP]
Sea P una propiedad solpROPque cumple
pb) - P(p) para todo[dN
-PO)
pi) - SiP@)y P@) entonces PEPB)), paralC
- Si P(@) entonces P{(a))

Entonces, para todal] PROR se cumple )
HINT: Considere X = & [ PROP : Pg)}
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Secuencia de formacion y

Subférmula
Def 1.1.4[secuencia de formacion y subformula]

a. Una secuenciay, 0, ,.... 0,, de elementos dE-gop
es una secuencia de formacion parssi a,=a y
para todo kK n se cumple

« o, UAT (o seap,=oa,=p para LIN), o bien

* o=(0; 0a;) parallC y i, j<k, obien

* 0 =(=0) para algun j <k

b. Dadasp,alIPROP$ es subformula de ssi:

e a=¢, obien

* a=(¢,p,) conlOCy ¢ subformula dep, o ded,
e a=(=¢;) Yyo¢ essubformula dé¢,
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Esguema de Recursion Primitiva

para PROP
Para definir f: PROR,B debo considerar:
—f(p)=..... (para todaIN)

—f@)=.....
—f(@OB) =...T@) ..0.. T (B) ..B ..
—f(@OB) =...T@) ..0.. T (B) ..B ..
—f((a - B)=..T@)..a.f@®) ..B.

(@ - B)=...T@)..a.f@) .B.
—f((~q)) = ... f@).. C1..

« Ejempla definir cant(a)
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Esquema de Recursion Primitiva
para PROP

H) Sean H;,, H(CIC) y H, tales que:
H, : AT =B
H_ :PROPX B XPROPXB - B paralIC
H_ :PROPXB - B
T) existe una Unica funcion *\ROP - B tal que:
f(a) = H;(a) parao OAT
f((aB)) = H(a, f(a), B, £(B)) parallC
f((ma)) = H, (a, f(a))
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Ejemplos de funciones recursivas

Long : PROP- N
— cantidad de simbolos de una férmula proposicional

Tree : PROP- Arbol
— arbol sintactico

Rango : PROR N
— profundidad del &tomo mas interior o del arbol

Atoms : PROP- P(AT)
— conjunto de atomos de una férmula proposicional
Atoms () = {p;}
Atoms () = {1}
Atoms( @ [1B)) = Atoms€) O Atoms@) ,[10C
Atoms( G a) ) = Atomsé)

Instituto de Computacion Légica

Proposicional - 21

*Tree (p) :ﬂ

Tree (@ IP)) =

Note que los hijos se *Tree (Ga)):=
distinguen. Una cosa

es laizquierda, y otra
la derecha.

)
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Subformulas

e Def.1.1.4.bDadasp,alJPROP$ es subformula
dea ssi:
- a=¢, obien
- o =($,1¢,) conJOC y¢ subférmula dep, o deg,
- oa=(¢,;)y¢ essubformula dé¢,

e Def.1.1.7Se define recursivamente la funcion
— Sub : PROP> O (PROP) como
— Sub §) = {4}, si ¢ es atomica
— Sub(($, ¢,)) = Sub@,) 0 Sub,) 0 {(51 ¢,)}
— Sub((= ¢4)) = Sub,) U {(= ¢}
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Def.1.1.4.b vs Def.1.1.7

Teorema:
— ¢ es subférmula da ssi¢ [ Subg)
Dicho de otra forma
(Ua O PROP ::
{6 O PROP ¢ es subférmula da} = Sub(@))

Que mecanismo de prueba podemos usar?
Si usamos induccion, en cual conjunto?
« Si usamos induccion, en cual (meta)variable?
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Propiedad y Base

» Propiedad a probar. &) :=

—{¢ O PROP ¢ es subformula de} = Sub(@)
« BASE:

—T) Probar P¢), cuandox atomica

e Dem: _ I Falta probar
— ¢ es subformula de (Hipotesis) FFSSIEN

— ¢ =a (Def.1.1.4.b)
— ¢ 0 Subg@) (Def.1.1.7)
— Luego,

* {¢ O PROP ¢ es subférmula de} O Sub@) (Lgqd)

inclusion !
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Un Paso Inductivo

SN (6 0 PROP : ¢ es subférmula dea} = Sub(o)

—H) P(a)
—T) P(= a))

« Dem: Falta probar
— ¢ O Sub( a)) (Hipotesis) — (ECEES
—d=(-o0a)od JSub@) (1.7) LGSR
—Casod = (= a): ¢ es subformula de-(a)

(1.4.b
—Caso¢ O Sub(a):
- pes subfc’;rmula de (HI)
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Que se hizo hasta ahora?

* Probamos RY), cuandax atomica (BASE)
— En realidad, falta la mitad de esa prueba

* Probamos Rt a)), teniendo como hipotesis
adicional que Rx)
— En realidad, falta la mitad de esa prueba

* FALTA Probar P(¢, ¢,)), teniendo como
hipotesis adicional que(®,) y P(¢,)

* En este punto se esta en condiciones de aplica
Principio de Induccion Primitiva.

Instituto de Computacion Légica Proposicional - 27

Aplicacion del Principio de

Induccion Primitiva

* ElI PIP es el (meta)teorema que justifica
(Ua O PROP :: Pd))
 T) (Ua OPROP ::¢p OPROP ¢ es
subférmula dex} = Sub(@))
 Dem.

— Las demostraciones anteriores, probaron que la
propiedad cumple con las hipoétesis del P.1.P de
Prop. por lo que se deduce que la propiedad se
cumple para todo elemento de Prop. (Lgqd)
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Prop y Secuencias de Formacion

Teoremal.l.5

PROP es el conjunto de todas palabras#dges que
tienen secuencia de formacion
Corolario:
Sea P una propiedad Bgrop. Para demostrar que:
Para toda[JPROP se cumple &)

podemos hacer la prueba:
— por induccion primitiva ea

— por induccion en la longitud de la secuencia de
formacion dex
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Funciones recursivas: sustitucion

a[¢ / p] denota la formula obtenida de sustituir todas las
ocurrencias de;en la formulax por la formulad

Se define por recursién primitiva en
Def [sustitucion de una variable por una férmula]
_[./]: PROP x PROP x B PROP

0[¢/p]=0 .
plo/p=n ¢ 5K

Pk SiiFk
(@ B)[6/pl=(@[o /p] BIo/p) ,OC
(~o) [0/ p] = (~ alo / p))
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Convenciones sintacticas

Omitimos paréntesis alrededor de la negacion
- es mas fuerte que
Oy Otienen la misma precedencia y son mas fuerte o

* - Y o tienenigual precedencia
» Conectivos de igual precedencia se asocian aéelole
Ejemplos
- p, - p3Se lee comop( - p3)
— (py ~ pp) OO0~ ps Se lee como(g, —~ py) O(0 0= pg))
- p, - p3 - P, Se lee comopf - (p; - p,))
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Traduccion al lenguaje logico

» Las proposiciones simples se traducen como
letras de proposicion (elementos de P)

» Ejemplos
— Ayer llovié en Paysandu = Py
— El intendente se moj6 =P,
— El sol gira alrededor de la tierra =P,
-2.3=6 =2 p;
— 6 es impar = p,
— El sucesor de 3 es primo =P
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Traduccion al lenguaje Logico
(cont.)

» Las proposiciones compuestas se traducen
usando los conectivos

Ejemplos
— Si ayer llovié en Paysandu, entonces
— el intendente se moj6 =2 (py - Py
—2.3=6 y 6 esimpar 2> (Ps U py)
— 6 no es impar 2> (- py)-
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Traduccion al lenguaje Logico
(cont.)

« Algunas proposiciones no tienen una buena
traduccion a PROP
— Hay un nimero natural que es par

— Todo entero par mayor que cuatro es la suma de
dos nameros primos.

(vamos a necesitar un lenguaje mas expresivo: mas

adelante...)
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