Sintaxis y Propiedades

Logica Predicados

Estructuras

Def 2.2.1 [estructura]

Una estructura es una secuencia ordenada
M=<AR,..R,F,...F,{c;|101}>

tal que:

e A es un conjunto no vacio, ( Notacion: AM{)

* R,,...R,son relaciones sobre A X0)

* F,,...F,son funciones en A (a0)

¢ (i01) son elementos distinguidos de A

Ejemplos:
— <N,Parg,+,*, 0,1> naturales
— <N,<> CPO de los naturales
—<Z, +, - 0> grupo de los enteros
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Tipo de Similaridad

Def 2.2.2 [tipo de similaridad de una estructura]
El tipo de similaridad deA, R,,...R, F;,...F,, {c; | i T I} >es una
secuencia<ry,...,r; a,...,a, k> talque:
- R OA" (1<isn y r=0)
-F:A¥ - A(l<j<sn ya=0)
—k=|{g|iO1}| (el cardinal del conjunto {d i I})

Ejemplos:

<N,Parg,+,*,0,1>tiene tipo <1,2 ; 2,2 ; 2>

<N,<> tiene tipo<2; -; 0>

<Z +, - 0> tiene tipo<-; 2,1 ; 1>
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Alfabeto de Primer Orden

Def [alfabeto de un lenguaje de primer orden]

Un alfabeto para un lenguaje de primer orden de tipo
<ry,....,I &,...,8, K> consiste de los siguientes
simbolos:

— Simbolos de relacion: PP, , ..., R, , =
— Simbolos de funcion:  {f,,... , f,

— Simbolos de constantes: talque dly |1 |=k
— Variables: X X, Xg,..

— Conectivos : -, o,0, 000

— Cuantificadores: 0, O

— Auxiliares : (),
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Términos

« Sea A un alfabetoR..P,f,...f,,c (i) de tipo
<Iy...M8...8,K>
Def 2.3.1 [términos de un lenguaje de primer orden]

« El conjunto TERM, de los términos del lenguaje de
primer orden con alfabeto A se define inductivamente
por:

i) X, 0 TERM, (i ON)
i) c; O TERM, (i01)
i) si t;... t; 0 TERM,, entonces;{t;,..t;) 0 TERM,
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Formulas

« Sea A un alfabeto,P..P,.f,...f,,.c (iLl) de tipo
<fry..ryd...a8,Kk>

Def 2.3.2 [FORM]

» El conjunto FORM de las formulas del lenguaje de prin
orden con alfabeto A se define inductivamente por:
i) DOFORM,
i) Si t;...t; HITERM,, entonces Ht;...t;) IFORM,
i) Si t;, t, UTERM,, entonces ;' t,LIFORM,
iV)D}Si a, B O FORM, entoncesd € B) 0 FORM, para€ { -, ~,
0,
v) Sia [0 FORM, entonces a) O FORM,
vi) Si a O FORM, entonces ((x;)a) vy ((Lx,)a)FORM,

er
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Ejemplos de Términos y
Formulas

Sea A un alfabetofP,,f,,f,,c,,c, de tipo<1,2; 1,2; 2>
e ,(C,,X,) 0 TERM,?

f,(c;,x,) 0 TERM,?

((Ox1) Py(f1(x1),c1) - ((EXy) Py(x5)) O FORM,?
((Exp) fo(Xq, &) U FORM, ?

((Ex)Py(Xy, €)) U FORM, ?

((Oxq) () ((Cxa) Ps(Xy, X5, X3)))) L FORM,?
oJoun

No confundir simbolo de predicado y simbolo de funkion
f,(X,, ¢) 0 TERM y P(x) 0 FORM
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Reglas de parentizacion

« Para simplificar la escritura de las férmulas,
omitimos ciertos paréntesis:

— Las reglas de precedencia de conectivos son las
mismas que para PROP

— Conectivos de igual precedencia se asocian a la
derecha

— Cuantificadores: dll y el [Jtienen igual precedencia
qgue el
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Reglas de Parentizacion:
ejemplos
Atencion: No confundir las siguientes formulas

(O)(@-p) y o -P
(Ox)(@-p) y  Oxa-p

Ejempla Parentizar la siguiente expresion:
(Ox)Px) 00 - 0O0= Py
(Ox) Pix) OO - OO = Py(x)
((Ox) P(x)) O0) - 00 = Pyx)
(((Ox) P(x)) O0) - 00 (= Py(x))
(((Ox) P(x)) O0) - (OO (= Py(x)))
((((Cx) P(x)) O0) - (OO (= Py(X))))
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Var, Const, AT

« SeaAun alfabetoP..P,f,...f,,,c (iUI) de tipo
<r..r;a...a,k>

Def [Var]

* Var es el conjunto de las variables de|(QXN}).

Def [Const,]

» Cons}, es el conjunto de los simbolos de constante d
({cilitny).
Def [férmulas atomicas, AT,]

. AT , es el conjunto de formulas de FORMBue se
obtienen con las clausulas basé (P, (t;,....t) , t="t,).
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Principio de Induccion Primitiva
para TERM

* Sea A un alfabetoR..P,f,...f.,G (i) de tipo
<fr..rpa...a,Kk>
Lema 2.3.3 [principio de induccion para TERM,]
Sear una propiedad sobre TERM
» Si se cumple:
1) P(X) para todo XIVar.
i) P(c) paratodo dCons,.
i) si P(ty)...~(t,) entonces(f; (t,,..t;)) paratodo Ki<m
Entonces para todd JTERM, se cumple?(t)
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Principio de Induccion Primitiva
para FORM

Sea A un alfabetoP..P,.f,...f.G (i0Jl) de tipo
<fp..r;a...a,K>
Lema 2.3.4 [principio de induccion para FORM,]
SeaP una propiedad sobre FORM
» Sise cumple:
1) P(a) para todax atomico.
i) si P(a) y P(B) entonces’(a P)( H{ -, o, 00
i) si P(a) entonces’(-a)
Iv) si P(a) entonceg((LIx)a) y P((CX)a) para todo
xUVar.
Entonces para todw [ITFORM, se cumple’(a)
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Alcance de cuantificadores

Def [alcance o radio de accion]

» El alcance del cuantificadatx en la formula
((Ox)a) es la formulan.

e El alcance del cuantificadaix en la formula
((X)a) es la formulan.

(Dxl) - (sz)
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Variables Libres y Ligadas

Def [ocurrencias libres y ligadas]

* Una ocurrencia de una variable x@ms ligada si se
encuentra bajo alcance de un cuantificadby) © ((k), 0
si es la variable de un cuantificadalxj o ((x).

» Si una ocurrencia de una variable x no es ligada em
se dice que es una ocurrencia libre.

Def [variables libres y ligadas]

* Una variable x es ligada @n si x tiene alguna
ocurrencia ligada em. Una variable x es libre en si x
tiene alguna ocurrencia libre an
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Ocurrencias Libres y Ligadas
Ejemplos

((0xy) Py(x2)) — (Ox,) Pz@xa

Ocurrencia ligada 5 \rrencia libre

(Uxy) Pi(cy)
Ocurrencia ligada

Logica Predicados - Sintaxis 15

Variables Libres y Ligadas
Ejemplo

Seaa = (0xy) Py(Xy) — (0x,) Py(X1,Xy)
« X, tiene 2 ocurrencias ligadas en
— entonces xes ligada em

» X, tiene 1 ocurrencia libre en
— entonces xes libre erx

Obs:

— una ocurrencia de variable en una formula es o biee 6 bien
ligada (no ambas!)

— una variable puede ser libre y ligada en una misma fiarmu
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Esquema de Recursion Primitiva
para Term

« Sea A un alfabeto,P..P,f,...f,,,c (iLI) de tipo
<ry...[:8...8,K>
Lema [esquema de recursion primitiva para TERM,]
» Sean las siguientes funciones:
— H,: Varl Cons}, - B
—H,: (TERMyx B)@ B , conilJ{1,...,m}
Entonces existe una unica funcion F:-TERMB tal que:
— F(t) = H,(t) sitlVarCons},
— F( (t,..t) = H (t, F(Y), - 6 F ()
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Esguema de Recursion Primitiva
para FORM

Sea A un alrabetoF.. P, 1;...1,,G (1ILl) de tipo<r,...r,;a...a,,;K >
Lema [esquema de recursion primitiva para FORM,]
Sean las siguientes funciones:
H, AT, -B
H:(FORM,xB)2 -B (€0{-, ~, 00
H.:FORM,xB - B
H., Hy: Var, x FORM, xB - B
Entonces, existe una unica funcion F:FORMB tal que
F(a)= Hy(a) sia OAT,

F(a B) =H (G, F(G), BlF(B)) (€ D{ O D!D})
FGa) = H (o F@)

F(Ox)a) = Hy(x,a, F@))

F(Ox)a) = Hy(x, a, F@))
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Variables de un Término

Sea A un alfabeto,P..P,f,...f.,c (iLl) de tipo
<fy...N;a...8,K>

Def 2.3.6 [conj. de variables (libres) de un
termino]

Definimos FV :TERM, — @Var) recursivamente
en TERN,:

FV(X) ={x} six[OVar
FV(c) =0
FV(f; (t,....t)) = FV(t) O ... O FV(t).
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Variables de una Formula

Def 2.3.7 [con]. de variables libres de una formula]

» Definimos FV:FORM, - P(Var) recursivamente en
FORM,:

-Fv (@ =0

- FV(P (ty,...,ty) = FV(t) O ..., O FV(ty)

- FV(t, ="ty = FV(t) O FV(t)

- FVa B) = FVE UFRVE) €0{-, -, 00
-FV(Ea) = FV(@)

- FV(([@x)a) =FV(([@x)a) =FV(@)-{x}

Ejercicia Definir recursivamente en FORMa funcion
BV:FORM, - P(Var) que calcula el conjunto de
variables ligadas de una féormula
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Terminos y Formulas Cerrados

» Sea A un alfabetoR..P,f,...f,c (i) de tipo
<f,..r;a...a,;k>

Def 2.3.8 [términos y formulas cerradas]

e Un término t exerradosi FV(t) =0 .

* Una férmulaa escerradasi FV(a) = 0. También se
dice en este caso quees unaentencia

* Una férmulaa esabiertasi no tiene cuantificadores.

Notacion
TERMc, = {t U TERM, | t es cerrado}
SENT, ={a [l FORM, | a es cerrada }
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Sustituciones en TERM y en
FORM

« Sea A un alfabeto,P..P,f,...f,,.c (iLI) de tipo
<Iy...Myd... 8K >
Def 2.3.9 [sustitucion de términos en términos]

* Sean s,tITERM, y x; IVAR. Definimos s[t/y] del
siguiente modo:

i [t/x] :{t St
X; Sii#

ii. ¢ [U/x] = ¢
i £i(ty,.., 4) [UX;] = f(t,[UX ]S, Gilt/x])
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Sustitucidn de Variables Libres
por Términos en Formulgs)

Sea A un alfabeto,R..P, f,...f,,c(i0I) de tipo<r,...r;a...8,k>
Def 2.3.10 [sustitucion de términos en formulas]

Sea t’”TERM, , Xx[OVAR y aJFORM,.
Definimosa(t/x] del siguiente modo:

L O[tx]=0

ii. Pi(ty,.., ) [Ux] = P(t[t/x],..., §[t/x])

il (t,="t,) [tx;] = (t,[tx;] =" t,[tx;])

iv.(a B) [tUx]=(atx] Bltx]) (€0{-, -, 00

V. (= o)[tix;] = = (alt/x;])

Oxq)(aft/x;]) Si i#j
vi. ((Ox;) a)[t/x;] =
t(mxi) a) Si i
(Ox)a)[t’x]  --- analogo a ({x;) a)[t/x;] ---
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Ejemplos de Sustitucion

Sea L un lenguaje de tipo <1,2;2,2;2>
— Py(fa(X1, %)) [X1/%5] = Pi(f(%1,Xp))
— (Pi(X9) - Py(Cy,X3))[CofXq] = (Py(Cr) — PA(Cy,%5))
— ((Exp) Pax1,%g))[CalXs] = ((Ey) Pa(X1,S5))
— ((EXp) PalXy,X3))[Ca/Xq] = ((EXy) PalX1,%3))
— (X)) Py, %g))[X /X5l = ((Exy) Pa(X1,X,)) € cambia

totalmente el sentido!

7

No queremos estas situacioneg!
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Ejemplo trucho

— Siacapongoy

y = 45;
print (sumar2(y)); /

FUNCTI ON sumar2(x/: I nt):int;

BEAQ N ...y acapongoy
VAR y:int;
y = 2; sumar2 :=(Xty
Identificaré ——
END las dos
variables, y
Logica devolvere 4

Ejemplo trucho (cont.)

» El ejemplo anterior no es real. Los lengua
tipo Pascal implementan pasajes de
parametro por copia o por referencia, y nd
realizan una sustitucion textual del codigo
COMO NOsotros.

« Sin embargo, igualmente ilustra la dificultg
de no considerar el contexto en que se
realiza una sustitucion.

es

Logica
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Que fallo en el Ultimo caso?

* ((Ex1) Py(Xq,Xg))[Xa/Xs] = ((EXq) Py(X1,%9))

» =>» la variablex; estabaibre en () Py(X,X5))

» =>» al sustituirx; por X (que es la variable que cuantifica
D, queddigada: (([x,) Py(x1,x,))

* y lo mismo hubiera pasado si en vez dgx{y se pone [t/y
con x[ FV(t).

» El problema ocurre cuando hacemdsx(Ja)[t/x] y X; esta
ent :x[FV(t)

=> luego, pedimos que x; O FV(t)

» Hay algunos casos en que no hace falta pediroeshoion.

Entre ellos est4 cuando la sustitucidon “no se r@afiprque
xO FV((x) a)

Logica
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Téermino Libre para una Variable

Def 2.3.11 [término libre para una variable]

« Sean fITERM,aJFORM:t esta libre para x ena si se
cumple alguna de las siguientes condiciones:

I. o es atdOmica
ii.a=(a, a,)ytestalibre paraxanyena,
iii. a = (-0, ytesta libre para x en
iv. o = (Ox;) o,y ( xXOFV((Ox)a,) o
x; FV(t) y t esté libre para x am,)
v. a = (CXi) a, --- analogo quel{xi) o, ---
» De ahora en adelante sélo aplicaremos la sustitucion

aft/x] cuando t esté libre para x en Si esto no sucede
no se puede aplicar la sustitucion!
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Ejemplos

* X, esta libre paraxen (X,)P;(X1,X3)
— pues XU FV(([xy)Py(X1,X3)
 cualquier t esta libre parg en (X,)(0X,)P;(X1,X5)
— pues %0 FV(([x)(0X5)Py(X1,%,))
» f(X3,X,) No esta libre parayen (Ix3)Ps(X,)
— pues 30U FV(([x3)Py(X,))
-y X0 V(f(x 5,%;)) (aunque f(x,x,) esta libre paraxen
Pa(X5))
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Ejemplos

» f(X3,X;) No esta libre parayen (x,)(X3)(X3='X>)
— pues [ FV(([x,)(Dxg) (X5="%))
—y f(X3,X;) no esta libre parayen (X3)(X5=X,)
* pues % 1 FV((IX3)(X3="X5))
* v X3 V(f(X 3,%1)) (aunque x U V(f(x3,Xy)))

Logica Predicados - Sintaxis 30

15



Sustitucidn Simultanea

Def [sustitucion simultanea]

e t[ty,.... t/ Xq,..., %] €s el resultado de sustituir las
ocurrencias de cadapor t en tsimultaneamente
(i=1,...,n)

a [ty,..., t/ Xq,..., %] se define analogamente
CUIDADO! No es lo mismo sustitucidon simultanea que
composicién de sustituciones:
Xq[X2,Col X1, %ol = X,

X1 [Xo/Xql[ColXo] = X5[ColX5] = G,
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Notacion: pi(x), a(t)]

« Para simplificar la notaciéa[t/x], en matematica se
utilizan (meta)expresiones de la forimg) o a(x,y,z).

» Esta notacion no implica que las variables listadas
ocurren libres en la formula ni que la férmula no ¢ien
otras variables libres que no sean las listadas...

» Solo se utiliza para escribir informalmente la sustdn:

— Por ejemplog(t) notara el resultado de sustituir t por x en
a(x), a(s,t,u) notaré el resultado de sustituir s por X, typpu
por z ena(X,y,z).
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$ y Formulas Libres para $

Agregamos a la definicion de®RM una clausula mas:

 $0FORM ($ es una variable de formula, la usamos como
comodin para sustituir una formula en otra)

Def 2.3.13 [formula libre para $]

Seam,p JFORM. Entonceg esta libre para $ em si se
cumple alguna de las siguientes condiciones:

I. aes atdmica

ii.a=(a; a,)yo estalibre para$ em yena,

jii. o =(-a,) y esta libre para $ e,

iv. o = (Ox)a,; 00 = (X))o, y ($noocurreen; o
xOFV(9) y ¢ esta libre para $ em,)
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Sustitucidon de Férmulas en
Formulas

Def 2.3.14 [sustitucion de férmulas en formulas]
Sean, ¢ FORM tal quep esta libre para $ em.
Definimosa[$/$] del siguiente modo:

a siaz$

i. sia es atébmica, entonceg$/$] =

b sio=$
ii. (o B) [9/8] = @[9/3] P[¢/3])
iii. (~o)[$/$] = = (a[¢/3])
iv. ((Ox)a)[¢/3] = (Ox;)(a[$/$])
V. (Oq)a)[9/$] = () (a[¢/$])
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Resumen de Sintaxis de la Logica dg
Predicados de Primer Orden.

» Se definieron dos familias de lenguajes:
— Uno para representar elementos del universo.
— Otro para representar afirmaciones sobre esoselel
» Se definieron los principios de Induccion y
Recursion primitivas para esos lenguajes con €
objetivo de:
— Hacer demostraciones

— Definir funciones recursivamente sobre esos
lenguajes.

N

Logica

Resumen de Sintaxis de la Logica de
Predicados de Primer Orden.

» Se estudiaron los aspectos sintacticos que
introducen las variables y se definieron algunos
conceptos relativos a eso:

— Ocurrencia Libre y Ligada de una Variable.
— Término libre para una variable en una féormulaadad

e Se definieron funciones de sustitucion:

— De una variable por un término en férmulas y
términos.

— De férmulas en formulas.

7
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