Semantica de la Logica de
Predicados de Primer Orden
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Significado de las Formulas

* Pregunta: ¢ cuando se cumplg=¢?
— Ejemplo para un lenguaje de tipo <1,2;2,2;2>
& R(f(X1,%), Pi(cy) |= P(Cy, TolXy,X0)) ?
=> ij depende de quiénes sean B, f;, f,, ¢, ¢, !!
* Moraleja: Debemos interpretar los elementos del
alfabeto en algun universo.

» Para ello:

— Primero debemos saber qué objetos representan los té&rmin
(cerrados),

— Luego, qué propiedades representan los predicados,

— Finalmente podremos saber el valor de verdad de |lasifés
(por ahora, cerradas).
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Lenguaje Extendido para una
Estructura

Def 2.3.12 [Lenguaje extendido para una estructura]
¢ SeaM una estructura.

» El lenguaje extendido paM, notado LM) se obtiene
del lenguaje L del tipo dM, agregando simbolos de
constante para todos los elementosMie |

» Notamos a cada elementagM| con el simbolo a
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Interpretacion de Términos y
Formulas: Ejemplo

e« Seal unlenguaje detipo<1;2,1; 2> con alfabeto:

P]_! = 1 flsfz; C’_]_s (\Q
« Dada una estructu =<z, Primo, +, -,0,1>, tenemos
la intuicion de qué valor van a tener las formulas del
lenguaje L erM.
* Porejemplo:
— f(f,(.0)
— Dy(Py(x,))
= D% (Pxp) » = Py(f1(X2,5)))
— X, Py(f(co, F2(%1)))
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1. Interpretacion de Términos
Cerrados

e Interpretamos los términos cerrados ddl(
tMO Z
— CLM =0, (%M =1
— paracadamZ: mM=m
= fi(tpt) M=tM+ M
— () M= (W)

Logica Predicados - Semantica 5

2. Interpretacion de Formulas
Atomicas Cerradas

Interpretamos las formulas atomicas cerradas de
L(M): vM(a) {0,1}
-vid)=0

1sith=tM
— WM(t="tp) = b

0 sitM#tM

1 si M es primo
WMPM)= Y |
0 si " no es primo
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Interpretacion de las Formulas de
SENT

Interpretamos el resto de las formulas cerradas d
L(M): vM¥(a)O {0,1}
—vM(a, a,) ---comoen PROP ---
—VvM(-=a,)  ---comoenPROP ---
= WM((Ox)a) =min {W(a[m/x]) | mO Z}
= WM((Ox)a) = max {W(a[m/x]) | mCO Z}
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Ejemplos

¢ £1(F(C0). M = Fyc)M+ M= (e M)+ e M= -0+1=1
o VM(fy(f,(C).C) =' ;) = Lpuesf (f,(cy).c)M= ¢ M (=1)
o VM(P,(f,(f5(cy),C,)))=0 puesf,(f,(c,),c,)M=1 (1 no primo)
« VM(OX) Py(x)) = minfyM(P,(x)[m/x]) | md Z)

= min{vM(P,(m)) | M Z}

= 0, pues en particulaMiP,(4)) =0
* VM((D)f,(x) ='X) = max{vM(f,(x) =x[m/x]) | mO Z}

= max{vM(f,(m) ='m) | m3J Z}

=1 pues en particula\(f,(0) ='0) =1
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En general...

« Sea L un lenguaje de tipo,...r,;a...a,;k >con
alfabeto R...P,f;...f.c (i0l) y seaM= <A, R,,..,R,
F.,...F {c; | 101} >

Def 2.4.1 [interpretacion de términos cerrados de LM)
enM]

* La interpretacién de los términos cerrados dd)L.é¢nM
es una funcion M: TERM. - |M| que satisface:

— gM=c, para todolill
— d%=a para todo@M|
—fi(t,.. .t M =F@tM,.. .tM) parai=1,.m
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Sentencias

Def 2.4.2 [interpretacion de sentencias de M) enM]

La interpretacion de las sentencias d#).énM es una funcion¥:
SENT - {0,1} que satisface:
-vM([OD)=0
1sitM=tM
- VMt =) =
OsitM#tM

1si<tM. . tM>0R
AGIIE E T

0 si<gM,.. . t">UR
-vM(a, 1 a,) , VM(= a,) --- como en PROP ---

- VM((Ox)a) = min{vM(ala/x]) | ad [M]}
- VM(Ex)a) = max{W(ala/x]) | aJ [M[}
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Sobre las Variables

e SoOlo se interpretaron las formulas cerradas.

» Las variables son huecos que pueden ser
ocupados por elementos del universo.

» Que elementos del universo pueden ocupar un
determinado hueco?
— Si las variables son ligadas, la funcion antdaor
decide. Funcionan como variables locales.

— Si las variables son libres, entonces lo decigeieh
o0 algo externo a la férmula que se analiza. Fu@acion
como parametros
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Sobre las Variables Libres y las
formulas que las usan.

* Interpretar R(x,,1) de acuerdo a la siguiente
estructura: <N,>, Par> cuando es una
subférmula de otra.

— Si la formula fuerallx,.P;(x4,1) ?
* cualquier elemento del universo.

— Si la formula fuerdaX,.P;(x;,1)?
* los que son mayores o iguales que 1.

— Si la formula fueralx,(P,(x,) - Py(x3,1) )?
* los pares, mayores o iguales que 1.
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Sobre las Variables Libres y las
formulas que las usan.

* Interpretar R(x,,1) de acuerdo a la siguiente
estructura: <N,=, Par> cuando esta en un conte;
determinado.

— Esto significa que alguien o algo externo a lanida
decide que elementos pueden ocupar el lugar de la
variable.

— Si la formula es verdadera cuando otras formulas g
también tienen esta variable libre son verdaderas,
entonces solo los elementos que hacen verdadesss:
férmulas son aceptables.

— Si no hay un contexto que defina controle el vdota
variable, asume que puede ser cualquier elemehto d
universo. Es la nocion de valor arbitrario del daimi

Kto

=
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Semantica de Formulas

Def 2.4.3 [clausura universal de una formula]

 SeaoFORM, y sea F\Y) = {z,,..,Z}.

« Se define clf) = (Uz,).., Uz )a

Def 2.4.4 [|=]

e Sia OSENT, entoncef|=a sii vM(a)=1

e Sia OFORM no cerrada, entoncA¥=a sii
vM(cl(a))=1

« Sia OFORM, entonces |& sii para toda
estructuraM del tipo adecuadd\ |=a

« Seao [ SENT,I O SENT. Entonce$ |=a sii
para toda estructud del tipo adecuado, s\

_|=¢ paratodo ¢ I, entonced\ |=a
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Nomenclatura

* M es modelode siM |=a

* M es modelo d€ si M |=¢ para todap OO

o es verdadera si |&

0 es consecuencia semanticaldsi I' |[=a

a es satisfecha pora,30|M| siM |=ala;,...a/ Z,...2]
(con FVQ@) = {z4,.-,2} , k>0)

a es satisfactible eM si existen a..,.a0|M| tqa es
satisfecha pora.,a0|M|

a es satisfactible si existe alguna estructMreal quea es
satisfactible erM
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Propiedades de |=

« Larelacion |= refleja exactamente el significaddade
conectivos y los cuantificadores. Para formulas dasa
tenemos el siguiente lema:

Lema 2.4.5: Restringiendo a Sentencias, entonces:
LM=(@0OB) si M=a y M=
i. M|=(a0B) sii M|=a o M=
iii. M|= (—0a) sii - MREa
iv. M|=(a - B) sii (siM|=a entoncesM|=)
V.M|=(a - B) sii (M|J=a sii M|=pB)
vi. M|=(Ox)a  sii  paratodo &|M| M|=a[a/X]
vii. M|= (X)a  sii  existe &|M| tg. M|=a[a/X]
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Propiedades Simples del Calculo
de Predicados

e ¢ Qué tipo de propiedades podemos probar par
los elementos de FORM?
Todasaquellasquevalian para PROP:

— todas las formulas que son instancias de tautologial
son verdaderas en cualquier estrucMra

— Luego, todas las propiedades de los conectivos que
probamos para las férmulas de PROP valen.
» Vamos a probar propiedades de los
cuantificadores
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Propiedades de los
Cuantificadores

Def: a eqp sii|= (@ - B)

Teorema 2.5.1]generalizacion de las leyes de De Morgan]
. = (Ox)a eq (X)-a

. =(IX)a eq (x)-a

. (Ox)a eq - (X)-a

v. (X)a eq - (0x)-a

Teorema 2.5.2 [orden de los cuantificadores]
L. (Ox) (Ly)a eq {y) (Ox) a

i. (Ix) (Ly)a eq ) (¥ a

ii. Si xtFV(a) entonces [(x)a eqa

iv. Si xUUFV(a) entonces [(X)a eq a
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Mas propiedades

Teorema 2.5.3 [Distributividad generalizada]
i. (Ox) (aOB) eq Ox) a O(Ox) B
ii. ((X) (aOB) eq (X) a O(X) a
li. Si xOFV(B) entonces [(Ix)(alIB) eq (Ox)a LB
iv. Si XTUFV(B) entonces [(X)(alP) eq (X)a LI
OJO!!! No valen:
|= ©x) (alB) - (Ux) a O(0x) B
|= X)a U(x) B - (Dx)(a OP)
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Lemas de Sustitucion

Lema 2.5.5 [lemas de sustitucion]

I. Si zOV(t) entonces t[x] = (t[z/x])[a/z]
ii. Si z no ocurre e entonces[a/x] =
(afz/x])la/z]

iii. Seatlibre paraxeay 3, yplibre para$ em .

Entonces, d[B /$]) [t/X] = (a [t/XD[B [t/X] /$]
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Cambio de Variables

Teorema 2.5.4 [cambio de variables]
» Sean x,z tales que X,# V().
» Entonces:
. (Ox) a[x/ly] eq ({z) a[zly]
. (X) a[xly] eq (&) alzly]

Informalmente: Sea z tal que i=V(a)BV(a).
Entonces:

L. (Ox)a(x) eq (Uz)a(z)

ii. (X)a(x) eq (Z)a(z)
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Teorema de Susutitucion

Feorema 2.5.6 [Sustitucion]
« Seans, t,it, H TERM,q, B,¢ 0 FORMtg. ty s estan
libres para x e, ya y 3 estan libres para $ d@n

 Entonces:

L |=4="t, - s[ty/X] ='s[t,/X]

. |= t='s - a[t/X] - a[s/X]

iii. [= (0 o B) - (¢ [0/%] « ¢ [B/3])
Ejemplos:
(Ex)a(x) O(Ox)B(x) eq (x)a(x) U(Ly) B(y)
(Ox)a(x) U (Ly)B(y) eq Ox)(Ly) (a(x) TB(Y))
(Dx)a(x) - Beq (X)(a(x) - B) (si>xdFV(B))
|= @x)a(x) - (EX)a(x)
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Forma Normal prenexa

Def 2.5.7 [forma normal prenexa]

 Sean [ FORM. Decimos que esta en forma (normal)
prenexa sio es una formula abierta precedida de cero
mas cuantificadores.

* Ejemplos
(O)(O)(E2)OwW)( f(zw)="x - f(w,2)=y)
(Oy)(02)(X) (P(y,z) -~ (P(y,x)UP(x,2)))
(Ox) (My)(H2) (P(x,y)UP(y,2)) - P(X,2))
Teorema 2.5.8 [existencia de forma normal prenexa]

Para todax [1 FORM existe tal quef3 esta en forma
prenexa ya eqp.
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Relativizacion

» ¢Como traducimos la siguiente oracion?
(Oe>0)(Ch)(Om=>n) |f(n)- f(m)| <¢
A A A

OR ON ON
(convenciones para los tipos de las variables!)

» Una primera “traduccion” seria:
(Le)((e>0) - (thUN)(UmMON)(m>n - [f(n)- f(m)| <€ )))

— Hay dos propiedades implicitas: “ser un Natural”sgr un
Real”.

— Como NIR, consideramoR = <R,N, <, -,a,| |,0>. Ahora “ser |
natural” se traduce usando un nuevo predicado N

* (Oe) (0<e - (Ch)(N(MD((HmM)(N(mM) - (m>n— [f(n)-
f(m)[<e)))))
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Cuantificadores Relativizados

Se definen cuantificadores relativizados :

- ((hON)a := (th)(N(n) D a)

—  ([@nON)a = ([@n)(N(n) - a)
Con esto, obtenemos lo que queriamos:

- (U¢) (0<e - (((hUN)(EmUN)(m>n- [f(n)-f(m)| <¢)))))

es por definicion:

—  (0e)(0<e - ((M)(N(ME((Em)(N(m) - (m>n- [f(n)-f(m)|<e)))))
Propiedades:

—  M|=([OxOA)a sii para todo aA se cumpleM|=a[a/X]

—  M]=(XOA)a sii existe alA tal queM|=a[a/x]
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