Completitud en Logica de
Predicados
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Correccion

Fr'Fep=TEyp
Significa que las derivaciones expresan una
consecuencia logica.

Establece una correspondencia tal que partieng
de nociones sintacticas (derivaciones) se llega
nociones semanticas (los modelod dsn
modelos deb)

Se demuestra por induccién sobre Der.
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Corolario de Correccion: Condicion
Suficiente de Consistencia.

H) I tienemodelo @M : M =1 )
T) [ es consistente.

Dem.

— Si en el teorema de correccion se considgras |
obtenemos:

- I'Fl=TEyp

— Lo que se puede leer como:ISes inconsistente, entondes
no tiene modelo.

— El contrareciproco de esto es lo que se queriastesno

LQQD
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Completitud

e TI'kEe=TFy
« Significa que si una féormula es consecuencia
|6gica de un conjunto de formulas, entonces he

una derivacion con hipétesis en el conjunto y
cuya conclusién es la férmula.

» Establece una correspondencia que partiendo
nociones semanticas permite llegar a nociones
sintacticas.
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Completitud para PROP

1.T consistente> existel* consistente maximal tal que
or*
Resultados Auxilares:

* [ CM = paratoda$¢ OPROP: ¢ LI obien- ¢ O T

* [ CM = paratodap, ¢y OPROP:p —» YOI ssi (si¢p O
entoncesp 1)

2.T consistente> existe v tal que () =1
3. Corolariol ;4 =T |56

4. Teorema de Completitubl:]=¢ =T |-
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Prueba para PROP

* [ consistente=> existel™* consistente maximal tal que

*
ror Enumeramos PROP: §,... §,,,...
M=l
_Jr,0{e} si r,O0{¢,} consistente
I_n+1 - i
M si no
ro=0r,

» [ consistente= existe v tal que V() =1
-Tomamos Fl°CM talque F O @

- Definimos  v(p) = { 1sip0Or®
0 sino

- Probamos v(I'9 =1
-Como ' OT P luego v(I') =1
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Completitud para Predicados

cM=¢=>r|-¢
-T=¢ = (OM: M|=T" : M|=9)
—T|-¢ = (OD: DODer, : H(D)OI y C(D)=9)
* Ellema basico en esto es:
— I consistente= existeM tal queM |=T
— Para demostrarlo se construye un modelo.

— Para construir el modelo se necesita trabajar solare
teoria Consistente Maximal que incluyla a
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Pero antes, deduccidon natural

x OFV (1)
(X (O(X) - T
©Q -1 o,
o(X) > T o (X)]?
1 (E-)
[(X o (X)] T
(ECFT)
: (1)
(Xo(X) > T

* Correcta, porgue x esta libre para x@(x) - 1
** Correcta, porque xJ FV (Ox (0 (X) - 1)) yxOFV (1)
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Otra derivacion

x OFV (0) [0 - T(X)] [o]
T(X)
[X T (X)
(X (0 - T (X)) 0 - [X1(X)
0 - [XT(X)

Ejercicio: indique las reglas y realice las
justificaciones correspondientes.
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Armando derivaciones

1)
O-XKTt(X) 0 051X
XT(X) (0 -~ 1(x) Ejercicio: indique las

X (© - 1()) ~X (O ~ T Ohaglas, marque las
O :
=5 [o] cancelaciones
— 0 faltantes, y realice las

justificaciones

T(X) _
01X correspondientes.
X (0 - T(X) =k (0 - T(X))

O

JJ
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. . JYOFV (D)
Armando derivaciones

(L] Ejercicio: indique las

X1 > 109 reglas, marque las
DT () Oy (KT (X) - T (¥) glas, marg
cancelaciones

Oy (X1 (X) > T(Y)) _
faltantes, realice las
~kt(x) [xt(x)] justificaciones

O correspondientes, y
T(y) complete la prueba
X T(X) - T(Y) con las reglas que

Oy (KT (X) - T(Y)) faltan.
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Lemas sobre derivaciones (1)

 Lema?2.8.4 [variables libres y constantes]

« Seay una variable que no ocurreleni eng.
— Sil |- ¢ entonced [y/c] |- ¢[y/c]

— jCuidado! [y/c] no es la funcion de sustitucion que
conocemos.

— El lema se demuestra mediante induccion en las
derivaciones
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Lemas sobre derivaciones (2)

 Lema
« Sea C una constante que no aparede gireny
ni en¢.
— Sil, X ¢(X) ->¢(c) |-¥ entonces |-y
« Dem.
1. T - (X o(x)->¢(c) >y

2. T |-(Xo(X)->d(y)) ->y, cony que no aparece Er
nieny nien¢ (Lema 2.8.4)

3. ..
Lemas sobre derivaciones (2)
r
X () -> Dy (y) v
1. pruebe que es una
derivacion correcta (DX B (X) -> d(y)) -> W

2. pruebe que es teorema
Oy (Cx ¢(x) -> (y)) -> W)

3. verifique que yavimoS
esto Oy (X §(x) -> d(y)) >y
(X 6(x) -> Ly 0(y)) > Ly (X $(x) ->d(y)) 4. arme todo
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Lemas sobre derivaciones (2)
Version 1.2b

r

\

1. pruebe que es una (X d(X) -> d(y)) -> P

derivacion correcta
- _ Oy ((x ¢(x) -> d(y)) -> W)
2. verifique que yavimoS m—mm————————

esto Ly (xo(x) > 6(y)) > W
Ly (Cx 9(x) -> 0 (y)) 3. arme todo

Completitud para PROP

1. I consistente= existel * consistente
maximal tal qud™ OO *

2. I consistente> existe v tal que V() =1

3. Corolario:r}/q) = Fyé ¢

4. Teorema de Completitud@:|=¢ =T |- ¢
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Completitud para Predicados

@ T teoria consistente> existe Tm consistente
maximal tal que T1 Tm (extension
conservativa)

@ [" consistente=> existeM tal queM |=T

3. Corolario:I't/ o = T £ ¢
4. Teorema de Completitud:|=¢ =T |-
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Teorias

Notacion Cons()={¢ | |-¢ }

Def 3.1.2 [teoria, conjunto de axiomas]

» Un conjunto T SENT es una teoria si es cerrado bajo
derivacién (es decir, T¢ = ¢ OT)

» Dada unateoria T, decimos ques un conjunto de
axiomas para T si T= Cony(

Def 3.1.3 [extension, extension conservativa]

Sean T una teoria en el lenguaje L y T’ una tecefal .
T es una extension de T siTT’

T’ es una extension conservativa de T shILT=T
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Teorias de Henkin

Def 3.1.2 (iii) [teoria de Henkih

» Unateoria T es de Henkin si para toda sentencia
[(X$OSENT existe un simbolo de constaatal que
[(X¢ —o[c/x] OT. cse llama testigo dex¢.

Lema 3.1.8 [ser de Henkin se preserva en extensiones]
e Si T es unateoriade Henkiny T’ es una extension de|T,
en el mismo lenguaje, entonces T’ es de Henkin.

— Como no se cambia el lenguaje, no aparecen nuevos
existenciales, y no preciso incorporar nuevos testigos
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Operador *

Def 3.1.4 [L*, T*]
» Sea T unateoria con lenguaje L.

» L* es la extension de L que se obtiene agregando un
simbolo c para cada sententcia¢(x) O L.

 T*=Cons(TO
{IXd(X) - d(c) | XP(X)LISENT con testigo c })
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Completitud: Paso 1

* T teoria consistente> existe T, consistente
maximal tal que T1 T, (extension conservativa)

— T* conservativa con respecto a T con idea deeer d
Henkin (pero no se sabe si llega a serlo).

— T,, conservativa con respecto a T y de Henkin
— T,,, De Henkin, Conservativa respecto a Ty CM.

e TUTOT, UTp,
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Teorias de Henkin Il

Lema 3.1.5
T* es conservativo con respecto a T (I*=T).

» La idea es probar que:
-, k¢ —-o[c/X] |-Y =Ty

* jQué bueno, ya lo probamos!
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Teorias de Henkin Ill

Lema 3.1.6[Tw]

e Definimos:
° TO :T
* Tn+1= (Tn)*
e Tw =0 T,

* Luego Twes una teoria de Henkin y es conservativa cc
respecto a T.
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Demostracion

Cada T, es conservativa sobre T
T, €es teoria

T,, s de Henkin

T, €s conservativa sobre T

e

n
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Demostracion

Induccion Parte || [IX¢ UL, Parte 3
To=T >

T.1= T, que es conservativa sobre T | (Ok :: Ck¢ O L)

Ser conservativa sobre T es una >

equivalencia (Ok,c:: x¢ ->¢(c) O T,,y)
Tul-0 Parte 2 | >

> (Def. |-) (Cc:i k¢ ->¢(c)UT,)
(L1, 0, O Tyt 65,0, |-0)

=> (Def. T,, y encajonamiento) ocULYyT,|-0

(OK, 61,901 03,9, O T2 by, 9 -0) | |2

= (Teoria) oLy (0k:T|-0)
Ok:oOTy >

=> (Def. T,) ocOLyT]|-o|Parte 4
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Un poco de orden (1)

« Un conjunto parcialmente ordenado (poset) es
una estructura (k) tal que
—(Ca:asa)
—(Ca,b:ab,bga:a=b)
—(a,b,c:&b,bsc:asc)
— por ejemplo, (Pot (Nat),)

* Un subconjunto @] U es una cadena si
—C#20y({a,b::abdb<a)
— por ejemplo, {{}, {1}, {1,2}, {1,2,3}}
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Un poco de orden (2)

* Un elemento &1 U es una cota superior de [C
U si

—(cOC:c<ga)

— por ejemplo, {1,2,3,4,5} es cota superior de {{}, {1}
{1,2}, {1,2,3}}

— la union tambien es una cota superior
* Un elemento ni] U es maximal si

—(CaldU:m<a:a=m)

— por ejemplo, Nat
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Un poco de orden (3)

 Lemade Zorn
— SeaU un posetLuego,
— sitoda cadena de U tiene una cota superior en U
— entoncedJ tiene un elemento maximal.
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Completitud: Parte | (cont.)

Lema 3.1.7 [ Lindenbaum ]

e SiT es unateoria consistente, entonces existe
Tm consistente maximal tal que T Tm

1. Sea A :={T": T es extension consistente de T}
2. Toda cadena {T i [J I} tiene una cota superior]
O{T,:101}
3. Existe una extension consistente maximal qug
llamamos T, (Lema de Zorn)

17
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¢, Qué tenemos hasta ahora?

» Partimos dd™ consistente.
e« Tomamos T = Con§(), que también es consistente

 Definimos T, que es una extension conservativa (lueg
consistente) de T y es de Henkin (lema 3.1.6)

» T, puede extenderse a una teoria maxima(léma
3.1.7)

» T, es de Henkin (lema 3.1.8: no cambiamos el lenguaje)
y también una extension conservativa maximal de T

O
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Completitud: Paso 2

Lema3.1.1 [consistencia= existencia de modelo]
Sil es consistente,

entonces existM tal queM |=T
« Esquema de la prueba:

— Sea T= Con$§)

— Consideramos Juna teoria de Henkin tal que es
extension consistente maximal dg. T

— (L, es el lenguaje de.)
— Construimos un modelo.
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Construccion del modelo
sintactico

« A:={t0Lm|tescerrado

» Para cada simbolo de constarnid.m se define la
constante c” :=c

» Para cada simbolo de funcion n-aridim se define la
funcion 1 A0 - A como: fA(L..t) = f(t,,..1)

» Para cada simbolo de predicado p-afid_f se define
la relacion P/t1 APcomo

Pr={<tt.t> | Tnl-P(...t)}
e ~:={(t,5)0A2| T _|-t="s}
~ es de equivalencia ([t] denota la clase de t)
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Construcciéon del modelo
sintactico (Il)

e Se construye M :

M =< A/~, E’l...lsn, ?1,... fm, {c;|i0I}>  (modelo sintactico)
Ci = [c

f ([t [ta]) = [ (- ty)]

Pri= {<lt.[t]> | <t..t>DOPA)

esta bien definido pues =" es una conguencia!

Se prueba : (U ¢UT,:: M |=¢). Osea, M |=T,
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Modelos y Teorias

Def [Mod]
Mod(") = {M | M|=a para todax (I}
también escribimoM|=T porM [ Mod(")

SeaK una clase de estructuras para un tipo de simil&rida
Def[Th]

Th(K) = {a | M|=a para todaM [k}

Propiedades

e [ O Th(Mod("))

« K OMod(Th(K))

e Cons() = Th(Mod())
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Fin
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Prueba para Predicados

* T teoria consistente> existe Tm consistente maximal

tal que T Tm (extension conservativa)

Aplica el lema de Zorn para obtener Tm

simbolos de constante a)

(El lenguaje puede no ser numerable debido a los

e [ consistente existeM tal queM |=T

(1) Definimos _®  (2) T, =Cons(l) (3) TMCM \ = Tmesde
m1 = (TO)* Tw O Tm Henkin

Tw =0T,

(i) Tomamos TmCMtalque 'O T O Tw O Tm (donde T=Cons(I))
(i) Definimos la estructura M (se utiliza la definicion de Tm)
(iii) Probamos M |= Tm

Comol OTm luego M= T
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