Examen de Calculo Numérico 23 de diciembre de 2004

Tiempo de resolucién: 3 horas.
Comenzar cada ejercicio en una hoja diferente.
Se requiere un minimo de 60 puntos para aprobar el examen.

Ejercicio 1 ( Tema: Sistemas de ecuaciones lineales ) (21 puntos) (6+9+6)

a) Clasifique los tipos de matrices involucradas en la resolucién de sistemas lined es (segin su estructura, es
decir ladistribucion de coeficientes no nulos). Describa las caracteristicas de las metodol ogias de resolucion.

b) Defina la descomposicion LU. Compare € méodo de resolucion de sistemas lineales utilizando la
descomposicién LU con el de eliminacién Gaussiana'y mencione la conveniencia de su uso.

C) Muestre los mecanismos de pivoteo en la eliminacion Gaussiana y explique su utilidad. Explique como se
extiende € uso de | as técnicas de pivoteo cuando se utiliza la descomposicién LU.

Ejercicio 2 ( Tema: Valores y vectores propios ) (23 puntos) (8+8+7)

a) Defina las regiones Ri del teorema de Gershgorin y demuestre que la unién de cuaesquiera k de esas
regiones que sea digunta con las n-k restantes, debe contener exactamente k val ores propios.

b) Exprese la propiedad fundamental de las transformaciones de semejanza. Explique las caracteristicas de una
sucesion de semejanzas, quétipo de matriz sequiere hallar, y como ése objetivo variaseglin sea simétricao no
lamatriz original. ¢Cémo se puede estimar €l error de cada paso de |asucesién paracalcular valores propios?

¢) Describalavariante del método de |as potencias para hallar el va or propio de médulo més pequefio. ¢Como
se puede aplicar la descompaosicion LU para acelerar cada paso del método? ¢Qué determina la mayor o
menor vel ocidad asint6tica de convergencia del método ala solucién?

Ejercicio 3 ( Tema: Ecuaciones Diferenciales con condiciones de borde ) (29 puntos) (10+10+9)

a Explique @ funcionamiento del méodo de los disparos para la resolucién de una EDO con condiciones de
borde. ¢Cud es e motivo por € que se propone la utilizacién del método de la secante y no uno méas
eficiente como & de Newton-Raphson? Describa el principal inconveniente del método de los disparos y de
gué modo lo soluciona el método de | os disparos pardelos.

b) Presente la formulacién del tipo de EDP que estan asociadas a la resolucion de EDP hiperbolicas de
segundo orden con condiciones de borde. Explique € funcionamiento del método de las caracteristicas para
resolver este tipo de problemas. Ejemplifique para un caso sencillo.

C) Explique como se mangan las condiciones de borde en la resolucion de una EDP eliptica

N =- S(X,y), af£ xEb, c£ y£dconcondicionesdebordef,=0enx=a f =0enx=b; f,
=0eny=c; f = 0eny= d, utilizando una moléculade calculo de 5 puntos.

Ejercicio 4 ( Tema: Aproximacion numeérica y minimos cuadrados) (27 puntos) (5+6+5+11)

a Demostrar la siguiente propiedad: “Dado un conjunto de vectores reales mx1, ortonormales {dy,..., Q¢ Y
otro conjunto de vectores{ay, ..., a1} también reales mx1, tales que |os espacios generados [qy, Oz, ... , G
= [ay, ap ... , &] son iguales para todo i=1,2,..., k. Entonces existe un vector g1 ta que e conjunto
{Qq1,---» Qe Ok+1} €S ortonorma y genera € mismo espacio [Qy,..., Ok Okr1]= [81,---» & &1] que €
correspondiente conjunto de vectoresa”.

b) Enunciar precisamente y demostrar € teorema QR que asegura la existencia de la descomposicion de una
matriz A en e producto de una matriz ortogonal por una triangular superior. (Sugerencia: utilizar la
propiedad anterior en la demostracion). ¢Cud es larelacion entre el rango de A y € rango de R en la
descomposicion QR de A?.

C) Expliquelasdiferencias entre e algoritmo de Gram-Schmidt clésico y modificado, las ventgjas rel aivas de
uno sobre € otro, ilustrandolas con las inestabilidades numéricas que se obtienen en uno y otro caso sobre
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el siguiente gemplo: hallar la descomposicion QR de la matriz A= ¢o _donde e cumple que la
e .
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representacion en punto flotante fl(1+€%)=1. (¢Qué significa esto ultimo en términos del eyach ?).

d) Dadaunatabla de valores {(t;,y) : i=1,...,m} se desea encontrar los coeficientes del polinomio cibico P
gue mejor guste los datos y; » P(t;) parai=1,...,m en € sentido de minimos cuadrados. Suponiendo que
m>4 (sistema sobredeterminado) explique como utilizar la descomposicion QR y las ecuaciones normales
pararesolver este problema. Explique |as posibles ventgjas y desventajas de un método sobre el otro.



