Ejercicio 2

a) Los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de borde estudiados en el curso tienen
una formulacion del tipoy"= f(x,y,y’) con condiciones de bordey(a)=a , y(b)=b en los bordes del
dominio de solucién. Contrariamente a los problemas de condicién inicial, no existe una teoria que asegure la

existencia de solucion para este tipo de problemas. Es posible, sin embargo, plantear esquemas que hallan
soluciones en caso de exigtir.

M étodo delos disparos
Se supone un valor inicial para la derivada, y'(a) = g y se resuelve e
problemade valoresiniciales y'= f(x,y,y) con y(a)=a .
Dado g, € valor de la solucién y(x) en x = b se puede considerar una
funcion de g, que llamaremos g(g). De este modo, el problema con
condiciones de borde se puede plantear como la resolucién de la
ecuacion g(g) = b queengenera es unaecuacion no lineal. o
Pararesolver e problema es necesario utilizar un método iteraivo para
la resolucion de ecuaciones no lineales.
Se esima g, Y% 0 2h® g( 0) se determina numéricamente con
alguno los métodos de resolucion de EDO. a b
Seestima g, V%5 6® g( 1) andlogamerte, etc.

Figura 1: Esquema del método de los disparos con condicidninicial g

Para resolver la ecuacién no lineal es posible utilizar cualquier método de orden lineal. Como ejemplo se presenta
la utilizacion del método de la secante, aproximando a la solucion hasta converger al valor indicado por la
condicion de borde en el extremo derecho del intervalo. No es posible utilizar el método de Newton-Raphson (u
otros métodos de orden superior) porque la derivada de la funcién g no se conoce (de hecho, ni siquiera se conoce
explicitamerte lafuncién g, que esta determinada implicitamente por el método de resolucién de EDO uitilizado).

Laaplicacion del método de la secante seresume en g(y“)
hallar los valores g de acuerdo alaformulacion L7
= 9:- Y% B
9 =6:- (9(0.)- b) =5
C 9(0.)- 9(0,) K7,
9:=0,- (g(g,)- b)-2- 9 ec
g(gz)' 9 7 v >y

Senotag ® Gy encaso de que el método converja Yo ¥ 1, 1

Figura 2: Méodo de |a secante aplicada a una EDO con CB.

Es comin que el problema de condicién inicial que se deriva d utilizar e méodo de los disparos esté mal
condicionado, alin cuando el problema de condiciones de borde esté bien condicionado. El inconveniente que
surge como consecuencia de que para determinados valores de g la funcion g(g) podria no alcanzar el extremo
derecho del intervalo de resolucién, como se presenta en € ejemplo patolégico de la Figura 3. Para evitar este
problema de mal condicionamiento, es necesario utilizar una variante del método conocida como método de los
disparos paralelos. Egta variante resuelve el problema de condicionamiento particionando e intervalo de
resolucion [a,b] en p subintervalos [x.1,%], X = @, %, = b. Introduciendo la variable independiente t T [0,1], €
método de los disparos paralelos propone trabajar con un vector de variables dependientes de dimension 2p

YO =2 0.y2 0.y, 0, y6(0.y5 0, ys 0] ave cumple¥ @ =¥l #t - x01)) 1 2 DO original se

transforma en un sistema algebraico (en genera no lineal) de 2p ecuaciones, donde las condiciones de continuidad
paralafuncién y para la derivada en los puntos interiores aparecen como condiciones de borde, ademés de las 2
condiciones de borde del problema original.
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Figura 3: Un gjempl o patol 6gico del método de los disparos



b) La resolucion de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden hiperbdlicas implica resolver ecuaciones
de primer orden del tipo u, +au, = S(x,t) (x2 0;t3 0).

[ _11 0<x£1
Un gjemplo sencillo de este tipo de ecuaciones es el de laonda JICI 1u(x,0) =i
vigjera, definido por S(x,t) =0, un valor constante paraa (la a=cte S=0; | !

velocidad delaonda) y las condicionesiniciales y de borde: T
f cB:u(0,t)=0 "t>0

Cuya solucion andliticaesla
funcion u(x,t) = u(x- at,0),
que queda representada
gréficamente por

v

>
>

\ x
X

El método de las caracteristicas consiste en determinar familias de curvas en € plano (x,t) sobre las cuaes el

problema en derivadas parciales sereduce auna EDO. De etemodo, si y, + a(x)ux = S(x,t) enx3 0t3 0.

du=u(Q)- u(P)=u,dt +u, dxP %:Uﬁ'ux% s seelige
t t

ty pasa aser una
ordinari
Q % = a(x & Orpl rena % = S(x,t) sobrelas curvas caracteristicas.
dt Ambeas ecuaciones son EDO!!
P Asi, por gjemplo, si a= cte, S=0, }u(x,O) =, (x) b
> i u(ot)=0
dx Xy
di)t( =a \ x=at+x, Las caracteristicas don rectas.
tf %:o\ u=cte Sobrelas %
| cond 20 caracterigticas b la constante se zona determinada
| J de borde determinaparat=0, y vale u,(x,) por la cond. de borde

u(x,t)=u,(x,) =
Ec. caracterigticas,
| X3 0t3 0\ x>at!

L u,(x- at)=u(x- at,0)

zona detcrminada
por las C.I

w

/c:ndicion inicial SHlo vale para una parte del
dominio (determinada por las Cl).



c) El problemaesNi¥ =- S(x,y), a£x£b, c£ y£d concondicionesde Ay
bordef,=0enx=a,f =0enx=b,f,=0eny=0yf =0en y=d. m
Utilizando una molécula de calculo con cinco puntos, las derivadas de
segundo orden se pueden aproximar por diferencias centradas:

fo,.-2f  +f .
E —f Xx‘ LIS Y |,21 i+1,] +O(DX2) .
S Dx c. a h

<Y

y andlogamertecon f .

Salvo en los bordes, todos los valores funcionales son desconocidos, ® o—

por lo que sera necesario plantear un sistema de ecuaciones.
Sustituyendo las discretizaciones en la EDP resulta (para 1<i<n, 1<j<m)

fi-l,j - 2fi,j +fi+1,j +fi,j-1' 2fi,j +fi,j+1
2

Dx’ Dy

En el borde derecho x = b (i = n) y en el borde superior y = d (j = m) las condiciones de borde dan los valores
funcionales f,.=0; 1£i£n (n)
f,;=0; 1£j£m ()

Las condiciones de borde que involucran a las derivadas deben mangjarse en forma diferente. Es posible obtener
aproximaciones de segundo orden (como la de la discretizacion (1) ) pero ello puede obligar a aumentar el ancho
delabanda del sistema aresolver.

Por gjemplo, parala condicion de borde eny = c, L =0, lamolécula planteada puede dar una aproximacion de

Ty
imer orden, B} Dy’ Dy fo-1)_
primeror pUes fi12 _fiyl +f - Dy +f W‘i,1'7+f W‘i,l'T+o(Dy4)b 2 T)yz + =t W‘i,1+o(Dy)
=0

Adoptando una discretizacion de primer orden, la EDP en el borde y = c resulta
f i-11 X il +f R X i2” f
Dx’ Dx’
Anédlogamente, enlafronterai = 1 resulta CEVRCEY +f1vi'1 - &
Dx2 wZ
En el caso del vértice inferior izquierdo del dominio (i =j =1) lamolécula de caculo retine menor informacion,

i i X ZfMZSu (V1)

=g, 1<i<n (IV)

+f

Ljﬂ:S,j 1<j<m (V)

al disponerse de tan solo dos vecinos. La ecuaciénresultantees =~ 21~ < 11, < 12~
Dx? Dx?
A partir de las ecuaciones (1), (I1), (Il1), (IV), (V), (V1) sellegaa un sistemade dimension(n” m)’ con

1(1)® (n- 2m- 2)

. . (e m

1EiEn®n 0 ., incognitas, y con _'_( €cuaciones.

EjEmem) IERIE (e n-1
(V)@ n- 2
Iv)® m- 2
i
tvi)®1

Setieneuntotal de 1 (n- 2)(M- 2)+m+n- 1+n- 2+m- 2+1 U m.n ecuaciones, que se aplican de

1nm- 2m- 2n+4+m+n-1+n- 2- m- 2+1=mn
acuerdo a esquema que se presenta en la FHgura 4.

Y

Figura 4: Ecuacionesa aplicar enla resolucién del problema de Poisson en dos dimensiones.
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