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M étodo de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD)

1. Resumen

El método de las Diferencias Finitas en e Dominio del Tiempo (Finite Difference Time Domain
FDTD) se utiliza para resolver problemas electromagnéticos transitorios utilizando diferencias finitas. El
método fue desarrollado por Kane Yee en 1966 para resolver las Ecuaciones de Maxwell [1]. Estas
ecuaciones en derivadas parciales se reemplazan por un sistema de ecuaciones en diferencias finitas.
Eligiendo convenientemente los puntos en que se evallan las componentes de los campos en estas
ecuaciones, la solucion a sistema de ecuaciones satisface las condiciones de borde que involucran
superficies conductoras ideal es.

Este método es un caso particular del método de Diferencias Finitas, que es un método standard para la
resolucién de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP).

2. Ecuacionesde M axwell

Las Ecuaciones de Maxwell describen la evolucién en e tiempo y en € espacio de los campos
magnéticos B y eléctricos E. Los diferentes problemas se especifican con distintas condiciones de borde
gue describen situaciones fisicas como la posicidn de los conductores en un circuito. Las ecuaciones son
tan generales y potentes que resumiendo la fisica clasica en ocho ecuaciones, cuatro de €ellas serian las de
Maxwell.

En un medio isotrépico las Ecuaciones de M axwell son las siguientes:

M . I
—-NUH=J Ampere (1)
it
B, ook
—+NUE=0 Faraday (2)
it
~ 1
N.B=0 (3)
|
N.D=r (4)
donde
H eslainduccion magnética
B es el campo magnético
D es el desplazamiento eléctrico
J esladensidad Ide corriente eléctrica
El vector N UH esel ROTOR deH
El escdarN” B =0 eslaDIVERGENCIA de B
También se tiene que
1 1
B=nH (5)
1 1
J =sE (6)
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D=eE (7)

siendo m la permeabilidad, e la permitividad y s la conductividad. En general m ey s pueden variar en
funcién del tiempo y la posicion.
1

S H :(HX,Hy,HZ),setienequeel rotor de I-II es

Vv r I
i)k
) ) N
SofolT T T, M e, fHor M, T
% Ty T2 & Tz o 12 g & g
H, H, H,

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (1) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

ﬂDx:ﬂHz_ Y_J (8)

T v 1=z 7

ﬂDy _fH, fH
qt 1z I Y

o, A, T 5 (o
ft ™ Ty
Procediendo analogamente parala ecuacion (2) resulta
I8 T T5 (11)
ft Ty 1z
i ﬂBy zﬂEx i TE, (12)
It 1z Ix
BB E g
ft x Ty

Estas seis ecuaciones desacopladas son la base del algoritmo FDTD.

3. Algoritmode Yee

En 1966 Kane Yee [1] propuso un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas para resolver las
ecuaciones de Maxwell. Para ello, la region tridimensional que interesa se divide en una grilla de celdas
cubicas de coordenadas

(i, J,k) = (iDx, jDy, kDz)
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siendo Dx, Dy y Dz, losincrementos espaciales. Cada funcién de espacio y tiempo se escribe como

F(iDx, jDy,kDz,nDt) = F"(i, j,k)

siendo Dt, el intervalo de tiempo.

Las derivadas espaciales y temporales de una funcion se implementaran utilizando una aproximacion en
diferencias finitas centradas evaluadas en grillas solapadas:

TE"(,5.k) _ F (i +%,0.k)- F"(i- %,].K)
I Dx

TE" G5, k) _ F™(,j,k) - F™%(, j,k)
fit Dt

Utilizando la ecuacion (1) se actualiza €l campo E en cada instante de tiempo n 'y con la ecuacion (2) se
actualiza el campo magnético B en cadainstante de tiempo (n+%%).

El método se basa en utilizar las ecuaciones anteriores para calcular las derivadas de los campos
electromagnéticos en las ecuaciones (8)-(13).

Las grillas utilizadas para evaluar E y B en e espacio también estén escalonadas. el vértice de un cubo
perteneciente a una grilla se encuentra en el centro de un cubo perteneciente a la otra grilla como se
muestraen laFigura 1.

Ey
Ex | H; ' =
e
I Ey ‘
T ‘
A Hy . | * .
g [ ‘ /.H
. | . y
¢ - - —|—6HX— -
E, /._‘____._ _EZ___
/W, B
E;( N E,
/ "
(Irjrk) Ey
>y

X
Figura 1. Celdade Yee. Los componentes del campo E se hallan en lamitad de las aristas mientras que las
componentesde H estén en el centro delas caras.

Al aplicar este método a las ecuaciones (8), (9), (10), (11) (12) y (13), se obtiene un sistema de
ecuaciones en diferencias finitas.

Por gjemplo, la ecuacion en diferencias finitas correspondiente ala ecuacion (11) es

B (i, j+.k+%)- BTG, j+4,k+%)
Dt
BN i+ kD) - EN(L T+ 2.K)  EN(L j+Lk+ 1) - ENGL L k+5)
Dz Dy

(14)
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____i___

X

Figura 2. Nodos de la grilla que se utilizan paracalcular el campo B en laecuacion (14)

En laFigura 2 se observa que los puntos de la grillaen que se evallia el campo E," y E," utilizados en (14)
para calcular el campo B,™* en el centro de una cara de la celda perpendicular a eje x, son los puntos
medios de |as aristas pertenecientes a esa cara.

Las ecuaciones en diferencias finitas correspondientes a las ecuaciones (12) y (13), se hallan de la misma
forma resultando

Bl (i +%.).k+%)- B R(i+4,).k+%)

Dt (15)
_E(i+L g k+2)- BN G k+2)  EQ(i+4, ) k+D)- BRI+, ].Kk)
Dx Dz
Ex |
|
A
z EZL
N Hy‘%:
1Péz o -

Figura 3. Nodos de la grilla que se utilizan para calcular el campo B en la ecuacion (15)

Bl (i+%,j+%.K)- B (i+%,j+%.K)
Dt
_ENi+%, ) +1K)- Epi+y, k) Eji+Li+%.K)- ENGLi+%.K)
Dy Dx

(16)

Adriana Salvia: asalvia@fing.edu.uy pag. 4 de 17



mailto:asalvia@fing.edu.uy

IR L R LT I R S R e L e e R L e s ]

v v

A
Ey
Y S
, HZ/I\ ‘
—
) E,
>y

X

Figura 4. Nodos de la grilla que se utilizan para calcular el campo B en la ecuacion (16)

L uego paralaecuacion (8) setiene que

Dy(i+3,j,k)- Dy*(i+4,i.k)
CHT g i3k H - 1K) (1)
Dy
VR k) K8 e
DZ X 21 1
|
|
I
|
Hy |
.
. S
I NN Y N —
He, e’ i_HZ
LT
\ (i,j,k): \
L)
Hy
>y

Figura 5. Nodos de la grilla que se utilizan para calcular el campo B en la ecuacion (17)

En este caso, |os puntos que se utilizan para calcular E, en un punto de la grilla, son las componentes de
Hy”'l/zy H,™ que se ubican en los puntos medios de los lados de un cuadrado perpendicular a eje x cuyo

centro es €l punto en que se desea calcular E,", seglin seindicaen laFigura5.

Deformasimilar se tiene que las ecuaciones en diferencias finitas correspondientes a las ecuaciones (9) y

(10) son las siguientes:
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I+ ke ) ML Lk ) .
Dz
HYoi+2,j+2,K)- HI2(i- 2, ) +2,k) o ne
- z( 20113 )DX ( 20113 )-Jyz(l.l"'%,k)
|
|
|
z [
A [
r
o ,:i+Hx% o
itk ph s
//, ,‘.HZ,
7 ' .
/ } ",
OGS
>V oowS
X ‘ ;W

Figura 6. Nodos de la grilla que se utilizan para calcular el campo B en la ecuacion (18)

Dy(i,j.k+4)- DI'(i, j.k+3)

CHPH+ g k) HIRG- 3Lk d) (19)
Dx
CHG k) MG 3k e
Dy Z 2
|
|
I
i W//:
.
Hyeo ' - o - Hx - 9
[ E, )/ _____ l
,,,,, o - - -/
Hy /7
7/
(i,j.K)
>y
X

Figura 7. Nodos de la grilla que se utilizan para calcular el campo B en la ecuacion (19)
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El conjunto de ecuaciones que se obtiene esimplicito, y los calculos para hallar los valores de los campos
en los puntos de la grilla son muy sencillos (sumas y restas) lo que facilita su implementacion; s las
ecuaciones (8) - (13) se resolvieran con diferencias centradas en una grilla ‘normal’ se obtendria un
sistema de ecuaciones explicito.

4. Condicionesdeborde

Del electromagnetismo surge que las condiciones de borde apropiadas para una superficie conductora es
que las componentes tangenciales del campo eléctrico se anulen en la superficie y que la componente
perpendicular a la superficie del campo magnético también se anule en la superficie. La superficie
conductora se aproximara por un conjunto de superficies de cubos, cuyos lados seran paralelos alos ges
de coordenadas. Las superficies planas perpendiculares a gje de las x seran elegidas de forma tal de
contener puntos en los cuales E, y E, estén definidos. Las superficies planas perpendiculares a los otros
gjes se eligen de formaandoga. [1]

5. Criterio de estabilidad

El tamafio de la grilla debe ser tal que los campos electromagnéticos no cambien sustancialmente de un
nodo a otro de la grilla. Esto significa que para tener resultados significativos la dimensién de la grilla
debera ser una fraccion de la longitud de onda | . Los diferentes articulos consultados recomiendan de
forma unanime un paso menor al /10. En general también utilizan como criterio Dx=Dy=Dz.

La estabilidad de la solucién se obtiene aplicando €l criterio de Courant [5] que establece la condicion

CD%_ >1

siendo c lavelocidad de laonda, L una medidalineal del elemento como el ancho delaceldao sulargoy
Dt es el intervalo de tiempo.

El criterio de estabilidad de Courant generalizado para 3 dimensiones [7], [3], [8] ! es

Dt £ 20
1 (20)

Unavez elegidalagrilla, lacondicién anterior impone unarestriccion parael intervalo de tiempo Dt.

En € caso Dx=Dy=Dz=D

e B
cv3

6. Ecuaciones de M axwell en dos dimensiones

Para ilustrar el método se considera un problema en dos dimensiones. Para simplificar se supone que las
componentes del campo no dependen de la coordenada z, que e y mson constantes y que J=0. La Unica
fuente del problema es la onda incidente. Esta onda incidente se hace chocar con un obstaculo cuya
dimension sera de unas pocas ‘longitudes de onda’ .

! Nota: En [1] d criterio de estabilidad que se aplicaes \/(Dx)z +(Dy)’ +(Dz)* >cDt
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Puede simplificarse alin més el problema dado que en coordenadas cilindricas, s e y mson constantes, €l
campo eléctromagnético puede descomponerse en campos ‘transversal eléctrico’ (TE) y ‘transversal
magnético’ (TM). Los dos modos de ondas el ectromagnéticas se caracterizan como

1.- Onda TE

Sustituyendo en las ecuaciones (8)-(13) y teniendo en cuenta (5) y (7)

- mﬂHz = TE, _IE, (21)
It > Ty
TH, _ TE (2
Ty It
- &:eﬁ (23)
I qt

2.-Onda TM

Sustituyendo en las ecuaciones (8)-(13)

ﬂEz ﬂH y ﬂH X

-e = - (24)
1t > Ty
- E = mﬂH X (25)
Ty It
B mﬂHy (26)
qIx qt

En genera puede considerarse una superficie perfectamente conductora C. Esta superficie podra
aproximarse por un poligono cuyos lados sean paralelos a los ges de coordenadas. Si las dimensiones de
la grilla dentro de esa superficie conductora C son pequefias comparadas con el ancho de banda, la
aproximacion podra tener resultados consistentes.

Dt:c:Dti (27)
\ me
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A continuacion se escriben las ecuaciones en diferencias finitas paralasondas TM y TE
OndaTE

(Ver cllculosen Apéndice A.1)
HI'%(i+ 3, j+B) =H (i +%, [+ %)+
+——[E (+%.0+- B2+ D]+ 2D [E5G i+ - EjG+1 i3]

EQ*l(i+%,J)=E2(i+%,i)+2%[H2+§(i+%,J’+%)- H;‘*%(i+%,j-%)] (30)
By +3) =) +4)- Z%[HT%(H%.H%)- SR EES RS INE

OndasTM

(Ver cllculos en Apéndice A.2)

E:ﬂ(i,n:E:oHéﬂ[H“ +1,0)- HIH- 4 -iﬂ HIE G +3)- H - 3)]
(32)
(0, + %) = H™ 4, J+y>-1D—t[E i+ E"Gjk+%)]  (33)

H™ (i + %, ) = H %+ %, j)+%%[E2(i +1j)- E; (i, J')]

7. Ejemplonumérico paraunaondaTM

Para simplificar €l problema se considera una onda TM, por lo que se utilizaran las ecuaciones en
diferencias finitas (32)-(34).

El problema que se resolvera es la difraccion de una onda TM incidente a un cuadrado conductor ideal.
Las dimensiones del obstéaculo asi como el perfil de la onda incidente se muestran en laFigura 8.

Los valores inicidles en t=0 E,(i,j), H,"%(i+¥2j), Hx"(i,j-¥%) se obtienen a partir de una onda incidente
conocida; €l valor de t elegido debera ser tal que en t=0 la onda incidente no haya chocado alin con €l
obstaculo. Los siguientes valores en el tiempo se obtendran a partir de las ecuaciones en diferencias
finitas (32)-(34) halladas anteriormente.

Laondaincidente es unaonda sinusoidal planade amplitud 1, que slo tiene componentes en E,y en H,.
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E,(X, y,t) =sen

siendo a una unidad de longitud.

Lalongitud deondal correspondiente a estaondaes| =16a (ver Apéndice B).

Se elige como tamafio delagrilla

é(x- 50a +ct)pu

& 8a

H

O£ x-50a +ct £8a

Dx:Dy:%

1
H, (X y,1) =EEz(x, y,t)

que expresando en funcién de lalongitud deondal queda como

gue es menor que | /10.

Aplicando €l criterio de estabilidad de Courant (20) y la ecuacion (27) setiene que

|
Dx = =
o 128

1 a
Dt =cDt=—Dx=—
2 16
CORTE DE UNA
GUIA DE ONDAS
H,=0 /
j=97v%__ =&
j=97
7
ﬁ ONDA PLANA
;;g <« / INCIDENTE
—QE % EZ:O Hy=0 4‘/
j=65 % f;’ffffﬁfﬁfffx’fx’fffffﬁ <« /\
- H,=0
7 2 0
A H _og ? H,=0 H,=0 Ez=0 -« H.=0
. x= - E,= E,=0 x=
v(i) EZ:Q? g z z « E,=0
] ’ 7
ﬁ g s
g . E,=0 H,=0 4 —
j=33 o P )
;;g OBSTACULO <«
2 <
a’i .
i
2
j=1 —5 ,
j:1/2 - -
H,=0
i=0 i=17 i=49 i=81
-
x(i)

Figura 8. Problema equivalente para una onda TM
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Debido a que no tiene sentido hacer el esquema de diferencias finitas en todo € plano x-y, y como forma
de acotar €l problema, la region de cdlculo serala mostrada en la Figura 8. Se supone que en t=0 la onda
plana esta cerca del obstaculo y por un periodo restringido de tiempo puede reemplazarse € problema
original por el mostrado en la Figura.

Las condiciones de borde que se imponen para los campos electromagnéticos dentro de una guia de
ondas, es decir un prisma rectangular o cilindro circular cuyas paredes son conductores perfectos [9], son
simplemente que las componentes tangenciales del E y las componentes normales de H sean cero en la
superficies conductoras. Por lo tanto, para la onda TM en la region de la Figura 8, se tiene que en la
superficie conductora la componente E, del campo eléctrico siempre se anula por ser tangencia a la
misma, mientras que H, se anula en las paredes verticales (x=0) y H, se anula en |as paredes horizontales

(y=0)

Los resultados para el problema equival ente aproximan ala solucién rea si

O£ nDt £ 64Dt

debido a que en este intervalo de tiempo las condiciones de borde artificiales no afectan ala solucion.
Para n>64 sdlo en algunos puntos los resultados del problema equivalente se aproximan de forma
correctaalos del problemaoriginal.

En [1] se presentan los resultados numeéricos de este gjemplo. Se utilizé el sistema de ecuaciones (32),
(33) y (34) tomando como condicién inicia E, un seno media ondaen el caso de no tener el obstéculo. Se
hace notar que las condiciones de borde no afectan a la onda incidente dado que la misma no tiene
componente en H,. En la Figura 9 se muestra e resultado de eecutar las ecuaciones durante 95
iteraciones en el tiempo. La oscilacion y el ensanchamiento del pulso se deben a la imperfeccion del
sistemade diferencias finitas. Lafalta de precision del método se debe ala propagacion de errores.

N
0s A
BN
N /4
Lo \_~/
I\
05 n=35 | |
[\
[+ — J/ l\vnvx L 1
1.0 Al

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 9. Resultados del célculo de E, utilizando |as ecuaciones (32), (33) y (34) en ausenciadel obstéculo. Las
ordenadas son en Volts/metro, la abscisa es €l niimero de incrementos horizontalesy n es el nimero de los ciclos de
tiempo.

La Figura 10 muestra el valor E, del la onda TM en funcién de la coordenada i para un valor fijo de la
coordenada vertical j=30. Al final del quinto ciclo de tiempo la onda choca con € obstaculo. El obstaculo
no se encuentra en la posicion j=30 pero en esta posicion se esta lo suficientemente cerca del mismo
como para ser afectados por una onda ‘parcialmente reflejada’. También hay una onda ‘parcialmente
trasmitida’. La fase de la onda reflgjada es opuesta a la de la onda incidente, como lo requiere la
condicién de borde del obstéculo.
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Figura 11. E, de unaonda TM en presencia de un obstéculo para varios instantes de tiempo j=30

N
80

En laFigura 11 se muestra € valor de E, paralaonda TM en funcion de la coordenada horizontal i para
j=50. En esta coordenada j=50, la onda se choca con el obstaculo por lo que aparece una onda reflgjada
gue vigia hacia la derecha. Luego de que la onda reflejada encuentra la frontera derecha vuelve a

reflgjarse nuevamente. Este efecto se muestra en los ciclos de tiempo 75, 85y 95.

La Figura 12 es para j=65. En j=65 se encuentra € borde del obstaculo. Debido a las condiciones de
borde E, es cero en los puntos pertenecientes a la frontera. A la derecha del obstaculo hay una onda
‘parcialmente reflejada’ cuya amplitud es la mitad de una onda totalmente reflgjada. A la izquierda del

obstaculo puede verse unaonda ‘trasmitida’ después de 85 interval os de tiempo.
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Figura 12. E, de unaonda TM en presencia de un obstéaculo para varios instantes de tiempo j=65

8. Conclusiones

El método FDTD es una herramienta Util y facil de implementar para resolver problemas transitorios que

se comportan segun las ecuaciones de Maxwell.

Los algoritmos basados en el método FDTD son muy populares debido a su flexibilidad y siendo ademés,
muy faciles de implementar. Una limitacion del método es que la estabilidad del método depende de la
grilla utilizada en la discretizacion y del intervalo de tiempo utilizado para gecutar la integracién en el

tiempo.

Analizando e eemplo desarrollado en [1], se concluye que este método se utiliza para obtener
transitorios de ondas electromagnéticas; y que el campo electromagnético en el instante inicial deberd ser
conocido en toda la zona de estudio para poder desarrollar las ecuaciones a partir de esa solucion inicial.

El método no funciona bien cuando se tienen fronteras curvas ni tampoco puede resolver de forma

adecuada peguefios detalles por |a forma uniforme en que se construye la grilla[8].
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Apéndice A — Ecuaciones en diferenciasfinitasparaondasTEy TM

A.10ndaTE

Laexpresion en diferencias finitas de la ecuacion (21)

CEHITHi 41, j ) - HY R+ 4, ) + )0
€ u

é Dt G

_EN(i+h,0+)-ENi+y,0) E(+Li+k)- BN i+%)
Dy Dx

operando setiene que

HI'%(i+ 3, j+3) =H (i + %, i+ %)+
+ggE2(i+%,j+1>- ENi+%,0) Ej(i+lj+%)- E;(i,jw)g

utilizando las definiciones (27) y (28)

Dt
E: lDt (35)
m

math 1
m Z

€
m
y sustituyendo (35)

HI %G+ %, i+ %) =H 2+ 5%, i+ %) +

o B+ BN D]+ S DB i+ ) G+ 1+ 0)

La ecuacion (22) queda como

JEENH 48, 0)- E(+d, f)u_HH(+djrd)- HIRGvd - 8)
& Dt 0 Dy

EM(i+1, )= EN(i +3, j)+ Dt 1z Hi+4,j+5)-H(i+3,- %)

de (21) y (22)

sustituyendo
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3 +8)- MO+, 3)

£+, 1) = EX( +3 J)+z—[H"+

Parala ecuacion (23) setiene que

oS0 +)- B i #2)u_ RT3, i+ 8)- ]
& Dt G Dx
reagrupando los términos
En+1( i+ 1) Ey(i, J +%)_ EgH;"fz(i +1,] +%) H2+E(I -3, +%)3
e Dx g
sustituyendo (25)
1+ )= B 1 +2)- 2 D W2 g d)- W 2,5+)
A20ndaTM
La aproximacion en diferencias finitas de (24) es
nf: 1Dt n-1y/. n-1 1Dt n-Lis .
20 ries ) e ) 22 e

i) =0 )+ - 2

teniendo en cuenta (36)
Evif iV =gn(i i)+z P
()= £ i) 2

Procediendo de forma andloga para la ecuacion (25)
DteE (i,j+1)- E}(i, j,k+})U
U

PG i+ =R+ 0 e o
u

utilizando (35)
H™% (i, j + %) = H"% (i, J+}/)'——[E (i, +D)- EXG, j.k+ )]

Por Ultimo se tiene que (26) puede escribirse como

DteE (i+1j)- E}(, j)u
U

ny2|+ +—
(i+%,1) m& O {

H™(i +3, ) =H

sustituyendo (35)
G D) = YR )+ BN L) - EDGL )

pag. 15 de 17

Adriana Salvia: asalvia@fing.edu.uy



mailto:asalvia@fing.edu.uy

IR L R LT I R S R e L e e R L e s ] v v

Apéndice B
Para unaonda de laforma
E(x,t) = Re{EOeJ(vvt_ bx)}

se define lavelocidad de fase [9]

v=fl =%
b

y lalongitud de onda

]
b

Laonda que se estudiaen e gjemplo de este trabajo es

é(x- 50a +ct)p u
€ & H
Of£ x- 50a +ct£8a

E,(X y,t) =sen

siendo

b:ﬂ
8a

por lo tanto su longitud de onda es
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(1]
(2]
(3]
(4]
(5]
(6]
[7]

(8]
(9]
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