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1. Problema de condicion inicial

1.1. Planteo y resultados sobre propagacion de errores
1.1.1 Planteo del problema

Se denomina ecuacion diferencial ordinaria (EDO) con condicion inicial al problema de hallar una
funcion y(x), definida en un intervalo [a,b], que cumpla:

dy ‘
(EDO) {dvr S y)xela,b]

y(a@)=c
Existen técnicas analiticas que permiten hallar la solucién exacta y(x) en a < x<b para ciertos tipos

de EDO. Los métodos numéricos para la resolucion de EDO tratan de aproximar la funcion solucion
y(x) por una estimacion de sus valores en un conjunto finito de puntos.

Las EDO aparecen en muiltiples problemas de la ciencia y la tecnologia. En ocasiones la variable
independiente es el tiempo y la ecuacion diferencial expresa la ley que gobierna los cambios del
sistema.

El caso general del problema es el de un sistema de EDO de primer orden con varias funciones

incognita 77,7y .oy 70
dan

— L= (X, T 1) i=12,....s
dx

n, (a): 7. i=12,..,s (condiciones iniciales)

El sistema anterior se puede escribir en forma vectorial tomando
y =715, )
f=0,0n0,)
e= Y pren?.)

con lo cual el problema queda de la forma candnica (EDO), siendo ahora y un vector:

Y ) o 3)-e
X

Observacion 1
Una EDO de orden mayor que 1 siempre se puede convertir en un sistema de EDO de primer orden.

dn d d2 dnfl
y:g(x,y,y y y)

Dada la ecuacion diferencial de orden n: e
X

con condiciones iniciales

dy d n-1 y
y@l=ry @)=y @)=y,
se puede efectuar el cambio de variables m=y
-]
27 i
dzy
773 dxz
dl’l*l
N, =2



y derivando: %= 17, /771(0)271
d
%= 3 /772(61):}2
dn, d"
aZ: dxi/:g(nl’UZ’ """ ’nn)nn(a):yn
Entonces, llamando y=(771,772, ----- ,Un)lv,f(x,y):(Uzyﬂs,---,g(x,J’))'

la ecuacion se puede escribir como

Y o t5,3)= (42, ¥@, o (5y)

Observacion 2

dy

Un sistema esta en la forma auténoma si f no depende explicitamente de x: o =f(y)

Cualquier sistema no auténomo se lleva a uno auténomo, agregando la ecuacion trivial,
dns+l

y =17n.,()=a, que tiene solucién 77, (x)=x.

Teorema de existencia y unicidad de la solucion de una EDO
Si se asume que la funcion 7:Dc R*™ — R"; es diferenciable Vxe[a,b] y para todo vector
y=("y,---,n,)€ D, cR’ siendo D, un cierto dominio que contiene a ¢ como punto interior,

entonces la solucidon existe y es Unica, dependiendo solo de la condicidn inicial, mientras y(x)
permanezca en D, .

Definicion 1
f(x,y) verifica la condicion de Lispchitz en el punto (x,,y,) € D, respecto de la segunda variable,
si 3U < D entorno de (x,,,), y L>0 tal que :

V(x,1), (0, 32) €U = || (x,31) = £ (x,3)]| < L[y = v4|

También es valido un teorema de existencia y unicidad, con hipdtesis un poco mas débiles que las
asumidas:

Teorema
Sea f:D—R"; continua, sSendo D un abierto deR**. Si £ cumple la condicién de Lispchitz
respecto de la segunda variable en D entonces el problema planteado tiene solucidn Unica.

Observacion 3
Si f(x, y): f(x), independiente de y, entonces la EDO pasa a ser un problema de integracion.

1E3)=16) = 2 = f6) = 9= [ £ 51 1(a)=0



1.1.2 Presentacion de los elementos de un método numérico de resolucion de EDO, a
través del método de Euler

Si y(x) es la solucién de la ecuacién diferencial, el objetivo sera hallar una sucesion {y, } tal que
b-a
N

y, =y(x,) para x, =x,+nh n=012,....N ,x,=a, h=

El valor 4 se denomina paso y en este método se adopta constante.

En el método de Euler (o de la tangente) se elige y, = ¢ y se calculan las aproximaciones y,,y,,.......
a los valores exactos y(xl),y(x2 ) T , aproximando la derivada en el punto x, mediante el

cociente incremental %

Se obtiene la ecuacion en diferencias y"”h_y” =f(x,,y,), osea y,., =y, +h f(xn ,yn)

Definicion 2
Una ecuacion en diferencias es una relacion que deben cumplir los términos de una sucesion.
Para verlo de otra manera, considérese el desarrollo de Taylor:
tangente en

o+ W)= )+ hy )+ €) e (ex ) A

yn+l |/
[—
Sustituyendo la derivada dada por la EDO en el y / ,\
desarrollo, se obtiene: n

Solucién

y(x+h):y(x)+ hf(x,y)—l—O(hz) / exacta por
x,y)
Si se desprecia el término de 2° orden y se evalla non
f(x,y) en (x,,,y,,) se tiene nuevamente la férmula de
recurrencia del método:

yn+1:yn +hf(xn’yn)

n Xp+l

FIGURA 1
Observacion 4

Este tipo de método se puede generalizar, partiendo del

desarrollo de Taylor y considerando términos de mayor orden.

Definicion 3

Un método de un paso, consiste en un método donde y, es el lnico dato que se usa en el paso en
que se calcula y,,.,;, n=0,1,2.....

Ejemplo: El método de Euler

Es importante distinguir entre error global y error local, asi como entre la sucesion y, y la funcion
y(x).

Definicion 4

El error global en el punto x,., es E,,, =y, —y(xm), donde y(x) es la solucidon exacta al

problema de valor inicial, con y(a): ¢ e y,,; es el resultado del calculo correspondiente a x = x,,,;



Definicion 5
El error local en x,,, es la diferencia entre y, ., y el valor en x,,, de la solucién de la EDO que pasa
por (xn Y., ) Graficamente, este error esta representado por los "saltos" en la solucién numérica.

Usando como notacién y(x,x,,c) para la solucion de {y =/ x) , e obtiene:
y(xp) =c
Error local (xn+1): Vipa — y(xn+1’ XnrVn ): £n+l(h)
Error global (xn+1): Yin _Y(xn+1’x0 , c): En+1(h)
Observacion 5
dy

En el caso del problema de integracion, como el sistema es a =f (x), la derivada de y respecto de

x no depende de y, sino que solo depende de x, por lo cual las curvas son paralelas y es claro
que la suma de los errores locales da el error global. Si el error local es O(h") el error global es
O(h"‘l) porque la cantidad de errores locales que se suman es proporcional a %

y4 olucion calculada (Discreta)

Error global = Z errores locales

(se dibujan positivos por mayor claridad; la regla
también vala para errores negativos)

/
\

> x
Figura 2

En una EDO, la propagacion del error es mas complicada. En el punto siguiente se vera que puede
ser tanto que Error global > E Erroreslocales o viceversa.

Se puede probar que para un sistema de EDO de primer orden, la diferencia de exponente entre la
dependencia asintética con 4, del error local y global es 1 (como en el problema de integracion)
error loca
~0(h).

" arror global



1.1.3 Estudio de la propagacion de perturbaciones en la ecuacidn diferencial

La solucion al problema de valor inicial se puede considerar como una funcion y(x,c) donde ¢ es el
vector de condiciones iniciales.

Graficando en el espacio (x,y) la familia de soluciones de una ecuacidn de primer orden, se
obtendran curvas del tipo:

Y4 ¥4

7

INESTABLE

I\

ESTABLE

o©
v
o
IS
A
o

FIGURA 3 FIGURA 4

Una perturbacion en la condicion inicial (por ejemplo, causado por un error de redondeo en el valor
de ¢), implica que y(x) se vera forzada a saltar "una pista" en la familia de soluciones.

En cada paso de un método numérico hay una pequena perturbacion (debido tanto al error de
truncamiento del método como a los errores de redondeo debidos al sistema de representacion FP)
que produce una transicion hacia "otra pista" en la familia de curvas solucion.

1 -/
g
/
// /< Solucion calculada (Discreta)
i [ d
~——_] /
7 / \ .-, .
e > Solucion exacta (Continua)
C '\ 7
\\\—// /
a X, X, X; X, X X
FIGURA 5

Si la familia de soluciones esta formada por curvas que se apartan unas de otras (figura 3) entonces
el problema es mal condicionado (inestable), de la otra manera (figura 4) el problema es bien
condicionado.



Para el analisis del error, serd necesario utilizar los resultados del siguientes lema y teorema.

Lema

L, , . < =
Sea una sucesion de niimeros reales que satisface "n = Aw, +B, n=12,..

donde A,B son constantes y A es positivo y distinto de 1. Entonces
A" -1
wnSwoA”+BA , n=12,.....

Teorema
Supdngase que, en una resolucion numérica paso a paso (con paso fijo), las magnitudes €» de los
errores locales en los puntos *» , n=1,2,....... son menores que €. Entonces:

1) los errores globales satisfacen la desigualdad,
Lnh

e -1
yn_y(xn) s€. Lh
e -1
para n=1,2,........ , mientras que esta cota garantice que la region entre la solucién calculada
y la exacta esta contenida en D.
2) Una cota mas manejable (valida para L > 0 y aproximada para L< 0 para |Lh| <1 ) es:
Lnh
ge™ =1 _ctee
yn_y(xn)gi' S
h L h
La parte 3 del teorema no se pide, pero enuncia que : 3) Para L=0 se tiene,
v, = ylx,) < ne
Demostracion:
. . W, .= - y\x
1) El error global debido a las perturbaciones en el punto *r-1es "t Y it "‘1) , Y se

Lh
propaga al paso siguiente *», acotado por Wn-1 € . En *» se produce una nueva perturbacion
acotada por €, y se tendra que

Lh
w,Sw,, e +E

0 _ Lh. _
Aplicando el Lema (con Wo = 0, d=e”, B= €), se concluye que

Lnh
e -1
w < E.
n e[h _1
2) Se cumple que
nLh nLh nLh
-1 -1 -1
-yl )se e(Lh)z E‘8'(1i Ih)-1_ 2 i L - 2
1+ Lh+ 5 +..... -1

porque nh < b—a. La segunda desigualdad es aproximada cuando L< 0 para |Lh| <1

3) Cuando L=0 se tiene que

Yy — y(xn] Sis.lz n.e
i=1



1.2 ESTUDIO DEL ERROR EN EL CASO PARTICULAR DEL METODO DE EULER

Recuérdese que el método de Euler esta definido por la recursion:
{ylﬁl yn+hf(xn’yn) (E)

Yo=¢C
1.2.1 Estudio del error y la consistencia

Se comenzara estudiando el error local, que como ya se indico tiene 2 componentes: una debida al
truncamiento en el desarrollo de Taylor de la solucion exacta y otra debida a los errores de redondeo
en los calculos.

i) Error local debido al truncamiento: Sea 7(x) la solucion del problema y’= f(x,y) con
condicién inicial )7(xn): v, . El error local en el paso n+1 estara dado por el(h): )7(3%1)_ Vs

7(,)= TG, +0)= 7 e b, e 7E) =
vyt hf(x,,9,) +hZ;V”(§n)= Vau +hzi”(§,,)
= 601)= 7, + 1), = 7 E)

El valor el(h), que se define como error local de truncamiento, también se puede obtener como
resultado de sustituir el valor )7(xn+1) de la solucién exacta de la ecuacion diferencial en la ecuacion
en diferencias que determina y,;:

e()=7( )~ GG )+ i & 7 )= "2 (5,1)h

Interesa trabajar con métodos para los cuales el error global debldo al truncamiento es un
infinitésimo en h. Recuérdese que por teorema anterior, el error global por truncamiento se acota por

Ly Esto motiva la siguiente

Definicion 6:

Se dice que el método es consistente si

X\ €, (h} ——5— OV ysuficientementediferenciable.

Se define como orden de consistencia al orden del infinitésimo ‘Sl(h% .

En este caso: —‘81 (h H y H | por lo que el método de Euler es consistente de orden 1.

Se puede probar que el método es consistente de orden p si la ecuacion en diferencias se cumple
exactamente para funciones y(x) que sean polinomios de grado menor o igual a p. Nétese que el

método es o no consistente independientemente de f(x, ).



El error global analizado mide diferencias entre la solucién exacta de la EDO y la solucién exacta de la
ecuacion en diferencias. Como un argumento a tener en cuenta, se analizara el problema del
redondeo en el error local.

ii) Error local debido al redondeo: Suponiendo que el tnico error en el calculo de y,,, se debe a
la representacion en punto flotante de dicho valor, se cumplira que: &, (h)s E ach

yHm,[a,b]

y ”oo,[a,b]

mach

. hy .
De i) y ii) se concluye que el error local esta acotado por g(h)S 7”3} H los] +£

Usando el resultado del teorema anterior con & =£(h) se obtiene la siguiente acotacién para el
error global,

C

Ceh) _C “ps O

Wy
h Z EHJ} Hoo’[a’b] +gmach

Eglobal (h)S wa'[a’b]

De la acotacion anterior se infiere que existira un h optimo para el que se minimiza el error global. En
lo que sigue no se utilizara este argumento numérico, sino que se analizara la estabilidad.

1.2.2 Estabilidad numérica

Inevitablemente, en cada paso temporal de la solucion numérica de la ecuacion en diferencias se
introducen pequefios errores, que se convierten en parte de la solucion aproximada. La nocion de

estabilidad numérica relaciona la solucion exacta {y, } de la ecuacién en diferencias (E) del método

numérico con la solucién {y, } calculada con errores de redondeo. La ecuacion en diferencias sera
estable cuando los errores E, = y, —y, permanezcan acotados al aumentar 7.

Para el analisis del error, sera necesario utlizar el resultado del lema antes enunciado.

Si e, es el error local debido al redondeo (en el paso 1) de la ecuacién en diferencias, resulta
yn+l = yn +hf(xn’yn)+én

restando miembro a miembro la ecuacién (E), E,,=E, +h(f(x,,y,)-f(x,.7,))+e,

asumiendo que fes diferenciable respecto de y, £, <[+ 1K, |E, +|e,|

donde K, =g’y[(xn EEED, 7]

@+nLy -1
hL

1+nK[ -1

Si K, <L aplicando el lema anterior, con [g,[<¢ Vn, E, < (1+ hLY Eo+¢

Andlogamente, si K, = K constante, se obtiene £, < |1+ hK |"Eo +&

de donde se concluye que los errores estaran acotados siempre que |1+ hK | <1

Notese que esta restriccion depende del métodoy del propio problema (a través de K).

Salvo en el caso de Euler (y de otros métodos también simples) el estudio de la evolucion de E, es
muy engorroso. En general, para estudiar este tipo de propagacion se estudia qué ocurre en una



ecuacion diferencial lineal de variable compleja sencilla que se denomina problema test:

y'=qy
(PT)
{y(0)= 1

cuya solucidn es Yy = €%

La parte crucial de este estudio (para el caso real) ocurre cuando Re(q)<0 pues alli la solucién debe
decaer. La cuestion es si la cantidad |1+hq| se hace mayor que 1. Esto introduce un intervalo de

valores permitidos para h. Para valores de h suficientemente pequefios la desigualdad anterior se
satisface, pero cuando ¢ es fuertemente negativo (caso en el que la solucidn exacta decae
rapidamente) esta restriccion puede obligar a utilizar un /4 demasiado pequeno, y por lo tanto a
desechar el método.

Definicion 7:
Se llama region de estabilidad del método numérico al conjunto de puntos z=hAg del plano

complejo para los cuales la solucidn {yn} de la ecuacion en diferencias se mantiene acotada al crecer
n

Observacion
La definicion anterior no es equivalente a imponer que los errores de redondeo estén acotados. Sin
embargo, para el caso del método de Euler, ambas condiciones coinciden.

Aplicando el método de Euler al problema Test, resulta
yn+1 :yn +hf(xn’yn) :yn +hqyn = (1+hq)yn :(1+ hq)n+ly0

y la region de estabilidad es el circulo R, ={z€ C|z - (-1)| <1}

Plano hq,

s

2 /

v

La region de estabilidad caracteriza al método, ya que resulta de aplicarselo al problema test, y no a
ningun problema concreto. En cambio, el valor admisible maximo para /# depende del problema (a
través de qg).

Ejemplo4: Sig=-10=0<h<0,2.
Si g=-10+102 = 0<h<0,1

Observaciones al uso del problema test

1) Evita realizar, en métodos mas complejos, el estudio de propagacion del error E, = y, — 7,
efectuado para el método de Euler

2) Si la ecuacion en diferencias es lineal, se puede ver que el error e, también cumple esa
ecuacion. Por eso la condicion de soluciones acotadas en (PT) garantiza la acotacion de los errores.

3) Una motivacion del PT se vera en el punto siguiente, tratado conjuntamente con el caso
vectorial.

4) La solucién exacta seria



2
lo que evidencia lo crudo de la aproximacion conseguida con Euler.

n+1
yn+1:yo{1+hq+(hq)z+(hg)3+J :yOle(lﬂ’l)qh

Observacion 10:
El estudio de la convergencia del método debera tener en cuenta los 2 conceptos anteriores de
consistencia y estabilidad numérica.

Resumiendo:
Los pasos seguidos al resolver numéricamente una EDO con el método de Euler:

y'= f(x,y)]sol Vo=, +hf(x,,y|sol solucién
exacta exacta calculada
de (1) de (2)
y@a=c |[y&) | = |%=¢c T o
(1) ) 3)

Tres conceptos relacionan los problemas (1), (2) y (3):
Consistencia: (1)~ (2)cuando’ — O (la ecuacién en diferencias “tiende” a la EDO)

Estabilidad: (2)~ (3) (la solucién calculada de la ecuacién en diferencias aproxima
a la solucion exacta de dicha ecuacion)

Convergencia: (l)~ (3) (la solucién calculada aproxima a la solucién de la EDO)

1.2.3 Estudio del caso vectorial
Motivacion del problema test

Considérese el sistema de EDO y’= f(x,y),y(a) =c.
Sean yl(x),yz(x) soluciones de dicho sistema, entonces la EDO que satisface su diferencia es:

y;<x>—y;<x):&iy(ﬂx,yl(x»(yl(x>—y2<x»+o(<y]<x>—y2<x»2))

Senota £(x)=1y,(x)-y,(x) y se tiene £'(x)= 0% (f(x, y, (x)ex)+ O(g(x)2 ))

Dicha ecuacion linearizada (esto es, cuando las soluciones son cercanas, despreciando el efecto del
’ . 2 .7 ..
termino O(e(x) )) es la ecuacion variacional !!

&= ﬂ (x)e=J(x)e = % (x, y(x)) ]E , donde J(x) es la matriz Jacobiana de f .
dy 2y,

)

Aproximando localmente el Jacobiano por una matriz constante A se obtiene un sistema lineal de
EDO con coeficientes constantes. z=Az , z(o) =z,

Si A es diagonalizable, existe T tal que D =T-1AT es una matriz diagonal

Con el cambio de variable T-1z=w queda, sustituyendo en 7z=TDT-1z, la nueva ecuacion
w=Dw, w(o)=T-1z, =



que se descompone en n ecuaciones diferenciales desacopladas ,
wi(0)=p; , i=12,...n.

Entonces para analizar la estabilidad de métodos numéricos para un sistema de EDO, basta usar el
problema test del caso escalar: , exigiendo que el paso h usado cumpla
Ahe R,V A, valor propio deA.

Si esto ocurre,

w|| esta acotado, por lo cual z=Tw también estara acotado.

Un ejemplo de matriz A podria ser del tipo

v V22,
A:|:pcosg0 psen(p] b_|P° 0 |r_| 2 5
- pseng  peosp 0 pev| |12 2,

2 2

Ejemplo
y'==2dy'-y y9)=c¢, y'(0)=c,

1) Transformar a primer orden

A MRS e

—2dy, -y,

= —2d J(x) 0 1
= — — X)=
Yo Vo =N 1 —24

En este caso J(x) es constante

2) El método de Euler es consistente, pero...Qué valor de A usar?

Los valores propios de J(x) son solucién de 42+24 A+1=0
A;=—d*++d?-1 =12, que tienen parte real negativa siempre

Debe cumplirse para d dado:
1+ A:h<1;i=1,2
d=0,1— 0<h<0,19...
d=1 0<h<2
d=10 0<h<Ol...

Si algun A, >0, el método es inestable independientemente de h.



