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Identificacion de la propuesta de proyecto de tesis

Titulo del proyecto: Estimacion de funciones R*-->R* con restricciones y con un numero insuficiente de
datos

Area temética del conocimiento de la propuesta: Analisis numérico y matematico, Estadistica y
Geoestadistica, Mecanica de los Fluidos

Resumen:

El problema de estimar un campo (escalar o vectorial) dados valores experimentales del mismo
irregularmente distribuidos en el dominio es clésico en ciencias aplicadas, y en particular en Ciencias de la
Tierra. Existen muchas féormulas disefiadas para interpolar los valores funcionales; algunas de ellas no tienen
pardmetros libres (ej: interpolacion ponderada con el inverso del cuadrado de la distancia) y otras tienen
algunos pocos (krigeado). Pocas de estas formulas toman en consideracion la existencia de restricciones
adicionales (como ser producir campos de signo positivo, o con gradientes acotados, o preservar la
correlacion espacial, etc.). También fallan al ofrecer un subespacio de funciones suficientemente rico, lo que
indirectamente genera el inconveniente de no asegurar que al aumentar el nimero de puntos dato haya
convergencia a la funcién desconocida. El resultado neto es que el analista tiene pocas herramientas para
lograr una funcién adecuada.

Un procedimiento estandar para medir lo adecuado de la funcion estimada es el de validacion cruzada. El
mismo consiste en subdividir los datos en dos conjuntos A y B, estimar la funcion utilizando solamente el
conjunto A y aplicarla a las coordenadas del conjunto B. El mejor método serd aquel en que minimiza cierta
norma de las discrepancias. El caracter estadistico de la eleccion del “mejor” método ha sido analizado en
Lépez y Gonzalez (2009), pero es un tdpico recurrente en la literatura: una y otra vez los métodos son
comparados entre si generando un orden de precedencia entre ellos.

Dependiendo del problema hay otras restricciones duras que aplicar, por lo que la busqueda puede afinarse
incorporando restricciones al campo solucion dada una estimacion inicial arbitraria. En el caso de flujos,
Tempone (1999) resuelve el problema incorporando la condicion de divergencia nula; Lopez (2010) logrando
un campo derivado de un potencial, y seguramente hay otros. En estos casos el espacio de la solucion esta
restringido indirectamente a través de la seleccion de una solucion inicial. El conocido método de Krigeado
(ver por ejemplo Myers, 2010) en el contexto de simulacion resuelve el problema de incorporar informacion
de correlacion espacial sin restringir el espacio de busqueda, pero nos deja sin expresion funcional para el



mismo. Las aplicaciones a registro de imagenes médicas (Noblet et al., 2005), metamorfosis, conflacién de
cartografia (Casado, 2006), etc. requieren invertibilidad, preservacion del sentido, topologia, etc. En
aplicaciones de geodesia se requiere ademas preservacion de angulos, por lo que se usan transformaciones
conformes.

Es necesario conciliar la verificacién exacta o aproximada de restricciones con la busqueda de una funcién
adecuada que replique la informacion disponible en un conjunto finito de puntos dato. El procedimiento sera
adecuado cuando se logre demostrar tedricamente (o inferir experimentalmente) la convergencia a la funcion
solucion al aumentar el nimero de datos. La métrica de éxito sera siempre alguna norma de la discrepancia
contra un conjunto de datos que no participan en la estimacion de la funcion.

Posibles aplicaciones cientificas:

El problema es estandar en ciencias experimentales, y el enfoque propuesto es en particular muy interesante
para las ciencias duras, en las que hay restricciones fundamentales que pueden aplicarse como ser ecuaciones
diferenciales. La busqueda en Google Académico con “inferpolation scattered survey” arroja casi 44.000
hits; la primer pagina de resultados ya es ilustrativa de la importancia asignada al tema, incluyendo
referencias de publicaciones como Mathematics of computation, Constructive Approximation, Journal of
Computational and Applied Mathematics, ACM Transactions on Mathematical Software, etc.

Posibles aplicaciones productivas y/o sociales: En
Hidraulica y Mecénica de Fluidos podria mencionarse
la estimacién de campos de velocidades en laboratorio
o de viento horario en el terreno con objetivos de
prospeccion de energia eolica. En general, cualquier
variable cuantitativa con coordenadas espaciales y
variacion continua requiere procedimientos como el
sefialado, tanto en R*-->R* como R*-->R (ej.: Modelo
Digital de FElevacion (ver figura), concentracion de
nutrientes en el terreno, etc.). La fusion o conflacion de
datos espaciales, de fuentes diferentes y que deben
llevarse a un mismo marco geométrico requieren de
transformaciones como las descritas. La operacion de N
registro de imagenes médicas, localizando organos
homologos en dos imagenes de distinta fecha permite
analizar cuantitativamente los cambios observados |
(dilatacion, contraccion, etc.) y actuar en consecuencia.  |J

Metodologia:

Ya se ha realizado una recopilacion sobre métodos clasicos de interpolacion, asi como una evaluacion
comparativa de su desempefio en una aplicacion cartografica. Los métodos corrientes tipicamente ignoran
restricciones del problema, preocupandose tinicamente por replicar la informacion en los puntos dato, y dan
una solucién sin otros grados de libertad (i.e. perteneciente a un subespacio muy limitado). La linea de
investigacion que se propone es la de partir de un subespacio adecuado e imponer progresivamente las
restricciones propias del problema en estudio, algunas estrictamente y otras aproximadamente. Del
subespacio final se adoptara la solucién mas simple posible, aplicando criterios de Méaxima Parsimonia u
otros similares si es que hiciera falta.

Para su aplicacion cartografica, Casado (2006) establece que la funcion a interpolar es la que relaciona
puntos homoélogos entre dos cartografias. Asi, dados los objetos homdélogos (puntos, poligonales, poligonos,
etc.) se intenta estimar una funcién de transformacion f(x,y) =(u,v) tal que (X,Y)=(x+u,y+v) siendo
(X,Y) las coordenadas transformadas del punto (x,y) y u=u(x,y);v=v(x,y) funciones escalares.

Tipicamente estas funciones se eligen de un cierto subespacio, y los parametros libres se estiman de forma
de cumplir exacta o aproximada con algunas condiciones, como ser



(X..Y)= (xl. +u(xl.,yl. ),yi +v(x,.,yl. )),i =0,1,...N:

o hacer minima la suma S, definida como

S = 2 [(XfaYi)_(xi +u('xi’yi)’yi +v(xi’yi))]

La primer expresion corresponde a un problema de Interpolacion, mientras que la segunda define un
problema de Aproximacion. Si los datos (.X,Y) no pueden asumirse sin error, entonces es mas apropiado no

obligar a la transformacidon a respetarlos exactamente sino aproximadamente, por lo que la segunda
formulacion parece mas adecuada. Sera la asumida.

En la mayoria de las aplicaciones son habituales las condiciones de continuidad para u y v. Si se impone
ademas que la transformacion es biunivoca aparecen restricciones duras al Jacobiano. Hay también
restricciones blandas, que pueden ser del tipo “...las dreas serdn preservadas todo lo posible...” que pueden
ser incorporadas en términos de regularizacion de Tikhonov. Cada problema tendra un contexto, y no puede
esperarse encontrar una solucion valida para todos ellos.

Un enfoque posible es el ilustrado en el trabajo de Tempone: generar una funcion interpolante y buscar una
perturbacion pequeia en cierto sentido que permita imponer sucesivamente restricciones duras (con
multiplicadores de Lagrange) y blandas (como términos de regularizacion). La funcién interpolante deberia
pertenecer a un subespacio de partida suficientemente amplio, el cual (por ejemplo) podria modelarse con
elementos finitos y funciones base de tipo C'. La solucién mas general del problema (desde el punto de vista
matematico + software) podria tener una biblioteca de restricciones “corrientes”, y activarlas o no una a una
segun sea el caso. La solucién numérica podria implicar llegar a una ecuacion diferencial (caso de Tempone),
resolver directamente una Optimizacion de gran escala en la formulacién de partida, u otros enfoques que
resultaran del trabajo. Al involucrar datos experimentales serd inevitable manejar un enfoque estadistico de la
solucidn, asi como de la bondad del ajuste obtenido.

La actividad de tesis requerira relevar la bibliografia en el tema, explorando areas del conocimiento diversas
(desde cartografia hasta imagenes médicas pasando por metamorfosis y animacion digital), implementar (o
recopilar) rutinas, realizar ensayos comparativos con todos los métodos ya existentes, quiza proponer alguna
variante y ensayarla, etc. Al final deberia elaborarse un documento de estado del arte y una biblioteca de
rutinas accesible desde Octave/Matlab®.

Bibliografia relevante (indique entre 4 y 8 referencias)

Lépez, C. y Gonzalez, C.H. 2009 “Comparacion de algoritmos para la conflacion geométrica de informacion
vectorial”. VI Jornadas Técnicas de la Infraestructura de Datos Espaciales de Espana JIDEE’09, Murcia,
Espafia, ISBN 978-84-87138-56-0

Myers, D. 2010 http://www.ic.arizona.edu/ic/math574/ accedido 20101120

Noblet, V.; Heinrich, Ch.; Heitz, F. and Armspach, J.P. 2005 “3-D Deformable Image Registration: A
Topology Preservation Scheme Based on Hierarchical Deformation Models and Interval Analysis
Optimization” IEEE Transactions on Image Processing, 14, 5, 553

Tempone, R. 1999 "Approximation and interpolation of divergence free flows”. Tesis de Maestria en
Ingenieria Matematica, FING, UDELAR

Perfil esperado del estudiante: Conocimientos en Calculo Numérico, con al menos un curso basico
especifico; familiaridad de programacion en Matlab; conocimientos de métodos estadisticos basicos y
disposicion para considerar otros mds avanzados; manejo de conceptos de Optimizaciéon y ecuaciones
diferenciales parciales.
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