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Capitulo 1

Curvas paramétricas

1.1. Introduccién

Definicién 1.1.1. Una curva paramétrica es la imagen de una funcién y : I — R3
continua. La funcion vy se llama parametrizacion de la curva.

Ejemplo 1.1.1. 1. Sea y(t) = (acost,asint), t € R. La curva es la circunferen-
cia de radio a y centro (0,0). Otra parametrizacién de la misma curva es (t) =
(a cos 2t, asin Zt), t € R. La diferencias entre estas dos parametrizaciones es la ve-
locidad con la cual la recorren.

2. Hélice: y(t) = (a cost, asint, bt), te R

1.1.1. Velocidad y aceleracién

Sea v una curva diferenciable dada por y(t) = (x(t),y(t),z(t)). La velocidad de la
curva en un punto t es

v(t) = (%(t),y(t), z(t))

Observacion 1.1.2. Si existe el vector velocidad y es no nulo entonces es tangente a la
curva con sentido que indica la orientacién para t creciente.

Ejemplo 1.1.2. y(t) = (rcos wt, rsinwt) 0 < t < 27t. Entonces y(t) = (—rw sin wt, rw cos wt)
en t =0 tenemos y(0) = (r,0) y v(0) = (0, rw).
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6 1.2. Longitud de arco

. o2 - ..
Definicién 1.1.3. El versor tangente t es el versor tangente a la curva (si existe) con
sentido que indica la orientacién de la curva. Si existe y(t) y es # 0, entonces

La aceleracién de la curva en un punto t es

(1) = (%(1),§(t), £(t))
Ejemplo 1.1.3. Para el circulo tenemos que

a(t) =vy(t) = —rw? (cos wt, sin wt) = —wZY(’E)-

1.2. Longitud de arco

Considerar una trayectoria dada «(t). Podemos pensar «(t) como la trayectoria de
una particula con rapidez s(t) = Hoc’ (t)|| , esta trayectoria traza una curva en el espacio.

i, Cudl es la longitud de esta curva conforme t varia de, digamos, a a b? Intuitivamente,
b

esto debiera ser precisamente el total de la distancia recorrida, esto es J S(t)dt. Esto nos
a

conduce a lo siguiente.

Definicién 1.2.1. Sea « : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C'. La longitud de o
estd definida como

b
o) :J éc(t)]|at.

Para curvas en R3Si notamos a la curva a(t) = (x(t),y(t), z(t)), la férmula es

b
o) = J \/[x’(t)]2 + [y’ (0] + [2/(1)] at,

a

y para curvas en R?, a(t) = (x(t),y(t)), la férmula es

o) = Jb VIO + [y .

a

Ejemplo 1.2.1. La longitud de arco de la curva «(t) = (r cost, rsin t), para O <t < 2m,
es

27
1= J \/(—rsmt)2 + (rcost)zdt = 2mr,
0

lo cual no es més que la circunferencia de un circulo de radio r. Si permitimos que O < t <
47t, hubiéramos obtenido 47r, pues la trayectoria recorreria dos veces el mismo circulo.
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Ejemplo 1.2.2. Hallar la longitud de arco de la hélice definida por p : [0,4n] — R3,
t— (cos 2t,sin 2t, \/gt)

El vector velocidad es p(t) = (—2 sin 2t, 2 cos 2t, \6) que tiene médulo

[6(0)]| = \/4(sin20)2 + 4(cos20)2 + 5 = V9 =3.

Entonces la longitud de arco de p es

47 47
o) = [ btufjac = | “3at=12n
0 0

Definicién 1.2.2. Sea y(t) una curva regular. Definimos la funcién de longitud de
arco s(t) como

smjmmmt

La funcién s(t) nos da la longitud del arco recorrido entre los tiempos a y t. Observar
que s es una funcién continua, con derivada

s(t) = [[v)]]

continua y positiva. Entonces, por el teorema de la funcién inversa, existe una funcién t(s)

diferenciable con derivada
dt 1 1

=g =5 =5

Consideremos la reparametrizacién de la curva y por «(s) = y(t(s)), donde el nuevo
pardametro es la longitud de arco. Aplicando la regla de la cadena tenemos que

ol (s) = % =v(t)t(s) = M = [[a/(s)|| =1, Vs.

Parametrizar una curva por longitud de arco equivale a recorrer la curva con velocidad
de médulo constante igual a 1.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la hélice y(t) = (a cost, asint, bt). Hallar la parametri-
zacién por longitud de arco de esta curva.

v(t) = (—asint,acost,b) = |[v(t)]| = Va2 + b2

Entonces

t
s(t)=| vVa2+b2dt=+Va?+b*t = t(s S —
) L N

La parametrizacién de la hélice por longitud de arco es

x(0) = (acos (z) , asin (Z) ,b%) ,

donde ¢ = Va? + b2.
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1.2.1. Teoria local de curvas

Estudio desde el punto de vista geométrico. Queremos definir parametros locales que
describan propiedades geométricas de las curvas.
Vamos a considerar curvas parametrizadas por longitud de arco.

Lema 1.2.3. Sea p: 1 — R? diferenciable tal que ||B(s)|| = ¢ para todo s € 1. Entonces
B'(s) L B(s) para todo s € 1.

Definicion 1.2.4. HB(S)H =c = B(s)- B(s) = c?. Derivando obtenemos que
B'(s)-B(s)+B(s)-B'(s)=0 = B'(s)-B(s) =0 = B'(s) LP(s)VseL

o s . . —
Definicién 1.2.5. Sea o« parametrizada por longltud de arco. El versor t'(s) = a/(s) se
llama versor tangente a la curva. El nimero k(s) = Hoc )H se llama curvatura de o
en s.

Observacion 1.2.6. Veamos que k(s) nos da una idea de la rapidez con que la curva
cambia su direccién. Sean so,s € I y @(s) el dngulo que forman t(s) y t(sp). Como
Ht(s)” = Ht(so)H =1 tenemos que Ht(s) —t(so)H = 2sin (@)
Si tomamos el limite cuando s — sg tenemos que @(s) — 0y Ht(s) — t(so)H ~ @(s) =
@(s) — @(so). Entonces
[t(s) —t(so)|| .. @(s)— @(so) /
o"(so)]| = 1 LTSN _ g, @U8) = @ls0) _ i)

S—So S— S0 S—So S— 8o

Entonces k(sg) = ¢’(so) mide la rapidez con que cambia el dngulo de la tangente en el
punto Sg.

Teorema 1.2.7. Sea p : 1 — R3 diferenciable tal que Hoc’(s)H = 1 para todo s € L.
Entonces
k(s) =0enl & «fl) estd contenida en una recta.

Demostracién. (=) «”(s) = 0 en I entonces integrando o’(s) = cte =ven I = «fs) =
vs +u, con u,v constantes. Las ecuaciones «(s) = vs +u, s € R definen una recta en el
espacio.

(&) «(I) contenido en una recta, puedo escoger dos versores u, v perpendiculares a la
recta y entre si. Se cumple

s —ocso) v=0

Derivando, obtenemos que «’(s) -u =0, «’(s) -v = 0. Entonces «’(s) L u, «’(s) L v =
o’(s) es colineal con u/A\v

«'(s) =A(s)(uAV), AeR.
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Como Hoc’(s)“ = ‘7\(3)‘ = 1 entonces A(s) = F1 para todo s € I. Como A(s) es continua sélo
se puede tomar uno de los dos valores, entonces A(s) es constante. Por lo tanto A’(s) = 0
para todo s € I. Entonces

«”(s) =A"(s)(uAV) =0 = k(s) =0.
]

Ejemplo 1.2.4. Sea y(t) = (R cost, Rsint) la circunferencia de centro (0,0) y radio R.
La parametrizacién por longitud de arco es

x(s) = (Rcos (%) , Rsin (%))
o’ (s) = —% (COS (%) ,sin (%)) = k(s) = %

Cuanto mayor es el radio de la circunferencia mas lentamente se curva y menor es la
curvatura.

Entonces

Definicién 1.2.8. Sea « parametrizada por longitud de arco, k(s) # 0. El ntimero

1
p(s) = —— se llama radio de curvatura.

k(s)
O(”(S)

Definicién 1.2.9. Sea & parametrizada por longitud de arco, k(s) # 0. El versor T(s) = K0s)
s

se llama versor normal a la curva.

.2 - . . .
Observa010n_1>.2.10. Como t (s) = &(s) tiene médulo constante deducimos que o’ L
«”. Entonces t (s) L ﬁ)(s). El vector tangente a la curva y el normal son ortogonales.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos la curva «(s) = (R cos (%) , Rsin (%)) Entonces

1
o'19) = = (<o () s ()

entonces k(s) = % v T(s) =— (cos (%) , sin (%))

Definicién 1.2.11. El plano que pasa por «(s) determinado por los vectores ? y T se

llama plano osculador. Al punto Q = «(s) + p(s)ﬁ(s) se llama centro de curvatura.

La circunferencia en plano osculador de centro Q y radio p(s) se llama circunferencia
osculatriz.

1.3. Triedro de Frenet

Definicién 1.3.1. Dada una curva o tal que k(s) # 0 definimos ?(s) = ?(s) AT (s)
que completa una terna ortonormal. A este vector se lo llama binormal y al conjunto
{?, ﬁ, ?} se lo llama triedro de Frenet de la curva en s.

El plano por «(s) con vectores E) y T se llama plano normal a la curva y el plano por
a(s) con vectores t y b se llama plano rectificante.
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Proposicion 1.3.2. Sea « tal que Hoc’(s)” =1 y k(s) # 0 para todo s. Entonces el vector
b’(s) es colineal con n(s).

Demostracion. Como Hb(s)H = 1 tenemos que b’ L b. Ademds b = t /A n, entonces
b/ =t'An+tAn’ =kn/An+tAn’ =tAn’ por lo tanto b’ L t. de estas dos propiedades
concluimos que b’ es colineal con n. ]

Definicién 1.3.3. Como b’(s) es colineal con n(s) existe T(s) escalar tal que
b'(s) = —t(s)n(s),
T(s) se llama torsién de « en s.

Observar que la variacién de b con s corresponde a la variacién del plano osculador
(perpendicular a b). Por lo tanto T(s) mide la rapidez con la cual la curva «(s) “se sale”
de un plano.

Teorema 1.3.4. Sea oc: 1 — R3 tal que ch’(s)H =1, k(s) # 0 para todo s. Entonces
T(s) =0 en 1 & «(l) estd contenida en un plano.

Demostracién. (=) T =0 entonces b’(s) = 0 entonces b(s) = by constante. Consideremos
(ee(s) -bo)/ =o/(s) - by + a(s) - by =a'(s) - by =t by =0.

Entonces «(s) - bg = d (constante), de lo cual deducimos que «(s) - by — x(sp) - bg =0 =
(oc(s) - oc(so)) - by = 0 para todo s € I. Entonces «(s) estd en el plano ortogonal a by
pasando por o(sg).

(&) Supongamos «(s) pertenece a un plano 7t para todo s € I. Sea u un versor normal
al plano 7t. Entonces o(s) — at(so) L u para todo s € L. Por lo tanto (ox(s) — a(sp)) - u =0,
para todo s € 1.

Derivando esta igualdad obtenemos que o’(s) -u =0 = t(s) -u =0 (t L u). Derivando
nuevamente obtenemos que n-u = 0 por lo cual n L u. De estas dos condiciones deducimos
que u es colineal con b(s) para todo s € 1. Entonces b(s) = +u para todo s € I. Como b(s)
es continua tenemos que b(s) es constante y por lo tanto b’(s) = 0, de lo cual deducimos
que T(s) = 0 para todo s € 1. O

Foérmulas de Frenet: Las siguientes formulas nos dan las derivadas de los versores del
triedro de Frenet

t/ = kn t/ 0 k 0 t
n’ = —kt+tb otambién [ n/ | =] -k 0 = n
b’ = —tn b’ 0 —1 0 b

La primera férmula es la definicién de n (t' = «”) la tltima es la definicién de t. Veamos
como deducir la segunda férmula.
Recordemos que n = b /A t, si derivamos esta ecuacién obtenemos que

n=b'At+bAt =—1(nAt)+bA (kn) =1(tAn) —k(nAb) =1b —kt.



1. Curvas paramétricas

11

Calculo explicito de la torsion:

Recordar que (u,v,w) = (u/Av)-w.
Para probar esto usaremos la segunda férmula de Frenet:

b-n'=b-(—kt+1b)=—kb-t+1b-b="1.

" m 7 /
_ NS o NS n K
= <°‘Ak>‘k— A <k2>
< //\ (X//) (X/// (OC//\ (X”) (XW
e X R o _— =
k k k2
((x/ o a///)
)] )

Ejemplo 1.3.1. Consideremos la hélice parametrizada por longitud de arco

a(s) = (acos (2) , asin (Z) ’bZ) ,

donde ¢ = Va2 + b2.

tls) =ts) = (~sin (%), Seon (2), ),

a’(s) = —C% (cos (Z) ,sin (%) ,O) = k(s) = % = ﬁ.
n(s) =— (cos (Z) , sin (Z) ,0) paralelo al plano xy,
b(s) =t(s) An(s)=| —¢ siin (5) ¢ co]s (2) ]g = (—bsin (E) b cos (E
—Ccos %C) isin % (C) ¢ ¢/’ ¢ ¢
b'(s) = c% (cos <7) ,sin <§> ,O) = %n(s),
Entonces
o) = =
c a+b

En este ejemplo tanto la torsién como la curvatura son constantes.
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Caso en que el parametro no es la longitud de arco Sea y(t) una curva cualquiera,
el camino para hallar t,n, b, k, T seria reparametrizar la curva por longitud de arco y luego
aplicar las férmulas anteriores. Es mas comodo, sin embargo, tener férmulas explicitas.

T_Y P YAV o AV AY

t =+, b = ) g
1l v AT G AT) ATl

Ayl v Y)

ST R R TRy &
1l v AY

Veamos como deducir estas férmulas: y(t) = «(s(t)) donde s es la longitud de arco
(s(t) = Hi/(t) H) Derivando, usando la regla de la cadena, tenemos que
Y=os= T = T =1
7]

Derivando nuevamente tenemos que
y = o’ 4+ o/s = kT[] + ¢
= VA = TIFIIA (TP +T8) =K1 (tAn) = K[|’

- YANY e 13
b=y AT =Ky
v IR ATl =

Entonces ) )
ATl

IRl
T AV AT =K[[¥[Po At]v] = K|[¥]['b At =K]7]'n

S A AY
7T TEAR A

Para deducir la férmula de T hay que calcular (v,¥, V) en funcién de («’, «”, o).

y |G AY) A =X



Capitulo 2

Integrales de linea

2.1. Integrales de linea de campos escalares

Definicién 2.1.1. Sea f : U ¢ R?® — R un campo escalar continuo, « : [a,b] — U un
camino regular a trozos y sea C = Im(«) la curva descrita por «. La integral de linea
de f a lo largo de C se representa
J fds
C

b
J fds:J £(a() [ (1) .
C a

y se define por

Si el camino a es cerrado se suele indicar esta circunstancia con la utilizacién del
sfmbolo §C en vez de fc.

Interpretacién geométrica: Si f(x,y) > 0 sobre los puntos de C, entonces la integral
se puede interpretar como el drea lateral de la porcién de superficie que tiene como base
en z =0 la curva C y como altura z = f(x,y) para los (x,y) € C, como se muestra en la
figura

4

13
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Propiedades

1. Linealidad: Para cualesquiera escalares A, L,
J (M + ug)ds = )\J fds + uj gds.
C C C

2. Aditividad: Si C;, C; son tales que C = C; U C;, entonces

des—J fds—i—J fds
C Cy C,

3. Independencia de la parametrizacién: Sean (oc, la, b]) y ([3, lc, d]) dos parame-
trizaciones equivalentes de la misma curva C y f: U — R campo escalar continuo,
entonces

b d
|| sl fotonae = | r(pee) /o at

a

Ejemplo 2.1.1. Consideremos el campo escalar f (x,y, z) = x% 4+ y? + 2% definido en todo
R3 y la curva helicoidal dada por y(t) = (cos t,sint, t) con 0 <t <47 Hallar fc fds.

f(y(t)) = cos? t +sin’ t +t* = 1+t

Y'(t) = (—sint,cost,1) = Hy'(t)H = \/sin2t+coszt+1 =2.

Por lo tanto

L fds = rﬂfzm +th)dt = fzj

0 0

A7t 3 4
1+t2dt:\/§<t+t3> ‘Oﬂ:4\fzn<1+]36n2>.

2.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Definicion 2.2.1. Sea ? : U — R3 un campo vectorial continuo en un conjunto U C R3
y C una curva regular a trozos contenida en U (con parametrizacién « : [a,b] — U).

Definimos la integral de linea de ? a lo largo de C como
b
J X - ds :J ?(oc(t)) o (t)dt.
C a

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el campo vectorial en R? definido por X(x,y,z) = (x,y, z)
y el camino helicoidal

x =cost, y=sint, z=1t (0 < t < 4mn).

Tenemos entonces que ?(cx(t)) ol () = (cos t,sin t, t) . (— sint, cost, 1) = 1. Por lo cual

47t 1
J ?-ds_J tdt = ~t2
C 0

2

47t

= 8r°.

0
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Notacion clasica: Sea ? = (P,Q,R) un campo vectorial en el espacio continuo sobre
una curva regular a trozos C, parametrizada por o«(t) = (x(t),y(t),z(t)) cona<t<hb.
Se tiene por definicién:

b
L X.ds = J [P (x(t), y (1), 2(6))x (1) + Q(x(t),y (1), 2(t) )y’ (8) + R(x(t), y (1), z(t))2' ()] dt.

lo que explica que frecuentemente se use la notacion:
J Y -ds = J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = J Pdx + Qdy + Rdz.
C C C

Las expresiones w = Pdx+ QdyRdz se denominan 1-formas diferenciales o formas
diferenciales de grado 1.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la integral de linea J x2dx + xydy + dz donde C tiene por

C
ecuaciones x =t, y =t%, z=1, 0 < t < 1. Entonces X(x,y,z) = (xz,xy, 1) y

1
1. 1.1 1 2 1
2 2 4 3 5
d dy+dz=| £ +2t%dt = -t th‘:f L
Lx X +xydy + dz L + 3 —|—5 o 3—|—5 15

Independencia de la parametrizacion:

Definicién 2.2.2. Dos parametrizaciones (oc, la, b]) y (B, lc, d]) de la misma curva C
son equivalentes si 3¢ : [a,b] — [c, d] de clase C' sobreyectiva con @’(t) > 0 para todo
t € [a,b] y tal que a(t) = B(¢(t)) para todo t € [a,b].

C s

a()=P(o(1)

Proposicién 2.2.3. Sean (oc, la, b}) Y ([3, lc, d]) dos parametrizaciones equivalentes de la

misma curva C y X : U — R3 campo vectorial continuo, entonces

Jb X (a(t)) - o (t)dt :J

a Cc

d

X (B(1) - B'(t)dt.

Demostracion. Como « y f son equivalentes 3¢ : [a,b] — [c,d] biyectiva creciente de
clase C! tal que «(t) = B((p(t)), entonces
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Entonces .

Jb X (aft)) - o (t1de = | X (B(p(v) -B'(o(0) o' (01t

a a

Haciendo el cambio de variable u = @(t) (du = @’(t)dt) tenemos que

b d
J X (c(t)) - o’ (t)dt :J X (B(w)) - B (w)du.

a C

2.2.1. Propiedades

Sea C la curva en R? descrita por un camino regular a trozos « definido sobre [a, b], y
sean ?, 7 campos vectoriales definidos y acotados sobre C. Se verifica:

(i) (Linealidad respecto del integrando) Para cualesquiera escalares A, p,

L(A?+u7) ~ds:>\L?.ds+uL?-ds.

(ii) (Aditividad respecto al camino de integracién) Si C;, C; son tales que C =
C1 UCy (si «(t) parametrizacién de C entonces al variar t en [a,c] tenemos una
parametrizaciéon de Cy y al variar t en [c, b] tenemos una parametrizacién de C,, con
a < ¢ < b), entonces

J'C?'ds:JC Y-derJ'C Y-ds

(iii) (Continuidad) U Y -ds| < MU(C). Donde M = max{\X(p)l 'p € C} y 1(C) es la
C

longitud de arco de la curva C.

L?-ds

b b
=] xtate - 'tat] < [ xtacte - a'ofac

a a

b b
< J X (e[| o' ()| dt < J M||oc'(1)]|dt = M1(C).

(iv) (Cambio de orientacién) J X -ds = —J X - ds, donde —C es la misma curva
C —C
pero recorrida en sentido contrario.
Sea o : [a,b] — R3 parametrizacién de C, entonces consideremos p : [—b,—a] — R3
dada por B(t) = a(—t) esta es una parametrizacién de —C. Entonces

J X - ds = JQX(B(t)) B/(t)dt = J ~X(a(—1)) - o/ (~t)dt

—b —b

—c
= JGX(oc(u)) o (u)du = —JbX(oc(u)) cod(u)du = —J X - ds.
b C

a
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Ejemplo 2.2.3. Consideremos el campo vectorial X(x,y) = (\@, x>+ y), (x,y) € R,
y > 0. calcular la integral de linea de X desde (0,0) hasta (1,1) a lo largo de las siguientes
curvas:

(a) Larecta x(t) =t,y(t)=tcon 0 <t <1.
Parametrizacién «(t) = (t,t) = o/(t) = (1,1) y X(«(t))-«’(t) = (Vt, 2+t)-(1,1) =
vVt + t3 + t. Entonces

1
2 1 1
J Y-ds—J \ft+t3+tdt:§t3/2+7t4+7tz
C [

17
4 2 ‘0212‘

1. El camino x(t) =t2, y(t) =t3,0<t < 1.
Parametrizaciéon o(t) = (tz,t3) = o' (t) = (2t, 3t2) y X(a(t)) - o'(t) = (t3/2,t6 +
t3) - (2t,3t%) = 2t5/2 + 3t3 + 3t°. Entonces

! 59
J X - ds :J 2692 4 318 4 317t = ==,
c 0 42
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2.2. Integrales de linea de campos vectoriales




Capitulo 3

Campos de gradientes

3.1. Integral de linea de un gradiente

El siguiente resultado puede entenderse como una versién de la Regla de Barrow para
integrales de linea, o como una versién “vectorial” de dicha regla.

Definicién 3.1.1. Sea f : Q ¢ R® — R un campo escalar de clase C' en un abierto
w C R3. Elgradiente de f en p es el vector

of of of
Vot = (5P g9 52 0))

Vf:Q — R3 definido por (Vf)(p) = Vpf es un campo vectorial.

Definiciéon 3.1.2. Un ? : QO C R3 — R3 campo vectorial continuo es un campo de
gradientes si existe f : Q — R de clase C' tal que ? = Vf en Q. Se dice que f es el
potencial escalar de ?

Observacion 3.1.3. Si Q es conexo entonces dos potenciales de un campo de gradientes
difieren en una constante:

=Vfy X =Vgen Q entonces V(f— g) =0 en Q, entonces f — g = cte y por lo tanto
f =g+ cte.

Ejemplo 3.1.1 (Campo eléctrico de una carga puntual). El campo eléctrico generado por
una carga puntual en el origen estda dado por

q
(2 +y?+2%)

De forma sencilla se deduce que la funcién

E(x,y,z) =k

3/2 (X»U>Z)-

q
(x2 +y? +z2)]/2

f(X) Yy Z) =—k

verifica que Vf = E de donde resulta que E es de gradientes.
El potencial eléctrico es la funcién V que verifica E = VV y V(oo) =0, con lo cual

q
(x? +y? + 22

V(x,y,z) = —k )1/2.

19



20 3.1. Integral de linea de un gradiente

Teorema 3.1.4 (Regla de Barrow para integrales de lineas). Sea f: Q € R3 — R un

potencial escalar de un campo Y clase C' en un abierto w C R3 y C una curva contenida
en Q de origen A y extremo B. Entonces:

J X - ds = f(B) — f(A).
C

En particular, si el camino C es cerrado, se tendrd:

%CY~ds:0.

Demostracion. Sea «(t) = (x(t),y(t),z(t)), a <t < b una parametrizacién de C. La

integral de linea de Y entre a y b a lo largo de « viene dada por

b b

L X - ds = JC V- ds = L VE(a(t)) - o' (1) dt = J (F(x(1))) dt

a

= f(a(t)|’

a

= f(«(b)) — f(x(a)) = f(B) — f(A).

En particular, si C es cerrada concluimos que

% X - ds = f(B) — f(A) = 0.
C

Teorema 3.1.5. Sea ? :Q CR® = R3 continuo en Q. Son equivalentes

1. Existe f: Q — R de clase C' tal que Vf = X. (? es de gradientes).

2. \(i; ? -ds = 0 para toda curva cerrada simple regular a trozos en Q.
C

3. J ? -ds :J ? -ds para todo par de curvas Ci y Cy con el mismo origen y el
C Cy
mismo extremo. (? es conservativo).

Demostracion. (1) = (2) Sea C curva cerrada simple regular a trozos y « : [a,b] — Q
parametrizacion. Como X es de gradientes tenemos que

ﬁ X - ds = f((b)) — f(ee(a)) =0.

(2) = (3) Sean C; y C; dos curvas con el mismo origen y el mismo extremo. Entonces
consideremos la curva cerrada C = C; — Cy, y por la afirmacién (2) tenemos que

O—i?~ds—L Y-ds—L ?-dséjc Yds—L X - ds.
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(3) = (1) Sea po € Q fijo. definimos le campo escalar f: Q — R por
)y) - J ? ds)

donde C es una curva cualquiera simple con origen py y extremo p = (x,y,z) contenida
en Q. (Dicha curva existe porque Q es abierto y conexo).

Tenemos que probar que Vf = ? de lo cual deducimos en particular que f es C' en Q.
Sea q = (x + h,y,z), con h suficientemente pequeno para garantizar que el segmento
pq € Q.

Tomemos la curva C’ con parametrizaciéon «(t) = (x + th,y,z), si X = (P, Q,R) se tiene
que

f(x + h,y,z) — f(x,y,z) = JCUC/ X - ds — JC X - ds = JC/ X - ds = J; ?(cx(t)) co(t)dt

1
— hJ P(x + th,y,z)dt = hP(x + 6h,y,z), para algin 6 € (0,1).
0

El valor 0 existe por el teorema de valor medio para integrales.

f h —f of
e+ hy,z) —flx,y,2) = P(x,y,z). de donde se deduce que Pl Pen Q.

of of
De forma andloga se prueba que @ =Qy — 3 =R en Q. O

Entonces lim
h—0 h

Observaciéon 3.1.6. Si § ? -ds # 0 para alguna curva cerrada, entonces ? no es de
C
gradientes.

Por otra parte, no es suficiente que % ? - ds = 0 para infinitas curvas para concluir
C
que el campo es de gradientes como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.2. Sea Y(x,y) = (x,xy) y C; la circunferencia de centro (0,0) y radio r
parametrizada por & (t) = (rcost,rsint), 0 <t < 27. Entonces

i 27
jg ?ds = J (r cos t, 2 sint cos t) (—r sin t, T cos t) dt = J (—Tz cos t sin t+1° sin t cos? t) dt
0 0

21t

TZ 27 27t TZ
= _ZJ sin 2tdt + r3J sintcos® tdt = — cos 2t .

3
T
- = cos3t}é71 =0.
0 0 4

3
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0x X
Sin embargo a—y =y#0= @, que es una condicién necesaria para que sea de gradientes
X

(como veremos en el siguiente teorema).

Teorema 3.1.7. Sea Q C R® un abierto y ? = (P,Q,R) un campo vectorial de clase C'
en Q. Si Y es de gradientes en () entonces

R 2Q 9P 2Q 3P R

dy 09z’ dy ox’ 0z ox

Demostracion. Como Y = (P, Q,R), campo vectorial de clase C', es de gradientes existe

f: Q — R de clase C? tal que Vf = X. Entonces
of of of
P=_— =—, R=_—.
ox’ Q oy’ 0z

De lo cual se deduce que

OR dof ¥ o dof 02Q

dy  dydz 0ydz 0zdy 0zdy Oz

Para garantizar que las derivadas segundas cruzadas de f coinciden estamos usando que f
es de clase C? y el teorema de Schwartz. De igual forma se deducen las otras dos igualdades.
O

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones del teorema previo no siempre son
suficientes para que un campo vectorial sea de gradientes.

Ejemplo 3.1.3. Sea S =R? —{(0,0)} y X: S — R? el campo vectorial dado por

X(X)y) = <X2+y2>xz+y2) .

Veamos que las derivadas cruzadas coinciden pero sin embargo X no es de gradientes.

—y P —xr+y?
Ploy)= 5 S o = Y
x2+y? " dy (x2 _,_yz)z
X 0Q X2 +y?
Q(X)U) ~ 2 +7y2 = a = 7()(2 +y2)2
oP 0
Entonces @ = a—g para todo (x,y) € S.

Para ver que X no es de gradientes en S calculemos la integral de linea de X a lo largo
de la circunferencia unidad dada por a(t) = (cost,sint), 0 <t < 27

27 27 27
ﬂg Y'ds = J X(oc(t))-oc’(t)dt = J (—sint,cost)-(—sint,cost)dt = J (sin2 t4cos? t) dt =2m #£0.
c 0 0 0

Entonces X no es de gradientes.



Capitulo 4

Teorema de Green

Teorema 4.0.8 (Teorema de Green). Sea C una curva cerrada simple reqular a trozos
orientada en sentido antihorario en R? y sea D la unidn de la region interior a C con la

curva C. Sea ? = (P,Q) : U c R? = R? un campo vectorial de clase C' definido en un
abierto que contenga a D.

%C? . ds :”D(QX—Py)dxdy. (4.1)

Demostracion.
P
Probar (9.1]) es equivalente a probar las dos siguientes igualdades

oP
Pdx = — H —dxdy. 4.2
ﬂgc p dy (12

i Qdy = ”D %3 dxdy. (4.3)

En efecto, si estas férmulas son vélidas, obtenemos (9.1) suméndolas. Reciprocamente,

si (9.1) es cierta podemos obtener (9.2) tomando Q = 0 en (9.1)), y de forma andloga
obtenemos (|4.3]), tomando P =0 en (9.1)).

Veamos ([9.2) para una clase especial de regiones D

v

D={(xy) €ER*:a<x<bf(x) <y<gx)}

23
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donde f y g son funciones reales de clase C' a trozos.

g(x)

A

f()

v

a b

Esta regién D estd limitada por una curva cerrada simple C = 0D regular a trozos que
puede expresarse como concatenacién de cuatro caminos regulares a trozos:

C=C+Cy—C3—0Cy,

(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino denotan que se recorre
el camino en sentido opuesto al especificado); aqui, C; estd parametrizado por y;(t) =
(t,f(t)), a <t <b; Cloestda por y2(t) = (b,t), con f(b) <t < g(b); C3 es y3(t) =
(t,g(t)), a < t < b; y C4 viene dado por y4(t) = (a,t), f(a) <t < g(a). Nétese que,
a lo largo de C; y de C4, x = x(t) es constante, luego dx = 0 sobre estos caminos, y las
correspondientes integrales de linea se anularan, mientras que sobre los restantes caminos
es dx = 1. Entonces se tiene que

% de:J de+J de—J de—J Pdx =
oD Ci C, Cs Ca

JC] Pdx — LS Pdx = Jb P(t,f(t))dt — E P(t, g(t))dt,

a

y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental del cédlculo,

[l sease = [ Sras| ax= [ pst0) - s 10

a f(x) ay a
b

Jb P(t,f(t))dt — J P(t,g(t))dt.

a a

Combinando estas igualdades se obtiene (|9,2).

Ahora probaremos (4.3]) para otra clase especial de regién D, limitada por las gréficas
de dos funciones x = @(y), x = P(y), cong <. Es decir, ahora tenemos que

D={(xy eR:c<y<doly <x<py)},

AN

d

v
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con @, P funciones reales de clase C' a trozos. Como antes, D est4 limitado por una curva
cerrada simple C = 0D regular a trozos que puede expresarse como concatenaciéon de
cuatro caminos regulares a trozos:

C=—Ci+Cr+C3—0Cy,

donde C; estd parametrizado por yi(t) = ((p(t),t), c <t <d; Cesyalt) = (tc),
con @(c) <t < P(c); C3es y3(t) = (P(t),t), c <t < d;y Cqesva(t) = (t,d), con
e(d) <t <YP(d). Alo largo de C; y de C4, y = y(t) es constante, luego dy = 0 sobre
estos caminos, y las correspondientes integrales de linea son cero; para C; y C3z se tiene
dy = 1. Entonces,

d

—Ll Qdy + ch Qdy = —Jd Q(@(t),t)dﬂrJ Q(w(t), t)dt,

C C

y por otro lado,

[, o= ]|
d

d
=J Q(w(t),t)dt—J Q(e(b), V) dt

C C

B(y) d
J ’ aan] dy:J [Q(P(),y) — Q(e(y),y)] dy

oly) OX c

luego, juntando estas igualdades, obtenemos (4.3)).

Con lo probado en los pasos 1y 2, la férmula de Green es valida para toda regién D
que sea a la vez de tipo [ y de tipo II. Todos los circulos, los rectangulos y los triangulos
constituyen ejemplos de regiones que son de tipo I y II simultdneamente. Por tanto, el
teorema de Green es valido para todos estos tipos de curvas. O

Corolario 4.0.9 (Célculo de Areas). Si X = (P,Q) tales que Qx — Py = 1 entonces
” (Qx — Py)dxdy = ” dxdy = A(D) y por lo tanto (aplicando Green)
D D

A(D) :iDY . ds.

Podemos considerar cualquiera de los siguientes campos para hallar el area de D.
(i) ?(x,y) = (0,x) para todo (x,y) € R?.
(ii) ?(x,y) = (—y,O) para todo (x,y) € R2.

(iii) Y(x,y) = 1 (—y,x) para todo (x,y) € R%.
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Entonces
1
A(D) :J xdy = —J ydx = J xdy —ydx.
oD aD 2 Jap
X2y
Ejemplo 4.0.4. Hallar el drea de la elipse D = {(x,y) e R?: 2 + b= 1 }, con a,b > 0.
), 0

Consideremos la siguiente parametrizacién x(t) = (a cost,bsint <t<2m

27 27

1
ab cos? t + ab sin? tdt = 3 J abdt = mab.

1 1
A(D)z% xdy — dx:J
20 YT 2 0

0

Definicion 4.0.10. Una curva es de Jordan si es plana, cerrada, simple y regular a
trozos.

Teorema 4.0.11 (Teorema de Green generalizado). Sean Cy,...,Cn 1 curvas de Jordan,
satisfaciendo:

(i) Dos curvas cualesquiera no se cortan.

(ii) Todas las curvas Cy,...,Cn estdn en el interior de Cj.

(iii) Cada Cy estd en el exterior de C; (i #j,1,j =2,...,n).

Sea R la union de Cy con la porcion interior a Cy que no estd dentro de ninguna C;

G=2,...,mn). Si ? = (P,Q) es de clase C' en un abierto S que contiene a R, se verifica:

HR(QX—PU)dxdy :i] X - ds —i# X ds,

j=2 7

donde las curvas se consideran con orientacion antihoraria.

Demostracion. Se introducen cortes que transformen R en una reunién finita de regiones
simplemente conexas limitadas por curvas de Jordan, se aplica a cada una el teorema de
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Green, y se suman miembro a miembro los resultados. Este procedimiento puede justifi-
carse facilmente para n = 2; el caso general sigue por induccién.

Sea C la curva dada por &7 + &y + a3 + o4 ¥y Ry la regién limitada por C. Como Ry es
simplemente conexa podemos aplicar el teorema de Green y obtenemos

i X - ds = ﬂR] (Qx — Py) dxdy

La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-
cién de C:

i?-ds:L ?-ds—l—Ja ?-ds+L ?-ds%—L ?-ds.

Sea C’ la curva dad por 1 — a4 + B2 — &2 y Ry la regién limitada por ella. Nuevamente,
aplicando Green tenemos que

jgo X - ds = ”RZ (Qx — Py) dxdy

La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-
cién de C’:

ﬂ;c,?-ds:L ?-ds—L ?-ds—kJ’ﬁ ?-ds—L ?-ds.

Sumando ambas igualdades obtenemos que:

L Y-ds—i-JB ?-ds+J ?~ds+Jﬁ ?-ds:”

o Ry

jgc, _i;cz X - ds = HR(QX — Py)dxdy.

Teorema 4.0.12. Sea ? = (P, Q) de clase C' en un abierto conezo S C R?, y supongamos

que rot? =0enS.
Sean Cy y Cy dos curvas de Jordan contenidas en S, satisfaciendo:

(Qx —Py) dxdy + ” (Qx —Py) dxdy

Rz

Entonces

O]
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(1) C; estd en el interior de Cy.

(i) Los puntos interiores a Cy que son exteriores a Cy estdn en S.

Si ambas curvas se recorren en el mismo sentido, entonces

ﬂgc ?-ds:i ?~ds.

Demostracion.

S
pEw

’ \
\ 1
Basta aplicar el teorema de Green generalizado con n = 2 a la regién R constituida por
los puntos situados entre C; y C, junto con las propias curvas:

ff;cl 3£c2 X - ds = ”R(QX — Py)dxdy = JL 0dxdy = 0

i Y-ds:§C ?~ds.

Entonces

O]

Este resultado se puede expresar diciendo que si 0P/dy = 0Q/0x en S entonces el valor
de una integral de linea a lo largo de una curva de Jordan contenida en S no varia cuando
ésta se deforma en otra curva de Jordan en S de manera que todas las curvas intermedias
permanezcan dentro de S.

Ejemplo 4.0.5. Sean P, Q dos campos escalares de clase C' que satisfacen 0P/dy =
0Q/0x en todo el plano excepto en tres puntos. Sean Cy, C,, C3 las tres circunferencias
centradas en dichos puntos y C la curva que rodea a C; y C3 que se muestran en la
siguiente figura, y sea Iy = §Ck Pdx + Qdy (k =1,2,3). Supongamos que Iy =12, I, = 10
e 13 =15.
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(i) Hallar fﬁ Pdx + Qdy.
C

(ii) Dibujar una curva cerrada I' a lo largo de la cual % Pdx + Qdy = 1.
r

(iii) Si Iy = 12, I, = 9 e I3 = 15, ;puede existir alguna curva cerrada I' tal que

% Pdx + Qdy =17
-

3

(i)%de—i—Qdy:{; de+Qdy—§ Pdx+ Qdy=1 —13=12—15=-3.
C Cy C

(ii) Basta considerar ' como se muestra en la siguiente figura

%deJery:Ierh—I]—h =104+15—12—12=1.
r

(iii) Si existe tal curva entonces deben existir a,b,c € Z tales que al; + bl + cl3 =
12a+9b+ 15¢ = 1, entonces 4a+3b + 5¢ = %, donde el primer término estd en Z y
el segundo en Q —Z lo cual no admite solucién. Entonces no existe una curva I' con
esa propiedad.



30




Capitulo 5

Rotor y divergencia

5.1. Rotor y propiedades

Definiciéon 5.1.1. Sea ? : U c R® = R3 un campo vectorial de clase C'. Definimos el
rotor de ? como el campo vectorial rot X : U — R3 dado por

OR 0Q oP OR 0Q 0P
D e
o (69 0z’ 9z  Ox’ Ox 6y>

si X = (P,Q,R).

Para recordar la férmula usaremos la notacién de “operador”. Simbolo nabla: V =

d 9 9 .1 . - .
(&’ ) &). Utilizando este operador podemos considerar el siguiente producto vectorial

que coincide con el rotor de ?g}
i j k
VAX =|0/0x 9/dy 0/0z
P Q R

Entonces rot Y =VA ?

Ejemplo 5.1.1. Sea ?(x,y,z) = (xz,y,z) definido en todo el espacio. Hallar rot ?

ik
rot X = | 9/0x 9/dy 0/0z | = (0,x,0).
Xz y z

Entonces rot ? = (0,x%,0).

31
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Observacién 5.1.2 (Interpretacion fisica del rotor).

X

Consideremos un rigido B que gira alrededor del eje z. La rotacién se puede describir
mediante un vector W a lo largo del eje de rotacion, la direccién se escoge de manera que
el cuerpo gire alrededor de W como en la figura, con longitud w = ||W||, velocidad angular
del cuerpo B, esto es, la velocidad tangencial de cualquier punto en B dividida entre su
distancia al eje z de rotacién. Sea Q cualquier punto en B y sea 1 la distancia de Q a z

L= H?H sin 0,

donde T es el vector cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es Q. La velocidad
tangencial v de Q se dirige en sentido antihorario, a lo largo de la tangente a un circulo
paralelo al plano xy con radio 1, con magnitud

HVH sin® = wl = wHT’H sin® = HWHH?H sin 6

= V=WAT.
Debido a la seleccién de ejes, podemos escribir W= w?, T = X? +y? =+ Z?, de modo
que . .
VZW/\?:—wyi + wx j

y més aun

i j k .

rot V.= 9/0x 9/dy 9/0z | =2wk =2W.
—wy  wx 0

Por lo tanto, para la rotacion de un cuerpo rigido, el rotacional del campo vectorial de
velocidad es un campo vectorial dirigido paralelo al eje de rotacién con magnitud igual al
doble de la velocidad angular.

Si un campo vectorial Y representa el flujo de un fluido, entonces rot? =0enP
significa fisicamente que el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional en P; esto es, no
tiene remolinos.

Definicion 5.1.3. Un campo vectorial ? es irrotacional si rot Y =0.
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Propiedades
1. rot(a? + b?) = arot? + brot 7, a,b eR.

2. rot (f?) = frot ? + VIEA ?, f campo escalar.

3. rot (Vf) =0 si f es de clase C2.

Demostracion. 1. rot(a?—&—b?) =VA (a?—l—b?) = aV/\?—i—bV/\? = arot?—i—

brot 7

ik
2. 1ot (fX) = VA (£X) = o/ af/gy 20z | = (98— 20,9 _ o 20 ofF)

= (fR+ R —1,P— 13, £.P + 12 — R, £,Q + F3 — 1,P— 3L
_ (fyR—fZQ,fZP—fXR,fXQ—fyP)+f(g§_g,%‘;_g,%_aj>
ZVf/\?—i—frotY.
i j k
f) = VAVF = d/0 d/0 d/0 _ 92f 9%f  9%f 0%t ?%f 92f
of/ox 0of/d0y of/0z
=(0,0,0) porque f es de clase C2.

Corolario 5.1.4. Si Y es de gradientes entonces es irrotacional.
El reciproco no se cumple, basta considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.2. Sea Y(x,y) = <ﬁ,ﬁ) entonces rot? = Qx — Py = 0 porque

Qx = Py. Entonces ? es irrotacional. Pero ya vimos que este campo no es de gradientes.

Definicién 5.1.5. Una curva C cerrada (parametrizada por « : [a,b] — U) contenida en
U es homotépica a un punto P en U si existe H : [0, 1] x [a,b] — U continua tal que
H(s,a) = H(s,b) para todo s € [0,1], H(0,t) = «(t) : [a,b] — U y H(1,t) = P para todo
t € [a,b].

Intuitivamente, esto quiere decir que C puede deformarse continuamente a un punto
P.

Ejemplo 5.1.3. 1. Si consideramos «(t) = (cost,sint) la circunferencia de centro
(0,0) y radio 1, veamos que es homotépica a (0, 0). Definimos H : [0, 1] x [0, 271] — R?
como H(s,t) = ((1 —s)cost, (1 — s)sint), fijando s tenemos que H(s,0) = ((1 —
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s),O) = H(s, 27), ademds H(0,t) = (cost,sint) = (t) y H(1,t) = (0,0). Entonces
H es una homotopia entre la cfa. unidad y el origen del plano.

A

A 4

2. Consideremos R3 — (0,0,1) v sea o(t) = (cost,sint, 1) curva que rodea a la singu-
laridad. definimos H : [0, 1] x [0,271] — R3 — (0,0, 1) por H(s,t) = ((1 —s)cost, (1—
s)sint, 1 — s), es una funcién continua y verifica que H(s,0) = (1 —s5,0,1 — s) =
H(s,2m), H(0,t) = «(t) y H(1,t) = (0,0,0). entonces H es una homotopia entre la
circunferencia y el origen del espacio.

v

0,0,0)

Definicion 5.1.6. Un conjunto U es simplemente conexo si es abierto, conexo y toda
curva cerrada contenida U es homotdpica a un punto en U.

Ejemplo 5.1.4. 1. R? es simplemente conexo. Basta generalizar la construccién que
vimos en el ejemplo anterior, para probar que toda curva cerrada del plano se puede
contraer a un punto.

2. R? —{P} no es simplemente conexo. Si tomamos una curva cerrada que encierre al
punto P no vamos a poder construir una homotopia que la lleve a un punto ya que
la singularidad nos obstruye el proceso.

3. R3 —{P} es simplemente conexo. Al tener una dimensién mas podemos evitar la sin-
gularidad y contraer cualquier curva cerrada a un punto, repitiendo el razonamiento
visto en el ejemplo anterior.

Teorema 5.1.7. Si ? U c R = R3 es un campo irrotacional y U es simplemente
conezxo, entonces ? es un campo de gradientes.
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Demostracion. Veremos la demostracién para ? = (P, Q) plano. Para ver que es de gra-

dientes vamos a probar que fﬁc ? -ds = 0 para toda curva cerrada simple regular a trozos
en U.

Sea D la unién de C con la region interior a C. Como U es simplemente conexo resulta
que D C U. Aplicando el teorema de Green tenemos que

i X - ds = HD (Qx — Py) dxdy

- =
Como Y es irrotacional tenemos que rot Y = (QX — Py) k = 0, entonces Qx — Py = 0.

de lo cual deducimos que

HD(QX—Py)dxdy :O:>§C?-ds =

5.2. Divergencia y propiedades

Definiciéon 5.2.1. Sea ? U c R? — R3? un campo vectorial de clase C'. Definimos la

divergencia de ? como el campo escalar div X : U — R dado por
OoR
div X = o
o ay 2 0z’

siendo Y = (P, Q, R).

Notacion: div ? =V ?

Propiedades
1. div(aX +bY) = adiv X + bdiv Y, a,b € R.
2. div(f?) = fdiv? + Vf. 7, f campo escalar.

3. div(rot Y) =0si Y es de clase C2.

Demostracién. 1. div(a? + b?) =V- (a? + b?) =aV - X +bV- Y = adivX +

bdiv Y.

2. div(fX) = &(fP) + 2 (fQ) + Z(R) = fuP + % + £,Q + 132 + f.R + & =

(fxP + fy Q+fR +f< &+§>:Vf~?+fdiv?
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3. div(rot?):V-VA?:ai(f—af(ZQ) (- %)+ 2 (- %)

dy
_ %R _?%Q % %R, 2°Q _ %P _ 2
— Ox0y  Ox0z + 0ydz = Jyox + 0zox azay O’ porque Y es de clase C.

O]

Deﬁynici()n 5.2.2. Un campo vectorial ? U c R? = R3 de clase C! es solenoidal si
div X =0.

Teorema 5.2.3. Sea ? :U C R? = R3 solenoidal de clase C* en una “buena region” U.
Entonces existe 7 ‘U cC R = R3 tal que Y = rot



Capitulo 6

Superficies

6.1. Superficies parametrizadas

Definicién 6.1.1. Sea U un conjunto conexo de R%. Una parametrizacién es una funcién
continua

X:u — R3
(w,x) —  (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

0 su imagen ImX se llama superficie parametrizada (sin borde) en R3.

ZA\

Definicién 6.1.2. Si el conjunto U tiene frontera (dU) y X : U — R3 es continua entonces
decimos que X(U) es una superficie parametrizada con frontera.

Ejemplo 6.1.1. Sea X : R? — R3 dada por X(u,v) = (4 +3u—v,5+2u+ 2v,u—v),
claramente es continua. Observar que

ImX = {(x,y,z) eR:x=4+3u—v,y=>5+2u+2v,z=u—v, para algin (u,v) € RZ}

Entonces ImX es el plano por el punto (4,5,0) y con direccién (3,2,1) y (—1,2,—1).
Los planos son superficies (sin borde) parametrizadas.
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Ejemplo 6.1.2 (Cilindro). Consideremos el cilindro x* + y? =12, 0 <z < 1.

Zl\
""" Lo0)
oo Y
(r,0,0)
X
Sea X : [0,2m) x [0,1) — R3 dada por
X = Tcosu
(yyv)—= <y = rsinu

z = v

Entonces ImX = Cilindro. y X es continua, por 1 o cual concluimos que el cilindro es una
superficie parametrizada.

Ejemplo 6.1.3 (Esfera). Veamos que la esfera S? . x? +y? + 22 = 1% es una superficie
parametrizada.

z

A

Consideremos la parametrizacién X : [0, 271) x [0,71) — R3 dada por

X = Trcosusinv
(u,v) = < y = rsinusinv
Z = TCOSV

ImX = $? y X es continua.
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Ejemplo 6.1.4 (Toro T?). Superficie generada al girar alrededor del eje Oz una circun-
ferencia de centro (a,0,0) y radio r < a.

-

AN

Parametrizamos primero la circunferencia: un punto genérico de ella es de la forma (a +
Tcosu, 0, Tsin u) con u € [0,27). La matriz de giro de dngulo v en torno al eje Oz es

cosv —sinv 0
sinv cosv O
0 0 1

Entonces al girar la circunferencia en torno al eje Oz tenemos

cosv —sinv 0 a+rcosu (a—H‘cosu) CcosV
sinv  cosv 0 0 = | (a+rcosu)sinv
0 0 1 rsinu rsinu

Entonces una parametrizacién del toro es

X:[0,2m) x [0,2r) — R3
(u,v) —  ((a+rcosu)cosv, (a+rcosu)sinv, rsinu)

Observemos que ImX = T2 Entonces T? es una superficie parametrizada.
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6.2. Superficies regulares

Hay muchas superficies que no se pueden escribir como la imagen de una funcién
definida en un abierto de R?. Por tal motivo damos la siguiente definicién.

Definicién 6.2.1. Una superficie (sin borde) es un conjunto S C R3 tal que para todo
p € S existe U, > p abierto de R3 tal que U, N'S es una superficie parametrizada (sin
borde). Es decir, Vp € S U, € Ry X: V, C R? — R3 continua tal que ImX = U,NS.

Esto quiere decir que una superficie sin borde es el solapamiento de varias superficies
parametrizadas.

Definicion 6.2.2. Una superficie es regular si cada parametrizacién es diferenciable con
inversa diferenciable.

Teorema 6.2.3. Sea U C R? abierto y f: U — R una funcion diferenciable. Entonces su
grdfico
S= {(X>U)Z) € R3 : (X)y) € U,Z = f(x,y)}

es una superficie reqular.

Demostracion.

-~
v
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Sea X : U C R? = S C R3 definida por X(u,v) = (u, v, f(u,v)). X es diferenciable porque
f es diferenciable. Claramente es biyectiva, la inversa esta dada por

XT:SCR 5 UCR? (xy,f(xy)) — (x,y)

es diferenciable por ser la restriccién de la funcién proyeccién R® — R?, (x,y,z) — (x,y)
que es diferenciable. Entonces el gréafico de f es una superficie regular. O

6.3. Plano tangente

Teorema 6.3.1. Sea U C R? abierto y X : U € R? — R3 diferenciable e inyectivo. Sea
V = X(U), entonces X : U C R2 = V C R3 es un difeomorfismo & dgX: R? — R3 es
inyectivo Vq € U.

Demostracion. Veamos sélo el directo.
Sea X~ ':V — U la inversa de X entonces

VCcR3

U c R? - U c R?

Aplicando el diferencial de X en q € U tenemos que

Entonces dx(q)Xq o dgX = Id biyeccién. Entonces dx(q)Xq es sobreyectiva y dgX es

inyectiva. O

Definicién 6.3.2. Sera S C R? una superficie regular y p € S. Consideremos X : U C
R? — S una parametrizacién tal que ¢ € U y p = X(q). Definimos el plano tangente en
P a S como

T,S = Im(dgX) C R’

Observacién 6.3.3. Como el diferencial es una transformacién lineal tenemos que T,S
es un subespacio de R3. Por lo visto en el teorema anterior sabemos que dqX es inyectivo,
entonces por el teorema de las dimensiones concluimos que dimT,S = 2, es decir, es un
plano en R3.

Proposicion 6.3.4. La definicion del plano tangente no depende de la eleccion de la
parametrizacion.
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Demostracion. Supongamos que tenemos dos parametrizaciones de S por el punto p, X :
UCR? = Stalque X(q) =py Y:V CR? =S tal que Y(r) = p difeomorfismos sobre
sus imagenes.

7>
<

N
L4

Y1 (W)

X1 (W)

Sea W = X(U) N Y(V) abierto de S. Consideremos las parametrizaciones restringidas a
X" (W) e Y"1(W) respectivamente.

pewCR3

T T

qe X (W) c R? re Y (W) c R?

Y~ ToX

Aplicando el diferencial tenemos que el siguiente diagrama conmuta

Como Y~ ! o X es un difeomorfismo tenemos que dq (Y_l ) X) es un isomorfismo. Ademas
dgX=d;Yodq (Y*1 o X) : R? — R3. Entonces Im(qu) = Im(dTY). ]

Teorema 6.3.5. v € T,S & existe & : (=0,0) C R — S curva parametrizada tal que
a(0)=p y o/(0) =v.

Demostracion. (=) Sea X :U C R* — S parametrizacién de S por p = X(q) con q € Uy
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seav € T, = Im(qu). Entonces existe w € R? tal que v = dgX(w).

Como U es un abierto de R? existe & > 0 tal que si —5 < t < & entonces q + tw € U.
entonces consideremos la curva f3 : (—d,8) — U definida por 3(t) = q + tw, claramente 3
es diferenciable. Entonces, sea « : (—6,86) — S la composicién «(t) = X(B(t)) para todo
t € (—5,0). Evaluando en 0 obtenemos que «(0) = X((0)) = X(q) = p. Aplicando la
regla de la cadena tenemos que o'(0) = dg(g)X(B'(0)) = dgX(w) =v.

(&) Sea o : (—8,8) C R — S diferenciable tal que «(0) =p y «’(0) = v. Consideremos
X:UcCR? =V C S parametrizacién de S, y X' : V — U C R? su inversa (diferenciable).
Sea la curva B : (—6,8) — U la curva B(t) = X '(«x(t)). Por lo tanto « = Xof y
«/(0) = dgX(B’(0)). Entonces v = dqX(B'(0)) y v € TpS. O

6.3.1. Calculo del plano tangente y de la recta normal

Sea € una curva contenida en la superficie S, consideremos o(t) = X(u(t),v(t)) una
parametrizacion de €, aplicando la regla de la cadena tenemos que

o’ (1) = Xy (u(t), v(t))uw'(t) + X, (ult), v(t))v'(t).

Evaluando en t = 0 tenemos que todo vector del plano tangente se puede escribir como
combinacién lineal de Xy(u,v) y X,(u,v), donde Xy (u,v) = Xyu(q) y Xy(u,v) = X,(q),
siendo p = X(q).

Si el punto p es regular los vectores {Xu(u,v), Xv(u,v)} son LI. Entonces la ecuacién del
plano tangente queda determinada por:

‘W(’ Xu(U,V),XV(u,v)‘ =0

0 equivalentemente

(X —=P) - (Xu(u,v) AXy(u,v)) =0.

La recta normal a la superficie en el punto P es la recta ortogonal al plano tangente a S
en P, es decir, con vector direccion

u = Xy (u,v) A X, (u,v).
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Llamaremos vector normal unitario a la superficie S en el punto P al vector

B Xu(u, v) A Xy (u,v)
WX(u)\") - ”Xu(U«»V) /\Xv(u)V)H .

Observacion 6.3.6. p es un punto regular & X (u,v) A X, (u,v) # 0.

Observacion 6.3.7. p es un punto regular & dqX es inyectivo.
En particular, p es regular Vp € X(U) & X es un difeomorfismo. Esto quiere decir que S
es una superficie regular si y sélo si todo punto de S es punto regular.

Ejemplo 6.3.1. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién implicita
z=x*>—y? en el punto P = (—1,1,0).
Parametrizacién X(u,v) = (u, v, u? — v?)

(0,1,—2v).

, entonces Xy (u,v) = (1,0,2u) y Xy(u,v) =

Xu A Xy = (—2u,2v,1).
Evaluando en el punto P tenemos que el plano tangente es
((x,y,z) — (—1,1,0)) -(2,2,1) =0
Entonces : 2x + 2y +z = 0.

Ejemplo 6.3.2 (Semiesfera). Consideremos la semiesfera superior de radio r y con centro
en el origen: x2 +y2 + 2> =12, z > 0 y tomemos las siguiente parametrizacién:

X:[0,2m) x (0,7/2) — R3

(u,v) — (rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

Xu(u,v) = (—rsinusinv, rcosusinv, —rsinv) y X, (u,v) = (rcosicosv, rsincos v, —rsinv).
Entonces
X (u, V) A Xy (u,v) = —12 sinv(cosusinv, sinusin v, cos v).

%
Xu(uw, V) AXy(u,v) = 0 & v =0. Entonces la parametrizacién es regular, es decir ImdyX
es un plano.

Veamos cual es el versor normal a la esfera en un punto arbitrario: ||Xy(u,v) A
Xy (u,v)|| = r?sinv. Entonces

N = —(cosusinv, sinusinv, cos v)
Es un vector radial que apunta al centro de la esfera.

Ejemplo 6.3.3 (Cono). Consideremos el cono de ecuacién x* +y>2 —z*> = 0, z > 0.
Podemos considerar la siguiente parametrizacion

X:(0,27) x [0,00) — R3
(u,v) = (vcosu,vsinu,v)

Xuluw,v) = (—v sinu,vcosu, O) y Xy(w,v) = (cos u, sinu, 1)
Xu(u,v) A X, (u,v) =v(cosu,sinu,—1) =0 & v =0.

Entonces el punto P = (0,0, 0) es un punto singular y no podemos definir el plano tangente
al cono en este punto.
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6.3.2. Primera forma fundamental

Definicion 6.3.8. Llamamos primera forma fundamental de S en p a la forma bilineal
definida positiva I, asociada al producto escalar inducido en el plano tangente a S en p
por le producto interno usual en R3.

Sea w € T,S entonces w = hX, + kX,, siendo h y k funciones diferenciales.

Wi -Wy = (h] Xu+kq XV) . (thu-i-kzX\,) =hhX, - Xy + (h] ko +kq hz)Xu~Xv+k1 ko Xy - Xy,

E F h
wow= () (£ E) (™)
donde

E=Xy - Xu=x2+y2+22>0
F=Xu- Xy =XuXy + YuYv + Zuzy
G=X,- Xy =x2+y2+22>0.

Entonces tenemos que:

I : TS x TS — R
E F h
(W],Wz) — ( h] k] ) < F G ) < kj )

(hz kz) las coordenadas de wy y w; en la base {Xu, Xv} respectivamente.
E =EG — F? = | Xy A X,||? > 0. Entonces I, es definida positiva.

F
G

siendo (h1,k1) y
ComoE >0y ‘

Calculo de la longitud de una curva contenida en la superficie

Vamos a calcular la distancia entre dos puntos P = X(uo,vo) y Q= X(u1,v1) de la
superficie. Consideremos una curva ne la superficie con parametrizacion

a(t) = X(u(t),v(t)) = (x(u(t), v(t),y(ut), v(t)),z(ult), v(t)))

tal que en to estamos en P y en t; estamos en Q.

P = a(to) = X(u(to),v(to))
Q=aft1) =X(u(tr),v(tr))

t
L = longitud de la curva entre los puntos P y Q. Se tiene que L = J e’ (t)]|dt
to
12 (Xuw/ () + Xyv/ (1)) (Xuu' (1) + Xy (1))
( (1)) +2Fu()‘() ( (1))

() (& (1), (1)

L= r (Lo (o (1), (1)) .

to

[Joc’ (1)

Entonces
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Calculo del angulo entre dos curvas

Sean €1 y € dos curvas contenidas en S y sean wy vector tangente a €1 en P y w; un
vector tangente a C; en P. El angulo que forman las dos curvas es el angulo que forman
los respectivos vectores tangentes en P.

Por lo tanto

o0 W1 W2 Ip (w1, w2)

||W1 || ||W2|| a IP (W],W])l/zlp (Wz,Wz)l/z

Las curvas C; y ©; son ortogonales si 8 = 71/2, esto es, si Ip (w1,w2) =0.

Calculo de area de una region de una superficie

Consideremos la regién X de la superficie limitada por las curvas coordenadas

X (1o, v), X (o + Au, v), X (1, vo), X (1, vo + Av)

El incremento de drea A de la regién ¥ viene dada por el producto de las longitudes de
sus lados por el seno del dngulo que forman, esto es

AA X (1, V) || X0 (11, V) || sin cAuAY
= [[Xu(u,v) A X (1, v)[|AuAv
= VEG —FAuAv

Entonces

A= JJ V EG — F2dudv.
>
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Ejemplo 6.3.4. Consideremos la parametrizacion de la esfera de radio 1y centro el origen:

X(u,v) = (cosucosv, cosusinv,sinu), (u,v) € (—m/2,7/2) x [0,2m).

Se pide

(a)

Hallar la primera forma fundamental.

Xu(u,v) = (—sinucosv, —sinusinv, cos u)

Xy(u,v) = (—cosusinv, cosucosv,0)

Entonces
E(u,v) = sin*u(cos?v+sin?v) +cos?u =1,
F(u,v) = sinucosvcosusinv —sinusinvcosucosv =0,
G(u,v) = cos?®usin?v+ cos® ucos? v = cos? .

La matriz asociada a la primera forma fundamental en un punto arbitrario P =

X(u,v) es de la forma
1 0
0 cos*u

Como F = 0 las curvas coordenadas X(up,Vv) (paralelo) y X(u,vp) (meridiano) son
ortogonales entre si.

Hallar la longitud de la curva X(u,vy).
a(u) = X(u,vg) = (cosucos Vo, COS U 8in Vo, sin u)

O(,(LL) = Xu(u)VO) =1 Xu(u)vO) +0- XV('LL,VO).

Entonces coordgo’(u) = (1,0), siendo B = {Xy, X, }.

Luego
/ / 1 0 1
Ia(u)(oc(u),oc(u)):(] O)<0 COSZU><O>:].

/2

7n/21dt:7t.

Entonces L = [
Hallar la longitud de la curva X(ug, V).
B(v) = X(ug,v) = (cosug cos v, cos ug sinv, sin up)

B,(V) = Xy(ug,v) =0- Xy +1-X,.

Entonces

Lo (B'(v), B'(v)) = (0 1 )(é o ) < 0 ) — costug.

2
Entonces L = foﬂ cos? updt = 27 cos? uy.
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Capitulo 7

Integrales de superficies

Definicién 7.0.9. (Superficie paramétrica simple) Se dice que una superficie S de R3 es
una superficie paramétrica simple si existen un abierto acotado D de R? cuya frontera
es una curva cerrada simple regular a trozos, y una aplicacién ¥ : D — R3 inyectiva y
de clase C' tal que su diferencial d¥(u,v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D, y ademaés
S=Y¥(D).

De ¥ diremos que es una parametrizacién de S. Evidentemente una misma superficie
paramétrica simple S puede tener varias parametrizaciones diferentes.

En el caso de que ¥ pueda extenderse (con las mismas propiedades) a un abierto mayor
A que contenga a la clausura de D, llamaremos borde de S, y denotaremos por 0S, a la
curva cerrada en R3 definida por ¥(C), donde C = 0D. Esta curva se supondra siempre,
salvo que se diga explicitamente lo contrario, orientada en el mismo sentido que resulte
de componer ¥ con una parametrizacién de C recorrida en sentido positivo. Del compacto
S= ‘{’(ﬁ) diremos que es una superficie paramétrica simple compacta y con borde.

Conviene senalar que, aunque empleemos la misma notacién, el borde geométrico 9S
as{ definido de una tal superficie S no coincide con su frontera topolédgica.

Sea S una superficie paramétrica simple y (U,‘P) una parametrizacién de S

Y, AY,

W(u)v) = ||wu/\«q]v||

es un campo de vectores normales a S.

Definicion 7.0.10. Orientar una superficie S es elegir en cada punto regular p € S uno
s6lo de los dos versores normales a S en p, N (p) de modo que varie continuamente con p.

Definicion 7.0.11. Una superficie es orientable si se puede orientar.

Una superficie S de R3? se dice que es orientable, si es posible determinar en ella dos
lados, el lado exterior (o positivo) y el lado interior (o negativo).
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Ejemplo 7.0.5. La banda de Mobius es una superficie no orientable.

Definicion 7.0.12. Sea S una superficie paramétrica simple, parametrizada por ¥ : D —
S, ysea f:S — R un campo escalar continuo definido sobre S. Definimos la integral de
f sobre S como

JI ras =[] rtwtm ) et A v o

Por otra parte, si Y :'S — R3 es un campo vectorial continuo definido sobre S,
definimos la integral de ? sobre S por

” X 7w = ” ?(‘P(u,v)) - (Wulu, v) AWy (1, v))dudvy
s D
= ” ?(‘P(u,v)) : W\y(u,v)H‘l’u AW, | dudv,
D

es decir, la integral del producto escalar del campo normal a S con Y, compuesto con V.
Obsérvese que la integral del campo vectorial ? sobre S puede verse como la integral del
campo escalar X - N sobre S, es decir, podemos denotar también

[| X7 =] X-Nas

Las interpretaciones fisicas de estas integrales son variadas. Por ejemplo, un campo
escalar f: S — R puede representar la densidad de masa por unidad de superficie de un
material de grosor despreciable que esta distribuido sobre una superficie S, y entonces

ﬂ fdS seria la masa total de dicho material.
S

Por su parte, la integral de un campo vectorial sobre una superficie S suele interpretarse
como el flujo de un fluido que pasa a través de S. Puede imaginarse que S es una mem-
brana porosa y que el vector ?(x,y,z) = p(x,y,2)V(x,y,z), donde V(x,y,z) es el vector
velocidad del fluido y el nimero p(x,y,z) es su densidad de masa, es un vector que nos
dice cuanta masa de fluido circula por el punto (x,y,z) en la direccién en que se mueve el
fluido en ese punto, por unidad de drea y de tiempo. Entonces el producto escalar Y . W
representa el componente del vector densidad de flujo en la direccion de N, y la masa de

fluido que pasa a través de toda S vendra determinada por “ Y . WdS = H ? 7.
S S

Estudiemos ahora la invariancia de estas integrales respecto de la parametrizacién
escogida de S.



7. Integrales de superficies 51

Lema 7.0.13. Sean ¥ : U — S y ® : V — S dos parametrizaciones de una misma
superficie paramétrica simple S, y sea h : V. — U el difeomorfismo de clase C' definido
por h =¥~ 0 @. Denotemos (h1 (x,y), hz(x,y)) = h(x,y). Entonces

0 (h1 ) hZ)
,NO, = (Y N\VY,) ———=
y = (/) a(x,y)
donde a(afai,;l)z) denota el jacobiano de h.
Demostracion.
S
Ry C)
v
u > X

Por la regla de la cadena tenemos

_ 20 _avom  avon,

Q. = —
x ox ou 0x ov 0x

y también
00  o0¥Yohy  0¥oh;

= =%t
YT 9y du dy ov 0y
Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igualdades, y uti-
lizando las propiedades del producto vectorial tenemos que

o¥oh  oVoh |, o%om , 0¥oh,  o¥oh, \OWoh  OWOh, \ O 0oh,
ou 0x Jou dy  Ju 0x ov Jdy dv O0x Ou 0y ov ox ov Jdy
o¥oh,  O¥ORy 0¥ ohy 0¥ R

ou 0x Jov dy ov O0x 0du dy

<6‘¥ A 6‘1’) <6h1 oh, 0hy ah2>

O, NO, =

u’ v ox 0y oy 0x
o v d(hi, hy)
~\du’ v/ dAxy)
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Teorema 7.0.14. Sean ¥V : U — S y © : V — S dos parametrizaciones de una misma
superficie paramétrica simple S, y sea f:S — R un campo escalar continuo. Entonces

”uf(‘i’(u,v)) W, v) AW, (u,v) || dudy = ”Vf((@(x,y)) ©x(x,y) A By (x,y)||dxdy.

Es decir, la integral H fdS no depende de la parametrizacion escogida.
S

Demostracion. Denotemos (h1 , hz) = h(x,y) donde h =¥~ '00. Se tiene que ©® =¥ o h,
y aplicando el teorema del cambio de variables junto con el lema anterior obtenemos
” f(‘l’(u,v)) H‘Pu(u,v) /\‘i’v(u,v)Hdudv =
u

3(h1,hy)
a(x,y)

|], @ty octxu A0y x| axay.

”Vf(wh(x,ym ¥ (R0 ) AW, (R W) dxdy =

O

El resultado andlogo para campos vectoriales depende del sentido en que apunte la
normal unitaria a S correspondiente a la parametrizaciéon en cuestién, como vemos a
continuacién.

Teorema 7.0.15. Sean ¥ : U — S y © : V — S dos parametrizaciones de una misma
superficie paramétrica simple S, denotemos

Ny :Wu/\WV, n@:G)X/\@y

y sean
Y, AW, Oy N\ By

Ny =22V Ng= Y.
A T ecney]

Entonces, o bien Ny(p) = Neg(p) para todo p € S, o bien Ny(p) = —Neg(p) para todo
p € S. En el primer caso diremos que las parametrizaciones ¥ y O inducen la misma
orientacion en S, y en el seqgundo caso diremos que inducen orientaciones opuestas.

StV y O inducen la misma orientacion entonces, para todo campo vectorial continuo

:S — R3 se tendrd que
J ?~Thy:JJ ?-n@,
JJS S

mientras que si ¥ y © inducen orientaciones opuestas en S entonces serd

[ % o f e
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Demostracién. Como Ny(p) y Ne(p) son vectores perpendiculares a T,S para cadap € S,
definen la misma recta; como ademas ambos tienen norma uno, se tiene que Ny(p) -
Ne(p) = 1 o bien Ny(p) - Neg(p) = —1 para cada p € S. Pero, como las funciones
Ny, Ng : S — R3 son continuas y S es conexa, debe tenerse Ny(p)-Ng(p) = 1 en toda S o
bien Ny(p) - Ng(p) = —1 en toda S. En el primer caso se tiene que Ny(p) = Ng(p) para
todo p € S, y en el segundo caso que Ny(p) = —Ng(p) para todo p € S.

Por otra parte, si recordamos que

[|. X-n=]] X-Nas,

el enunciado sobre las integrales es consecuencia inmediata de esta propiedad y del Teorema
anterior. ]

Ejemplo 7.0.6. 1. Sea f(x,y,z) = v/x* +y? + 1 un campo escalar y

S={(x,y,z) :x =rcos6,y =rsin6,z=0: 0<0<2m, 0 <r <1}

Hallar H ds.
S

Consideremos la parametrizaciéon ¥ : U — R3 dada por ¥(r,0) = (r cos 0, 1sin 0, 9).
Entonces

Y. (r,0) = (cosB,sin0,0), Wo(r,0) = (—rsind,rcos6,1)

= W, AWq = (sin0,—cos0,7) y |[Wr AWol| = V1472
Por otro lado f(‘i’(r, 6)) = +/1+12. Entonces

”S fdS = ”u f(W(r,0))|[W:A\Wel|drde = rﬂ r (1+7%)drd6 = 2n <r + r;) ‘; =2n (1 +

0 Jo

2. Sean ? :R3 — R3 dado por ?(x,y,z) =00,0,—1)y S = {(x,y,z) 1z =x? +yz} es
una superficie parametrizable que admite la parametrizacién

Y:R* - S, dada por ¥(u,v) = (u,v,u? +v%).

Calculemos ? T, siendo A = {(x,y,z) €5:0<z< 1} con la orientacién dada

por el vector normal saliente (exterior).

3

)

8
= —T.

3
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W(x, ,z) es colineal al vector (2x,2y,—1) y ¥ 1(A) = {(u,v) e R? : u? +v* < 1},
Y Y

(2u, 2v,—1)
VI+4uZ + 407

X (W, v)) = (0,0,—1), N (¥(u,v)) =

1

Entonces ?(‘i’(u,v)) -ﬁ(\l’(u,\))) = NiEY T

Y, = (1,0,2u), ¥, = (0,1,2v), Yy A Y, = (—2u,—2v, 1) = [V AV, | = V1 + 4u? + 42

” X 7= ” Tdudv = drea¥'(A) = .
A Y-T(A)

H
3. Flujo del campo eléctrico E (r) = k%?} a través de la esfera de centro ¢, radio 1

con la normal W saliente.

=k 4

En este caso

F Nk

To

k k
:>JJ ?Wz?ﬂ dS:—§47tr%:47ckq:g.
S o s o €0

Ejemplo 7.0.7 (Aplicaciones fisicas: flujo de calor). Sea T(x,y,z) la temperatura en un
punto (x,y,z) € W C R3. Si T es C' entonces

oT oT ot
vi= <ax’ay’az)

es el gradiente de temperatura, y el calor fluye segiin el campo vectorial ? = —kVT donde
k es una constante positiva llamada conductividad. Notar que el flujo de calor, como
cabe esperar, se produce de las zonas calientes hacia las frias, pues —VT apunta en la
direccién donde T decrece.

La tasa total de flujo o flujo de calor a través de la superficie S viene dada por

ﬂs?.w.

Supongamos que una funcién de temperatura estd dada por T(x,y,z) = x> +y? + z2.
Sea S la esfera unidad x* +y? +z? = 1, orientada segiin la normal exterior. Hallar el flujo
de calor a través de S, si k =1.

Se tiene que ?(x,y,z) =-VT(x,y,z) = —2(x,y,z). Como m=7= (x,y,2) se sigue
que ? = —2(x2 +y? + zz) = —2. Entonces

”S Tow=-2 ”S ds = —8.
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Proposicién 7.0.16 (Propiedades de las integrales de superficie). 1. Linealidad: Sea

S una superficie paramétrica simple, f, g dos campos escalares y ?, 7 dos campos
vectoriales, todos ellos continuos en S, y &, 3 € R. Se verifica entonces que

JL(O(f+ Bg)dS = (xﬂ de—i—BH gdsS

[ +67) N = of[ X-Nep][ VN

S

2. Continuidad: Sean S una superficie paramétrica simple y f : S — R un campo
escalar continuo. Tomemos una constante M > 0 de forma que ‘f(x,y,z)} < M para
todo punto (x,y,z) € S. Entonces

‘” de‘ < MArea(S).
S

Si ahora X es un campo vectorial continuo en S y H?(x,y,z)H < K para todo
(x,y,2) € S, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se comprueba que

UL ? . ﬁ’ < KArea(S).
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Capitulo 8

Teorema de Stokes y de Gauss

8.1. Teorema de Stokes

El teorema de Stokes es una generalizacion del teorema de Green en cuanto que re-
laciona la integral de un campo vectorial sobre una curva cerrada que es borde de una
superficie global con la integral de su rotor en dicha superficie.

Definicién 8.1.1. S es una superficie global (sin borde) si para todo punto p € S
existe un conjunto (abierto) U, C R3, pe U, tal que SN U, es una superficie parametri-
zada.

Una superficie parametrizable S C R3 se dice que es orientada con borde si admite una

parametrizacién ¥: D — R3, D C R?, y se llama borde de S a la curva 9S = \F(OD).
Si la curva cerrada 9D C R? se orienta positivamente, y « : [a, b] — R? es una parametri-
zacién con esa orientacién, entonces W o o : [a,b] — R3 es una parametrizacién del borde
0S que le da una orientacién positiva o coherente con la de S (dada por el vector normal
asociado a V).

Si S es una superficie orientada con borde 0S, la orientacion del borde coherente con
la de la superficie se puede caracterizar informalmente como aquella en la que: “Al andar
sobre el borde con el vector normal a la superficie apuntando a la cabeza, la superficie
queda a la izquierda”.

Definicién 8.1.2. Consideremos S una superficie global (con borde) tal que es unién
finita de parametrizaciones, St,...,S, dos a dos disjuntas o tales que su interseccién es
unién finita de curvas regulares a trozos. Entonces, si Y :S — R3 es un campo continuo

tenemos que
”s?m:”&?-ﬁ+ﬂsz?-ﬁ+-~+ﬂn?-ﬁ’.

Ejemplo 8.1.1. Sea S la superficie que se obtiene como S = S; U Sy U S3, donde §1 =
{xy,2) eR3x*+y? < z=a}, S5 = {(xy,z2) e R¥x¥* +y> <12 z=0}y S3 =
{(x,y,z) cR X +y? =15,0<2z< a} con la orientacién dada por le vector normal

o7
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saliente.

g e Y

X

Veamos como parametrizar a S de forma que sean compatibles con al orientacién de la
superficie. Sean @(m,\q) = (w sinuy, vy cosu1,a), ‘P(uz,vz) = (vz cos Uy, V) sinuz,O)
y (D(LL3,\)3) = (T‘ cosug,rsinug,\)3), parametrizaciones de Sy, S; y S3 respectivamente.
Veamos que los vectores normales son salientes.

(vi cosuy, —vy sinug, 0) A (sinug, cosuy,0)  (0,0,v1)

N - - - .
’ [[(v1 cosw, —vy sinuy, 0) A (sinws, cosw, 0) | Vi (0,0,7)
Ny — (—vz sin up, v, cosuz,O) A\ (cosuz,sinuz,o) _ (0,0,f\,z) B (0 . _])
o [ (—v2sinuz, vy cos uz, 0) A (cos ug, sinu, 0)|| V2 A
Na — (—rsinug, rcosuz, 0) A (0,0,1) _ (rcosuz, Tsinus, 0) — (cosits sin s, 0)
® 7 [[(=rsinus, rcosus, 0) A (0,0, 1) ; 3,8inu3,0).
ZA N@

Consideremos el campo ? :R3 — R3 dado por Y(x,y, z) = (0,0,z). Hallar ” Y T

Hs?w—ﬂ&?.w+ﬂ52?.mﬂsj.w. |
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Como ? 1 Ng tenemos que ” Y ‘T =0.
S3

Por otro lado, si calculamos ?(‘P(u,v)) = (0,0,0), entonces ” ? -7 = 0. Por lo tanto

ﬂs?.wzﬂsj.ﬁ. |

”51 X - ]?(@(‘W)) NCIVNCHI Y

_ J(o,o, a) - (0,0,v)dudv
¥ T

rT 270
= J avdudv = ZTEGJ vdv = mar?.
Jo Jo 0

Teorema 8.1.3 (de Stokes). Sea S una superficie en R3, regular, orientada segqin el
vector normal unitario W, con borde una curva reqular o reqular a trozos, cerrada, simple,

orientada coherentemente con la orientacion de S (regla de la mano derecha). Si X es un
campo vectorial C* en algin abierto que contiene a SUS. Entonces

”Srot?-?:LS?-ds.

Teorema 8.1.4 (de Stokes para superficies parametrizadas). Sea C es una curva plana,
reqular a trozos, cerrada, simple, orientada en sentido antihorario y designamos por U
a la componente coneza acotada de R*? — C. Supongamos que ¥ : V C R? — R3 es una
parametrizacion en algin abierto V que contiene a WU C y sea S =¥ (U). Es claro que S
es una superficie parametrizable y que 0S = Y(C) es una curva reqular a trozos, simple,
cerrada que llamamos el borde de S.

oS

v

G

N
7u

La orientacion de 0S queda determinada por la de C via Y. Si ? es un campo vectorial
C? en algiin abierto que contiene a SUdS. Entonces

‘”Srot?-?—LSY-ds.
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Demostracion. Sea « la parametrizacion de C dada por «(t) = (U(t),V(t)) (t € [a, b]).
Si ? = (P, Q, R) entonces

OR 0Q oP 0OR 0Q 0P
(X =VAX = (2B _9ROF OROQ O
e v (Z)y 0z’ 9z Ox’ Ox ay>

Por otra parte, si ¥(u,v) = (X(u, V), Y(u,v), Z(u,v)) ((u,v) € U) entonces

YA, = (a(Y,Z) 9(Z,X) a(X,Y)> .

o(u,v)” d(u,v)’ o(u,v)

Necesitamos probar

JL rot Y Y

R 9Q 3P R 3Q P A(Y,Z2) 3(Z,X) XY
Hu(ay—fh’az_m’ax_ay)( (u,

= J Pdx + Qdy + Rdz.
2

y para esto basta demostrar las tres igualdades siguientes

OPI(Z,X) dPIX,Y)] |

Hu [az Sy) 3y oy | dudv=| Pax
0QA(X,Y) 02Qa(%,Z)] |

”u [ax o(u,v) 3z d(u,v)] dudv= 0s QY
ORA(Y,Z) dRI(Z,X)] |

ﬂu [ag Siy)  ox i) | dudv=| Rds

Probaremos sélo la primera igualdad, ya que las dos restantes admiten un razonamiento
analogo.

Comoy(t) = W(x(t)) = (X(U(t), V(1), Y(U(t), V(1)), Z(U(t), V(1)) (t € [a,b]), se tiene

J Pdx = rb(P(y(t)),o, 0) -y'(t)dt
0S ur‘%
= P (¥(x(t))) <giu/(t) + :)(V’(t)> dt
b X 0X X oX
= p(oc(t)) (au’ a\)) . o (t)dt Lp (audu—i— i)\)d\))’

siendo p =PoW.
Ahora aplicamos el teorema de Green:

oX oX [ 0 oX 0 oX
Lp(aud”avd") = [au (pav> " v (Pau)] dudy

([ (dp dX 02X 9°X  9poX

— — — —— | dud
JJu \ou ov pauav pavau ov ou wev
it /9
_ poX 0dpoX dudv
Ju\duodov oOvou
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Recordando que p(u,v) = P(X(u, v),Y(u, v), Z(u, v)) tenemos que

op 0X OdpoX B
Il (auav B avau> dudv=

JJ’ oPoX 0POY 9P0JZ) oX 0POX 0POY 0P0dZ) oX
JJu L\ ox ou

3you 3z ou mm+@m+mmawa

ov

B 0P3(Z,X) OPAX, V)], o
RJMme_mme]““

O]

Ejemplo 8.1.2 (Ley de Faraday). Una ley bésica de la teoria electromagnética es que
si E(t,x,y,2) v B(t,x,y,z) representan los campos eléctrico y magnético en el tiempo t,
entonces

B
tE =22
ro ot

donde rot E se calcula manteniendo t fija.

Usemos el teorema de Stokes para determinar lo que esto significa fisicamente. Supon-
gamos que S es una superficie a la que se aplica el teorema de Stokes. Entonces

J ?-ds:ﬂ' rot?-ﬁ):—” a—BW
28 s s Ot

-4l

(La ltima igualdad se puede justificar si B es de clase C]). Asi, obtenemos

JEVﬁz—aﬂBrﬁ
38 ot JJs

H
Esta igualdad se conoce como ley de Faraday. La cantidad J E - ds representa el voltaje
oS
alrededor de 0S, y si 0S fuera un alambre, una corriente fluirfa en proporcion a este voltaje.

3l

Ademis, ” B- T se llama flujo de B, o flujo magnético. Luego, la ley de Faraday dice que

S
el voltaje alrededor de un lazo es igual al negativo de la tasa de cambio del flujo magnético
a través del lazo.

Ejemplo 8.1.3. Calcular la circulacién del campo de velocidades de un fluido F(x,y,z) =
(tanq (xz),Sx, e3 tan z) a lo largo de la interseccién de la esfera x* +y? + z> = 4 con el
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cilindro x? +y? =1, con z > 0.

Apliquemos el teorema de Stokes. Para ello veamos que da el rotor de F:

i j k
rot(F) = 0/0x 0/0y 0/0z = (0,0,3).
tan™! (xz) 3x  e*tanz

La superficie sobre la cual vamos a trabajar es el casquete que resulta de intersectar la
media esfera con el cilindro, que admite la siguiente parametrizacion:

Y(r,0) = (rcosB,rsind, V4 —12), 0<r<1,0<0<2m
El vector normal a la superficie es

i j k
Y, APg=| cos® sin@ —r/V4—12|=
—rsin® rcosO 0

cos 0,

Tz T'Z .
(m \/msme’r>'

Como la coordenada en z es positiva el vector normal es saliente a la superficie que es la
orientacion compatible con la orientacién dada en la curva.

1 p2m
J F-ds:JJ rotF-n:” rotF-(\l’T/\ll)e)drdezj J 3rdrd6 = 3m.
C S D 0Jo

8.1.1. Extensiones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a regiones regulares simples mas generales. Si
U es una regién multiplemente conexa (con un nimero finito de agujeros) y ¥ : U — S es



8. Teorema de Stokes y de Gauss 63

una parametrizacion. Entonces S tendra la misma cantidad de agujeros.

Siguiendo el mismo razonamiento utilizado para la demostracién vista del teorema de
Stokes pero aplicando el teorema d Green generalizado, en lugar de una integral de linea
precisamos una suma de integrales de linea, con los signos adecuados (dependiendo de la
orientacién de la superficie), tomadas sobre las imagenes de las curvas que forman parte
de la frontera de U. Por ejemplo, si U tiene frontera como se muestra en la figura y las
curvas se recorren en el sentido que se ilustra, y la parametrizacién es compatible con la
orientacion de S la identidad del teorema de Stokes toma la forma

”Srot?-W:J’C?-ds—i—L Y-ds+L ?-ds%—L ?-ds.

El teorema de Stokes también puede generalizarse a superficies regulares no simples.
Veamos algunos ejemplos. Veamos algunos ejemplos.

Consideremos primero el cilindro dibujado en la siguiente figura.

— —
oe I =]
L 15

Es la reunion de dos superficies paramétricas regulares simples S; y S; imagenes de dos
rectangulos adyacentes Ry y Ry a través de las aplicaciones ¥ y W,, respectivamente.

Si vy describe la frontera I positivamente orientada, de Ry y vy, la frontera I de R;
asimismo orientada positivamente, las funciones p; y p, definidas por

pi(t) =¥i(vi(t), pa(t) =¥a(ya(t))
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describen las imagenes C; y Cy, de I7 y I respectivamente. En este ejemplo las represen-
taciones ¥ y 1V pueden elegirse de modo que estén de acuerdo en la interseccién I7 N T5.
Si aplicamos el teorema de Stokes a cada parte S; y Sy y sumamos las dos identidades,
obtenemos:

H rot?-mdSvLﬂ rot?'mds :J
Sq Sy

G

? -dp1 + JC ? - dpy, (8.1)

donde N7 y Ny son los versores normales determinados por los productos vectoriales de
Y1 y U3, respectivamente.

Representemos con ¥ la aplicacién de Ry U Ry que coincide con W7 en Ry y con ¥,
en Ry, y sea N el correspondiente normal unitario determinado por el producto vectorial
fundamental de ¥. Ya que las normales N7 y N; coinciden en direccién en S; N Sy, N es
igual a Ny en Sy eigual a Ny en S;. Por consiguiente, la suma de las integrales de superficie
del primer miembro de es igual a

”S . rot X - NdS.

En este ejemplo, las representaciones ¥ y ¥, pueden elegirse de modo que p7 y p2 de-
terminen direcciones opuestas en cada arco de la interseccién C; N C,, como indican las
flechas en la figura. Las dos integrales de linea del segundo miembro de pueden reem-
plazarse por una suma de integrales de linea a lo largo de las dos circunferencias Cj y Cj
que forman el borde superior e inferior de S; U S;, puesto que las integrales de linea a lo
largo de cada arco de la interseccién C; N C; se cancelan. Por lo tanto, la ecuacién (8.1
puede escribirse en la forma

I oot X Nas = | X -api+ | X-amn, 52)

1
donde las integrales de linea se calculan en las direcciones deducidas de las de I7 y TI5.
Las dos circunferencias C{ y Cj forman la frontera completa de S; U S;. La ecuacién

expresa la integral de superficie de rot ? . W sobre S;1US, como una integral de linea sobre
la frontera completa de S; U S,. Esa ecuacion es la extensién del teorema de Stokes a un
cilindro.

Otra superficie orientable es la esfera dibujada en la siguiente figura.
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Es la unién de dos superficies paramétricas simples (hemisferios) S1 y Sz, que pueden
considerarse imagenes de un disco circular del plano xy a través de las aplicaciones V7 y
Y,, respectivamente. Damos a ¥, p1, p2, Cy, C, el mismo significado que en el ejemplo
anterior. En este caso las curvas C; y C; estén identificadas por la aplicacién ¥ (coinciden
a lo largo del ecuador), y la superficie S;US; se llama cerrada. Ademads, Ny y N, pueden
elegirse de modo que las direcciones determinadas por p; y p2 sean opuestas en C; y Cy,
como se indica con flechas en la figura. (Esto ocurre porque Sy U S; es orientable). Si
aplicamos el teorema de Stokes a cada hemisferio y sumamos los resultados obtenemos la
ecuacién |8.1, como antes. Las normales Ny y N, coinciden en la interseccién C; N Cy, v
podemos reunir las integrales sobre S; y S, en una sobre toda la esfera.

Las dos integrales de linea del segundo miembro de se reducen, y nos queda la férmula

”S § rot X - NdS = 0.

Este resultado es véalido para toda superficie cerrada orientable.

8.2. Reconstruccién de un campo vectorial a partir de su
rotor

Al estudiar el gradiente de un campo escalar vimos criterios que permiten determinar si
un campo vectorial es o no un gradiente. Consideramos ahora la pregunta analoga relativa
al rotor de un campo vectorial. Dado un campo vectorial Y, jhay un campo X tal que
rot X =Y?

Supongamos que Y = (P, Q, R) y X = (L, M,N). Para resolver la ecuacién rotX =Y
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

OoN oM oL ON oM oL
_— = P _——— = -_— — T = R .
dy 0z ’ 0z 0x Q 0x dy (8:3)

en las que P, Q y R son conocidas y L, M, N son las funciones incognitas.

No siempre es posible resolver tal sistema. Por ejemplo, demostramos en la seccién 5.2
que la divergencia de un rotor es siempre cero. Por tanto, para que el sistema tenga
solucién en un cierto conjunto abierto S es necesario que

oP 0Q OR

—+—+——=0 8.4

0x * oy + 0z (84)
en todo S. Esta condicién es también suficiente si restringimos convenientemente el con-
junto S en el que se verifica

Teorema 8.2.1. Si Y es un campo de clase C' en un intervalo abierto S de R3, entonces
existe un campo vectorial X tal que rot X =Y si y solo si divY = O en todo S (es decir si
Y es solenoidal).
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Demostracion. La necesidad de la condicién divY = 0 ha sido ya establecida, puesto que la
divergencia de un rotor siempre es cero. Para probar la suficiencia tenemos que encontrar
tres funciones L, M y N que satisfagan las tres ecuaciones Intentemos resolver el
problema tomando L = 0. Entonces la segunda y tercera ecuaciones [8.3| se transforman en

ON oM
— == — =R,
ox Q ox
Entonces N
N(X)U)Z) :_J Q(t>‘J>Z)dt+f(U>Z)
X0
y

M(X>U)Z) = J R(t)y)z)dt + Q(Ual)

X0
donde cada integracién se efectia a lo largo de un segmento rectilineo contenido en S y
las “constantes de integracién” f(y,z) y g(y,z) son independientes de x.
Para hallar una solucién supongamos f(y,z) = 0. La primera ecuacién de exige

oN oM
T _P 8.5
oy 0z (8:5)
Segun la eleccién de M y N tenemos
OoN oM o [ o [* 0g
—— = t t——| R(t t— 2. :
T J Qltyy 2yt~ 2 j (ty,z)dt — (3.6)

Intercambiando los operaciones de derivacion parcial e integracién tenemos que

X

o [* 0
ayJ' Q(t)yyz)dt—ﬁco @Q(t,y,z)dt

X0

X

ar R(t z)dt—J iR(t z)dt
oz |, 'Yy = v 0z » Yy

Con ello la ecuacién se convierte en
ON oM x 0 0
=| [—=—0Q(t — —R(t t— -2,
J [ ayQ( 'Y, 2) 2 ( ,y,Z)] d

oy 0z

X0
Como la divergencia es cero, tenemos que

OoN oM X 0 dg
— "o P i~ 29 _p _p 39
oy 0z LO 0x (t,y,z)d oz (x%,Y,2) (x0,Y,2)

0
Por consiguiente, se verifica si elegimos g de modo que a—g = —P(x0,Y,2). Asi, por
z

ejemplo, podemos tomar

9(y,z) = —J P(x0,y,u)du.

Zo
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Este razonamiento nos lleva a considerar el campo vectorial X = (L, M, N), donde L(x,y, z)
Oy

M(X,U,Z) = JX R(t>y)z)dt_JZ P(XO)y)u)du> N(X>U)Z) = _J’X Q(t,y,z)dt

X0 Z0 X0

Observar que la demostracién anterior no sélo establece la existencia de un campo vec-
torial X cuyo rotor es Y, sino que también proporciona un método directo para determinar
X por medio de integrales calculadas con los componentes de Y.

Para una Y dada, el campo vectorial X que hemos construido no es la tinica solucién
de la ecuacién rot X =Y. Si sumamos a X cualquier gradiente derivable con continuidad
V1{ obtenemos otra solucién ya que

rot (X + Vf) =rot X + rot (Vf) =rot X =Y,

puesto que rot (Vf) = 0. Ademds, es facil demostrar que todas las soluciones de clase C2
deben ser de la forma X + Vf. En realidad, si Z es otra solucién, entonces rot Z = rot X,
de manera que rot (Z — X) = 0. Entonces Z — X = Vf para algin gradiente de clase C2.
Luego Z = X+ VA, como se afirmé.

Un campo vectorial X para el que divX = O suele llamarse solenoidal. El teorema
anterior establece que un campo vectorial es solenoidal en un paralelepipedo rectangular
abierto S si y sdlo si, es el rotor de otro campo vectorial en S.

El ejemplo que sigue demuestra que esta afirmacién no es véalida para conjuntos abiertos
cualesquiera.

Ejemplo 8.2.1 (Un campo vectorial solenoidal que no es un rotor). . Sea D la regién de

R3 comprendida entre dos esferas concéntricas de centro en el origen y radios a y b, siendo
1
0 < a<b.Sea V(x,y,z) = (x,y,2). Es facil comprobar que divV = O

(2 +y? +22)*?

en todo D.

Usaremos el teorema de Stokes para demostrar que V no es un rotacional en D (si bien lo es
en todo intervalo tridimensional abierto que no contenga el origen). Para ello supongamos
que existe un campo vectorial U tal que V =rot U en D y llegamos a una contradiccién.
Segun el teorema de Stokes podemos escribir

U rotU-ndS:J u - ds,
S 2s
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P

donde S Y C son la superficie y la curva dibujada en la figura anterior. Para construir
S, tomamos una superficie esférica de radio R concéntrica con las fronteras de D, siendo
a < R < b, y quitamos un pequeno casquete polar como se indica en la figura. La parte
que queda es la superficie S. La curva C es el borde circular dibujado. Representemos con
N la normal unitaria exterior a S, de modo que N = ¥ /r. Puesto que rot U =V = 7 /13,
tenemos

B

T ooTr 1
rotU-N=— - — = —

3 7 T2

Sobre la superficie S este producto vectorial tiene el valor constante 1/R%. Por lo tanto,

tenemos,
1 area de S
rot U-NdS = J] dS=——5-—.
ﬂs R? J)s R?

Cuando el casquete polar degenera en un punto el drea de S tiende a 4mR? (drea de toda
la esfera) y por consiguiente, el valor de la integral de superficie tiende a 47t.

Examinemos ahora la integral de linea. Recordar que tenemos la siguiente propiedad
para toda integral de linea.

< M(longitud deC)

Ju-ds
C

donde M es el méximo de ||[U]| en C. Por consiguiente, al reducir el casquete polar a un
punto, la longitud de C y el valor de la integral de linea tienden ambos a cero. Llegamos
asi a una contradiccién; la integral de superficie tiende a 47, y la correspondiente integral
de linea a la que es igual tiende a 0. Luego no puede existir en la regién D una funciéon U
cuyo rotor sea V.

8.3. Teorema de Gauss

El teorema de Stokes expresa una relaciéon entre una integral extendida a una superficie
y una integral de linea tomada sobre la curva o curvas que constituyen la frontera de tal
superficie. El teorema de la divergencia expresa una relacién entre una integral triple
extendida a un sélido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese sdlido.
Este teorema asegura que el flujo de un campo vectorial hacia afuera de una superficie
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cerrada es igual a la integral de la divergencia de ese campo vectorial sobre el volumen
encerrado por la superficie. Se trata de un resultado paralelo al teorema de Stokes y al
de Green, en el sentido de que relaciona una integral sobre un objeto geométrico cerrado
(curva o superficie) con una integral sobre una regién contenida (superficie o volumen).

Teorema 8.3.1. Si V es un sélido en R® limitado por una superficie orientable S, si N
es la normal unitaria exterior a S.

[
Si ? es un campo vectorial de clase C' en un abierto que contiene a V' U'S entonces

e ([ av(yav= [ % ¥, .

Si expresamos X y N en funcién de sus componentes X = (P, Q, R) yN= (cos &, cos [3, cos y),
la ecuacién puede entonces ponerse en la forma:

oP 0 oR
J”v <6x + aS + az> dxdydz = ”s (Pcos o+ Qcos p + Rcosy)dsS. (8.8)

Demostracion. Bastara establecer las tres ecuaciones

rr

P
”J a—dxdy dz = || PcosadS,
v 0x s

J

d f
m 9Q 4xdydz = [[ Qcos pas,
v 0y s

JJ

oR [
—dxdydz = || RcosvydS.
v 0z Js
y sumar los resultados para obtener Comenzamos por la tercera de esas féormulas y la
demostramos para solidos de tipo especial.
Supongamos que V es un conjunto de puntos (x,y,z) que satisfacen una relaciéon de la
forma

g(x,y) <z < Af(x,y) para(x,y)enT

siendo T una regién conexa del plano xy, y f y g funciones continuas en T, con la condicién
g(x,y) < f(x,y) para cada punto (x,y) en T. Geométricamente, esto significa que T es
la proyecciéon de V en el plano xy. Toda recta paralela al eje z que atraviese T corta
al sélido V a lo largo de un segmento rectilineo que une la superficie z = g(x,y) a la
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z = f(x,y). La superficie frontera S consta de un casquete superior Sy, dado en la forma
explicita z = f(x,y), otro inferior S, dado por z = g(x,y); y en algunos casos por una
porcién de cilindro S3 generado por una recta que se mueve a lo largo de la frontera de T
manteniéndose paralela al eje z, La normal exterior a S tiene componente z no negativa
en St y no positiva en S; y es paralela al plano xy en S3. Los sélidos de este tipo se llaman
“proyectables-xy”. (En la siguiente figura se muestra un ejemplo.)

z

A

En él se incluyen todos los sélidos convexos (por ejemplo, esferas, elipsoides, cubos) y
otros muchos que no son convexos (por ejemplo, el toro con eje paralelo al z). La idea de
la demostracién es sencilla. Expresamos la integral triple como una doble extendida a la
proyeccién T. Entonces demostramos que esta integral doble tiene el mismo valor que la
integral de superficie citada en el enunciado. Comencemos con la férmula

oR fluy) R
J” dxdydz:” J ——dz| dxdy.
v 0z T gty 02

La integral unidimensional respecto a z puede calcularse mediante el segundo teorema
fundamental del cédlculo, dandonos

”JV g—zdxdydz = ”T [R(x,y, f(x,y)) —R(x,y, g(x,y))] dxdy.

Para la integral de superficie podemos escribir:

H Rcos adS = H Rcos adS + ” Rcos «dS + H R cos odS
S Sq Sy S3

Sobre S3 la normal N es paralela al plano xy, de modo que cos 3 = 0 y la integral sobre
S3 es nula. Sobre la superficie S; usamos la parametrizacion

‘i’(x,y) = (X)y)f(xay))



8. Teorema de Stokes y de Gauss 71

y sobre S;

\{J(X)y) = (x,y,g(x,y)).
Entonces, como la normal a S; tiene la misma direcciéon que el vector unitario definido por
la parametrizacién:

”s Rcos xdS = ”T R[x, vy, f(x,y)] dxdy

Como en S; la normal es opuesta a la direccién definida por la parametrizacion se tiene
que

JLZ Rcos adS = — ”T R[x,Y, g(x,y)]dxdy.

Por lo tanto

JL Rcos adS = “T(R[x,y,f(x,y)] —R[x,y,g(x,y)]) dxdy.

Lo cual termina de demostrar que

”J %dxdydz = ” R cosydsS.
v 0z s

En la demostracién anterior la hipétesis de que V es proyectable-xy nos permite expre-
sar la integral triple extendida a V como una integral doble sobre su proyecciéon T sobre
el plano xy. Es evidente que si V es proyectable-yz podemos razonar del mismo modo y

demostrar la identidad 3
”J —dedydz = J Q cos 3dS,
Vv ay JS

y si V es proyectable-xz obtenemos

oP [
J” ——dxdydz = J P cos «dS.
v 0x Js

Asi vemos que el teorema de la divergencia es valido para todos los sdlidos proyectables
sobre los tres planos coordenados; en particular, para todo sélido convexo.

O]

Ejemplo 8.3.1. Sea S = {(x,y,z) ER: X +yt4+22 = 1} y ?(x,y,z) = (2x,yz,zz). Se

tiene: J L X -N= mv div(?) av = mv (2+2y+2z)dv = gm

8.3.1. Interpretacion intrinseca de la divergencia

Sea S(t) una esfera de radio t > O con centro en el punto a de R® Y representemos
con V(t) el volumen delimitado por S(t). Consideremos X un campo vectorial de clase C'
en V(t). Entonces, si N es la normal unitaria exterior a S, tenemos

div X(a) = lim

t—0 vol(]\/(t)) ”sm

X - NdS.
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Veamos como se deduce esta igualdad.
Sea ¢ = div X. Si € > 0 tenemos que encontrar un § > 0 tal que

1
ola) ‘vouwmﬂsmx'w

Puesto que @ es continua en a dado ¢ existe una tres esfera B(a, §) tal que

<esi0O<t<d.

lp(x) —@(a)l < 5

para todo x € B(a, ).

Por consiguiente, si escribimos @(a) = @(x) + [(p(a) - (p(x)] e integramos ambos
miembros de esta ecuacién sobre la esfera V(t) de radio t < ¢, encontramos

@(a)vol V(t) = Jﬂvm @(x)dxdydz + Jﬂvm [¢(a) — ¢(x)]dxdydz.

Si aplicamos el teorema de la divergencia a la primera integral triple del segundo miembro
y pasamos este término al primer miembro, obtenemos la relacion,

@(a) vol V(1) —ﬂ X - NdS

< m |p(a) — (x)|dxdydz < = vol V(t) < e vol V(t).
S(t) V(t) 2

Cuando dividimos esta desigualdad por vol V(t) vemos que la igualdad que queriamos es
cierta.

En la demostracién anterior no hacemos uso especial del hecho de que V(t) fuese una
esfera. El mismo teorema subsiste si, en lugar de esferas, utilizamos cualquier conjunto de
sélidos V(t) para los que el teorema de la divergencia es valido, con tal que esos sélidos
contengan el punto a y tiendan hacia a cuando t — 0. Por ejemplo, cada V(t) podria ser
un cubo inscrito en una esfera de radio t en torno de a; se aplicaria exactamente la misma
demostracion.

Existe una férmula analoga a la de la divergencia que a veces se usa como otra definicién
de rotacional. Dicha férmula es:

X - ds,
donde S(t) y C(t) tienen el significado andlogo que en el caso de la divergencia.

8.3.2. Ley de Gauss del electromagnetismo

Recordemos que el campo eléctrico generado por una carga viene dado por
H
Er)— -4 T _ ! (%, Y,2)

Ameg 13 dmeg (X2 +y2 + Z2)3/2
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La ley de Gauss afirma que el flujo de E a través de cualquier superficie cerrada que

“encierre” a ( es igual a eﬂ
0
Para probar esta afirmacién comencemos con probar que E es solenoidal (divE = 0)
en todo R3 —{(0,0,0)}.

%
%
5

oz

= (E+y+D) (i 2 —3d)
— (PP + )+ 2 -3y
= (E+y 4+ D) PP+ +2 -3

Entonces

oX oY oZ
divE = —+_—+ —
v ox * oy + 0z

= (x2+y2+zz)]/2(xz+y2+zz—3x2+x2+y2+zz—3y2+x2+y2+zz—322) =0

Sean M y T como se muestra en la siguiente figura

Queremos probar que [[,,, E- = JI7E- T Sea Q la regién entre M y T entonces Q
tiene frontera OM U 0T = S. Pero la orientacién en 9T inducida por la normal exterior
en () es opuesta a la obtenida a partir de W Entonces aplicando el teorema de Gauss

tenemos que
” E-?ﬁ—” EW:HE-H’:M divEAV = 0.
oM oT S Q

Entonces el flujo no depende de la superficie.
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Capitulo 9

Formas diferenciales

Si X = (P1,P2, P3) entonces
J X-ds = J Pi1dx; 4+ P2dx; + P3dxs.
C C

Veremos una nueva forma de hallar esta integral, para ello daremos una nueva interpreta-
cién al término Pydxq + P2dx, + P3dx;.

Sea dxy : R™ — R la proyeccién en la k-ésima coordenada, es decir, si a = (a1, RN an)
entonces dxy(a) = ay.

Ejemplo 9.0.2. Si a = (—1,1,3) entonces dx;(a) = —1, dxy(a) =1y dxz(a) = 3.

Si Fy,...,F, son campos escalares definido en un abierto D C R™, para cada x € D
podemos considerar la combinacion lineal

wx = F(x)dxy + - - - + Fr(x)dxn
donde wy estd definida por
wx(a) = F(x)dxi(a) + - - - + Fa(x)dx(a) (9.1)
para todo a € R™.

Ejemplo 9.0.3. Si w(, ) = x?dx + y%dy en R? entonces
W(xy)(a,b) = ax* + by’ y w13 (a,b) =a+9b.

Una funcién definida como en se llama 1-forma diferencial o simplemente 1-
forma.

Ejemplo 9.0.4. Sea f: D — R una funcién diferenciable. Entonces el diferencial de f en
x es una 1-forma en D ya que si a = (a1, az, (13) entonces

of of of
dxf(a) = —xa+s—(x)az+—(x)a3
0% 0%y 0x3

= T x)dxila) + o (x)dxala) + o (x)dxs(a)
X1 X2 aX3
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Por lo tanto las funciones coeficientes Fy (x) tienen la forma -2 (x). Sin embargo no toda

an
. . .y . 2 2
1-forma es el diferencial de una funcién escalar. Si f es de clase C? entonces aﬁfo&z = ’()xi%)q
oF,

oF;
pero en general o =% o

Ejemplo 9.0.5. Si wy es la 1-forma definida en D € R3 y C es una curva en D para-
metrizada por v : [a,b] — D, entonces en cada punto x = y(t) podemos aplicar w., ) al
vector y'(t).

wyy(Y'(t) = F

b

F(y(t) -v'(t)dt = JC F-ds.

= Jb wy(y (v'(t))dt = J

a a

El ejemplo anterior sugiere un definicién natural de integral de una 1-forma a lo largo de
Y. Si wy estd definida en D € R™ y C es una curva en D parametrizada por vy : [a,b] — D,
entonces

JC Wy = Jb F(y(t)) -y/(t)dt

a

donde el campo F = (F1, ceny Fn) esta formado por las funciones coeficiente de la 1-forma.

Definicién 9.0.2 (producto de 1-formas). Primero definamos el producto de 1-formas
bésicas dxj, dx;, dx3 en R3.

_ dxi(a) dxi(b) \ _ a; by ) B
dx; /A dxy(a,b) = det ( dxa(a) dx(b) = det 4 by = ai;by —ayby,

donde a = (0.1, az, (.13) y b= (b],bz,bg).
La definicién de todos los productos en cualquier orden es:

dxi(a) dx;i(b) )

dx; A\ dxj(a, b) = det < dxj(a)  dxj(b)

Por propiedades del determinante tenemos las siguientes propiedades:

dxi A\ de = —de AN dXi,

dXi VAN dxi == 0,
dXi A\ de (a, b) = —dXi AN de (b, a).

Observemos que la combinacién lineal mds general de las funciones dx; /\ dx; puede
ser expresada de la forma

cidxy A dxs + codxz A dxq + czdxg A\ dx;.
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Ademsds, si F = (F1 , F2, F3) es un campo vectorial definido en D C R3, para cada x € D
podemos definir la funcién

Tx = F1(x)dxy A dxz + F2(x)dx3 A dxg + F3(x)dx; A dx;

que tiene como dominio el conjunto de todos los pares (a,b) de R3. La funcién Ty se llama
2-forma diferencial o simplemente 2-forma.

Ejemplo 9.0.6. La 2-forma T = 2dx; /A dx3 + dx3 /A dx; +5dx; /A dx; es la misma funcién
en cada punto de R ya que los coeficientes son constantes. Sea a = (1,2,3) y b= (0,1,1),
entonces

2 1 31 10
T(a,b):2det<3 ]>—|—det<1 0>+5det<2 ]>:—2—1+—5:2.

Podemos resumir lo visto hasta el momento notando que hemos definido una multipli-
cacién, llamada producto exterior de las 1-formas béasicas dxy, dx;, etc. Los productos
resultantes denotados por dx;/\dx; son 2-formas bésicas en el sentido de que toda 2-forma
es combinacién lineal de ellas.

En R? hay una sélo 2-forma bésica dx;/Adx,, mientras que R3 hay tres dx;/Adx,, dxpAdxs,
dx3 /A dx;. Observar que en R' no hay 2-formas.

Podemos definir el producto exterior de dos 1-formas como la 2-forma obtenida multipli-
cando las 1-formas como si fueran polinomios en las variables dx;, dx;, etc.

Ejemplo 9.0.7. Sean dx, dy, dz las 1-formas bésicas de R.

(xdx +y%dy) A (dx +xdy) = xdx/Adx+x*dx A dy +y?dy Adx +xy?dy A dy
= (x*—y?)dx A dy.
En tres variables:
(dx + dy + dz) A (xdx +zdy) = xdxAdx+zdx Ady +xdy A dx + zdy A dyxdz A dx + zdz A dy
= (z—x)dx A dy+xdz /A dx +zdz A\ dy.

Las 3-formas surgen cuando se trata de definir el producto de una 2-forma con una
1-forma.

aq b] C1
dx; /A dx; N\ dxz(a,b,c) = det a by o
az bz ¢3
donde a = ((11, a, (13), b = (b],bz,b3) yc= (C],Cz, Cg).
En general, sia = (a1, ceny ap) es una p-upla de vectores en R™, donde p > 1 definimos
dxi, Adxg, /A=A dxkp (a1, - ,ap) = det (ka.l(Clj))i:l ‘‘‘‘‘ P
j=1

las p-formas basicas de R™. Una p-forma es combinacion lineal de las p-formas bésicas.
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Sea wP una p-forma en R™, de igual forma que hicimos con 1-formas vamos a definir
la integral sobre una variedad de dimensién p en R", dada por una parametrizacion ¥ :
U C RP — R™, supongamos que U es un rectdngulo acotado en RP. Podemos aplicar w?

en el punto W(u) a los vectores derivadas parciales —(u), para k=1,...,p.

auk

N
Y(u) \ 9y ""’6up ’

oY oV
P = Pl=—,...,— ) dV.
:>Lw JquJ(au], ’aup>

Ejemplo 9.0.8. Si wZ = Fy(x)dx;Adxz+TF,(x)dx3Adx; +F3(x)dx; Adx; tiene coeficientes
continuos en R3 y W: R € R? — R3 con funciones coordenadas W;, ¥,, W3 entonces

o (aw’a\v> oyt ¥s) O L0, W)
ouy’ oup uy,uz) o(ur,uz) o(ur,uz)
= J w? = | Frdxa Adxz + Fadxz A dxg + Fzdxg A dxp
S S
_ J {F1 Sy d(¥2,¥s) v E oy o5 ¥1) L Sy d¥n¥2) } duy dus.
R 0(uy,uy) 0(ug,up) (g, uy)
9.1. Derivada exterior
El teorema fundamental del calculo dice que si % es integrable en [a, b] entonces

b
J gdx = f(b) —f(a).
o dx

Las férmulas de Stokes y Gauss dicen que

JrotX-dS:J X-ds
S 0S

J divXdV = J X-ndS
\% oV

son andlogas, porque ellas expresan la integral de un tipo de derivada de una funcién en
términos de la integral de la funcién en una regién de dimensiéon uno menos.

La operacién de derivacién exterior se define inductivamente para las formas dife-
renciales como sigue: Si f es un campo escalar de clase C' en R™

of
df = —dx; + - - + —dxn.
0xq OXn

Definimos la derivada exterior de f como la 1-forma cuyo valor en cada punto del dominio
de f es lo que hemos llamado el diferencial de f en ese punto.
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Si w! = fidx; + -+ + fndxn es una 1-forma con coeficientes diferenciables, entonces
definimos su derivas exterior como

dw' = (df1) Adxq + -+ (dfn) A dxn

que resulta ser una 2-forma.

En general, si wP es una p-forma, entonces dwP es una (p+1)-forma obtenida reemplazan-
do cada una de las funciones coeficiente de wP por la 1-forma que es su derivada exterior
y hacemos el producto exterior por la forma basica correspondiente.

Ejemplo 9.1.1. Sea f(x,y) = x> +y> entonces su derivada exterior df estd dada por
df = 2xdx + 3y*dy.
Sea la 1- forma w () = xydx + (x2 + yz) dy, entonces su derivada exterior es

dw(yy) = (ydx + xdy) A dx + (2xdx + 2ydy) A dy = xdx A dy.

2

Consideremos la 2-forma w = xzdx A\ dy +y?zdx A dz, la 3-forma derivada exterior

(xy,2)
de w es
dw%x’y’z) = (zdx +xdz) A dx A dy + (2yzdy +y?dz) Adx A dz = (x — 2yz)dx A dy A dz.

Usando la derivada exterior podemos formular el teorema general de Stokes en la

féormulas
J dwP J wP, (9.2)
B 0B

donde B es de dimensién p + 1 y 0B es de dimensién p.

Veamos como recuperamos los teorema de de Green, Stokes y Gauss a partir de este
resultado.

1. Sea w' una 1-forma en R%: Si la 1-forma estd dada por w' = Fydx; + F2dx; entonces
oF oF oF oF
dw' = (2dxg 4 ——dxs | Adxg + [ =2dxg + —2dxz | Adx,
5X1 aXZ aX1 aXZ
oF, 0F
= | == —-=— A
aX1 aX2) dX] dXz

Sustituyendo w' y dw' en la férmula [9.2] tenemos que

oF, 9K

J < — > dx; Adxy; = J Fidx; + Fodx).
g \0x1 0% oB

2. Si w' una 1-forma en R? dada por w' = Frdx; + Fadxy + Fzdxs entonces, repitiendo
los calculos del caso anterior tenemos que

OF; OF OF, OF OF, OF
do' = (22 — 22 ) doAdg+ [ ot — 22 ) dxgAdxg + [ =2 — =1 ) dxg Adxa.
aXZ 6X3 aX3 a)q aX1 aXZ
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La 2-forma dw' tiene por funciones coordenadas las funciones coordenadas del rot F,
donde F = (F1,F2, Fg). Luego si sustituimos en

F;  OF Fi  OF F, OF
J LRV A N L INCLic I I W WY (L SRR LR I A
B aXZ aX3 aX3 aX1 aX1 aXZ

J Fidxq + Fodxy + F3dxs.
0B

3. La formula de Gauss se obtiene considerando la 2-forma w? = Fydxy A dx; + Fadxz A
dx; + F3dx; /A dx,. Entonces

dw? = dF; Adxy A dxz + dFs Adxs A dxy + dFs A dxy A dxo
ok

OF OF
— g Ado Adxs + —2dxo Adxg A dxg + —dxs A dxg A dxo
R s
F F F
= halll —z—i——g dx; /A dxy A dxs.
ax1 aXZ aX3

por lo cual la férmula [9.2] queda

oF oF oF
J hadll + 22 + bl dxi AdxyAdx3 = J Frdxo Adxs+Fodxs Adxy +Fzdxy Adxs.
g \0x;  0x2  0x3 0B

La correspondencia entre campos vectoriales F = (F1 , Fo, Fg) en R3 y formas diferencia-
les puede resumirse de la siguiente manera: la forma diferencial tiene coeficientes Fy, Fy, F3.
Entonces la relacion es:

w o F = dw? o divF

w - F = dw' ©rotF

W f = dw® & VF.
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