La conjetura de Collatz y dinamica de la
transformacion de Collatz.

Eleonora Catsigeras”

15 de abril de 2025

Resumen

Este es un articulo didactico de divulgacién dirigido a piblico con nivel de primer
ano de las carreras universitarias de Matemética o de Ingenieria. Su objetivo es defi-
nir y estudiar propiedades dindmicas de la transformacién de Collatz en el conjunto
de los nimeros naturales, y enunciar la conjetura de Collatz y sus reformulaciones
equivalentes. Demostrar o refutar la Conjetura de Collatz es un problema abierto, es
decir, alin no se conoce una demostracién de que es verdadera ni un contrajemplo que
muestre que es falsa.
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1. Introduccion.

La conjetura que enunciaremos mas adelante en esta introduccion, asi como el problema
de determinar si es verdadera o falsa, fue planteada por Lothar Collatz en 1937 [2] y atin
hoy permanece abierta [5].

A lo largo de este articulo utilizaremos la siguiente notacion:
El conjunto de los nimeros naturales mayores o iguales que 1 se denota N.
El conjunto de los naturales impares se denota Nippares C N.
El conjunto de los naturales pares se denota Npares C N.
Definicién 1.1. La transformacion de Collatz es la aplicacién o funcién de N en N que

asigna a cada nimero natural x otro niimero natural segin la siguiente regla: si x es impar,
entonces su correspondiente es 3x + 1, y si  es par, entonces su correspondiente es z/2.
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El sistema dindmaico por iterados de la transformacion de Collatz consiste en tomar un
nimero natural inicial xg cualquiera (llamado estado inicial), aplicarle la transformacion
de Collatz, al resultado obtenido aplicarle de vuelta la transformaciéon de Collatz, y asi
sucesivamente. Se obtiene una sucesion de numeros naturales que se llama sucesion de
iterados de xg, o trayectoria de xqy, o también orbita de xy, para cada estado inicial elegido.

Observacién 1.2. La trayectoria por iterados de la transformacién de Collatz con estado
inicial xg =1 es 1,4,2,1,4,2,1,4,2,1,..., por lo tanto es periddica.

Como 3z + 1 es par cuando z es impar, el iterado siguiente siempre serd (3z + 1)/2.
Entonces, para ahorrar tiempo en las iteraciones, modificamos un poco la definicion de la
transformacion de Collatz, y la reemplazamos por la siguiente transformacién U (también
llamada transformacién de Collatz, por abuso en el lenguaje)

U : N — N estd definida como

1
Ulz) = 3x +

. A
si € Nimpares, U(z) = 5 8@ € Npares-

Se denota U™(xy) al resultado de aplicar n veces consecutivas la transformacion U al
estado inicial zg. En otras palabras, U™(zg) es el iterado n-ésimo de xy.

Observacién 1.3. 1 es un punto periddico para U. En efecto, U(1) = 2,U?(1) = U(U(1)) =
U(2) = 1. Entonces la trayectoria de 1 por iterados de U es la sucesion periédica

1,2,1,2,1,2,1,2,....

Conjetura de Collatz. Para cualquier estado inicial vy € N la trayectoria de xy por la
transformacion de Collatz tiene un iterado igual a 1. Por lo tanto, a partir de ese iterado,
la trayectoria reproduce la orbita periodica del 1.

La conjetura de Collatz es un problema abierto: no se conoce una demostracion de que
es verdadera, ni se conoce un contraejemplo que muestre que es falsa.

Las oérbitas periddicas se llaman ciclos. El ciclo de 1 por la transformacion de Collatz
se llama ciclo trivial.

Enunciado equivalente a la Conjetura de Collatz.

Veremos que la conjetura de Collatz es equivalente a las siguientes dos afirmaciones
juntas:

1. No existen ciclos no triviales de la transformacion de Collatz.

2. Cada trayectoria por iterados de la transformacion de Collatz estd acotada superior-
mente.

En efecto, por un lado, si la afirmacion 2 fuera verdadera, la trayectoria con estado
inicial zy € N estaria acotada superiormente por una constante K = K(xg) > 0, es decir
T7(x) < K para todo j > 1. Como T7(z¢) es un niimero natural y existe solo una cantidad
finita de niimeros naturales menores que la constante K, la trayectoria de z( tiene solo un
numero finito de puntos diferentes. Por lo tanto, a partir de cierto iterado, se deben repetir
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periddicamente los niimeros naturales en la sucesién infinita de iterados de xy. Deducimos
que la trayectoria alcanza a un ciclo a partir de cierto iterado.

Por otro lado, si la afirmacién 1 también fuera verdadera, la trayectoria con estado inicial
To, que alcanza a un ciclo a partir de cierto iterado, solo puede alcanzar al ciclo trivial, que
es el ciclo de 1. Deducimos que la trayectoria de z alcanza 1 para algun iterado.

Las afirmaciones 1 y 2 son dos problemas abiertos. Primero, no se han descubierto
ciclos no triviales para la transformacién de Collatz ni se ha podido demostrar que no
existen. Segundo, no se han descubierto trayectorias que T7(xg) no acotadas, ni se ha
podido demostrar que no existen.

Se demuestra en forma sencilla que las trayectorias por la transformacién de Collatz no
son siempre crecientes (ver més adelante, en este articulo, la Proposicién 5.3). Sin embargo
eso no implica que la trayectoria sea acotada superiormente y que no pueda tender a infinito.
A priori hay tres tipos de trayectorias: las que se estabilizan en 1, las que se estabilizan en
un ciclo no trivial, y las que son no acotadas (se puede demostrar que si una trayectoria es
no acotada entonces tiende a infinito).

Otros enunciados equivalentes a la conjetura de Collatz, y que por lo tanto son problemas
abiertos, fueron dados por varios autores, por ejemplo L. Berg, y G. Meinardus en 1994 [1].

2. Demostrar o refutar la conjetura de Collatz: un
problema dificil.

Demostrar la conjetura de Collatz es probar que es verdadera, y por lo tanto convertir
la conjetura en un teorema. Refutar la conjetura de Collatz es encontrar un ejemplo que no
la cumpla, llamado contraejemplo. Es decir, encontrar un estado inicial o € N (uno solo
alcanza) cuya trayectoria por iterados de la transformacién de Collatz no llegue nunca a 1.
O sea, segun la reformulacién de la conjetura, lo que habria que encontrar para refutarla es
un ciclo no trivial, o si no, un estado inicial cuya trayectoria fuera no acotada superiormente.

El problema de demostrar o refutar la conjetura de Collatz es llamado también, en
inglés, 3n + 1- problem [7], Ulam’s problem o Syracuse problem [8]. En la bibliografia se
encuentran afirmaciones desestimulantes para investigar en este problema. Por ejemplo, R.
Guy en 1983 escribié “No trate de resolver este problema.”[4]. También, segiin R. Guy en
[4], P. Erdos habria afirmado que “La matemadtica no estd preparada para poder resolver
este problema.”

Sin embargo esas afirmaciones desestimulantes se refieren tinicamente a las herramientas
algoritmicas y no a argumentos méds abstractos en una eventual demostracién o refutacion.
En efecto, que las herramientas algoritmicas son insuficientes para resolver el problema,
fue probado por Conway en 1972 [3], al definir con precisién los algoritmos irresolubles y
demostrar que las trayectorias por iteraciones de la transformacion de Collatz son impre-
decibles.

Con métodos computaciones se ha probado al dia de hoy que para todo estado inicial
o < 2,95 - 10%° las trayectorias finalmente llegan al valor 1. Sin embargo, el avance por
este método para tratar de encontrar un contraecjemplo, es muy lento. En 1999, ya se habia
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llegado a chequear la afirmacién de la conjetura de Collatz para xy < 2,7-10'° [9]. Es decir,
en los tltimos 26 anos, con la mejora de la tecnologia, solo se ha avanzado en 4 potencias de
10. Ademas, este método computacional de encontrar las trayectorias para estados iniciales
cada vez mas grandes, solo puede ser 1til si se encuentra algin dia un contraejemplo y se
refuta la conjetura de Collatz. Pero no sirve para demostrarla, pues para ello se necesita
estudiar las trayectorias de todo niimero natural g, y no solo para los que son menores que
cierta cantidad, por mas grande que sea esta cantidad.

Ejercicio 2.1. Realizar un programa que reciba cualquier natural mayor que 1 y, mientras
la salida no sea igual a 1, permanezca en un ciclo realizando las dos instrucciones siguientes:

(1) si el nimero es par se procede a efectuar su divisién a la mitad; y

(77) si el nimero es impar se procede a triplicar y luego sumar 1.

Ejecutar dicho programa y mostrar que, para cada natural x comprendido entre 2 y 1000,
se termina en 1.

Ahora explicaremos por qué es tan dificil demostrar o refutar la conjetura de Collatz. La
dificultad proviene de dos propiedades de las trayectorias: por un lado, la alta sensibilidad
al estado inicial zg, y por otro lado, la existencia en las trayectorias de sucesivos tramos
finitos en que el iterado va creciendo estrictamente, seguidos de tramos finitos en que el
iterado va decreciendo estrictamente.

Respecto a la sensibilidad al estado inicial xg, llamado caos en la teoria de Sistemas
Dinamicos, es sabido que provoca la impredictibilidad de la trayectorias, y el cambio brus-
co en su comportamiento al cambiar un poco el estado inicial. Cada trayectoria es diferente.
El comportamiento del conjunto de trayectorias, todas diferentes, fue llamado “tormenta
de granizo”por Pikhover en 2001 [10], comparando cada trayectoria con un grano de gra-
nizo diferente de otro, pero que se presentan, durante los transitorios de las trayectorias,
yendo para cualquier lado como en una tormenta. También, y en forma mas optimista,
las trayectorias todas diferentes, fueron llamadas sucesiones de “nimeros maravillosos” por
Hofstadter en 1979 [6].

Por otro lado la existencia en las trayectorias de tramos finitos en que el iterado va cre-
ciendo seguidos de tramos finitos en que el iterado va decreciendo, en forma alternada y que
nunca se acaba, es un fenémeno usual en la teoria de los sistemas dinamicos. Mas adelante
en este articulo expondremos cémo se demuestra la existencia de esos tramos alternados
de crecimiento y decrecimiento. Durante los tramos de crecimiento, la tasa (factor) en que
el iterado crece, se llama tasa de expansion. Durante los tramos de decrecimiento, la tasa
(factor) en que el iterado decrece, se llama tasa de contraccion.

El método de estudio usado en la teoria de sistemas dinamicos cuando se presentan
alternadas expansiones y contracciones requiere la presencia de un fenémeno llamado do-
minacion o de un fenémeno llamado conservacion. La dominacion aparece cuando la tasa
de contraccién acumulada (es decir, el producto de las tasas de contraccién en todos los
tramos crecientes anteriores al iterado U"(xg)) predomina frente a la tasa de expansién
acumulada, asintéticamente en el futuro (es decir para U"(z() cuando n — +00)). La con-
servacion aparece cuando la tasa de expansion acumulada asintética es igual a la tasa de
contraccion acumulada.



Mas adelante en este articulo calcularemos las tasas de expansion y contraccion para el
primer tramo de iterados crecientes seguido del primer tramo de iterados decrecientes, para
cualquier estado inicial xg > 1. También expondremos cémo se demuestra que bajo cierta
condicion adicional, hay dominacion si xg > 1 o hay conservacién si o = 1. La dificultad
reside en que esa condicion adicional bajo la cual existe dominaciéon cuando xy > 1, si
bien se puede demostrar que se cumple para algunos estados iniciales xg > 1 tan grandes
como se quiera, no se pudo demostrar todavia que, asintéticamente en el futuro se verifica
para todo natural xg > 1. Si se demostrara para todo xo > 1 la conjetura de Collatz seria
verdadera y se convertiria en un teorema. Una exposicién matemaética precisa, cuando hay
dominacién, se puede encontrar en el articulo de Wirsching de 1998 [13].

3. Teoremas de inexistencia de ciclos no triviales.

Recordando lo expuesto en la Seccion 1, la conjetura de Collatz es equivalente a dos
conjeturas juntas, una de ellas la inexistencia de ciclos no triviales. En esta Seccién citaremos
dos resultados, que bajo ciertas hipétesis adicionales, demuestran que no existen ciclos no
triviales para cierto estado inicial xy > 1 arbitrariamente grande.

Sea xy > 1 un estado inicial y denotemos xg,x1,...,Z,,... a su trayectoria por la
transformacion de Collatz. En la Seccién 2 dijimos que las trayectorias estan compuestas
alternadamente por tramos finitos de iterados estrictamente crecientes y tramos finitos de
iterados estrictamente decrecientes.

Definicién 3.1. Se llama cuspide al iterado final de un tramo estrictamente creciente. Por
lo tanto, en el iterado siguiente empieza un tramo estrictamente decreciente. Si z,, es una
cuspide, entonces es un maximo relativo local estricto, es decir z, 1 < z, v Tp11 < Ty.

Se llama fondo de wvalle al iterado final de un tramo estrictamente decreciente. Por lo
tanto, en el iterado siguiente empieza un tramo estrictamente creciente. Si x,, es un fondo
de valle, entonces es un minimo relativo local estricto, es decir x,,_1 > T, ¥ Tine1 > Tin-

Supongamos que g es el minimo de una érbita periddica. Entonces es uno de los fondos
de valle, y la 6rbita, hasta que se obtiene el iterado x, = o, tiene igual cantidad de ctspides
que de fondos de valles.

Definicién 3.2. Una orbita periddica se llama k-ciclo si tiene exactamente k cuspides y k
fondos de valle.
Toda ¢érbita periddica es un k-ciclo para algin k > 1.

Por ejemplo la érbita de 1 por la transformacion de Collatz es 1,4,2,1,4,2,1,4,2,...
Tiene una sola cuspide que es 4 y un solo fondo de valle que es 1. Concluimos que el ciclo
trivial, es decir la orbita peridédica de 1, es un ejemplo particular de 1-ciclo. Pero esto no
demuestra la inexistencia de otros 1-ciclos que no pasan por 1.

Teorema 3.3. No existen 1-ciclos por iterados de la transformacion de Collatz que no sean
la orbita periodica del 1.

Este teorema fue demostrado por R. P. Steiner en 1977. La demostracién estd en [12].
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Teorema 3.4. No existen 2-ciclos por iterados de la transformacion de Collatz.

Este teorema fue demostrado por J. Simons en 2005. La demostracion estd en [11].

4. Transformacion 7' de retorno a los impares.

Consideremos la transformacion de Collatz levemente modificada para ahorrar tiempo
en las iteraciones: U : N — N, definida en la Seccién 1.

Proposiciéon 4.1. Para cada xg € N, estado inicial cualquiera, existe un iterado n-ésimo
impar, conn > 1. Es decir U"(xg) es impar para algin primer n > 1.

Es decir, cualquier trayectoria en algtun iterado futuro cae en el conjunto de impares.
Pero los siguientes iterados pueden ser pares hasta que nuevamente se cae en los impares,
y asi sucesivamente. Concluimos que la trayectoria cae en los impares infinitas veces.

Demostracion.

Primer caso: xg es par. Sea n > 1 el exponente de 2 en la descomposiciéon en factores
primos de zy. Entonces xy = 2"p donde p es impar (es el producto de todos los demés
factores primos distintos de 2) . Tenemos U"(zg) = x¢/2" = p impar.

Segundo caso: xg es impar y (3z¢+ 1)/2 también es impar. En otras palabras, el primer
iterado ya es impar porque U(zg) = (3o + 1)/2.

Tercer caso: xy es impar pero (3xg + 1)/2 es par. Sea m > 1 el exponente de 2 en la
descomposicién en factores primos de (3x¢ + 1)/2, es decir (3¢ + 1)/2 = 2™q donde q es
impar.

Entonces U™ (xy):
U™ (o) = U™ (U(w0)) = U™ ((3z0 + 1)/2) = ((3x0 +1)/2)/2™ = q € Nimpares-

|

Debido a la proposicién anterior, una vez que se cae en Nippares, la trayectoria vuelve a caer
una vez mas, y otra, y otra... en Nippares-

Definicién 4.2. Sea T" : Ninpares — Nimpares 1 trasformacién que a cada nimero impar x
le hace corresponder el primer iterado U™(x), con n > 1, que vuelve a ser impar.

T se llama transformacion de retorno a los impares de la transformacién de Collatz, o
en breve, transformacién de retorno.
Observacion 4.3. 1 es un punto fijo para T, es decir T(1) = 1.

En efecto, U(1) = 2,U%(1) = 1 € Nimpares- Entonces T(1) = U?(1) = 1. Por lo tanto la

trayectoria de 1 por iteraciones de 7' es la sucesion constante 1,1,1,1,1,1,....
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Obsérvese que para cualquier estado inicial 2y € Nimpares, la sucesion por iterados de
T: T(xo), T?%(xo), T?(x0), ..., T™(x0), - . ., es la sucesién por iterados de U a la que se le han
borrados todos los niimeros pares. Esto es porque para aplicar la transformacién de retorno,
saltamos de un impar al siguiente, tomando todas juntas en un solo paso, las iteraciones
por U intermedias que daban ntimeros pares.

Proposicién 4.4. Sea x9 € Njppares un estado inicial. Sea T : Nippares — Nippares la
transformacion de retorno definida en la Definicion 4.2.

a) Si (3zg+ 1)/2 es impar, entonces

3o+ 1
T(x0) = U(xg) = 02 .
Si (3zg + 1)/2 es par, entonces
m 3130 +1
T'(zo) = Ut o) = ol+m

donde m > 1 es el exponente de 2 en la descomposicion en factores primos del niumero par

Demostracion. Esta demostrado dentro de la demostracion de la Proposicién 4.1.

O

Ejercicio 4.5. Probar que 1 es el tnico punto fijo de la trasformacion T de retorno a los
impares.

Proposiciéon 4.6. Sea xy € Njppares un estado inicial. Sea T : Nippares — Nimpares la
transformacion de retorno definida en la Definicion 4.2.

a) Si (3xo+ 1)/2 es impar, entonces
T(l’o) > Tg

b) Si (3zg +1)/2 es par, entonces
T'(z0) < o,
y la igualdad vale si y solo si xg =1

Ejercicio 4.7. Demostrar la Proposicién 4.6.

Ahora veremos casos particulares de condiciones iniciales xy > 1 tan grandes como se
quiera en que las trayectorias llegan a 1, y lo hacen muy rapidamente, ya en el primer
iterado T'(xo).

Proposicion 4.8. Sea xy € Nyppares un estado inicial.
Si 3xo = S8 2 para algin natural k > 1, entonces T(x) = 1.
Si g = Zf:o 4" para algin natural k > 1, entonces T'(xq) = 1.
Se observa que el numero k en la hipotesis de esta proposicién puede ser arbitraria-

mente grande. Entonces la tesis T'(x¢) = 1 vale para ciertos (no todos) estados iniciales xg
arbitrariamente grandes.

Ejemplo 4.9. Sizo =5 entonces 3x0 =15=1+24+22+23y T(z) = (3-5+1)/2* = 1.

Ejercicio 4.10. Demostrar la proposicién 4.8.
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5. Dinamica por iterados de 7.

En esta secciéon expondremos algunas propiedades de la dindmica por iteracién de la
transformacion T de retorno a los impares de la transformacién de Collatz, definida en la
seccion anterior.

Proposicién 5.1. Sea xy € Nyppares un estado inicial cualquiera. Sea n = n(xg) > 1 el
exponente de 2 de la descomposicion en factores primos del nimero par xo+ 1.

a) Entonces (3/2)"(xo+ 1) — 1 es par.

b) Ademds, sin>2,ysi 1 <j<mn-—1, entonces T?(xq) = (3/2)7(xo+ 1) — 1.

c) Sea m = m(xg) > 1 el exponente de 2 de la descomposicion en factores primos del

nimero par (3/2)"(zo + 1) — 1. Entonces

(3/2)"(zo+ 1) — 1
o :

T" () =

Ejercicio 5.2. Demostrar la Proposiciéon 5.1.

Sugerencia: (3z+1)/2 = (3/2)(x +1) — 1.
Proposicién 5.3. Sea xg € Nippares un estado inicial cualquiera. Sean n = n(xg) > 1 y
m = m(zg) > 1 los nimeros definidos en la Proposicion 5.1.

a) Sin > 2, entonces

Ty < T(.ﬁ(]o) <... < Tnil(ﬂf()) > Tn<I0)

b) Sin =1, entonces
Zo 2 T(l’o) = Tn(l'(])

y esta desigualdad es estricta si y solo si xg # 1.

Ejercicio 5.4. Demostrar la Proposicién 5.3.

De la Proposicion 5.3 se deduce que la trayectoria de xy por iterados de T" no es una
sucesién siempre creciente, sino que cada tramo creciente de iterados consecutivos es finito
y estd seguido de un tramo decreciente, compuesto por al menos un iterado.

Teorema 5.5. Las trayectorias por la transformacion T de retorno a los impares de la
transformacion de Collatz , o bien alcanzan el valor 1 y por lo tanto se estabilizan en la
sucesion constante 1,1,1,..., o bien presentan infinitos cuspides y fondos de valle alterna-
damente.

Demostracion. Llamemos ny = n(xy) definido en la Proposicién 5.1. Obsérvese que, debido
a la Proposicién 5.3, en el caso ny; > 2 el iterado 7™ 7! (x() es una cuspide.

Consideramos el iterado siguiente T (xq) < T™ () (si 2o # 1) y lo tomamos co-
mo nuevo estado inicial para aplicar la Proposicién 5.1. Obtenemos un nuevo numero
n(T™ (z9)) > 1. Discutamos dos casos: n(T™ (xy)) o bien es 1, o bien es mayor o igual
que 2.



Primer caso: n(7" (z()) = 1. Aplicando la Proposicién 5.3 con 7™ (zy)) en lugar de zy,
deducimos que la trayectoria sigue decreciendo. Y, o bien puede seguir decreciendo hasta
alcanzar 1, en cuyo caso se estabiliza en el punto fijo T(1) = 1, o bien alcanza un fondo
de valle T™ (x) > 1. En este ultimo caso aplicamos la Proposicién 5.1 con T™(zg) en
lugar de z, . Debido a la Proposicién 5.3, obtendremos n(T™ (x)) > 2 porque si fuera 1, la
trayectoria seguirfa decreciendo y 7™ (z4) no serfa fondo de valle. Ahora que n(T™ (o)) > 2
se aplica el segundo caso que discutimos a continuacién (con nj en lugar de n;) :

Segundo caso: n(T™ (xy)) > 2. Entonces, aplicando la proposicién 5.3, deducimos que
T™(x0)) es un fondo de valle y en el siguiente iterado la 6rbita empieza a crecer de nuevo
hasta llegar a una nueva cuspide, a la cual le aplicamos nuevamente las proposiciones 5.1 y
5.3.

La construccion y discusién anterior se repite indefinidamente, a menos que en algin
iterado se alcance el valor 1.

]

Un error conceptual muy extendido es creer que si una trayectoria no es creciente a
partir de algin iterado, y siempre presenta tramos decrecientes en el futuro, no puede
tender a infinito. Esta idea generalizada es incorrecta. Para comprenderlo, imaginese que
una persona camina en linea recta avanzando hacia el infinito. Puede hacerlo dando un paso
para adelante atras del otro, siempre para adelante. Pero también puede hacerlo dando
tres pasos para adelante seguidos de dos pasos para atrds, y repetir ese patréon u otro
indefinidamente. Siempre que la cantidad acumulada de pasos para adelante sea mayor que
la cantidad acumulada de pasos para atrds, la persona avanzara hacia el infinito.

El Teorema 5.5 no implica ningin avance en el problema de demostrar o refutar la
conjetura de Collatz. A priori sigue habiendo tres tipos de trayectorias: las que se estabilizan
en 1, las que se estabilizan en un ciclo no trivial, y las que son no acotadas.

Proposicién 5.6. Sea xg € Nippares un estado inicial cualquiera. Sean n = n(xg) > 1y
m = m(zg) > 1 los nimeros definidos en la Proposicion 5.1. Entonces

n n—1
3 Zo 1
™ == — 1+—1.

Ejercicio 5.7. Demostrar la Proposicion 5.6.

Sugerencia: (3z +1)/2 = (3/2)z(1 + (1/3z)).
Proposicién 5.8. Sea g € Nippares un estado inicial cualquiera. Sean n = n(xg) > 1 y
m = m(xg) > 1 los nimeros definidos en la Proposicion 5.1.

Sim >nyxy# 1, entonces T"(xg) < xo.

Ejercicio 5.9. Demostrar la Proposicién 5.8.

Sugerencia: Sustituir (3/2)"(1/2™)) = (3/4)™(1/2™~™) en la igualdad de la Proposicién
5.6. Después observar que si el nimero impar x no es 1, entonces (14 1/(3z)) < 4/3.
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La Proposicion 5.8, da la condicién suficiente m > n (que después veremos que no es
necesaria) de dominacién. En efecto, la tasa de decrecimiento hasta el iterado 17" (xo) debié
predominar frente a la tasa de crecimiento, porque finalmente 7" (xg) < xo.

Y muestra también la dificultad de los intentos de demostracién por induccion completa
de la conjetura de Collatz. Esa condicién suficiente m > n de dominacién, con n = n(xy)
y m = m(xq) definidos en la Proposicién 5.1, solo se verifica para una minorfa de nimeros
impares (aunque se verifica para ciertos niimeros impares arbitrariamente grandes).

Otras condiciones suficientes de dominacion, para que la dominacién sea alcanzada para
iterados siguientes a 7" (x¢) con n = n(xy), pueden demostrarse considerando, como en la
demostraciéon del Teorema 5.5, la suma de los nimeros n = n(z) y m = m(z) para los
sucesivos iterados x en los tramos decrecientes existentes entre las ciispides y los fondos de
valle de las trayectorias.

Proposicién 5.10. Sea xg € Nyppares un estado inicial cualquiera. Sean n = n(zg) > 1 y
m = m(xg) > 1 los nimeros definidos en la Proposicion 5.1.

Si T™(xo) < xo entonces m > nlog,(3/2).

Ejercicio 5.11. Demostrar la Proposicion 5.10.

Sugerencia: Sustituir la desigualdad T™(zy) < z en la igualdad de la Proposicién 5.6 y
tomar logaritmo en base 2.

Siendo log,(3/2) = 0,584962 . .. la Proposicién 5.10 da la condicién necesaria
m>n-0,584962 ...

cuando se tiene la desigualdad T"(x¢) < xo, es decir la dominacién. Obsérvese que esta
condicién necesaria es diferente de la condicién suficiente m > n para la dominacién (si
xg # 1), dada por la Proposicién 5.8.

La Proposicion 5.10 también da la misma condicion necesaria, m > n - 0,584962. ..
cuando se tiene la igualdad 7" (z¢) = xy. Veremos la dificultad que se presenta para probar
la inexistencia de ciclos no triviales. Para probar que el nico ciclo es el trivial, nos gustaria
probar que si 7" (x¢) = x¢ entonces se cumple la condicién suficiente m > n de la Propo-
sicién 5.8 para que, o bien xy = 1 o bien T™(zy) < xo.. En efecto, si se cumpliera m > n,
como T"(xy) < xq es falso (porque T" () = zg), deduciriamos que xy = 1.

El problema se encuentra en la brecha entre la condicién necesaria m > n -0, 584962 . . .,
y la suficiente m > n, ya que m/n podria estar en el intervalo (0,584962...,1).

Otras condiciones necesarias de dominacién, cuando la dominacion es alcanzada para
iterados siguientes a T"(xq) con n = n(xy), pueden demostrarse considerando, como en la
demostraciéon del Teorema 5.5, la suma de los nimeros n = n(z) y m = m(z) para los
sucesivos iterados = en los tramos decrecientes existentes entre las cispides y los fondos
de valle de las trayectorias. Llamemos N, y M, a estas sumas acumuladas hasta el -
ésimo fondo de valle inclusive. La misma brecha M, /N, € (0,584962...,1) aparece entre
la condicién necesaria y la suficiente para la dominacién, y obstaculiza demostrar que no
existen ciclos no triviales.
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