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PROLOGO:

Este texto es complementario al libro de Burgos sobre funciones de varias variables (referencia
[1] de la Bibliografia al final de este texto). Fue escrito para ser estudiado después de los capitulos
1, 2 y 3 del libro de Burgos y antes de su capitulo 4.

Esta dirigido a estudiantes universitarios de grado de las carreras de Ingenieria que estan
cursando Célculo II.

Se supone conocidos el Calculo Diferencial e Integral de funciones reales de una variable real
(curso de Calculo I) y el Célculo Diferencial de funciones reales de varias variables (los primeros
tres capitulos del libro de Burgos).

Los objetivos de este texto son:

» Estudiar las integrales simples paramétricas (continuidad y derivabilidad respecto al pardmetro).

s Introducir el tema de integrales dobles y triples, como integrales iteradas de funciones con-
tinuas, antes de estudiar las mismas como integrales de Riemann.

= Dar ejemplos resueltos de calculo de integrales dobles y triples, y del calculo de areas y
volumenes.

El texto esta dividido en seis secciones temdticas que no son independientes, sino que cada
una presupone conocido el contenido de las anteriores.

Para seguir el texto es imprescindible dibujar figuras. Pedimos disculpas por no incluir las
figuras en estas notas.
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1. Integrales paramétricas.

1.1. Integrales paramétricas con limites de integracién independientes.

1.1.1. Limites de integracion constantes.

Sea R = [a,b] x [c, d] el rectangulo {a < x < b,c < y < d} contenido en R?, donde a < b, ¢ < d
son numeros reales fijos.

Sea f(x,y) continua para todo (z,y) € R.

Para cada segmento vertical x = x¢ fijo, con zg € [a,b] (hacer figura) se considera la integral
fcd f(zo,y)dy, de f(xo,y) respecto de y en el intervalo [c, d], como funcién de una sola variable y
(con xg constante). Es un nimero real, que depende del valor constante xy que se haya elegido en
[a, b]. Llamémosle entonces F'(zg), y definamos:

Definicion 1.1.2. Integral paramétrica con limites de integracién constantes.
Dada f(z,y) continua Y (z,y) € [a,b] X [¢,d] su integral respecto de y en el intervalo [c,d]
(tomando, mientras se integra respecto de y, un valor constante para x en el intervalo [a, b]) es:

d
ﬂ@zjfmw@

y se llama Integral paramétrica de pardmetro x (fijo), con limites de integracion (c y d) constantes.

Ejemplo 1.1.3. Sea f(z,y) = 3(z+v)? V (z,y) € [a,b] X [c, d]. La integral paramétrica con limites
de integracién ¢, d y con parametro x, es:

d d
F(z) = / 3(z+y)idy = / (322 + 6y + 3y*) dy

Y2 Y3 y=d
F(x) = 3%y + 6$7 + 23

y=c

F(x) =32%(d —¢) +3x(d* = &)+ (d® =) (1)

Teorema 1.1.4. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de
integracién constantes.
Sea f(x,y) continua ¥ (z,y) € la,b] X [c,d], y sea la integral paramétrica

d
ﬂ@=/fmw@

Se cumple:

a) F(x) es una funcidn continua de x para todo x € |a,b].

b) Si ademds la derivada parcial Of (x,y)/0x existe y es continua en (a,b) X [c,d], entonces
F(x) es derivable para todo x € (a,b), su derivada F'(x) existe y es continua, y verifica la siguiente

igualdad para todo = € (a,b):
d
f (x,y
F'(x) :/ %dy
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Demostracién: Se vera junto a la demostracion del teorema 1.1.8.
1.1.5. Limites de integracién variables.

Sea como en el parrafo 1.1.1, el rectangulo R = [a,b] X [¢,d] y f(z,y) continua para todo
(z,y) € R.

Sean dadas dos variables reales independientes ¢, ambas tomando valores en el intervalo
[c,d]. Para cada valor fijo de la terna (x,¢,¢) € [a,b] X [c,d] X [c,d] consideremos la integral
f;f f(z,y) dy, integrando respecto de y, como funcién de una sola variable y (con z constante).
Esta integral es un niimero real, que depende del valor constante x que se haya elegido en [a,b], y
que depende también de los valores ¢ y ¢ dados a los limites de integracién! dentro del intervalo
[c,d]. Llamémosle H(z, ®,1), y definamos:

Definicion 1.1.6. Integral paramétrica con limites de integracién variables.

Dada f(z,y) continua V (z,y) € [a,b] X [¢, d], y dados valores reales ¢ y v en el intervalo [c, d],
la integral respecto de y (tomando, mientras se integra respecto de y, un valor constante para x
en el intervalo [a, b]), con limites de integracién ¢ y v es:

P
H(x.6,0) = /gb fa) dy

y se llama Integral paramétrica de pardmetro x y limites de integracion ¢ y 1.

Ejemplo 1.1.7. Sea f(z,y) = 3(x +y)? V(z,y) € [a,b] x [c,d]. La integral paramétrica de f
respecto de y con limites de integraciéon ¢, y con pardmetro z, es, aplicando la férmula (1) del
ejemplo 1.1.3:

P
H(z, 6, ) = /¢ 3@+ )2 dy = 3226 — 6) + 32(4? — 6) + (60 — %) (2)

Teorema 1.1.8. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de
integracién variables.
Sea f(x,y) continua ¥ (z,y) € [a,b] X [c,d], y sea la integral paramétrica

P
H(z, d1) = /(b f@y)dy V(e é.0) € [a,b] x [e.d) % [e.d]

Se cumple:

a) H(z,$,v) es una funcion continua ¥ (z,¢,1) € [a,b] X [¢,d] X [c,d].

b) Las derivadas parciales de H(x, ¢,1)) respecto de ¢ y 1, existen y son continuas para todo
(z,¢,7) € [a,b] X (c,d) x (c,d), y verifican las siguientes igualdades:

OH(z,¢,¢) _
oy [z, )
OH(x,¢,9) _

No es necesario que se cumpla ¢ < 1.
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c) Si ademds la derivada parcial Of(z,y)/0x eziste y es continua en (a,b) X [c,d], entonces
la derivada parcial de H(z, ¢,1) respecto de x, existe y es continua para todo (x,¢,1) € (a,b) X
[e,d] X [e,d] y verifica la siguiente igualdad:

OH(z,¢,¢) [V 0f(x,y)
ox _/¢ oz dy

d) En las hipdtesis de la parte c), la funcion H(xz,¢,1)) es diferenciable ¥ (x,¢,v) € (a,b) %
(c,d) x (c,d).

Demostraciéon de los teoremas 1.1.4 y 1.1.8: Observemos primero que el teorema 1.1.4 se
obtiene de aplicar las partes a) y c) del teorema 1.1.8, usando ¢ = ¢, ¥ = d, como caso particular.

Prueba de la parte a) del teorema 1.1.8: Probaremos que H es uniformemente continua
en su dominio, que es el conjunto M = [a,b] X [¢,d] X [e,d].

Por la definicién de continuidad uniforme, dado € > 0 habra que probar que existe 6 > 0 tal
que

(33,¢>,¢) € Mv (%0,@50,1#0) € M7 ||($,¢, ¢) - ($o,¢0,¢0)|| <0 =
= |H (x, ¢,1) — H(xq, ¢0,%0)| < € (a probar) (1)

Tomemos un valor de €* > 0, cuya eleccion se especificarda después.
Por ser f(x,y) continua en el rectdngulo compacto R = [a,b] X [¢,d], es uniformemente com-
pacto en R. Luego, existe §; > 0 tal que

(z,y) € R, (z0,y) € R, [[(z,y) — (z0,y)|| =z —zo| <1 = [flz,y) — flzo.y)| <€ (2)
Acotemos ahora H(x,¢,1) — H(xg, ¢, ):

p P
‘H(wv(b?w)_H(and)aw)‘: ’/d) f(xay)_f($07y) dy‘ < ’/d) |f(:c,y)—f(xo,y)\dy (3)

Sustituyendo (2) en (3) se obtiene:

P
-zl <8 = |H($,¢7¢)—H($o,¢,¢)|§‘/¢ e*dy\ze*-w—m (1)

Siendo v y ¢ reales del intervalo [c, d], se cumple |¢p — ¢| < (d—c¢), y por lo tanto de (4) se deduce:
|3§’—$0|<51 = |H($,¢ﬂp)—H($0,¢,w)|§€*(d—C) (5)

Por otro lado, llamando M al méximo de |f(x,y)| en el rectdngulo compacto R (tal M existe
porque por hipétesis f es una funcién continua en el compacto R), se obtiene:

WP Yo
|H (20, ¢,) — H(xo, dpo,%0)| = ‘/¢ f(zo,y) dy — , f(zo,y) dy‘ =

ol P
='/¢ f(wo,y)der/w f(fﬂo,y)dy‘SM'|¢—¢0|+M'W—T/)0| (6)
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En la igualdad del medio de (6) hemos usado que la integral de una funcién entre ¢ y v es igual a
la integral de la misma funcién entre ¢ y ¢g, mas la integral entre ¢g y g, mas la integral entre

Yoy .
Eligiendo 69 = €*/(2M), se deduce de (6):

| — do| < b2, | —o| <02 = |H(x0,¢,v)— H(x0,¢0,%0)| <2Mby =¢" (7)

Aplicando la propiedad triangular del valor absoluto, y las desigualdades (5) y (7), se obtiene:

|H(z, ¢,) — H(zo, ¢0, %o)| < [H(x, ¢, ) — H(xo, $,¥)| + |H (20, ¢, %) — H(20, b0, %0)| <
<ed—c)+ef=€(1+d—c)<e (8)

donde, dado € > 0 se eligié cualquier €* > 0 menor que €¢/(1 4 d — ¢).
La desigualdad (8) vale para toda pareja de puntos (x,d,v) y (zo, ¢o,%0) en M tales que

|z — zo| <61, [¢ — o] < b2y [¢ —tho| < 2.
Si se llama § > 0 al menor entre los nimeros positivos d; y d2 se deduce de (8) lo siguiente:

($,¢,1/1> S M7 (.%'0,¢0,¢0) € M7 H(Q?,¢,¢) - (.’IJ(),¢(),¢())H < o =

= |H (z, ¢,7) — H(zo, ¢po,%0)| < €

Esta tultima es la afirmacién (1) que querfamos probar.

Prueba de la parte b) del teorema 1.1.8:
Sea, para x € [a, b] fijo, y para ¢ € [¢,d] también fijo, la funcién:

Y
F(Y) = /¢ £z y) dy

donde el extremo de integracién superior Y es variable en el intervalo (c¢,d). Por el teorema
fundamental del cdlculo integral en una variable real y, se sabe que F(Y) es una primitiva de
f(z,Y) respecto de la variable Y. (Recordar que aqui x es una constante.) Es decir, F'(Y) es
derivable respecto de Y, y su derivada es

F/(Y) = f(.%',Y) VY e (67 d) (9)
Observemos que, por construccién de la funcién H(zx, ¢, 1)), se cumple lo siguiente:

_ 0H(z,4,Y)

F(Y)=H(z,0,Y)VY € (¢,d) = F'(Y) o

VY € (e,d) (10)

Por lo tanto, reuniendo (9) y (10), y usando Y = v se obtiene:

0t (z,9,v)
o
Esta tdltima es la primera de las igualdades que queriamos probar. La igualdad anterior implica

que existe la derivada parcial de H respecto de ¥ y es continua, porque f es por hipdtesis una
funcién continua.

= f(z,9) V(z,¢,9) € [a,b] x [¢c,d] x (¢, d)
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Sea ahora, para x € [a, b] fijo, y para ¢ € [c,d] también fijo, la funcién:

P Y
G(Y) = /Y f(y)dy = — /w f(a,y) dy =

Y
G(Y) = /w ~fla,y) dy

donde el extremo de integracién Y es variable en el intervalo (c, d).

Por el teorema fundamental del cdlculo integral en una variable real y, se sabe que G(Y') es
una primitiva de —f(z,Y’) respecto de la variable Y. (Recordar que aqui = es una constante.) Es
decir, G(Y') es derivable respecto de Y, y su derivada es

G/(Y) - —f(l',Y) VY € (C, d) (11)
Observemos que, por construccién de la funcién H(zx, ¢, 1)), se cumple lo siguiente:

OH(x,Y,¢)

G(Y) = H(@,Y.9) VY € (c.d) = G'(Y) =1

VY € (¢,d) (12)

Por lo tanto, reuniendo (11) y (12), y usando Y = ¢ se obtiene:

OH(z,9,9)
d¢

Esta ultima es la segunda de las igualdades que queriamos probar. La igualdad anterior implica
que existe la derivada parcial de H respecto de ¢ y es continua, porque f es por hipdtesis una
funcién continua.

= —f(z,0) Y (x, )€ |a,b] x (c,d) x [¢, d]

Prueba de la parte c) del teorema 1.1.8:
Basta demostrar que para todo xy € (a,b) fijo, y para todo (¢,v) € [c,d] x [e,d] fijos, se
cumple:

Ee dy (13)

T=x0

Km H(mvgb?w)_H(‘/EOvQSaw) :/w (9f(ac,y)
¢

Tr—T0 T — :L‘O

En efecto, si probamos la igualdad (13), por definicién de derivada parcial como limite de cociente
incremental, deducimos que existe la derivada parcial 0H/0x de H respecto de x, en x = xg; y
que cumple la igualdad de la tesis ¢) que queriamos probar. Ademds, como es 0H/Jx igual a la
integral paramétrica de una funcién continua (en este caso df(x,y)/0x, entonces, por la parte a)
ya probada, es 0H/Jx continua.

Ahora probemos (13). Sabiendo que H (z, ¢p)) = f(;b f(z,y) dy, sustituyendo en (13) deducimos
que basta probar lo siguiente:
Dado € > 0 probar que existe § > 0 tal que:

d
ox y

T=x0

|z —zo| <6 = <€ (aprobar) (14)

S yy) = flaoy) dy /w f(x,y)
¢

Tr — X
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En efecto:

dy (15)

T — xg ox - T — xg ox

Ji (f@,y) = flao,y) dy /w 0 (x0, )
¢

Y\ fla,y) — flzo,y)  Of (xo,y)
s s,

Por el teorema del valor medio del calculo diferencial para funciones de dos variables, existe
un punto intermedio £ entre xg y x tal que:

flx.y) — f(xo,y) _ 9f(&w)

x — xo ox '’

&=z +t(x—xp), te]0,1]

Luego, sustituyendo en el segundo miembro de la desigualdad (15):

=P dy

<
ox -

i @y) = flaoy) dy /¢ 0 (w0, y)
¢

T — X0

<

& ox Ox

‘ dy, &=uz9+t(x —xz), t€]0,1] (16)

Tomemos un intervalo cerrado [/, V'] , tal que x € [d/, ] C (a,b). Como por hipétesis la funcién
Jf(x,y)/0x es continua en el compacto R' = [a/,] x [c, d], es uniformemente continua en él. Por
lo tanto, para todo €* > 0 existe § > 0 (independiente de z,y), tal que:

0f(&y)  Of(w0,y)
ox ox

(Ey) € R, (0,y) € R, |6 —a0] <0 = ] < ()

Si elegimos x tal que |x — xo| < §, entonces para & = zg + t(z — xg), t € [0, 1], se cumple:
|lx —x0| <6 = | —xo| = |t(x — )| = |t|]|]xr —20| <1-0=96

Por lo tanto se puede aplicar (17). Sustituyendo (17) en el segundo miembro de la desigualdad
(16), se deduce:

|zt —x0| <6 =

7dy

Sy (@) = flaoy) dy /w 0 (x0,y)
P oz

P
g/ Cdy<efp—gl<e(d—c)<e (18)
]

Tr — X

Al final de la desigualdad (18) se usé que ¢ y ¥ estdn en el intervalo [c,d], y por lo tanto distan
menos que la longitud d — ¢ de ese intervalo. También se eligié, dado € > 0, un valor de € > 0
menor que €/(d — ¢).

Se observa que la afirmacién (18) es la misma (14) que queriamos probar.

Prueba de la parte d) del teorema 1.1.8: Segin lo probado en las partes b) y ¢) las
tres derivadas parciales de H existen y son continuas para todo (z, ¢,v) € (a,b) x (¢,d) x (¢, d).
Si una funcién real de tres variables tiene sus tres derivadas parciales continuas en un abierto,
entonces es diferenciable en todos los puntos de ese abierto. Por lo tanto H es diferenciable en
(a,b) x (¢,d) x (¢,d), como querfamos demostrar. [
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Ejemplo 1.1.9. Retomando la igualdad (2) del ejemplo 1.1.7, con f(z,y) = 3(x2+?), tenfamos:

H(z,¢,¢) = 3% (¢ — ¢) + 32(¢? — ¢°) + (¥° = ¢°)  (2)

Denotando con H,, Hy, Hy a las tres derivadas parciales de H(x, ¢,1)), respecto de x, de ¢ y de
1) respectivamente, resulta de (2):

Hy = 62 — ¢) +3(° = ¢%)  (3)
Por otro lado, usando la parte b) del teorema 1.1.8 se obtiene:
Y 2
H:c_/ d3(x+vy) dy —
1) Oz

y=v

Y 2
= [ sy = o] =6aw—0) #3057 )

y=¢
Este resultado coincide con el encontrado en (3).
Por un lado usando la igualdad (2) se obtiene

Hy = 32" + 629 + 30> =3(z + )%, Hy= —32% — 629+ —3¢° = —3(z + ¢)* (4)

Por otro lado, usando la parte b) del teorema 1.1.8 se obtiene:

Hy=3(x+y)?,_,=3@x+v¢)% Hy=-3z+y)? -3z +9¢)? (5

y=1 y=o¢

los resultados de (5) son los mismos encontrados en (4).

1.2. Integrales paramétricas con limites de integracién dependientes
del parametro.

Ahora consideraremos los limites de integracion dependientes del parametro x:

Sea como en los parrafos 1.1.1 y 1.1.5, el rectangulo R = [a, b] X [c, d].

Sean dadas dos funciones reales continuas ¢, : [a,b] — [c,d] y usemos los resultados vistos
hasta ahora usando ¢ = ¢(x), 1 = ¢(z) como limites de integracién. (Tomaremos para fijar ideas
¢(z) < ¢(x) para todo x € [a,b]).

Consideremos el dominio D contenido en el rectdngulo [a,b] X [¢,d] dado por la siguiente
condicion:

D={a<z<b ¢z) <y <)

Hacer figura: En el plano (z,y) dibujar el rectdangulo [a,b] X [c,d], y en él las gréficas de las
funciones y = ¢(x) y y = 9¥(z) cuando z € [a,b], cumpliendo ¢(x) < 1(z). Entonces D es la
regién comprendida entre esas gréficas, que se proyecta en el eje de las x sobre el intervalo [a, b].
Esté formada por la unién de “bastones”verticales (es decir segmentos de recta verticales), con
abscisa x constante, con extremo inferior de ordenada ¢(x) y extremo superior de ordenada ().
Al variar z en el intervalo [a, b] este segmento vertical barre el dominio D.

Sea dada una funcién f(x,y) continua para todo (z,y) € D.



10 Integrales paramétricas e integrales dobles y triples. FEleonora Catsigeras. 19 Julio 2006.

Para cada valor fijo de = € [a,b] tomemos la terna (z, ¢(z), ¥ (z)) € [a,b] X [¢,d] X [¢,d] Ahora
no son las tres variables (x, ¢, 1) independientes entre si, sino que las dos ultimas dependen de la

primera. Consideremos la integral f(;b(gf)) f(z,y) dy, integrando respecto de y, como funcién de una

sola variable y (con = constante). Esta integral es un nimero real. Llamémosle F'(z), y definamos:

Definicién 1.2.1. Integral paramétrica con limites de integracién variables dependien-
tes del parametro.

Sean dadas dos funciones continuas? ¢ = ¢(x) y ¥ = ¢(x) del intervalo [a,b] al intervalo [c, d],
y sea dada f(x,y) continuaV (z,y) € D = {z € [a,b],y € I(x)}, donde I(z) es el segmento vertical
de extremos (z, ¢(x)), (x,¥(z)).

Consideremos la integral de f(x,y) respecto de y (tomando, mientras se integra respecto de
y, un valor constante para x en el intervalo [a, b]), con limites de integracién ¢(x) y 1 (z):

¥(x)
Fw) = Hio@v@) = [ sy
A F(z), definida por la férmula anterior, se le llama integral paramétrica de pardmetro x y limites
de integracion ¢(z) y (x).
(Observacion: En esta definicién, la funcién H es la definida en 1.1.6.)

Observacién: Un caso particular es cuando las funciones ¢ y 1) son constantes ¢(z) = ¢, ¥(x) =
d para todo x € [a,b]. En ese caso la funcién F(z) definida en 1.2.1 coincide con la funcién F(x)
definida en 1.1.2.

Ejemplo 1.2.2. Sea f(z,y) = 3(x +y)? V(z,y) € [a,b] x [c,d]. La integral paramétrica de f
respecto de y con limites de integracién ¢ = 2x,v¢ = 22 es, aplicando la férmula (2) del ejemplo
1.1.7:
173
F(z) = / 3(x+y)?dy = 322 (2> — 22) + 32 (2% — 42%) + (2 — 823) = 2% + 32" + 325 — 262°  (6)
2x
Teorema 1.2.3. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de
integracién dependientes del parametro.
Sean dadas dos funciones continuas ¢ = ¢(x) y 1 = ¥ (x) del intervalo [a,b] al intervalo [c,d),
y sea dada f(x,y) continuaV (x,y) € D ={x € [a,b],y € I(x)}, donde I(x) es el segmento vertical
de extremos (x, p(x)), (x,¥(x)).
Sea la integral paramétrica

P(x)
F(x) = H(z, d(x), () = /¢ fy)dy Ve b

Se cumple:
a) F(x) es una funcion continua ¥ x € |a,b].
b) Si ademds la derivada parcial Of (x,y)/0x existe y es continua® en D, y las derivadas ¢'(x)

y Y/ (x) existen y son continuas® en [a,b]; entonces F(x) es derivable Yz € (a,b), su derivada

2No es necesario que ¢(z) < 1h(x)

3Quiere decir que existe en el interior de D y tiene una extensién continua al borde de D

4Quiere decir que existen en el interior del intervalo [a,b] ¥ que tienen extensiones continuas a los extremos de
ese intervalo.
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F'(x) es continua y verifica la siguiente igualdad:

¥@) 5 f(x
File) = / OIY) 4o 4+ Fla, (@) (&) = Fa 6(2))6 (@)
o) O

Demostracién: La funcién F'(x) es la composicién siguiente:
F(z) = H(z, ¢(x), () Va € [a,b]

donde H (z,¢,) es la funcién definida en el teorema 1.1.8.

Por el resultado de la parte d) del teorema 1.1.8, la funcién H es diferenciable, con derivadas
parciales continuas, y por hipétesis ¢(z) y ¥ (x) también lo son. Luego, por la regla de la cadena
F'(x) existe, es continua y cumple:

OH = OH OH
Fl(a) = 50+ 559 @+ 55¢

ox 0
Usando las férmulas de las partes b) y c) del teorema 1.1.8, se tiene:

() (1)

OH _
06

OH _
o)

Sustituyendo en (1) se concluye la tesis del teorema. [

*f(‘ra(b)v f($a¢)

Ejemplo 1.2.4. Hallar la derivada de la siguiente funcién F'(x) (sin hallar la funcién F(x)):

3

F(z) = /: 3(x +y)* dy

T

Llamando »
H0.0) = [ 3+ yPds
¢
se cumple, para ¢ = x y para 1) = z° la siguiente igualdad:
F(x) = H(z,2x,1%)

Por la regla de la cadena (llamando H,, Hy, Hy a las tres derivadas parciales de H respecto de z,
de ¢ y de v respectivamente):

F'(x) = Hy + Hy¢' (v) + Hy () = Hy + 2Hy + 32°Hy,  (7)

Usando las igualdades al final de la parte b) del teorema 1.1.8 se encuentran los resultados (3) y
(4) del ejemplo 1.1.9:

H, =6(t)— ¢) + 3% — ¢, Hy=3(x+¢)? Hy=-3(x+¢)?> (8

Sustituyendo (8) en (7), y recordando que ¢ = 2z, 9 = 3, resulta:

F'(x) = 92% + 212°% 4 1527 — 7822, O



