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5. Integrales dobles de Riemann.

El desarrollo de la teoria de integrales multiples de Riemann lo haremos con detalle para
integrales dobles. Al final se explica cémo generalizar los resultados para integrales triples y
multiples en general.

5.1. Sumas de Riemann.

Sea el rectangulo compacto
R = [a,b] x [c,d]

donde a < by ¢ < d son nimeros reales fijos.

Seaa =z <1 < ...<xi] <x <...<xy = Db una particién del intervalo [a,b] en n
subintervalos [z;_1, ;] de longitud Az; = z; — z;_1. Sea Az = maxj<i<n Az;.

Seac=yp <y <...<yj—1 <yYj <...<ym = d una particién del intervalo [c,d] en
subintervalos [y;_1,y;] de longitud Ay; = y; — y;—1. Sea

Ay = X Ay
y= mix Ay,

Esas particiones de los segmentos [a,b] y [c,d] en los ejes de las = y de las y respectivamente,
definen una particiéon P del rectdngulo R = [a, b] X [¢, d], formada por nm rectangulitos compactos

R = [zi—1, xi] X [yj—1, 5], de lados con longitudes Ax;, Ay;
La unién de todos los rectangulitos I; j es todo R, y tienen interiores dos a dos disjuntos.

Definicion 5.1.1. Norma de una particién. Se llama norma de la particién P del rectangulo
R en los rectdngulitos R; ; (definidos como antes) al niimero real positivo:

1Pl =1[(Az, Ay)l| = v Az? + Ay? = max{diagonal delt; ;}

(Hacer un dibujo tomando en horizontal el eje de las x y en vertical el de las y, en ellos los
intervalos [a, b] v [c,d] (por ejemplo para mayor comodidad tomar 0 < a < b en el eje de las x y
0 < ¢ < d en el eje de las y). Partir uno de esos intervalos en, por ejemplo, n = 3 subintervalos,
y el otro en, por ejemplo, m = 5 subintervalos. Trazar los segmentos de recta verticales r = x;
contante y que estdn dentro del rectangulo R = [a,b] X [c,d], y los segmento de recta horizonales
y = y; contante dentro de R. Queda la particién de R en los nm rectangulitos R;; descriptos
antes. )

Definicion 5.1.2. Eleccién “t” de puntos intermedios subordinada a una particién.

Sea dada una particiéon P del rectdngulo R en nm rectangulitos R;; como fue definida al
principio de la seccién 5.1. Una eleccion de puntos intermedios subordinada a la particion P, que
denotamos?! como t, es una coleccién de mn puntos (Z;, yj), cada uno perteneciente al rectangulito
R; j respectivo en R C R?. Es decir:

t ={(Z1,U;) € Rij}i<icn, 1<j<m naturales.

21Hay que estar advertido que t no es un ndmero real.
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Se denota con T(P) a todas las elecciones posibles de puntos intermedios subordinadas a la
particién P.
Cuando se escribe para cierta afirmacién A lo siguiente:

A VteT(P)

estamos indicando que la afirmacién A es verdadera para toda eleccién de puntos intermedios
subordinada a la particién P, siendo P una particién fija dada de antemano.

Sea f(x,y) una funcién acotada (no necesariamente continua) en R.

Definicion 5.1.3. Sumas de Riemann.
Dadas:

» Una funcién f(z,y) acotada en el rectdngulo R = [a,b] X [c,d].

» Una particién P del rectdngulo R en nm rectangulitos R; ;, para 1 <¢<n, 1 < j <m, con
lados de longitudes Ax; y Ayj.

» Una eleccién t € T(P) de puntos intermedios (;,y;) € R; ;.

Se llama suma de Riemann de f en la particion P y en los puntos intermedios t, al nimero
real:

n m
i=1 j=1
A veces, en la suma de Riemann a la derecha de la igualdad anterior, se sustituye el producto
Ax;Ay; por area R;j, ya que el producto de las longitudes de los lados de un rectangulo es igual
a su area.

Intepretacién geométrica de la suma de Riemann. (Hacer una figura tomando en el
plano horizontal z,y el rectdngulo R con su particion P en nm rectangulitos, y en el eje vertical
z. Dibujar la superficie gréfica z = f(z,y) de un funcién f continua y positiva en R.)

Cada sumando f(7;,7;)Ar;Ay; de la suma de Riemann, cuando f > 0, es el volumen del
prisma rectangular en el espacio x,y,z con base en el rectdngulito R;; del plano z = 0 y altura
igual a z; ; = f(7;,7;). Este punto (7;,7;, zij), que estd en la tapa horizontal superior del prisma,
se encuentra sobre la (superficie, si f es continua) grafica de f, y se proyecta verticalmente sobre
el punto (7;,7;) de su base (el rectangulito R; ;).

La suma de Riemann es entonces igual al volumen de la unién de todos esos prismas rectan-
gulares. Si f es continua, y los rectangulitos R; ; en la base, son pequenos, demostraremos que las
sumas de Riemann tienden a un nimero A. Intepretamos en ese caso que la unién de los prismas
rectangulares aproxima en volumen al sélido Vy que se encuentra abajo de la superficie gréfica
z = f(x,y), y arriba del plano z = 0.

5.2. Integral de Riemann de funciones acotadas.

Definicion 5.2.1. Limite de sumas de Riemann.
Dada una funcién acotada f en el recténgulo R = [a,b] X [¢,d], se llama limite de las sumas
de Riemann de f en R, a un nimero A que, si existe, cumple lo siguiente:
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Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que
[Pll<d = [o(f,P,t) — Al <e YVt € T(P)

Cuando existe tal nimero A se lo denota como:

A= lim o(f,P,t)= lim Ti, Ui ) Az A
I|1P||=0 (£,P.%) (Az,Ay)— oo)z;]z;f i) Yi

Definicion 5.2.2. Integral de Riemann en un rectangulo.

Dada una funcién acotada f en el rectangulo compacto R, se dice que f es integrable Riemann
en R si existe el limite A de las sumas de Riemann como en la definicién 5.2.1. A dicho limite A
se le llama integral de Riemann de f en Ry se le denota®? por convencién, como:

A= lim o(f,P,t)= lim ZZf (Ti,¥;)Ar; Ay, = / flz,y)dzdy

[|P||—0 (Az,Ay)—(0,0) 1o

(Obsérvese que la igualdad anterior no es un teorema, sino una simple convencién de notacién.)

Definicion 5.2.3. Integral de Riemann en un conjunto acotado.

Dada una funcién acotada f en un conjunto D contenido en el rectangulo compacto R, se dice
que f es integrable Riemann en D si es integrable Riemann en R (como en la definicién 5.2.2), la
funcién extendida definida como f(z,y) si (z,y) € Dy f(z,y) =0si (z,y) € D.

A dicha integral Riemann en R de la funcién extendida se le llama integral de Riemann de f
en D y se le denota como:

lim o(f,P,t) = lim OOZZf Ti,Y;)AziAy; = / f(z,y)dzdy

IP||—0 (Az,Ay)— — =

donde f(z,y) =0si (x,y) € D.

(Obsérvese que la igualdad anterior no es un teorema, sino una simple convencién de notacién.)

Nota 5.2.4. No toda funcién acotada es integrable Riemann. Por ejemplo la funcién f en el
rectangulo [0, 1] x [0,1] dada por f(z,y) = 1 si las coordenadas z e y son nuimeros racionales; y
f(z,y) = 0 si las coordenadas x e y son nimeros irracionales; es acotada, pero se puede verificar
facilmente que no es integrable Riemann.

Veremos como consecuencia del teorema de Riemann-Lebesgue, (teorema 5.4.1), que toda
funcién continua en un rectdngulo compacto R (que es un caso particular de funcién acotada) es
integrable Riemann en el rectangulo; y que toda funcién continua en un dominio D descomponible
en simples, es integrable Riemann en D.

Sin embargo, advertimos que no toda funcién continua en un dominio cualquiera D, aunque
este sea compacto y la funcién resulte ser acotada, es integrable Riemann en D. Eso depende de
la forma de D, en especial de la “medida”del borde de D.

*’En esta seccién la notacién [ [, f(z,y) dedy no indica integral doble iterada como en la definicién 2.1.2. Indica
el limite, cuando existe, de las sumas o(f,P,t) de Riemann de f. Este limite cuando existe, es llamado integral de
Riemann de f.

Al final de esta seccidn, en el teorema 5.5.1, probaremos que son iguales (cuando existen ambas), la integral de
Riemann y la integral doble iterada de f. Por eso usamos la misma notacién para ambas.
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Nota 5.2.5. En el capitulo 4, pardgrafo 53, del libro de Burgos (ver referencia en la Bibliografia
al final de este texto) se da otra manera de definir integral de Riemann de f en un rectangulo R.
La del libro de Burgos es la mas usual en los textos.

Se definen primero las sumas superior e inferior de Darboux de f en particiones de R en
rectangulitos R; ;, en forma similar a nuestra definicién 5.1.3, pero sustituyendo f (@-,yj) por el
supremo e infimo respectivamente de f en R; ;.

Se llama integral superior e inferior de f en R al infimo de las sumas superiores y al supremo
de las sumas inferiores de Darboux, respectivamente, cuando se toman todas las particiones P de
R.

Se define entonces:

f es integrable Riemann en R si las integrales superior e inferior de f en R coinciden; en ese
caso se llama integral de Riemann de f en R al valor comin de las integrales superior e inferior.

Esta otra definicién de integral de Riemann resulta ser equivalente a la definicién 5.2.2 que
damos nosotros en este texto, como se demuestra en el pardgrafo 58 del libro de Burgos.

5.3. Conjuntos de medida nula.

Sea A C R? un subconjunto cualquiera de R2. (A puede ser en particular el conjunto vacio.)
Una coleccién {Ry,}i<n<n de N rectangulos R, de R?, se dice que es un cubrimiento finito
por rectangulos de A si

N
Ac (R,
n=1

Una sucesién { Ry, },>1 de rectangulos R,, de R?, se dice que es un cubrimiento numerable por
rectdngulos de A si

AC [j R,
n=1

(La unién en la afirmacién de arriba denota, por convencién, al conjunto de todos los puntos que
pertenece a alguno de los rectdngulos R,,, para algtin valor natural de n > 1.)

Por convencién, si {R,}1<n<n €s un cubrimiento finito, se dice también que es numerable,
definiendo R,, = () para n > N, y definiendo 4rea(R,,) =drea() =0 si n > N.

Definiciéon 5.3.1. Conjuntos de medida nula. Se dice que A tiene medida nula si para cada
e > 0 existe un cubrimiento numerable por recténgulos {R,} de A tal que la suma de sus &reas
es menor que €; es decir:

Ve>0 IH{R,}n>1 talque AC U R,, ZéreaRn <e€

n=1 n=1
Es sencillo demostrar la siguiente proposicién:

Proposicion 5.3.2. Propiedades de los conjuntos de medida nula.
1) Si A es un conjunto de medida nula y si B C A entonces B también es de medida nula.
2) Si A y B son conjuntos de medida nula, entonces AU B también lo es.
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Ahora damos el ejemplo de conjunto de medida nula que usaremos en la subseccién siguiente:

Proposiciéon 5.3.3. Medida nula de las curvas graficas de funciones continuas.

1) La curva grifica {y = ¢(z), = € [a,b]}, de cualquier funcion continua ¢ : [a,b] — R es
un conjunto de medida nula.

2) La curva grifica {x =n(y), y € [e,d]}, de cualquier funcion continua n : [c,d] — R es un
conjunto de medida nula.

Demostracién: La afirmacién 2) es la misma afirmacién 1), en la que simplemente se ha
permutado el nombre de las variables x e y entre si. Entonces, basta demostrar 1).

Sea A ={y = ¢(x), x € [a,b]} el conjunto curva grafica de ¢.

Como ¢ es continua en el compacto [a,b] entonces es uniformemente continua. Por lo tanto
para todo €* > 0 existe § > 0 tal que:

71 —wa| <0 = [o(w1) — P(w2)| <€ (1)
Tomemos una particién fija del intervalo [a, b]:
O=zxp<m<..<zji1<x;<...<zxzny=0b

en N intervalitos [x;_1,x;] iguales de longitud Az = (b—a)/N = z; — x;_1, tomando fijo un valor
natural de N suficientemente grande para que (b — a)/n < §. Entonces:

Az <d§ (2)
Consideremos para cada ¢ = 1,2,..., N el rectangulo
Ri = [zi—1,2i] X [¢(z;) — €, d(xi) + €] (3)

Afirmamos que la unién de estos N rectangulos contiene al conjunto A, es decir {R;}1<i<n es un
cubrimiento finito de A. En efecto, dado (z,y) € A, se cumple

y = o(x)
Ademis existe algun intervalito [z;_1,x;] de la particién donde estd la abscisa x dada. Es decir
T e [Qj‘ifl,.%i] (4)

Entonces la distancia entre = y z; es menor o igual que la longitud Az del intervalito [x;_1, x];
en otras palabras:
|z — 2| < Az (5)

Reuniendo (5) con (2) y (1), se deduce:
[ — ] <6, [p(z) — P(x)| <€
De lo anterior se deduce que

¢(x) € [p(zi) — €, 0(xi) + €] (6)
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Reuniendo las afirmaciones (3) (4) y (6) se obtiene:

(z,y) = (z,9(x)) € R;

Hemos demostrado que cada punto (x,y) € A estd contenido en alguno de los rectdngulos R;. Se
concluye que

N
AC URZ
=1

En otras palabras la coleccién R; es un cubrimiento finito de A por rectangulos.

Ahora solo falta demostrar que la suma de las areas de los rectangulos R; puede hacerse menor
que €, para cada valor € > 0 dado, arbitrario.

Calculemos la suma de las dreas de los rectangulos R; dados en (3).

area(R;) = (v, —wi—1) - € = Ax - €F =

N N N N b—a
area(R;) = Az € =¢* Ax =€ Ax- =€ N=¢"-(b—a)<e
2 el =2 2 27N oo

donde dado € > 0 se eligi6 €* > 0 tal que €* < €/(b—a). Esto es posible porque toda la construccién
anterior fue hecha para un valor genérico €* > 0, cualquiera sea este. [J

5.4. Teorema de Riemann-Lebesgue.

Teorema 5.4.1. Teorema de Riemann-Lebesgue.

Si f es acotada en el rectingulo R = [a,b] X [c,d] y sus puntos de discontinuidad (si existen)
estan contenidos en un conjunto C' de medida nula, entonces existe el limite de las sumas de
Riemann (integral de Riemann de f en R.)%3.

Demostraremos una versiéon particular del teorema de Riemann-Lebesgue, agregando como
hipdtesis que el conjunto C' que contiene las discontinuidades de f sea compacto. En lo que sigue
sélo usaremos el teorema de Riemann-Lebesgue en este caso particular.

Demostracion de una version restringida del teorema 5.4.1, asumiendo que C' es compacto:

Para demostrar que existe el limite de las sumas de Riemann, como en la definicién 5.2.1,
alcanza probar que dado € > 0 existe § > 0 tal que para toda pareja de particiones P; y Po en
rectangulos de R se cumple la afirmacién (1) que estd més abajo:

(A probar:)
Ye>0, 30 >0 tal que:
HPlH <9, ||7)2H <) = |O’(f,731,t1) — O'(f,PQ,tQ)| <e Vit ET(Pl) to GT(PQ) (1)

En efecto, si probamos (1), entonces en particular para e = 1/2 existe un §; > 0, existe (elegimos)
una particién P; con norma menor que 01, y existe (elegimos) una familia t; € T(P;) de puntos

23También es cierto el reciproco. Una funcién f acotada en el rectdngulo R es integrable Riemann en R si y solo
si es continua en R excepto a lo sumo en un conjunto C' de medida nula.
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intermedios subordinada a Py, tales que, para cualquier otra particién P con norma también
menor que J, y para cualquier eleccién t € T(P) se cumple:

o(f,P,t) € [o(f, P1,t1) —1/2,0(f,P1,t1) + 1/2] = I, con longitud de I} =1

Andlogamente, para €, = 1/(2n), con n > 2 natural, todas las particiones P con didmetro
menor que 0, < dp—1 < ... < d1, y toda eleccién t € T(P), definen una suma de Riemann
o(f,P,t) que estd en un intervalo compacto I,, de longitud igual a 2¢, = 1/n, y contenido en
I,,—1. La sucesion de intervalos compactos de reales I,, es una sucesion encajada de intervalos con
longitudes que tiende a cero. Entonces, por la completitud de la recta real, la interseccién de todos
esos intervalos define un unico real A que es el limite de las sumas de Riemann buscado.

Ahora probemos (1):

Primer caso: f es continua en R = [a,b] X [c,d], entonces es uniformemente continua en R
(pues R es compacto):
Dado €* > 0 existe § > 0 tal que

[(z1,91) = (22, 92)l| <6 = [f(z1,01) — fw2,92)| <€ (2)

Dadas dos particiones P; y P2 con norma menor que 9, consideramos la particién producto
P1 A Po

formada por las intersecciones (cuando no son vacias) dos a dos de todos los rectangulitos de P
con todos los de Ps.
Afirmamos que, dado € > 0, si se elige

entonces se cumple lo siguiente:
A probar: |o(f,P,t) — o(f,P1,t1)] <¢e/2 YVt T(P) t1 € T(P1) (3)
A probar: [o(f,P,t) — o(f, P2, t2)] <€/2 Vt € T(P) ta € T(P2) (4)
Una vez probadas (3) y (4) aplicando la propiedad triangular se obtiene
o(f, Prt1) — o(f, Pas o) < [o(f,Pt) — o(f, Pryta)[+[o(f, Pot) — o(f, Po,b2)] <€/2+€¢/2=¢
con lo cual quedard demostrada la tesis (1) como queremos.

Ahora probemos (3) y (4). Observamos que la afirmacién (4) es la misma afirmacién (3)
sustituyendo Py por P;. Por lo tanto basta demostrar (3).

Por la definicién de suma de Riemann en 5.1.3:

o(f,Pr,t1) =D > f(®:,7;) - drea(Ri;)  (6)

i=1 j=1
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donde (7;,7;) € Rij y {Rij}i<i<n, 1<j<m = P1

Por otra parte, tenemos la particién P = {Sk }r=12.. ~. (Aqui no nombramos los N rectdngulos
S segun dos indices 4, j que numeran los intervalos en los ejes de abscisas y ordenadas respecti-
vamente, sino que indexamos S; ordenados con un sélo indice natural k que varia desde 1 hasta
N en el orden que se desee.) La suma de Riemann correspondiente a P es:

a(f,P,t) Zf Ty, Gr) - drea(Sy)  (7)

donde (Z, yx) € Sk.

Sabemos que la particion P se obtuvo de intersectar todos los rectangulos de la particion Py
con los de otra particion. Entonces cada rectdngulo R; ; de la particién P; es igual a la union de
una cierta cantidad finita de rectdngulos Sj, C R; ; de la particién P. Es decir:

R ;= U Sk, drea(R; ;) = Z rea(Sy) (8)

k’:SkCRZ‘J k‘:Schiaj

Entonces, para cada uno de estos rectangulos Sy C R; ; la eleccién de puntos intermedios t € T(P)
define
(Tk, k) € Sk C Rij (9)

Reuniendo (6), (7) y (8) se obtiene:

n m

o(f,Prt) —o(f,Pt) =D > (f@i,7;) — f (&, Gr)) - drea(Sk)

i=1 j=1 k:S,CR; ;

Tomando valor absoluto, y usando la propiedad triangular para el valor absoluto de una suma, se
deduce:

o(f,Pr,t1) — o (f, P,t) r<ZZ > f@iy;) — f(&9)] - drea(Sy)  (10)

i=1 j=1k:S,CR;,;

Recordando por (9) que los puntos (T, ;) y (Zk, Jk) estdn ambos en el mismo rectdngulo R; ; de
la particiéon Py, y que la norma de esta particion es menor que J, se deduce:

Luego, aplicando la afirmacién (2) se deduce que:
1@, 75) = f (@, )| < €

Sustituyendo esta dltima desigualdad en (10) se obtiene:

o(f,Prt) —o(£,Pot) <> D Y drea(Sk)

=1 j=1 k:SkCRZ"j

lo(f,P1,t1) —o(f,P,t)] < € - area([a,b] X [¢,d]) =€" - (b—a)(d—c) ==
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Esta ultima desigualdad prueba la afirmacién (3) como queriamos demostrar, en el caso de una
funcién f continua en el rectdngulo [a,b] X [, d].

Segundo caso: [ no es continua en R = [a,b] X [¢,d] estando sus puntos de discontinuidad
contenidos en C', donde C es un conjunto compacto y de medida nula.

Reduciremos la demostracion de la afirmacién (1) a su validez, ya probada, en el primer caso.
Para ello construiremos una funcién auxiliar g que sea continua en R, y que difiera de f solo en
un conjunto de drea muy pequena. Aplicaremos el resultado ya probado (1) para la funcién g
continua; y comparando las sumas de Riemann de f con las de g, deduciremos la tesis (1) para f.

Dado € > 0, elegiremos al final un valor de €* > 0 adecuado, en funcién de e.

Para todo ¢* > 0, por definicién de conjunto de medida nula, existe un cubrimiento finito?*
de C con N rectangulos compactos {Sj}k=12,.. ~, cuya unién llamamos S, y cuyas areas suman
menos que €. No es restricitivo suponer que C estd contenido en el interior?® de S. En otras
palabras:

N N
C C interior(S) S = U Sk, Z&irea(Sk) <€ (11)

Aplicando el lema 2.2.13, existe una funcién chichén op(z,y) continua para todo (z,y) € R?
tal que ¢ = 0 fuera del abierto V' = interior S, es igual a 1 en el compacto C' y esta comprendida
entre 0 y 1 para los puntos (z,y) € V' \ C.

Construyamos la funcion auxiliar

g(z,y) = (1 —e(z,9)) - flz,y) Y(z,y) € R=la,b] x [c,d]

Como g se anula en C' y es igual al producto de funciones continuas fuera de C' (producto que
tiende a cero cuando el punto (x,y) tiende a un punto de C, pues el factor 1 — ¢(z,y) asi lo hace,
y el otro factor f(x,y) es acotado), entonces g(z,y) es continua en [a,b] X [c, d].

Ademads g cumple:

g(x,y) =0V (z,y) €C,  g(z,y) = f(z,y) V(z,y) € R\ S (12a)
0 <lg(x,y)| <|f(z,y)|V(z,y) € R (12b)

Siendo g continua en R aplicamos la afirmacién (1) probada en el primer caso. Entonces existe
6 > 0 tal que

[Pl <6, [[Pall <6 = o(g,Pr,t1) — a(g, P2 t2)| < % Vti € T(P1) tae T(P2) (13)

#4Giendo C' compacto, de todo cubrimiento numerable de C' con rectdngulos, puede extraerse un cubrimiento
finito.
25En efecto si se toman rectdngulos S, alargando cada lado de Sk (para la derecha y para la izquierda los dos
lados horizontales, y para arriba y para abajo los dos lados verticales) una cantidad € > 0 tal que € < 1, entonces
C queda contenido en el interior de la unién de los rectangulos S'k Ademds dado € > 0 la suma de los dreas de los
rectangulos S puede hacerse menor que 2e. En efecto: el drea de cada uno de los nuevos rectangulos S es igual
rea (Sy) + Perfm(Sy,) - € + 4&* < drea(Sy) + Perfm(Sy,) - € 4 4¢. Luego
N N N N
Z area(Sy) < Z drea(Sy) + €Y (Perfm(Sy) +4) < € + Z Perim(Sk) +4) = 2e
k=1 k=1 k=1 k=1

Para obtener la tltima igualdad hemos elegido, dado € > 0, el ntimero é = ¢/ S"n_ (Perfm(Sy) + 4).
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Observamos que si para un valor 6y > 0 de 0 se cumple la afirmacién (13), entonces para todo
otro valor positivo menor que §y también se cumple (13). Por lo tanto, en lo sucesivo, podemos
elegir 6 > 0 tan pequeno como se necesite.

Para probar la afirmaciéon (1) para f alcanza con probar que:

IPIl<8, = |o(f,P.t) = o(g,P.t) <5 VteT(P) (aprobar) (14)

En efecto, una vez probada las afirmacién (14), por la propiedad triangular del valor absoluto se
deduce que

[o(f, Pr,t1) — o(f, P2, b2)| < |o(f, P1,t1) — o(g, Pr,ta)|+
+lo(g, P1,t1) — (g, P2, t2)| + |o(g, P2, t2) — o(f, P2, t2)]
Aplicando (13), y la desigualdad (14) a la desigualdad anterior, se obtiene:

€ € €
||P1”<67 ||P2H<5 = |O'(f,7)1,t1)—0'(f,732,t2)|<§+§—|—§:€ thET(Pl) tQGT(PQ)

Esa es justamente la afirmacién (1) que queriamos probar.

Entonces basta probar (14) para finalizar la demostracién del teorema.
Por la definicién de las sumas de Riemann en 5.1.3, y por la propiedad traingular del valor
absoluto se tiene:

‘O’(f,P,t) - 0(97P7t)’ = |O’(f—g,7),t)’ < U(|f_g’77)7t) (15)

Siendo la particién P formada por nm rectangulitos R; ;, la suma de Riemann de |f — g| es:

n,m

o(lf —gl,P,t) = > |f(@7;) — 9(Ti,7;)|dreaRi;  (16)

ij=1,1

La particiéon P tiene norma menor que d > 0, entonces cada uno de los rectdngulos R; ; tiene su
diagonal con longitud menor que 4.
Retomemos ahora los N rectangulos Si que teniamos al principio, y que cumplen (11) y (12).
Los nm rectangulos R; ; se clasifican en dos categorias:

1) O bien R;; no intersecta ningin Sy, y por lo tanto no interseca a su unién S; es decir R; ;
estd contenido en R\ S. Llamaremos A al conjunto de indices (i, j) para los cuales ocurre eso. Se
cumple, aplicando (12 a):

(i,j) €A = Rij CR\S |[f(Z:,7;) —9(Ti,7;)| =0

Sumando entonces:
> 1f@7;) — 9@, 7))| - dreaRi; =0 (17)
(i,7)€A

2) O bien R;; intersecta a algtin Sy, y por lo tanto todos sus puntos distan menos que ¢ de
algin punto de Sj. (Recordar que § > 0 es mayor que la norma de la particién {P}; por lo tanto
es mayor que la diagonal de todos sus rectangulitos R; ;.)
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Entonces R; ; esta contenido en un rectangulo Sk, un poco més grande que Sy, con el mismo
centro que Sk, y lados de longitud igual a la longitud de los lados de S; mas 26. (Esto es Sy se
obtiene alargando cada lado horizontal de S una distancia é para la izquierda y para la derecha,
y lo mismo con cada lado vertical para arriba y para abajo).

Por lo tanto se cumple:

N N
Z areal?; ; < Z dreaS; < Z dreaSy + perim.S;d + 462
(4,5)2A k=1 k=1

Si d > 0 se elige menor que 1 y menor que €*/ Zgzl(perim.Sk + 4), entonces resulta:

N N
Z area(R; ;) < Z areaSy + perim.Spd + 46 < Z areaSy + perim.Sid + 46 =
(i,j)2A k=1 k=1
N N N
= Z areaSy + Z(perfm.Sk +4)0 < €'+ Z areaSy
k=1 k=1 k=1

Aplicando (11) a esta tltima desigualdad, se concluye:
Z érea(Ri,j) < 2¢*
(i.5)¢A
Usando esta ultima desigualdad, aplicando (12b) y eligiendo K > 0 que sea una cota superior de
|f| en R (por hipétesis f es acotada en R), se deduce:

S f@n7;) — 9@ )| - dreaRi; < Y |f(@T)| + 9(@i,7)| - dreaR;; <

(i-j)2A (i) €A
< > 20f(@i7;)| - dreaR;; < 2K - > dreaR;; < 4Ke*  (18)
(i) 2A (i) 2A

Reuniendo las desigualdades (17) y (18) se obtiene:

> 1 @n7y) - 9@, 7)| - dreaRi; = Y |f(®,7;) — 9(Fi, ;)| - dreaR j+
ij=1,1 (i.j)EA

+ Z (Ti,7;) — 9(Ti, 7;)| - dreaR; j < 0+ 4Ke”
(i.9)¢A
Aplicando (16) y esta ultima desigualdad:

G(|f - g|77)7t) < 4Ke*
Luego, por (15):
|O-(f77)7t) - U(g,P,t)| <4Ke* = =
Para obtener la tltima desigualdad hemos elegido €* = €¢/(12 - K'). Luego concluimos:
IP[| <6, = |o(f,P,t) — olg,P,t)| < % vt € T(P)

que es la afirmacién (14) que queriamos probar. [J
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Corolario 5.4.2. Corolario del Teorema de Riemann-Lebesgue.
Si f es continua en el dominio D, simple respecto de x o respecto de y, entonces existe el
limite de las sumas de Riemann (integral de Riemann de f en el dominio D).

Demostracién: Por la definicién de integrabilidad Riemann en D C R (definicién 5.2.3), hay
que demostrar que la funcién f extendida, definiendo por convencién f(z,y) =0 si (z,y) € D, es
integrable Riemann en el rectangulo R.

f es continua en D por hipétesis, y su extensién es continua en el exterior de D porque es
idénticamente nula.

Entonces los puntos de discontinuidad de f en R, si existen, estdn en la parte de la frontera
0D, que no es borde del rectangulo R. Esta frontera estd formada por las graficas de funciones
y = ¢(x) e y = ¢(z) continuas (si D es simple respecto de z, ver definicién 2.1.1), o por las gréficas
de funciones z = n(y) y x = £(y) continuas (si D es simple respecto de y, ver definicién 2.2.2).

Por la proposicién 5.3.3, las graficas de funciones continuas de una variable, tienen medida
nula en el rectangulo bidimensional R.

De lo anterior se deduce que f es continua en R excepto a lo sumo en un conjunto que tiene
medida nula (y es compacto).

Luego, por el teorema de Riemann-Lebesgue (teorema 5.4.1), la funcién f, extendida como la
funcion nula fuera de D, es integrable Riemann en R, y por lo tanto la funcién f dada es integrable
Riemann en D, como queriamos demostrar. [

5.5. Teorema de Fubini.

En la seccién 2 vimos el teorema de Fubini para integrales dobles iteradas (teorema 2.2.12).
Ese mismo resultado esta contenido en el siguiente teorema, y da otra demostracion del resultado
2.2.12, probando no solo que las dos integrales iteradas son iguales entre si, sino ademds que son
iguales a la integral de Riemann.

Por ese motivo se emplea la siguiente notacién.

Notacién: Se usa el mismo simbolo

/ /D f (2, ) dudy

para referirse a la integral de Riemann, o a cualquiera de las integrales iteradas, sin importar el
orden de las variables en que se integra.

Teorema 5.5.1. Teorema de Fubini para integrales de Riemann.

a) Si f es continua en el dominio D simple respecto de x (o respecto dey), entonces la integral
doble iterada de f (definida en 2.1.2 o en 2.2.3), es igual a la integral de Riemann de f en D.

b) Si f es continua en el dominio D simple en cualquier orden (es decir respecto de z y
respecto de y a la vez), entonces las dos integrales dobles iteradas de f (definidas en 2.1.2 y 2.2.3),
son iguales entre si, (se puede cambiar el orden de integracién de las variables), y su valor es la
integral de Riemann de f en D.

Demostracién: La parte b) es una consecuencia inmediata de la parte a): en efecto, por la
parte a) cada una de las dos integrales iteradas es igual a la integral Riemann. Por lo tanto son
iguales entre si.
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Para probar la parte a) consideramos el resultado del Corolario 5.4.2 del teorema de Riemann-
Lebesgue: la funciéon f es integrable Riemann en D. Entonces por definiciéon de integrabilidad
Riemann (ver definicién 5.2.2), existe el limite A de las sumas de Riemann o de f:

A= lim o (1)
I(Az,Ay)||—0

Hemos usado la definicién 5.2.2, donde aplicamos la igualdad que define la norma de una particién
1PI| = [[(Az, Ayl
Por otro lado, por la proposicién 2.1.7 (si el dominio D es simple respecto de x) o por la
proposicién 2.2.5 (si el dominio D es simple respecto de y) se obtiene que el limite iterado de las
sumas de Riemann existe y es igual a la integral doble iterada I de f.
El objetivo es probar que
A =1 aprobar.

Para fijar ideas supongamos que D es simple respecto de x, contenido en el rectangulo R =
[a,b] x [c,d], y usemos la proposicién 2.1.7:

I=Ilim lim o
Az—0 Ay—0

Esto quiere decir que para toda particion {z;}1<i<n fija en [a,b] , existe el limite

F({ai}) = Jim o (2)

y—0

y que a su vez existe

1= Jim F({z}) (3
Por (1), para todo €* > 0 existe § > 0 tal que
I(Az, Ay)[| <6 = Jo—Al <€ (4)

Tomemos el limite cuando Ay — 0 en la desigualdad (4) con la particién {z;} del intervalo
[a, b] fija, cumpliendo Az < §/2 y la particién del intervalo [¢, d] cualquiera cumpliendo Ay < §/2
y Ay — 0. Resulta:
Arx <6/2 = | lim 0 —A|<ex<e
Ay—0

En la dltima desigualdad hemos elegido, dado € > 0, cualquier otro ¢ > 0 estrictamente menor
que e.
Sustituyendo (2) en la desigualdad anterior, resulta:

Ax <6/2 = |[F({zi})—Al<e (5)
Resumiendo, la afirmacién (5) prueba que dado € > 0 existe d; = /2 tal que
Ar <01 = |[F({zi}) — Al <e
Lo anterior es por definiciéon de limite, lo mismo que:

A= lim F({z:}) (6)

Reuniendo (3) y (6) se concluye A = I como querfamos demostrar. [J
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5.6. Generalizacién para integrales miultiples.

Para integrales triples y para integrales multiples en general, valen los mismos argumentos,
sustituyendo los rectdngulos R de R? por prismas rectangulares R en R? (para integrales triples),
o por intervalos g-dimensionales contenidos en R? (para integrales miltiples en general, con ¢ > 1
natural).

Hay que sustituir también, donde aparece, el drea de un rectangulo en R? por el volumen de
un prisma rectangular en R3 (en intergrales triples), o por la medida g-dimensional de un intervalo
g-dimensional en R? (para integrales multiples generales).

También habra que sustituir en algunos de los enunciados y demostraciones, el conjunto simple
bidimensional D C R? por el conjunto simple tridimensional D C R? (para integrales triples), o
por el conjunto simple g-dimensional (para integrales multiples en general.)

Las gréficas (curvas) de funciones continuas y = ¢(x), =z € [a,b] que forman parte del borde
en dominios simples D bidimensionales de R?, usados para estudiar las integrales Riemann dobles,
tendran que ser sustituidas por las graficas (superficies) de funciones continuas z = ¢(x,y), que
forman parte del borde en dominios simples D de R?® (para integrales triples), o por las gréficas
(hipersuperficies) de funciones continuas x4 = ¢(z1,22,...,24—1) que forman parte del borde en
dominios simples de R? (para integrales multiples en general).

Las funciones f(z,y) integrables e integradas Riemann en dominios D bidimensionales, en el
caso de las integrales dobles, deben sustituirse por funciones f(z,y, z) en las integrales triples, y
por f(z1,x2,...,24) en dominios de RY para las integrales multiples en general.



