Planos en el espacio
| ntersecciones entre planosy rectas



Recta - definicion (Clase pasada)

Dados P puntoy V' # 0 vector,

recta que pasa por P con direccion V.
r={P+AV:\eR}CR’

P4V
P

/& P — punto de paso de r
/ x V' — vector director de r

° ° °
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Recta - ecuaciones parametricas

— Xy T )\Ul
Yy = Yo+ Avg
z = 2o+ Avs



Ecuaciones reducidas de la recta

{ A1 + bly T— Cl1g = d1

Ao T+ bgy T Co2

|
.
N



Planos
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- definicion
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plano - definicion

P punto

° ° ° ° ° ° ° ° °
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plano - definicion

P punto
Uy V vectores
no colineales



plano - definicion

P punto
Uy V vectores
no colineales
se define el
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plano - definicion

P punto
Uy V vectores
no colineales

se define el

plano que pasa por P con direccion |[aUy V
como el conjunto:
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plano - definicion

P punto
Uy V vectores
no colineales

se define el

plano que pasa por P con direccion |[aUy V
como el conjunto:

7 ={P+\U+puV:\pucR)}
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plano - definicion

U y V vectores directores de 7«



plano - ecuaciones parameétricas

r= xy +Aup +pv;
y= Yo FTAuz +puv
2= zy +Aug —+uvs




plano - ecuaciones parameétricas

r= xy +Aup +pv;
y= Yo FTAuz +puv
2= zy +Aug —+uvs

donde



plano - ecuaciones parameétricas

r= xy +Aup +pv;
y= Yo FTAuz +puv

2= zy +Aug —+uvs




Ejemplo

El plano = que pasa por

P=(0,—1,1)

con vectores directores
U=(1,-2,-1)

y V= (_17371)



Ejemplo

El plano = que pasa por
P=(0,—1,1)
con vectores directores
U=(1,-2,-1) y V=(-1,3,1)
tiene ecuaciones parametricas

ana Rodriguez Hertz 9/:



Ejemplo

El plano = que pasa por
P=(0,-1,1)
con vectores directores
U=(1,-2,-1) y V=(-1,31)
tiene ecuaciones parametricas
T = A =
(S)¢ y= —1 =2\ +3u
z= 1 =X +u



Ejemplo

T = A —U
(S)¢ y= —1 =2\ +3u
2= 1 =X —+u
cQ=(1,-2,0) € 77



Ejemplo

1= A —U
(S)¢ —2= —1 =2\ +3u
0= 1 =X —+u
e =(1,-2,0) € 77



Ejemplo

1= A —U
(S)¢ —2= —1 =2\ +3u
0= 1 =X —+u
e =(1,-2,0) € 77

si,con\A\=2y u=1



Ejemplo

1= A —U
(S)¢ —2= —1 =2\ +3u
0= 1 =X —+u
e =(1,-2,0) € 77

si,con\A\=2y u=1

osea) =P +2\U+V



Ejemplo

1= A —l
(S)¢ —2= —1 =2\ +3u
0= 1 =X —+u
en general,
Q= (z,y,7) € m & (5)es compatible



Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible
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Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible

/1—1 m\
\ -1 1|z-1)




Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible

/ 1 —1 7 \
-2 3ly+1
\—1 1z—1)

buscamos las condiciones de compatibilidad
con Ay u como unicas incognitas.
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Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible

/1—1 ZE\

-2 3ly+1

\ -1 1|z-1)

buscamos las condiciones de compatibilidad,
con Ay u como unicas incognitas.
Escalerizando, se obtiene




Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir

(x,y, z) para que el sistema sea compatible

/ 1 -1 x
0 1|2z+y+1
\ -1 z—1

)
/

buscamos las condiciones de compatibilidad,

con Ay u como unicas incognitas.

Escalerizando, se obtiene



Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible

(1 —1

X

0 1|2x24+y+1
\O 0 x+z—1/

)

buscamos las condiciones de compatibilidad,

con Ay u como unicas incognitas.

Escalerizando, se obtiene
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Ejemplo 2

Analicemos gué condicion tienen que cumplir
(x,y, z) para que el sistema sea compatible

/1—4 X \
0 1|2x24+y+1
\0 0| z+z-1 |

buscamos las condiciones de compatibilidad,
con Ay u como unicas incognitas.
Escalerizando, se obtiene que la condicion de
compatibilidad es




Ecuacion reducida del plano

Toda ecuacion de la forma
ar + by +cz = d
con (a,b,c) # (0,0,0) define un plano en RR°.



Ecuacion reducida del plano

Toda ecuacion de la forma
ar + by +cz = d
con (a,b,c) # (0,0,0) define un plano en RR°.

La ecuacion presentada de esa forma se llama
ecuacion reducida del plano



Equivalencia de las 2 expresiones

» VIMOS que



Equivalencia de las 2 expresiones

vimos gue
ecuaciones condiciones de ecuaciones
— —
parameétricas compatibilidad reducidas

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 12/:



Equivalencia de las 2 expresiones

vimos gue
ecuaciones condiciones de ecuaciones
— —
parameétricas compatibilidad reducidas

ahora gqueremaos ver
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Equivalencia de las 2 expresiones

vimos gue
ecuaciones condiciones de ecuaciones
— —
parameétricas compatibilidad reducidas

ahora gqueremaos ver

ecuaciones 5 ecuaciones

reducidas parametricas
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Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por
2x + 3y — 2 -

a ecuacion
-4 =0

ana Rodriguez Hertz 13/2



Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por la ecuacion
20+ 3y—2+4=0

gueremaos obtener un punto de paso y vectores
directores.

Hertz — p. 13/2



Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por la ecuacion
20+ 3y—2+4=0

gueremaos obtener un punto de paso y vectores
directores.
Despejando, por ejemplo, z



Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por la ecuacion
20 +3y+4==2

gueremos obtener un punto de paso y vectores
directores.
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Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por la ecuacion
20 +3y+4==2

gueremos obtener un punto de paso y vectores
directores.
0 Sea,

r = A
Yy = M
2= 4 42\ +3u



Ejemplo 2

Sea 7 el plano definido por la ecuacion

20 +3y+4==2
T = A
Yy = p

2= 4 42\ +3u

con lo cual
P = (0,0,4) punto de paso

U=(1,0,2)yV =(0,1,3) vectores directores

° ° °
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Ejemplo 3

¢, Qué pasa con el plano

m)x = 07

ana Rodriguez Hertz 14/2



Ejemplo 3

¢, Qué pasa con el plano
m)x = 07

En ese caso, tenemos
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En ese caso, tenemos
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Ejemplo 3

¢, Qué pasa con el plano
m)x = 07

En ese caso, tenemos
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Ejemplo 3

¢, Qué pasa con el plano

m)x = 07
En ese caso, tenemos

r= 0

y= A

Z = o

con lo cual P = (0,0,0) punto de paso

ana Rodriguez Hertz 14/2



Ejemplo 3

¢, Qué pasa con el plano
m)x = 07
En ese caso, tenemos
= 0
= A
= f

con lo cual P = (0,0,0) punto de paso
U=(0,1,0) y V =(0,0,1) vectores directores

N L s



Observacion 1 -e plano como conjunto solucién

Todo plano 7 es el conjunto solucidon de un
sistema de ecuaciones lineales.
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Observacion 1 -e plano como conjunto solucién

Todo plano 7 es el conjunto solucidon de un
sistema de ecuaciones lineales.

siempre tiene 2 grados de libertad:
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Observacion 1 -« plano como conjunto solucién

Todo plano 7 es el conjunto solucidon de un
sistema de ecuaciones lineales.

siempre tiene 2 grados de libertad:

en el caso de las ecuaciones parametricas es
un sistema

» de 3 ecuaciones

» con 5 incognitas

» de rango 3
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Observacion 1 -« plano como conjunto solucién

Todo plano 7 es el conjunto solucidon de un
sistema de ecuaciones lineales.

siempre tiene 2 grados de libertad:

en el caso de la ecuacion reducida es un
sistema

» de 1 ecuacion

» con 3 incognitas

» de rango 1
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Observacion 1 -e plano como conjunto solucién

Como todo conjunto solucién, = cumple
Sol = Xp + SOZH
donde Xp solucion particular, y Soly.
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Observacion 1 -e plano como conjunto solucién

Como todo conjunto solucién, = cumple
=P +mg

donde P punto de paso, 7y subespacio
generado por los vectores U y V
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Observacion 2

La ecuacion reducida de la recta:

K

’

\

A

Ao

- Cl12 = dl

- Co2 = dg

ana Rodriguez Hertz 17/2



Observacion 2

La ecuacion reducida de la recta:

( mx + by +ciz =dy
K

asx + byy + coz = ds

\

muestra que r es interseccion de los 2 planos
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Observacion 2

La ecuacion reducida de la recta:

)
Q1% -
K :

Ao

\

- Cl12 = dl

- Co2 = dg

muestra que r es interseccion de los 2 planos

7T1)Cl133 =F bly -+ C12 = dl



Observacion 2

La ecuacion reducida de la recta:

)
Q1% -
K :

Ao
\

- Cl12 = dl

- Co2 = dg

muestra que r es interseccion de los 2 planos

7T1)Cl133 =F bly -+ C12 = dl

7'('2)CL2£C == bgy + Coz = d2



Observacion 2

La ecuacion reducida de la recta:

)
mx + by +ciz =dy

K

asx + byy + coz = ds
\

muestra que r es interseccion de los 2 planos
7T1)Cl133 =F bly -+ C12 = dl

y
7'('2)CL2£C == bgy + Coz = dg

recordar también gque podria ocurrir que dicha N
fuese () o bien todo 7 =



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

ana Rodriguez Hertz 18/2



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

1)veamos que d7 que contiene a P, (), R:

ana Rodriguez Hertz 18/2



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

1)veamos que d7 que contiene a P, (), R:
T X =P+ XQ—P)+ u(R— P)



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

1)veamos que d7 que contiene a P, (), R:
T X =P+ XQ—P)+ u(R— P)
cumple

X=PparaA=pu=0



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

1)veamos que d7 que contiene a P, (), R:
T X =P+ XQ—P)+ u(R— P)
cumple

X=QparaA=1,u=0



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

1)veamos que d7 que contiene a P, (), R:
T X =P+ XQ—P)+ u(R— P)
cumple

X=RparaA=0,u=1



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

2)veamos que 7 es el gue contiene a P, ()
y R:



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

cualquier plano n’ pasando por P, (), R se puede
escribir como:



Observacion 3
3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

™)X =P +~U +nV



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

™)X =P +~U +nV
Ahora,

Qen'=Q—P=~yU+mnV



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un

unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

™)X =P +~U +nV

Ahora,

Qecrn=Q—P=vU+mnV

Ren' = R— P =U -

-V



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un

unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

™)X =P +~U +nV

Ahora,

Qecrn=Q—P=vU+mnV

Ren' = R— P =U -

. (Q—-P)y(R— P)sonC.L(U,V),

-V



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)
™)X =P +~U +nV

. (Q—-P)y(R—P)sonC.L.(U,V),

como (QQ — P)y (R — P) son L.l., generan un
plano 7y = 7,



Observacion 3

3 puntos no alineados P, (), R determinan un
unico plano:

mMX =P+ ANQ—P)+ u(R—P)

™)X =P +~U +nV

. (Q—-P)y(R—P)sonC.L.(U,V),

como (QQ — P)y (R — P) son L.l., generan un
plano 7y = 7,

\/ N"ar tantn - — ~+/



Intersecciones
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Ejemplo 1

r (ec. reducida)



Ejemplo 1

r (ec. reducida)
(
r +y —z =1

r) <
) 2 —y +z =0

\
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Ejemplo 1

r (ec

K

. reducida) Nr’ (ec. parametrica)

r= 1 +4
( r +y —z =1 . a
) Y= — i

2r — = (
B Yy Tz . 3



Ejemplo 1

r (ec. reducida) Nr’ (ec. paramétrica)

= 1 +4
e +y —z =1 , . A
r) < » )y y= —u
2r —y +z =10
\ % = S0

basta ver cuales puntos (1 + 4u, —u, 3u) € r,



Ejemplo 1

r (ec. reducida) Nr’ (ec. paramétrica)

= 1 +4
2 +y —z =1 , . A
) < _ )y y= K
2r —y +z =10
\ % = SY7

basta ver cuales puntos (1 + 4u, —pu, 3u) € r, O
sea para cuales pu se cumple:



Ejemplo 1

r (ec. reducida) Nr’ (ec. paramétrica)

= 1 +4
2 +y —z =1 , . A
) < _ )y y= K
2r —y +z =10
\ % = SY7

basta ver cuales puntos (1 + 4u, —pu, 3u) € r, O
sea para cuales pu se cumple:

(1+4p) —p —3p =1
2(1 +4p) +p +3p =0

\



Ejemplo 1

r (ec. reducida) Nr’ (ec. paramétrica)

= 1 +4
2 +y —z =1 , . A
) < _ )y y= K
2r —y +z =10
\ % = SY7

basta ver cuales puntos (1 + 4u, —pu, 3u) € r, O
sea para cuales pu se cumple:

(1+4p) —p —3p =1
2(1 +4p) +p +3p =0

— pu=—1/6

\



Ejemplo 1

r (ec. reducida) Nr’ (ec. paramétrica)

= 1 +4
e +y —z =1 , . A
r) < » )y y= —u
2r —y +z =10
\ % = S0

basta ver cuales puntos (1 + 4u, —pu, 3u) € r, O
sea

= rnr =(1/3,1/6,—1/2)



Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas
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Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas
o — p) — U r= —1 4o« —|—5

T y= —1 =2\ 43 @) y= 1 +4a +28
2= 1 =X +u z = 2\ —u




Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« —|—5
) y= —1 —2\ +3u 7T’) y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:



Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« —|—5
) y= —1 —2\ +3u 7T’) y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:

(1 -1 =z \ (1 1 |z+1)

—2 3 |y+1 I 2 |y—1

\ -1 1|z-1/) \2 -1 z |




Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

r = A U
) y= —1 —2\ +3u
z= 1 =X +u

')

Escalerizando se obtiene:

/1 —1 7
0 1 |2z2+y+1
\—1 | z—1

\
/

[ 1

0

\ 2




Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« —|—5
) y= —1 —2\ +3u 7T’) y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:

(1 —1 r  \ (1 1] =z4+1 )

0 1 |204+y+1 0 1| —x4+y—2
\ 0 0 ;c+z—1) \o —3 —2x+z—2/




Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« +5
) y= —1 —2\ +3u 7T') y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:

/1—1 X \ /11 x+1 \

0 1 |22+4+y+1 0 1 —7 Y — %

o O )\ o D T




Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« —|—5
) y= —1 —2\ +3u 77’) y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:

)
€T |

—oxr +3y +z =38

\



Ejemplo 2

m N x’ - ecuaciones parameétricas

o — p) — U r= —1 4o« —|—5
) y= —1 —2\ +3u 7T’) y= 1 H4a +20
z= 1 =X +4u z = 2\ —u

Escalerizando se obtiene:

)
T |

—oxr +3y +z =38

\

esta es ya la ecuacion de la recta interseccion.

° ° °
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