Espacio den-uplas

Operaciones. Propiedades.
Combinaciones lineales.
Interpretacion geometrica.
Independencia lineal.



Operaciones con filas

Al realizar T.E. lo que hicimos fue operar con las
filas A' de una matriz

/ a1 a2 ... Ain \
a1 aso ... A9on
A =
\ Aml Am2 ... Amn )



Operaciones con filas

Al realizar T.E. lo que hicimos fue operar con las

filas A de una matriz

/ ailp di9

as1 A2

A1n \

Aon

Umn )

\aml amo ...

[ A

A2

vy
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Operaciones con filas

donde paracada:=1,...,m

Ai — (CLilCLiQ - .. am)



Operaciones con filas

donde paracada:=1,...,m

Al = (au, a;2, . .. 7am)



Operaciones con filas

donde paracada:=1,...,m
A" = (a'ih Ao,y . . . 7a’in) c K" = Mlxn



Operaciones con filas

donde paracada:=1,...,m
A" = (ai1, iz, - - ., ain) € K" = My
es decir cada
a;; € K 7=1,...n



Operaciones con filas

donde paracada:=1,...,m
A" = (ai1, iz, - - ., ain) € K" = My
es decir cada
a;; € K 7=1,...n
aqui

K=R,C,Q, etc



Operaciones con vectores- Suma

Si X:(Qﬁl,...,ﬂfn)EKn
Y = (..., y.) € K"



Operaciones con vectores- Suma

Si X:(Qfl,...,ﬂfn)EKn
Y = (yr.....yn) € K"

SUI\/IAI




Operaciones con vectores- Suma

Si X:(Qfl,...,ﬂfrn)EKn
Y = (... .g) € K"

SUI\/IAI

X +Y = ($1+y1,...,3§n—|—yn)




Operaciones con vectores - Productc

Si X:(Qﬁl,...,ﬂin)EKn
a € K



Operaciones con vectores - Productc

Si X:(le,...,ﬂjn)EKn
a € K

PRODUCTO POR UN NUI\/IEROI




Operaciones con vectores - Productc

Si X:(le,...,ﬂjn)EKn
a € K

PRODUCTO POR UN NUI\/IEROI

aX = (axy,...,qx,)




Propiedades de la suma

SiX,YyZeK"

» CONMUTATIVA: X +Y

||
h<
s




Propiedades de la suma

SiX,YyZeK"
CoNmuTATIVA: X +Y =Y + X.
AsociaTiVA: (X +Y)+Z2 =X+ (Y + Z).




Propiedades de la suma

SiX,YyZeK"
CONMUTATIVA: X +Y =Y + X.
AsociaTiVA: (X +Y)+Z2 =X+ (Y + Z2).
NEUTRO DE LA sumA: EXiste un O € K" tal que
X4+0=0+X=X
se satisface para cualquier X € K".




Propiedades de la suma

SiX,YyZeK"
CONMUTATIVA: X +Y =Y + X.
AsociaTiVA: (X +Y)+Z2 =X+ (Y + Z2).
NEUTRO DE LA sumA: EXiste un O € K" tal que
X4+0=0+X=X
se satisface para cualquier X € K".

EXISTENCIA DE opUESTO: Para cada X c R"
existe (—X) € R" tal que

X+ (=X) = 0.



Propiedades del producto

SiX,YeK'ya,pekK
» AsoclaTIVA: (afB)X = a(BX)



Propiedades del producto

SIX, Y eK'ya,GeK
AsOCIATIVA: ()X = a(BX)
NEUTRO DEL PRoDUcCTO EXIste 1 € K tal que
1X =X
para cada X € K"



Propiedades del producto

SIX, Y eK'ya,GeK
AsOCIATIVA: ()X = a(BX)
NEUTRO DEL PRoDUcCTO EXIste 1 € K tal que
1X =X
para cada X € K"

DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA SUMA DE ESCALARES:

(a+ B)X =aX + [X.



Propiedades del producto

SIX, Y eK'ya,GeK
AsOCIATIVA: ()X = a(BX)
NEUTRO DEL PRoDUcCTO EXIste 1 € K tal que
1X =X
para cada X € K"

DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA SUMA DE ESCALARES:
(a+ B)X =aX + 0X.

DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA SUMA DE VECTORES:
a(X +Y)=aX +aY.



Ecuaciones vectoriales lineales

Con estas operaciones el sistema

CLHCCl—|—"'—|—Cl1j332—|—"'—|—@1n33n:bl
(5) ai1%1 + -+ % + -+ Ty = b;

amlxl_I_"'+amjx2_|_”'_|_amn$n:bm



Ecuaciones vectoriales lineales

se puede escribir como una ecuacion vectorial:

[an
a91

o)

=" - '—|—(Ej

(a1
CZQ]'

)

[ ain)

n

)

(01}
bo

60/
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Ecuaciones vectoriales lineales

se puede escribir como una ecuacion vectorial:
$1A1-|——|—.CIZ]AJ—|——|—CEnAn:B



Ejemplo 1

El sistema (.5)

y
Qfl—l—(EQ:l,

.’131—332:1,
\

gueda, en su forma vectorial

ana Rodriguez Hertz 10/



Ejemplo 1

El sistema (.5)

y
371+372:1,

5171—5172:1,

\

gueda, en su forma vectorial

()= C)-

1
1

)

ana Rodriguez Hertz 10/



Ejemplo 1

Sol(S) = {(1,0)} es equivalente a decir que vale:

(1) ()-0)



Ejemplo 1
Sol(S) = {(1,0)} es equivalente a decir que vale:

(1) (1)=(0)

y que (1,0) es la unica combinacion que hace
valer esa ecuacion



Ejemplo 2

El ejlemplo de las clases pasadas, de matriz
ampliada

/1 2101 1] 1)

~1 -2110 -1 0

(AB)=| 1 2125 3 1
1 2101 3 3

\ 1 2149 3/ -1)




Ejemplo 2

tiene como conjunto solucion:

3
<—2x2 ;65 1,:1;2,%“,—1—2:1;5,1;5,1)

con
9, Ts € R

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 13/



Ejemplo 2

esto es equivalente a decir que:

(1) (2 &
1 2 1
(—2m9—225 1) | 1 [4x2| 2| +(Z4+1) | 1| -(14+225)
1 2 1

\/ o\ \l




Ejemplo 2

y que las unicas tiras (z1, x2, 3, T4, T5, Tg) qUE
verifican

(N (2 (N () () [
| —2 1 1 0 —1 0
1| 1 |+22| 2| 4+x3| 1| +24| 2| F+25]|5|+26]| 3 |=]| 1
1 2 1 0 1 3 3

Yo\ W e ) ) by




Ejemplo 2

y que las unicas tiras (z1, x2, 3, T4, T5, Tg) qUE
verifican

(A () () () (0
| —2 1 1 0 —1 0
1| 1 |+22| 2| 4+x3| 1| +24| 2| F+25]|5|+26]| 3 |=]| 1
1 0 1 3 3

N7 O A U A O O 1Y A O B

son las de |la forma

(—2m2— 58— 1wy, B+1,—1-25,25,1)

con z9, x5 € R



Ejemplo 2

(—2332—

aqui:

(1) () 1
1 —92 1
3%—1) 1 |+2x2| 2 _|_(a:75_|_1) 1| —(1+2z5)

L)

columnas de la matriz (A|B)

+X5

(1) (1)
\3) ty

Jana Rodriguez Hertz — p. 16/



(—2x

Ejemplo 2

aqui

(1)

2—33375—1) 1

\Y

coordenadas del vector X € Sol(.5)

+I2

H

\ 2

+(

5

+1)

—(1—|—2£E5)

5

(1) (1
\3/ 1,




Definicion

Llamamos combinacion lineal a la expresion:
$1A1-|—$2A2—|——|—CE]AJ—|——|—CEnAn
donde

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 18/-



Definicion

Llamamos combinacion lineal a la expresion:
$1A1—|—$2A2—|——|—QZ]A]—|——|—I¢LA¢L
donde A, ..., A, son vectores de K"
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Definicion

Llamamos combinacion lineal a la expresion:
$1A1—|—$2A2—|——|—QZ]A]—|——|—(E¢LA¢L
donde A, ..., A, son vectores de K"

x1,...,ZT, SON numeros de K
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Definicion

Llamamos combinacion lineal a la expresion:
$1A1—|—$2A2—|——|—QZ]AJ—|——|—QZnAn
donde A, ..., A, son vectores de K"

x1,...,ZT, SON numeros de K

(coeficientes de la combinacion lineal)

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 18/-



Definicion

También decimos B es combinacion lineal de los
vectores A,,..., A, de K" si

B:QZ1A1—|—$2A2—|——|—ZE]A]—|——|—ZERAR

Hertz — p. 19/¢



Definicion

También decimos B es combinacion lineal de los
vectores A,,..., A, de K" si
B:QZ1A1—|—QZ2A2—|——|—ZE]AJ—|——|—ZERAR

para algun conjunto de numeros zy,...,z, de K

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 19/



Definicion

También decimos B es combinacion lineal de los
vectores A,,..., A, de K" si

B:QZ1A1—|—QZ2A2—|——|—ZE]AJ—|——|—ZERAR
para algun conjunto de numeros zy,...,z, de K

(coeficientes de la combinacion lineal)

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 19/-



Notacion - Simbolo de sumatoria:

Escribiremos la siguiente expresion
B:QZ1A1 ——$2A2+'°°+IjAj+°'°+CEnAn




Notacion - Simbolo de sumatoria:

como

B = i QZjAj
g=1



Ejemplo 3

¢, El vector

(0

\ 1/

NE

2/




Ejemplo 3

es decir, ¢hay r;, x5 € K que cumplan:

[ 1)
2

\ 1/

+ 9

/2\

\2/

[0
6

o)



Ejemplo 3

veamaos.

[

21

o

\
/




Ejemplo 3

veamaos.

/ 331—|—2.’132 \

2331 — 2£EQ
\ 1 + 279 /




Ejemplo 3

gue equivale al sistema de ecuaciones:
1+ 229 =0
(S) 2£Cl — 2332 =0
r1 + 25132 =

ana Rodriguez Hertz 25/¢



Ejemplo 3

escalerizando:
1+ 229 = 0
(S)R 2x1 — 229 =06
1+ 229 = 0

ana Rodriguez Hertz 25/¢



Ejemplo 3

escalerizando:
1+ 229 = 0
(S) —6x9 =6 <« Iy —2F
0=0 « F5—F}



(5)

se obtiene:

562:—1

I1+2I2:O
—6332:6
) =



Ejemplo 3

r1 + 2332 =
(S) —0x9 = 6
) =
se obhtiene:
Lo — —1

£61:2



Ejemplo 3

es decir,

(1)
2

\ 1)

+(=1)

/2\

\2/

[0)
6

\ 0/

como facilmente se puede chequear.



Ejemplo 4

Escribir
(0,6,1)
como C.L. de

(1,2,1) 'y (2,-2,2)



Ejemplo 4

0 sea, buscar z; y =5 € K tales que
x1(1,2,1) + 22(2,-2,2) = (0,6, 1)

ana Rodriguez Hertz 28/



Ejemplo 4

0 sea, buscar z; y =5 € K tales que
x1(1,2,1) + 22(2,-2,2) = (0,6, 1)

igual que en el caso anterior, esto equivale a un
sistema



Ejemplo 4

0 sea, buscar z; y =5 € K tales que
x1(1,2,1) + 22(2,-2,2) = (0,6, 1)

igual gue en el caso anterior, esto equivale a un
sistema
1+ 229 =0
(S) 25131 — 25172 =3
1 + 25132 =3



Ejemplo 4

0 sea, buscar z; y =5 € K tales que
x1(1,2,1) + 22(2,-2,2) = (0,6, 1)
igual gue en el caso anterior, escalerizamos

CI?1—|—2£IJQ =
(S) —6332:6
0=1

(observar que la matriz de coeficientes es la
misma)



Ejemplo 4

0 sea, buscar z; y =5 € K tales que
x1(1,2,1) + 22(2,-2,2) = (0,6, 1)

CI?1—|—2£IJQ =
(S) —6332:6
0=1

sin embargo el sistema es incompatible

ana Rodriguez Hertz 28/



Ejemplo 4

Es decir que
(0,6,1)
noes C.L.de

(1,2,1) 'y (2,-2,2)



Conclusion

B es una combinacion lineal de las columnas de
A con coeficientes x4, ..., x,

$

(21,29, ...,x,) €s solucion del sistema de matriz
ampliada (A|B)

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 30/-



Conclusion

B es una combinacion lineal de las columnas de
A con coeficientes x4, ..., x,

0

(21,29, ...,x,) €s solucion del sistema de matriz
ampliada (A|B)

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 30/-



Conclusion

el sistema es incompatible

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 31/



Conclusion

el sistema es incompatible — no hay C.L.

ana Rodriguez Hertz 31/



Conclusion

el sistema es incompatible — no hay C.L.
el sistema es compatible determinado
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Conclusion

el sistema es incompatible — no hay C.L.

el sistema es compatible determinado — hay
una unica C.L.
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Conclusion

el sistema es incompatible — no hay C.L.

el sistema es compatible determinado — hay
una unica C.L.

el sistema es compatible indeterminado

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 31/



Conclusion

el sistema es incompatible — no hay C.L.

el sistema es compatible determinado — hay
una unica C.L.

el sistema es compatible indeterminado — hay
mas de una C.L.

(©)Jana Rodriguez Hertz — p. 31/



Ejemplo 5

El problema:

Averiguar si el vector

1)

puede escribirse como C.L. de los vectores

() (5)



Ejemplo 5

se puede plantear como:

Averiguar si existen (xz1, xo) que verifiquen:

(1) (5) ()

ana Rodriguez Hertz 33/



Ejemplo 5
gue a su vez se transforma en el sistema:

(

1+ 209 =1
\,731—(132 — 4

(5) <

ana Rodriguez Hertz 34/



Interpretaciéon geométrica 1




Interpretaciéon geométrica 1




Interpretaciéon geométrica 1

! (1,1)




Interpretaciéon geométrica 1

o) (1,4)
N
N
! (1,1)
2 1 1 2 3
N



Interpretaciéon geométrica 1

4t (1,4)

N / —1(2,—-1) +3(1,1) = (1,4)
51

L1

: ~




Ejemplo 5

El problema:

Escribir

(0
0

L0/

como C.L. de cualquier conjunto de vectores
Aq, ..., A, siempre tiene solucion.



Ejemplo 5

El problema:

Escribir

(0
0

L0/

como C.L. de cualquier conjunto de vectores
Aq, ..., A, siempre tiene solucion.
Efectivamente, 041+ ---+ 04, =0



Ejemplo 5

El problema:

Escribir

(0
0

L0/

como C.L. de cualquier conjunto de vectores
Aq, ..., A, siempre tiene solucion.
Efectivamente, 0414+ ---+ 04, =0
aunque esta solucion podria no ser la Unica

Y
(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 40/



Ejemplo 5

esto es equivalente a decir, como ya senalamos,
que

todo sistema homogeneo es compatible.

(©Jana Rodriguez Hertz — p. 41/4



Ejemplo 5

esto es equivalente a decir, como ya senalamos,
que

todo sistema homogeneo es compatible.

l

sistema con matriz ampliada (A|O)

(©Jana Rodriguez Hertz — p. 41/4



Ejemplo 5

esto es equivalente a decir, como ya senalamos,
que

todo sistema homogeneo es compatible.

l

sistema con matriz ampliada (A|O)

Aungue también puede ocurrir que no haya una
solucién unica — (A|Q) indeterminado

(©Jana Rodriguez Hertz — p. 41/4



Independencia lineal

Sl el sistema
1A +x9A9+ -+ 2, A, =0
tiene una unica solucion,

ana Rodriguez Hertz 42/



Independencia lineal

Si el sistema
1A +x9A9+ -+ 2, A, =0

tiene una unica solucion, entonces decimos que
los vectores
{A17 A27 S0 c 7An}

son linealmente independientes
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