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Abstract

This text summarizes the more relevant aspects of the Non Perturbative
Renormalization Group, and the new aproximation scheme developed by
Blaizot, Méndez and Wschebor for studying the impulse depedence on co-
rrelation functions in critical regime is explained. This scheme’s applica-
tion to the two-point correlation function in the scalar ¢* model is reviewed.
Flow equations for the three-point correlation function in said model are
derived and details about its numerical implementation are discused. The
calculations reproduces perturbative results for situations with large mo-
mentum with respect to the coupling constant, and power laws and scale
invariance for small momentum. The latter allows extracting a critical expo-
nent n = 0,04.







Resumen

En este texto se resumen los aspectos mas relevantes del Grupo de Renor-
malizacion No Perturbativo, y se explica el nuevo esquema de aproximacién
desarrollado por Blaizot, Méndez y Wschebor para el estudio de la depen-
dencia en impulsos de las funciones de correlacién en el régimen critico.
Se revisa la aplicacién de este esquema a la funcion de correlacién a dos
puntos para la teoria escalar ¢*. Se derivan las ecuaciones de flujo para
la funcion de correlacion a tres puntos en dicho modelo y se discuten los
detalles de su implementacién numérica. Los célculos reproducen los resul-
tados perturbativos para situaciones impulsos muy grandes con respecto a
la constante de acoplamiento y leyes de potencia e invariancia de esca-
la para impulsos muy pequefios. Esto ultimo permite extraer el exponente
critico n = 0,04.
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Prélogo

Bienvenido.

El texto a continuacion constituye mi Tesis de Maestria en Fisica, Estudio de la Fun-
cion de Correlacion a Tres Puntos en la Teoria Escalar *. Es la (ltima etapa de la
maestria que inicié en 2006, co-dirigida por Ramén Méndez Galain y Nicolas Wsche-
bor, con el grupo de Fisica de Particulas. Este prélogo pretende ser una presentacion
breve sobre qué consistio el trabajo.

El formalismo tedrico moderno para el estudio de la fisica de particulas es la Teoria
de Campos, la cual brinda herramientas muy potentes y generales, por lo que no es
de extrafar que el mismo formalismo se aplique a otros escenarios. Asi, la Mecanica
Estadistica también admite un tratamiento apropiado mediante la Teoria de Campos, y
con frecuencia la terminologia de particulas es usada en este contexto (por ejemplo, se
habla de la masa para referirse a una de las constantes de acoplamiento). Los temas
de investigacion del grupo son acerca del formalismo de la Teoria de Campos, y no
se limitan a la Fisica de Particulas. Por esa razén, el grupo ha cambiado su titulo a
Sistemas Fuertemenete Correlacionados.

Aunque la Teoria de Campos es muy robusta y sus fundamentos estan bien estable-
cidos, resulta ser extraordinariamente complicado poder deducir consecuencias obser-
vables y medibles. Histéricamente se desarrollaron varias técnicas de abordaje de los
problemas en fisica de particulas basados en los desarrollos perturbativos. Esto per-
mite considerar versiones aproximadas de los problemas, en los que se supone que el
sistema estudiado se comporta practicamente como si sus componentes individuales
estuvieran aisladas. Esto permite en principio deducir varias cantidades fisicas impor-
tantes de la teoria.

Pero uno de los inconvenientes del enfoque del método perturbativo es que esta limi-
tado al conjunto de las situaciones cuyo comportamiento no se aleja demasiado de la
teoria libre, si bien es un conjunto bastante amplio.
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Mas precisamente, los métodos perturbativos no pueden ser aplicados de forma ge-
neral a los fendbmenos criticos, como son por ejemplo los sistemas termodinamicos en
el entorno de una transicion de segundo orden (aunque dependiendo de la dimension
del espacio en la que el modelo fisico es considerado, si pueden aplicarse los méto-
dos perturbativos). Fuera de esta situacion las funciones de correlaciéon se compor-
tan “intuitivamente”: las partes microscépicas que componen un sistema macroscopico
deberian actuar independientes unas de otras siempre que se encuentren suficiente-
mente separadas. Pero cuando el sistema se aproxima a su punto de transicién esta
propiedad no se cumple. Todas las partes del sistema, aun estando muy separadas
espacialmente, dependen de todas las otras estadisticamente, lo que es decir que se
encuentran fuertemente correlacionadas. Por ello fallan los métodos perturbativos, que
estan disefiados para la situacion opuesta.

A finales del siglo XX aparece el Grupo de Renormalizacion No Perturbativo (NPRG),
como un formalismo mas adecuado a las situaciones donde no son aplicables los es-
quemas de aproximaciones anteriores. Su ventaja es que posibilita el uso de aproxima-
ciones mas generales que en el caso de la toeria de perturbaciones.

El NPRG enfrenta la situacion considerando el sistema en cuestién separado en varias
escalas de distancia. La escala mas pequena es la distancia media de separacion de
los constituyentes microscépicos del sistema, y la escala mas grande esta dada por
las dimensiones macroscopicas del sistema estudiado. Luego se considera una suce-
sién de sistemas fisicos auxiliares que se obtienen del sistema original al descartar los
efectos de las fluctuaciones estadisticas por encima de una escala de distancia inter-
media. Esta sucesion de sistemas, que tendran diferentes escalas caracteristicas, se
transforman unos en otros mediante una transformacion del Grupo de Renormaliza-
cion.

La dindmica del sistema esta caracterizada por las correlaciones o fluctuaciones de
todas las escalas posibles. En una situacién ordinaria, cuando se consideran partes
del sistema considerablemente separadas, las correlaciones estadisticas entre ellas
resultan despreciables y pueden por lo tanto ignorarse. En cambio, en un sistema fuer-
temente correlacionado, tomarlas en cuenta es imprescindible.

El Grupo de Renormalizacion procura calcular cual es el efecto sobre el modelo es-
tudiado de incorporar paulatinamente las correlaciones entre partes del sistema cada
vez mas separados. Comenzando a nivel microscépico, el Grupo de Renormalizacién
describe como se va reconstruyendo el sistema que observamos a escala macroscoé-
pica. En el caso de la Fisica de Particulas, esto corresponde a reconstruir el camino
entre la escala de las interacciones fundamentales de gran energia (escala de Plank),
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a las que no podemos acceder por “limitaciones tecnolédgicas” (es posible que nunca se
logre acceder a tales energias experimentalmente), y la escala de bajas energias a las
gue son observadas las reacciones en los aceleradores (0 sea, las grandes energias
se corresponden con el nivel microscépico y las bajas energias con el macroscopi-
Cco).

Otra de las ventajas del NPRG es que brinda un marco mucho mas adaptado para
hacer aproximaciones, encontrando por lo tanto resultados de calidad similar o superior
a la de los métodos perturbativos con un esfuerzo menor.

El resultado central del NPRG es una ecuacién integro-diferencial que da cuenta del
efecto que tiene sobre el comportamiento del sistema la incorporacion de las sucesivas
escalas de distancia de las fluctuaciones. Esta es la Ecuacion de Flujo, y es muy
importante porque su solucion contiene toda la informacién fisica que se puede extraer
del modelo.

Pero aunque poderosa como herramienta tedrica, la ecuacion de flujo tiene un inconve-
niente muy serio. De la ecuacién de flujo se pueden deducir las correspondientes ecua-
ciones de flujo para las funciones de correlacion, es decir, como varian tales funciones
al considerarse escalas de distancia cada vez mayores. Las funciones de correlacién
cuantifican la interdependencia entre las partes del sistema, y tienen distintos 6rdenes.
Asi, la funcion de correlacion de orden dos mide la correlacion entre dos puntos del
sistema, la de orden tres la que hay entre tres puntos del sistema, y asi sucesivamente
(debido a los diagramas de Feynman utilizados en fisica de particulas, se les llama
también vértices, de dos puntos, tres puntos, etc.).

Al plantear la ecuacion de flujo para la funcién de correlacién de dos puntos, resulta que
depende explicitamente de las funciones de correlacién de tres y cuatro puntos. Esto
significa que la interdependencia estadistica entre dos partes del sistema depende del
comportamiento conjunto entre tres y cuatro puntos del sistema. Y aqui es donde se
manifiesta la gran dificultad para resolver esta situacién fisica. Las funciones de corre-
lacién de tres y cuatro puntos se deben obtener como la solucidén de sus respectivas
ecuaciones de flujo, que dependen de las funciones de correlaciéon de cinco y seis
puntos. Estas ultimas también deben obtenerse como solucién de sus ecuaciones de
flujo, en las que intervienen las funciones de siete y ocho puntos, y asi sucesivamente.
La ecuacion de flujo de una funcién de correlacién de orden dado, depende siempre
de las funciones de correlacién de los 6rdenes siguientes. Se genera entonces una
torre infinita de ecuaciones integro-diferenciales, un sistema recursivo en el que, ideal-
mente, habria que resolver las infinitas ecuaciones simultaneamente. Por supuesto, no
es posible hacerlo. Al igual que el Grupo de Renormalizacién No Perturbativo, todas
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las formulaciones exactas del problema de los sistemas fuertemente correlacionados
tienen esta dificultad.

Lo que si es posible es utilizar alguna forma de aproximacién con la cual se logre
truncar la torre de ecuaciones, para reducir el problema a una cantidad finita de ecua-
ciones para resolver. En la literatura se ha estudiado extensamente, por ejemplo, el
método del desarrollo en gradientes, que es una de las aproximaciones posibles mas
simples que permite la obtencién de resultados de buena calidad. En este método se
asume que la solucién de la ecuacion de flujo tiene una forma conocida bien defini-
da, que incluye cierta cantidad de parametros que deben determinarse al resolver la
ecuacion (de hecho, los parametros pueden ser funciones). Sin embargo este méto-
do tiene una validez limitada. Funciona bien sélo para resolver problemas en los que
sélo intervienen las escalas de larga distancia. De forma que existe una serie de can-
tidades fisicas importantes que no pueden calcularse correctamente con este tipo de
desarrollo.

Recientemente el grupo de investigacion formado por Ramén Méndez y Nicolas Ws-
chebor, en colaboracién con Jean-Paul Blaizot, propusieron un nuevo esquema de
aproximacion que logra truncar la torre de ecuaciones y no se restringe a las distan-
cias grandes. Ademas es eficiente, en el sentido que una computadora de escritorio
usual tiene suficiente poder de calculo para poder resolver el problema en pocas ho-
ras.

La clave de este nuevo esquema consiste en considerar un campo externo uniforme
sobre el sistema. Luego se pueden sustituir las funciones de correlaciéon de orden alto,
mediante una aproximacion, por derivadas de funciones de correlacion de orden mas
bajo con respecto a este campo. Esta aproximacion es posible gracias a la forma en
que el NPRG hace intervenir las escalas de longitud pequefas en la ecuacion de flujo
de las funciones de correlacion. En el capitulo[2] estudiaremos este proceso en detalle.
Por el momento, lo importante es que el esquema de aproximacion hace posible la
resolucion de las ecuaciones de flujo.

Mas aun, el grado de precision del método puede ser ajustado de acuerdo a las nece-
sidades. La aproximacion se efectlia en una sola de las ecuaciones de las funciones de
correlacion; las ecuaciones de flujo para las funciones de correlacién de orden menor
quedan inalteradas. Por ejemplo, el primer caso posible es el orden dominante de la
funcién de correlacién a dos puntos, cuya ecuacion involucra a las funciones de tres y
cuatro puntos. La aproximacion consiste en este caso en reemplazar éstas por deriva-
das de la funcién a dos puntos respecto al campo externo. El siguiente nivel consiste
sustituir las funciones a cinco y seis puntos por derivadas de las funciones de tres y
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cuatro puntos en sus respectivas ecuaciones de flujo, manteniendo la ecuacién original
para la funciéon a dos puntos. Este mecanismo se puede proseguir hasta donde sea
necesario.

Como resultado de mi trabajo, se analizé el esquema antes mencionado para la ecua-
cién de flujo de la funcion de correlacion a tres puntos en la teoria escalar ¢?, en el régi-
men critico. Se lograron comprobar las propiedades esperadas de la funcién en distin-
tos casos de interés predecibles tedricamente, y explorar situaciones que quedan fuera
del alcance del estudio tedrico por los métodos tipicos de analisis.

Organizacion del texto

Este trabajo, que intenta ser autocontenido, esta divido en cinco capitulos y varios
apéndices. Para una mejor apreciacion de la exposicién, es recomendable que el lector
posea conocimientos previos de Mecanica Estadistica y Teoria de Campos para la
lectura de las partes tedricas, y experiencia en el area del calculo numérico para los
andlisis numéricos.

En el capitulo[f]se plantea el problema fisico estudiado. Se describe el problema de las
transiciones de fase de segundo orden y se introduce la teoria escalar ¢*. Se explican
las dificultades de los métodos perturbativos, y se plantea el Grupo de Renormalizacion
como posible solucién.

En el capitulo |2| se estudia la razdn para de las dificultades para aplicar los métodos
perturbativos a los fenémenos criticos y se introduce el Grupo de Renormalizacion No
Perturbativo. Este ultimo conduce a una jerarquia infinita de ecuaciones. La aproxima-
cién de campo local aparece como una tentativa para poder lograr un sistema cerrado
de ecuaciones. Luego se explica como el nuevo esquema de aproximacién, el método
BMW, logra cerrar el sistema de ecuaciones, con la ventaja de que es mucho mas ge-
neral. Como ejemplo de este esquema y como parte del desarrollo necesario para el
calculo de la funcion a tres puntos, se examina la aplicacion a la funcién de correlacién
a dos puntos.

Estos dos primeros capitulos plantean el marco en el que desarrollé mi trabajo de tesis.
Luego de estos, se analiza la funcién de correlacion a tres puntos. Su estudio esté
dividido en dos partes. Primero se presenta todo el planteo teérico necesario. En el
capitulo[3|se establecen las ecuaciones analiticas que derivan del NPRG y la aplicacién
del esquema de aproximacién, al caso concreto de la funcién a tres puntos. Luego, en
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el capitulo [4] se explica como se resuelven numéricamente las ecuaciones obtenidas,
y se analizan los resultados que se encuentran al hacerlo.

Finalmente, en el capitulo de conclusiones se sintetizan los resultados y se hace una
critica del resultado del trabajo.

Por la naturaleza del tema, gran parte de la argumentacién esta basada en las ecua-
ciones y calculos que surgen en el desarrollo del texto. Para que la lectura no quedase
“tan” sobrecargada de ecuacione muchos de los calculos mas largos a los apéndi-
ces en la medida de lo posible. En particular, en el apéndice [F| se explican los detalles
acerca de las aproximaciones empleadas para resolver numéricamente varias de las
integrales necesarias para la resolucién del problema.

Ver por ejemplo la pégina




1. Planteo del problema

En este capitulo se presenta la descripcién del problema fisico estudiado: los siste-
mas fuertemente correlacionados en teoria de campos, entre los cuales el caso de los
fendmenos criticos es uno de los mas importantes y a la vez familiares. El enfasis es-
ta puesto en definir las magnitudes mas relevantes para el estudio del problema y en
mostrar los resultados clave para poder abordar el capitulo siguiente. A los efectos de
reducir la extension el texto la mayoria de los desarrollos y razonamientos se han sacri-
ficado, pero con la esperanza de que el resultado logrado sea comprensible, auxiliando
las afirmaciones con justificaciones al menos cualitativas.

El desarrollo del capitulo sigue de cerca los textos de Landau, Callen, Le Bellac y
Delamotte [13] 16, 26, 27].

Comenzaremos con una pequefia descripcion de las transiciones de fase de segundo
orden. Consideraremos siempre que el sistema se encuentra en equilibrio termodi-
namico. Luego pasamos a definir la fenomenologia mas relevante y se definen los
exponentes criticos. Se introducen las ideas principales del grupo de renormalizacion
para dar una explicacién de estos resultados y se describen muy esquematicamen-
te el modelo de Ising y la teoria escalar “¢*”. Finalmente se discuten algunas de las
propiedades del flujo de renormalizacién.

1.1. Fendmenos Criticos

1.1.1. Una visita breve a la transicion liquido-gas

Examinemos un sistema conformado por una cierta cantidad de agua en equilibrio
termodinamico. Su estado esta especificado por una pareja de cantidades termodina-
micas, por ejemplo la presion y la temperatura. La experiencia nos ensefia que usual-
mente, al hallarse en el estado de equilibrio, el sistema es homogéneo; encontramos
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por ejemplo el agua en estado sélido, liquido o gaseoso. Sin embargo no hay una ra-
z6n fundamental para esperar que esto se cumpla para todas las parejas de valores
de P y T'. Puede ocurrir que para un valor dado de presion y temperatura el estado
de equilibrio del sistema no sea uniforme, sino que se escinda en dos partes en con-
tacto mutuo que se encuentran en estados diferentes. Los estados de una sustancia
que pueden coexistir en el equilibrio son diferentes fases de la sustancia. Por ejemplo
cuando P = latmy T = 100°C en el agua encontramos la coexistencia de las fases
liquida y gaseosa.

En esta situacion, el equilibrio del sistema es posible sélo si se igualan las temperatu-
ras, las presiones y los potenciales quimicos entre cada fase. Al representar el sistema
en un diagrama P — T, los puntos en los cuales el equilibrio de fases es posible yacen
en una curva de equilibrio de fases; los puntos fuera de la(s) curva(s) representan
estados homogéneos del cuerpor'_]. En un diagrama P — V los puntos de coexistencia
de fases cubren un area, ya que el volumen de cada fase puede ser diferente. Fuera
de esa region, los puntos del diagrama representan estados uniformes del sistemdﬂ

Cuando el sistema pasa de una fase a otra cruzando por un punto tipico de la curva de
coexistencia (en el diagrama P — T') experimenta una transicion de fase de primer
orden. El proceso es acompafado por una emisiéon o absorcién de calor asociada con
la energia requerida para la reorganizacion interna que distingue las fases. La curva
de coexistencia habitualmente separa el plano P — T' en regiones que corresponden a
fases diferentes. Pero puede ocurrir que la curva termine en algun punto (Pc, T¢). Atal
punto se lo denomina punto critico, y la temperatura y presién correspondientes son
llamadas temperatura critica y presion critica respectivamente. Cuando el sistema
cambia de estado pasando por el punto critico se dice que experimenta una transicion
de fase de segundo orden. A diferencia de la de primer orden, esta transicién no tiene
un calor latente asociado.

Consideremos una transicion de primer orden. Si nos movemos a lo largo de una iso-
terma en un diagrama P — V/, partiendo del estado liquido y aumentando el volumen,
la presion decrece hasta llegar al punto de transicion y el sistema entra en la regién de
coexistencia (isotermas T3 y 15 en la figura . Entonces, una fraccion del sistema

'Para mostrar que en efecto es una curva, observemos que el potencial quimico es funcién de la presion
y la temperatura. El equilibrio se satisface si se cumple u1 (P, T) = u2(P,T), lo cual da implicitamente
P en funcion T

2 En general sélo pueden coexistir hasta tres fases en equilibrio. La condicién de igualar las temperaturas,
presiones y potencial quimico de cada una admite como mucho una unica solucién, a la que corres-
ponde un punto en el diagrama P — T'. Se le llama el punto triple, y se presenta en la interseccion de
las curvas de coexistencia de fase.
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PA

solido

liquido

Fig. 1.1.-Diagrama P-T para el agua.
Se encuentra separado en las fases sdlida, liquida y gaseosa. Los puntos que separan
las regiones son las curvas de coexistencia. Al punto de interseccion T'r. se le llama el
punto triple. Al punto C' donde termina la curva de coexistencia liquido-gas se le llama
punto critico, con las correspondientes presion y temperatura criticas. Las transiciones
(a) solido-liquido, (b) sdlido-gaseoso y (c) liquido-gas son de primer orden, mientras
que la transicion (d) liquido-gas, que pasa por el punto critico, es de segundo orden.

pasa a la fase gaseosa mientras que la presién queda fija. Mientras el volumen total
continda en aumento, la fraccién en estado gaseoso aumenta su volumen, mientras
que la fraccién en estado liquido lo disminuye. Finalmente, cuando el sistema se en-
cuentra completamente en estado gaseoso, abandona la regién de coexistencia y la
presion decrece si el volumen aumenta.

Existen también las transiciones de segundo orden, que tienen la peculiaridad de
que el pasaje por la regiéon de coexistencia se limita a un Unico punto (punto C' de
la figura [1.1.7). La isoterma intersecta la regiéon de coexistencia Unicamente en ese
lugar, en el que los volimenes especificos de ambas fases son iguales. Para que esta
transicion pueda ser observada, hay que ajustar entonces los parametros del sistema
a los valores criticos con mucha precisién. Un pequefio apartamiento saca el sistema
fuera de este comportamiento.

La existencia del punto critico posibilita una transicion continua entre dos estados de la
materia sin que ocurra la separacion en fases de la sustancia. El sistema es siempre
homogéneo y la distincién entre los estados liquido y gaseoso es en ese caso pura-
mente cuantitativa. Lo que los diferencia es la intensidad de la interaccién entre sus
moléculas. La fase s6lida, en cambio, es estructuralmente diferente a la fase liquida
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PA

T4

liquido
coexistencia de Ty
liquido y gas
T

Fig. 1.2.-Diagrama P-V para el agua.

Se muestran varias isotermas (11 < Ty < 13 = T¢c < Ty). La curva de coexisten-
cia liquido-gas del diagrama P — 'I' se corresponde a la region sombreada en este
diagrama. Cuando las isotermas T y T» entran en esta region la presion del sistema
se mantiene constante y los volumenes de cada fase varian de acuerdo a la regla de
la palancaf26]. El punto critico C' aparece cuando la isoterma critica T intersecta la
region de coexistencia en un tnico punto.

0 gaseosa, y por lo tanto el cambio de estado entre sélido y liquido (o entre sélido y
gaseoso) no puede efectuarse de manera continua. Entonces, en una transicién de pri-
mer orden el sistema necesariamente se separa en fases bien diferenciadas en algin
momento. En una transicién de segundo orden, el sistema es siempre homogéneo (es
preciso mantener el equilibrio termodinamico, desde luego).

1.2. Los exponentes criticos

El caso de la transicion liquido-gas no es el Unico que puede presentar una transicion
de segundo orden. La tabla[1.1]muestra varios ejemplos de diversos sistemas que po-
seen un punto critico. Pese a la diversidad en la naturaleza de los sistemas, exhiben un
comportamiento que es en muchos aspectos idéntico en ese punto. Esto sefala la exis-
tencia de un principio fisico subyacente comudn en este fenémeno.

Utilizando la mecanica estadistica se intenté explicar las propiedades de las transicio-
nes de segundo orden desde comienzos del siglo XX, pero con resultados poco satis-
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Transicion Temperatura Critica Parametro de orden
Liquido/Gas Agua a 218 atm y 374C Diferencia de densidades
Ferromagnética/Paramagnético ~ 1000K (Fe, Ni, etc.) Magnetizacion espontanea
Superfluido/Fluido 2,17K (punto A del He) Viscosidad

Superconductor Tipo Il/Material ~ 50K — 135K (ceramicas Densidad de pares de Cooper
normal s.c.)

Tabla 1.1.-Ejemplos de Transiciones de Fase de segundo orden
(una lista mas extensa se puede consultar en Kadanoff, GOtze, Hamblen, Hecht, Lewis,
Palciauskas, Rayl, Swift, Aspnes y Kane [24])

factorios al principio [26]. Histéricamente se reconocen los trabajos de Wilson y Kada-
noff [24],138],[39] como los que posibilitaron adquirir una comprension profunda del pro-
blema, gracias a la introduccién del Grupo de Renormalizacion.

Tal vez la mayor dificultad es que un conjunto de variables termodindmicas diverge en
la temperatura de transicién, tomando valores arbitrariamente grandes cuando el sis-
tema se aproxima al punto critico. Tal comportamiento no-analitico (discontinuidades,
divergencias) pudo ser predicho empleando las técnicas de campo medio [26] y su-
cedaneas perturbativas. Sin embargo las predicciones del campo medio de la forma
de las divergencias no concuerdan con los resultados experimentales ni con los ob-
tenidos posteriormente por simulaciones de MonteCarlo (por ejemplo, véase la tabla

1.2).

Ademas es sabido que las no-analiticiades aparecen como una propiedad emergente
del colectivcﬂ Esto se puede observar en modelos simples, como por ejemplo en un
modelo de red periédica de atomos para representar un sélido ferromagnético (ver sec-
cion[1.4.). Las interacciones entre los constituyentes del modelo pueden ser simples
o complicadas. Hay casos en los que aunque las interacciones son perfectamente ana-
liticas y no presentan ninguna irregularidad (como en el modelo de Heisenberg o en el
modelo de Ising), el sistema posee un punto critico y por lo tanto no-analiticidades que
se manifiestan a nivel macroscépico.

% El comportamiento no-analitico se manifiesta sélo habiéndose tomado el limite termodinamico en el
modelo (i.e. el nimero de particulas N y el volumen V' tienden juntos a infinito manteniendo la densidad
fija).

11



CAPIiTULO 1. PLANTEO DEL PROBLEMA

Exponente Campo medio[27] Calculo numérico Resultados exac-
end = 3(*) [22] tos en d = 2[27]

« discont. 0,1118 n/a, ~
log |T' — Tt

16} 0,5 0,3265 0,125

~ 1 1,2353 1,75

) 3 4,7837 15 (k)

Tabla 1.2.-Exponentes criticos para modelos de la transicion ferromagnética.
Los exponentes se definen de acuerdo a las ecuaciones (1.4), y caracterizan la transi-
cion de segundo orden.

(*) Calculados mediante las relaciones a partir de los valores de n y v de la tabla

(**) El resultado 6 = 15 es muy plausible pero no se ha establecido analiticamente. Los
calculos numéricos dan 6 = 15,04 + 0,07

1.2.1. Por qué una teoria de campo medio no se puede aplicar a una
transicion de segundo orden

Cualquier cantidad que desea ser medida (observada) en el sistema, en estado de equi-
librio, estara dada por el promedio de esa cantidad, tomado cuando el sistema transita
por todos los estados compatibles (accesibles) con las condiciones de la observacion.
Especialmente, todas las magnitudes macroscépicas se definen de esta manera. La
probabilidad de que en un instante dado, el valor de una magnitud macroscépica esté
sustancialmente separado de su valor de equilibrio es totalmente despreciable en la
mayoria de los casos. Es en el caso de las transiciones de segundo orden cuando las
fluctuaciones no son despreciables.

De manera muy resumida se puede decir que lo que hace una teoria de campo medio
es simplificar la forma de las interacciones del modelo. Esto se logra a través de la sus-
titucién de las interacciones entre los grados de libertad microscépicos que describen
la teoria, por una interaccion mucho mas sencilla de cada grado de libertad con el valor
promediado de los otros (de ahi el nombre de campo medio).

Las dificultades del método del campo medio para entender una transiciéon de segundo
orden provienen de que ignora las fluctuaciones con respecto al valor medio. Lejos del
punto critico, las fluctuaciones con nimeros de onda tipico pequefios son irrelevantes
para determinar las cantidades autopromediantes (en particular las magnitudes ma-
croscopicas extensivas del sistema). Precisamente esta condicién es la que se viola en
el punto critico y por ello las fluctuaciones con niumeros de onda arbitrario juegan un

12
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papel importante. Mas adelante veremos que mediante el Grupo de Renormalizacion
se puede dar cuenta de este fenémeno apropiadamente.

1.2.2. Transicion Ferromagnética

Otro ejemplo de una transicion de segundo orden, un poco menos familiar que la de
liguido-gas, son las transiciones ferromagnéticas. En algunos sentidos esta ultima es
mas simple, por lo que nos concentraremos en ella a continuacién.

Consideremos el caso de una sustancia ferromagnética. Sus constituyentes atémicos
(o moleculares) poseen un momento magnético permanente m, proporcional a su es-
pin (momento angular cuantico), que origina un pequefio campo magnético y que tiene
tendencia a alinearse al campo magnético en que se encuentra inmerso. Ademas exis-
te una interaccién de corto alcance, de origen cuantico, conocida como interaccion
de intercambio que favorece el alineamiento de los espines de los atomos préximos[z_f]

La magnetizacion macroscopica es el momento magnético por unidad de volumen,
definida mediante

. 1 = _

M(x) = A1‘1/120 Mmgv m; = m(x) (1.1)
donde AV es un volumen pequefio en torno al punto x, que se vuelve infinitesimal
al tomar el limite AV — 0 desde un punto de vista macroscopico, pero se mantie-
ne suficientemente extenso como para que siempre exista un gran nimero de atomos
en su interior. La barra superior representa el proceso de promediaciéon termodinami-
co.

El vector de magnetizacién determina el campo magnético que la sustancia produce,
posiblemente en respuesta a un campo magnético aplicado sobre ella (pero no ne-
cesariamente). Cuando en la sustancia ferromagnética el colectivo de los momentos
magnéticos {m;} posee una direccién predominante comin, el material posee una
magnetizacion macroscopica no nula. Si en cambio los momentos estan orientados
aleatoriamente, el momento magnético total en un volumen AV se cancela, y por ello
la magnetizacion vale cero.

4 El mecanismo basico es que, tomando en cuenta el principio de exclusién, la configuracién energéti-
camente mas favorable corresponde a espines alineados entre si, ya que ello disminuye la repulsion
electrostatica.

13
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Supongamos que la sustancia ferromagnética se encuentra en equilibrio termodina-
mico y que, por el momento, no hay ningiin campo externo. Las fluctuaciones térmi-
cas de los atomos favorecen el desorden. Cuanto mayor es la temperatura se hace
mas dificil lograr el alineamiento colectivo en ausencia de un campo externo aplicado.
A temperaturas superiores a cierta T la magnetizaciéon espontanea siempre es nu-
la. Esta temperatura es tipicamente del orden de T ~ 103K (vedse [25] y la tabla

[1.1)

N [N
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Ml 2
) Z I
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Fig. 1.3.-Esquema de sustancia ferromagnética

Se simboliza el espin atémico, que da lugar a un momento magneético, en un instante
particular. La agitacion térmica conduce a que los espines se orienten aleatoriamente.
En (a) la sustancia no presenta magnetizacion neta por estar por encima de la tempera-
tura critica. En (b) el alienamiento colectivo de los espines da lugar a una magnetizacion
neta. En este caso, cuando un momento magnético no se orienta de manera semejante
a sus vecinos, la configuracion es energéticamente desfavorable y tiende a alinearse a
ellos rapidamente.

La sustancia ferromagnética sufre una transicién de segundo orden (en ausencia de un
campo aplicado) cuando se encuentran a la temperatura critica Tz, también llamada
temperatura de Curie. Por encima de ésta, el sistema esta en la fase desordenada o
simétrica: el sistema es isotrépico y por lo tanto invariante por rotaciones alrededor de
cualquier direccion?].

Consideremos ahora el caso en que la sustancia posee una magnetizacion homogé-
nea M, en ausencia de un campo externo. Entonces la Unica simetria de rotacion del
sistema es alrededor de un eje paralelo a la magnetizacion. En este caso el sistema
esta en una fase diferente, ordenada, que no posee todas las simetrias que posee la

® Hay una sutileza en esta afirmacién. A nivel microscépico, la interaccién espin-6rbita y la estructura de
la red cristalina destruyen la isotropia, asi que la afirmacion solo sera valida cuando examinemos el
sistema en una escala de distancia tal que los detalles microscopicos del sistema pasen desapercibi-
dos.

14
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de alta temperatura. La existencia de una fase ordenada es un ejemplo de una ruptura
espontanea de simetria. A pesar de que las interacciones del sistema no tienen una
direccidn preferencial, el sistema elige solo una de entre todas las posibilidades para
la direccion de la magnetizacionf|; la fase ordenada también recibe el nombre de fase
rota.

La magnetizacion espontanea, que pasa de tener un valor no nulo por debajo de la
temperatura critica a ser cero por encima de ella, es, para la transicion ferromagnética,
el parametro de orden. Es la propiedad del sistema que se anula en la fase desor-
denada y distingue las fases. La tabla[{.1]indica el pardmetro de orden para los otros
casos. Las susceptibilidades generalizadas del sistema son divergentes en la transi-
cion de segundo orden. Para el caso ferromagnético, la susceptibilidad magnética esta
dada por

oM

= — 1.2
0B |5_, (12)

X
(en un sistema homogéneo) y cuantifica como responde la magnetizacién espontanea
M del material ante un campo externo B aplicado; a un sistema con mayor susceptibi-
lidad le corresponde una mayor facilidad para magnetizarse.

En la transicion liquido-gas, la diferencia entre los volumenes especificos de cada fa-
se es la cantidad que juega el papel del “parametro de orden” (no es realmente un
parametro de orden puesto que no hay diferencia de simetria entre el liquido y el
gas). La susceptibilidad correspondiente es la compresibilidad a temperatura constante

1 ov
Ky = — o5 (1.3)

La divergencia de las varias susceptibilidades generalizadas en la proximidad de la
temperatura critica motiva la definicién de los exponentes criticos que describen el
comportamiento (no analitico) de esas cantidades en la region critica. La magnetizacion
espontanea My, la susceptibilidad , la magnetizaciéon M debida a un campo externo B
en la isoterma critica y el calor especifico C' siguen leyes de potencia para temperaturas

®Una muestra de la sustancia puede tener magnetizacién nula ain por debajo de la temperatura de Cu-
rie. La magnetizacién no nula aparece en regiones denominadas dominios magnéticos. Estos son
macroscopicos desde el punto de vista atémico, pero continlan siendo microscopicos para los tama-
fios “cotidianos” (ver [25]). Para obtener una muestra magnetizada es preciso estar por debajo de la
temperatura critica y procurar un alineamiento de los dominios magnéticos (posiblemente sometiendo
la muestra a un campo homogéneo durante cierto tiempo). El andlisis aqui presentado se aplica, en
realidad, a un dominio magnético.
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T ~ T gobernadas por los exponentes «,(,7 y d definidos a través de las relaciones

C~|T—Te|™™ (B=0)
My ~(Tc —T)? (s6losi T < T¢)
x~|T—=Tc|”7 (B=0)

M ~B'Y% para la isoterma critica, T = T¢

La segunda relacién se aplica para 1" < T¢ ya que el parametro de orden (en este caso
la magnetizacion espontanea) se anula por encima de 7. En el caso de la isoterma
critica la dltima relacion da la respuesta del parametro de orden del sistema ante la
aplicacién de una fuente externa (la magnetizacion M adquirida por aplicacién de un
campo B estando en la temperatura de transicién). En las relaciones exactas para
estas cantidades aparecera un coeficiente que puede ser funcion de la temperatura,
por ejemplo C' = f(T)|T — T¢|™“, pero regular para T' ~ T de manera que cerca del
punto critico se puede reemplazar f(7T') ~ f(I¢). En principio se deberian distinguir los
coeficientes « y vy para temperaturas mayores 0 menores que T¢. Experimentalmente
se encuentra que el valor es el mismo en ambos casos y el grupo de renormalizacion
lo confirma tedricamente.

A
My

N
el

To T

Fig. 1.4.-Comportamiento cualitativo de la magnetizacion espontanea en una tran-
sicion de segundo orden.

En la tabla[1.2]se comparan los valores de los exponentes obtenidos al aplicar la teoria
del campo medio con los que provienen de simulaciones numéricas que usan técnicas
de Monte-Carlo muy elaboradas, en el caso de un modelo simple del ferromagnetismo
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(ver modelo de Ising, seccién [1.4.1). Las simulaciones permiten usar un nimero de
dimensiones espaciales d arbitrario. Se muestran los valores para d = 3 y ademas,
para este modelo en el caso d = 2, se conoce una solucién analitica del problema
gracias al trabajo de Onsager[35].

La teoria del campo medio en este caso consiste en sustituir la interaccién entre los
espines por una interacciéon individual de cada espin con un campo promedio. En
muchos casos los resultados derivados de esta aproximaciéon son cualitativamente
correctos (e incluso cuantitativamente, si las interacciones son suficientemente pe-
quenas), pero esta aproximacion no es aplicable a la transicion de segundo orderﬂ

Lo grave de esta aproximacion es que borra por completo todas las fluctuaciones (si
no estuvieramos cerca del punto critico esto no representaria un gran obstaculo ya que
las fluctuaciones juegan un papel secundario en determinar varias de las propiedades
importantes del sistema). Cuando intentamos cuantificar las fluctuaciones nos topamos
con una cantidad adicional que diverge en el punto critico y es clave en la comprension
de las propiedades de la transicién de fase: la longitud de correlacion &, que indica la
distancia caracteristica del decaimiento de la correlacion de los espines entre si. Como
veremos, su comportamiento en las proximidades del punto critico esta gobernado por
un nuevo exponentes critico, v.

Las relaciones dadas en son generales en las transiciones de fase de segundo
orden, haciendo las identificaciones correspondientes del parametro de orden, sus-
ceptibilidad, etc. Considerando diversos sistemas y modelos fisicos se encuentra un
resultado notable: los valores de los exponentes criticos son independientes de los
detalles particulares del sistema, y dependen solamente de propiedades muy gene-
rales como la dimension del espacio d o la dimensionalidad del parametro de orden.
En otras palabras, existen conjuntos de sistemas fisicos, de naturaleza totalmente dis-
par, que presentan exactamente el mismo tipo de comportamiento critico. Por ejem-
plo, en la transicion liquido-gas y en aquella transiciéon ferromagnética que tiene una
anisotropia que privilegia una direccion en el espacio, los exponentes criticos coinci-
den.

Esta propiedad de las transiciones de segundo orden se denomina universalidad. Los
sistemas que pertenecen a una misma clase de universalidad poseen los mismos va-
lores de los exponentes criticos. Cada clase de universalidad esta caracterizada por el

7 No obstante, los modelos fisicos se pueden generalizar a dimensiones espaciales d arbitrarias, y se
puede probar que el campo medio si es una buena aproximacioén para el régimen critico cuando d > 4
(ver [27]).
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grupo de simetrias de los sistemas en esa clase, o, en otras palabras, si dos sistemas
comparten el mismo grupo de simetria entonces tienen el mismo tipo de comporta-
miento critico.

Mas aun, los exponentes criticos resultan no ser independientes entre si, sino que
satisfacen ciertas relaciones, las leyes de escala, mas alla de la clase de universalidad
a la que pertenecen (por ejemplo, la ley de escala de Rushbrooke a + 23 + v = 2).
Por otra parte, hay que tener presente que muchos aspectos de los fendémenos criticos
si dependen de los detalles del sistema, como es el caso del valor de la temperatura
critica T¢.

1.3. Fluctuaciones y Funciones de
Correlacion

Para cuantificar las fluctuaciones primeramente introduciremos el concepto de fun-
cion de correlacion. Para ello consideremos primero el valor del momento magnéti-
co microscépico m(z) en un punto x del materiaﬂ En el equilibrio termodinamico la
magnetizacién M (x) en ese punto viene dada por el valor esperado de esta cantidad:

M(z) = (m(z)) = % Z m,(z)e~PHcoN] (1.5)

{conf.}

La suma se efectia sobre las configuraciones accesibles del sistema. Z = ¢y e PH
es la funcién del particién, 5 = 1/kgT y H el hamiltoneano de la configuracion corres-
pondiente, de manera que e~ */*T da el factor de Boltzman apropiado.

En vista de las interacciones, el valor de m(z) en un punto dado depende de los valores
del momento magnético en los demas puntos. La funcidon de correlacion conexa
G(z1,z2) mide la dependencia estadistica entre los valores del momento magnético
en los puntos x1 y 9,

G(:El,l‘g) = <(m1 — <m1>)(m2 — (m2>)> = <m1m2> - (m1> <m2> (16)

con m; = m(x;).

8 Consideremos por simplicidad a m(x) como Gnicamente una de las componentes cartesianas del
momento (por ejemplo la componente z).
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El hamiltoneano del sistema H consta de un término H, de interaccién entre los mo-
mentos magnéticos y un término de interaccion de los momentos m(x) con un campo
magnético externo B(x):

H = Hy—poy»_ m(z)B(x) (1.7)

La suma del segundo término se efectia sobre las posiciones x donde se encuentran
los momentos m(z). Gracias a esta separacion, la magnetizacion M (z) = (m(x)) y la
funcién G(x, y) pueden calcularse derivando la funcién de particién

7=% o0 (Ho—po =, m(y) B(y)) (1.8)
{conf.}

Se encuentra, a partir de la definicion (1.5),

(m(z)) = 1 0z 1 0dlogZ
 BuoZ 0B(x)  Puo 9B(x)’

yPle la definicién (T-6),

1 0%log Z

G(z1,22) = (Bro)? 0B(x1)B(x2)"

(1.10)

De manera anéloga, para determinar el valor medio de un producto arbitrario de n cam-
pos (m(z1)...m(zy)), se toma la derivada de Z[B] respecto a B(z1), ..., B(z,). Por
esto se dice que la funcién de particién Z[B] es la funcional generatriz de las funcio-
nes de correlacién. Para diferenciar las diversas funciones de correlacién, se habla de
las funciones de correlacion a n puntos. Por otro lado, log Z[B] es la funcional gene-
ratriz de las funciones de correlacién conexas; observemos que log Z|[B] corresponde
(a menos de factores) a la energia libre de Gibbs.

Esta técnica puede utilizarse ain cuando no haya un campo externo aplicado. Se puede
hacer el artificio de afadir un campo ficticio B en los célculos para hallar las funciones
de correlacion y tomar B = 0 al final.

°Enel apéndicese bosqueja como se puede medir en la practica la funcién de correlacion.
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1.3.1. Invariancia de escala y leyes de potencia

En la sustancia ferromagnética las interacciones entre espines son de corto alcance.
Si llamamos a a la distancia media entre los étomos[o'], la intensidad de la interaccion
decae muy rapidamente para distancias por encima de a. Se esperaria, por ende, que
G(x1,x2) tuviera un fuerte decaimiento para puntos muy separados tales que la dis-
tancia r = |z2 — 21| > a. Como fue mencionado anteriormente, la distancia ¢ hasta
la cual la funcién de correlacién tiene un valor apreciable se denomina longitud de
correlacion. Especificamente,

G(r) = F(r)e /¢, (1.11)

donde F'(r) decrece a lo sumo como una ley de potencia en r. En situaciones norma-
les, a y £ son comparables en tamafio (1 < £/a < 10), pero los fenémenos criticos
estan caracterizados por tener una longitud de correlacion divergente ({/a — o). Esto
significa que la funcién de correlacién decae mucho mas lentamente con la distancia;

dado que e~"/¢ ~ 1, G(r) ~ F(r) (ver figura[1.5).

Para temperaturas 1" proximas a la temperatura critica T¢, el comportamiento de la
longitud de correlacién viene dado por

§~ T =Te|™, (1.12)

relacion que introduce un nuevo exponente critico v.

La longitud de correlacién representa para el sistema la existencia de una escala adi-
cional de distancia, ademas de la escala de longitud a dada por el rango de las in-
teracciones (que es del orden de la distancia media entre los espines). EI comporta-
miento macroscépico de un sistema termodindmico esta caracterizado predominante-
mente por las fluctuaciones que corresponden a longitudes de onda entre a y £. Las
fluctuaciones con distancias tipicas inferiores a la escala a estan suprimidas por tra-
tarse ésta precisamente de la escala fundamental (consideremos a modo de ejemplo
una red periédica de paso a). Para longitudes mayores a £ los espines estan esen-
cialmente descorrelacionados, de manera de que no hay lugar para efectos acumulati-
VOS.

Cuando estamos por encima de la temperatura critica, se observan grupos de espines
alineados entre si (clusters), con tamanos tipicamente entre a y £. Al aproximarnos a
Tc, la longitud de correlacién crece cada vez mas y el tamafno medio de los clusters se

190, si se prefiere, se puede pensar en una red atémica regular donde a da el tamafio de las celdas.
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G(r)

r

Fig. 1.5.-Comportamiento cualitativo de G(r) paraT # Tc y T = T¢.
Para temperaturas distintas de la critica, la funcion de correlacion decae exponencial-
mente con la distancia. La constante de decaimiento es la longitud de correlacion. En
la temperatura critica el decaimiento va como una potencia de la distancia, lo que co-
rresponde a una longitud de correlacion que diverge a +c.

incrementa. En la temperatura de transicion las fluctuaciones se extienden a regiones
de todas las dimensiones posibles, y esperamos que la escala microscopcica a no jue-
gue ningun papel en el comportamiento a largas distancias (fuera del régimen critico
eso seria bastante cuestionable). Como consecuencia, desaparece la nocion de escala
de longitud. El sistema adquiere la propiedad de invariancia de escala en ' = T: no
hay una nocién natural de “préximo” o “lejano”. De hecho, poder despreciar la escala
microscoépica significa que los detalles particulares del modelo no tienen mayores con-
secuencias en la determinacién de ciertas propiedades fisicas y por consiguiente se
hace plausible la universalidad.

Se puede partir de la invariancia de escala para probar que la funcién de correlacion
debe seguir una ley de potencia. Lo que se obtiene es que en el punto critico se cumple

1

G(r) ~ —5 (1.13)

Aqui 1 es un nuevo exponente critico que recibe el nombre de dimension anémalﬂ

"' Algunos autores definen la dimensién anomala del campo como la cantidad d, = £ — 1 + Z, mientras
que dJ, = ¢ — 1 es la dimensi6n candnica. Corresponde a la dimension fisica del campo cuando las
magnitudes son medidas en unidades de longitud.
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Exponente Valor
n 0,0374 £+ 0,0014
v 0,6294 £+ 0,0009

Tabla 1.3.-Exponentes criticos 1 y v.

Se muestran valores representativos de varios trabajos de calculo numeérico [22]. Ob-
sérvese que un sistema ferromagnético por lo general pertenece a la clase de universa-
lidad O(3). Existen materiales ferromagnéticos anisotrépicos con el grupo de simetria
Zo (sistemas uniaxiales [32]), y por lo tanto en la misma clase de universalidad que la
transicion liquido gas.

Por razones dimensionales cabria esperar simplemente

— (n=0) (1.14)

analizando los términos que aparecen en el Hamiltoneano, pero esto sélo se cumple
en un modelo gaussiano. La dinamica de las interacciones da lugar a un valor n # 0
(ver también [B). Esto puede verse a nivel perturbativo [27]

Mas generalmente, en las proximidades del punto critico se encuentra que la forma de
la funcién de correlacién para r > a sigue

G(r) = 9(r/¢) (1.15)

T opd—247

donde la funcién g(z) es regular si z — 0 (i.e. cuando ¢ diverge). Cuando r — oo la
funcion g(r/¢) tiene el decaimiento exponencial mencionado anteriormente. La versién
de esta relacion en el espacio de momentos es

G(q) = f(q€) (1.16)

g* "
para momentos ¢ < 1/a y en T cercana a T, donde ahora f(z) es una funcién que
verifica que tiende a un limite finito cuando = — oc.

La cantidad correspondiente a la longitud de correlacion en teoria cuantica de campos
es la longitud de onda Compton (mc/h)~!, esto es, esencialmente el inverso de la
masa de las particulas del problema.
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1.4. Grupo de Renormalizacion

Como ya se ha dicho, la invariancia de escala en la criticalidad hace plausible la uni-
versalidad de los exponentes criticos, brindando asi la explicacion de cémo sistemas
tan diferentes pueden presentar un comportamiento idéntico en la transicion de fase.
La invariancia de escala se manifiesta matematicamente en la aparicién de leyes de
potencia[27].

La dimension del espacio d y las simetrias del sistema determinan la clase de uni-
versalidad a la que pertenece, y por ello también determinan sus exponentes criticos.
Mas aun, ocurre que los exponentes criticos no son idenpedientes unos de otros. Cier-
tas dependencias pueden deducirse directamente de las leyes de potencia discutidas
anteriormente. En adicién, en todos los casos, se verifica que los exponentes criticos
gue han sido definidos satisfacen las relaciones siguientes, llamadas a veces leyes de

escala [27]:
a=2—uvd
1
16} :§V(d —2+n)
d+2—1 (1.17)
0=———
d—2+n
v =v(2—=n)

De los seis exponentes hay sélo dos independientes; basta dar los valores de n y v
para deducir los demas.

La transicién de fase de segundo orden tiene caracteristicas muy llamativas: aun cuan-
do las interacciones microscopicas en el sistema sean de muy corto rango, en la tem-
peratura critica el sistema exhibe una fuerte correlacion a grandes distancias; aun para
interacciones completamente analiticas entre los constituyentes del sistema (por ejem-
plo polinomiales) el sistema desarrolla no analiticidades al acercarse al régimen criti-
co.

En las décadas de 1960 y 1970 Kadanoff y posteriormente Wilson, publicaron varios
trabajos que sentaron las bases del Grupo de Renormalizacion (RG), disefiado para
trabajar en este tipo de situaciones [24), 38} [39, 40| 41}, |42]. Debido al rol central que
juegan las correlaciones en este caso, la idea central del RG es conectar la teoria mi-
croscoépica subyacente con una teoria macroscopica mediante la incorporacién gradual
de las fluctuaciones de distancias cada vez mayores. En contraste, cuando se hace un
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desarrollo perturbativo alrededor de una teoria de campo medio, se integran efectiva-
mente todas las fluctuaciones simultdneamente, de manera que no es posible mantener
bajo control el efecto de una longitud de correlacion divergente.

Para este proposito, el grupo de renormalizacién actia aplicando sucesivas transfor-
maciones que hacen corresponder un sistema con una escala de longitud natural a
con otro sistema cuya escala natural es sa, donde s > 1 es el factor de dilatacion
(figura[1.7). Esto se logra gracias a la integracion de las fluctuaciones en una capa de
longitudes de onda a < A < sa. Las fluctuaciones de longitud de onda mayores que sa
no son afectadas, y por lo tanto el sistema transformado y el original poseen el mismo
comportamiento a largas distancias.

Debido a esta integracion, la escala natural deja de ser a para convertirse en sa. En
la transformacion del RG, la integracién se acompana de una redefinicién de la escala
de longitud z — /s, de manera que el sistema transformado posee la misma escala
natural que el original, lo que permite entonces comparar los sistemas en las mismas
condiciones. La integracién en capas se puede pensar sobre una mejora con respecto
al método del campo medio, en donde las fluctuaciones de todas las longitudes se
integran en un sélo paso. Aunque en teoria los dos caminos deberian ser equivalentes,
esto deja de ser cierto en la medida en que no sabemos exactamente cémo resolver
el sistema y por lo tanto empleamos alguna aproximacién. En este respecto, el RG
brinda la posibilidad de estudiar el sistema en forma aproximada pero sin descartar la
informacién esencial.

La cantidad de grados de libertad que interactian entre si efectivamente en el sistema
fisico es del orden ~ (¢£/a)?. Luego de la transformacion del RG, la longitud de correla-
cién medida en unidades del paso de la red es menor, £ — ¢’ = £/s, reduciendo en-
tonces los grados de libertad que interactian efectivamente entre si.

Veremos que hay situaciones en que la longitud de correlacién se mantiene. Esto su-
cedesi{ =& =0o0si & = ¢ = oo. Esta Gltima relacion corresponde a un punto
critico, de forma que el numero de grados de libertad interactuantes diverge. Los mé-
todos perturbativos tradicionales estan disefiados para casos donde sélo interactian
unos pocos, y por lo tanto no son aplicables al régimen critico.

1.4.1. Modelo de Ising y la teoria escalar ©*

Vamos a considerar un modelo concreto de la sustancia ferromagnética para poner en
practica las ideas del grupo de renormalizacion. Supondremos, para simplificar, que
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una sustancia ferromagnética consiste en una red de atomos en posiciones fijas, con-
cretamente en una red cubica en el espacio, con condiciones de borde periddicas. Esto
puede generalizarse con facilidad a dimensiones d arbitrarias.

El modelo de Heisenberg del ferromagnétismo esta caraterizado por un hamiltoneano
de interaccion de corto alcance entre los espines

Hy=-Ju» 0i-0; (1.18)
(i.3)

donde Jgy > 0 es la constante de acoplamiento y o; son las matrices de Pauli asocia-
das al espin de la particula en el sitio i-ésimo. La notacion Z@J) indica una suma sélo
sobre los vecinos mas cercanos. Este hamiltoneano sencillo favorece el alineamiento
de los espines vecinos. Si se cumple que la temperatura de transicién T es no nula,
entonces los efectos cuanticos en la vecindad de T son de importancia secundaria
ya que las fluctuaciones térmicas son dominantes, y el operador de espin o; se puede
reemplazar por un vector clasico S; de longitud unidad. El modelo correspondiente se
llama modelo de Heisenberg clasico.

El modelo de Ising es una simplificacién del modelo de Heisenberg en la cual los
espines son sustituidos por variables aleatorias S5; que pueden poseer Unicamente los
valores +1 y —1 (en analogia con los valores cuantizados de la componente ‘2z’ del
espin de un electrén). En la figura[1.6| se muestra la representacién usual de la red en
d = 2. Las flechas hacia arriba simbolizan el valor +1 y las flechas hacia abajo el valor
—1. El Hamiltoneano de interaccién correspondiente es

Hp=—-J)Y SiS;, Si==1 (1.19)
(6)

Este Hamiltoniano posee la simetria {S;} — {S/} con S/ = —S;. En otras palabras,
el valor de H no cambia si se invierten todos los espines. Esta simetria refleja que
el sistema ferromagnético original no tiene una direccion privilegiada intrinseca. Es un
caso de la simetria conocida como Z, para un sistema discreto.

A pesar de su relativa simplicida, el modelo Ising es suficientemente complejo co-
mo para mostrar un punto critico con T # 0 (excepto el caso con d = 1 en el que la

2En el caso considerado, el espin del modelo de Ising tiene una sola “componente”, mientras que el
espin original en el modelo de Heisenberg es un vector de tres componentes. De todas maneras,
como descripcion del ferromagnetismo da buenos resultados cualitativos en general. Si la sustancia
ferromagnética posee un eje preferencial entonces los resultados son buenos cuantitativamente. En
un caso isétropico sera el modelo de Heisenberg el que reproduzca los valores adecuados.
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Fig. 1.6.-Red de espines en el Modelo de Ising, en una red cuadrada
bidimensional d = 2
Se muestra una configuracion tipica de las variables en el modelo. La orientacién de
las flechas indica el valor del “espin” S; en +1 o —1.

temperatura critica si es T = 0). Es de destacar que siendo un modelo de aspecto
tan inocente, solamente se conozcan las soluciones analiticas exactas de d = 1y, gra-
cias al trabajo de Onsager, en el caso d = 2 (tabla . En otros casos, los calculos
numéricos modernos permiten poner a prueba diversas teorias analiticas aproxima-
das.

La funcion de particion para este modelo en presencia de un campo externo, es

Z[B,T,N] = e HilSIt2: Bisi (1.20)
{Si}

en donde por conveniencia los campos y constantes de acoplamiento se han redefinido
de forma de absorber la dependencia en la temperatura. IV, la cantidad de puntos de la
red, es un nimero grande que mas adelante se lleva a infinito (un sistema con N finito
no puede tener una transicién de fase).

Una posible implementacion del RG consiste en agrupar los espines .S; en bloques de
s? elementos, donde s > 1 es el pardmetro de la transformacién (por el momento un
numero entero), dando lugar a una nueva red de bloques de espines. A cada bloque
le corresponde un sitio de la nueva red y se define una variable de espin S/, que se
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relaciona con los espines originales mediante[™|

S, = As(j) > S (1.21)

S;€a
donde A(s) es un factor de renormalizacion del espin. S/, es un promedio de los espines
originalmente presentes en el bloque «. Las funcién de particién original Z tiene el
mismo valor que la funcién de particiéon Z’ calculada en la nueva red; sin embargo el
hamiltoneano del nuevo sistema tiene un aspecto diferente. Formalmente esta definido

por la relacién

e Sl = N~ IS (1.22)
{Si}|5a

La suma es sobre las configuraciones de los espines S; que dan lugar a una misma
configuracion de los espines S/, de tal forma que se tiene

Z =Y e Ml =N el = 7/ (1.23)
[Si] [S4,

BN NIEN
“ﬁ,,ﬁ" Lﬁ,,,ﬁ," L\ﬂl,,,ﬁ," \o@é’b ‘\\;777//‘ ‘\\ 77777 ) ‘\\ 77777 ) Qgg,ecb ﬁ ﬁ ﬁ
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Fig. 1.7.-El método de bloques de espin
Los espines S; se agrupan en bloques (en este caso de 22 = 4 espines) para formar
la nueva red de espines S.,. La transformacion (1.21) provoca que S!, pueda tomar
valores intermedios entre los extremos, y a diferencia de S; no esta restringida a +1.
En el paso de integracion obtenemos una red nueva con un tamario de celda mayor.
Luego se reescala la unidad de longitud y se renormaliza la variable de espin, de modo
de que el resultado se presta a ser comparado con la red original.

Al formar los bloques, el paso de la red se transforma efectivamente segin a —
a’ = as, por lo que debemos reescalar la unidad de longitud + — z/s. De esta
manera el sistema transformado quedara definido en una red comparable a la origi-
nal.
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Un hecho muy importante que debemos observar es que el comportamiento a largas
distancias no cambia por la aplicaciéon de la transformacion del grupo de renormaliza-
cidon: es el mismo para el sistema original y el transformado. Entonces podemos esperar
que si tratamos los detalles microscdpicos del sistema de manera aproximada, no ha-
bra una gran repercusion en las cantidades universales; de aqui la ventaja de usar el
RG.

La transformacion descrita en hace que los nuevos espines S, tomen valores
que, a diferencia de los originales S;, no estan restringidos a +1 si no que toman va-
lores intermedios; el propésito del factor A(s) en es asegurar que los valores
de la variable se mantengan (al menos aproximadamente) en el rango +1. Se desea
que la aplicacién de dos transformaciones sucesivas de parametros s; y so sea equi-
valente a la aplicacién de una Unica transformacion de parametro s = s;s9. Esto ocu-
rre si A(s1s2) = A(s1)A(s2). De esta relacién se concluye que A(s) es de la forma

A(s) =sY, (1.24)
valida localmente, ya que y depende, en general, de los parametros del hamiltoneano.

Luego de reiterar un gran nimero de veces la transformacion del RG, la variable de
espin podra tomar practicamente todos los valores en un intervalo de nimeros reales,
lo que generalizamos introduciendo el campo escalar ¢ (x;) para representar esta va-
riable. Aqui x; representa el punto de la red correspondiente. Podemos generalizar
todavia mas el modelo tomando el /imite contino, donde consideramos que la distancia
a entre los puntos de la red va a cero, permitiendo que el campo () esté definido
en todo el espacio. En la practica es preferible trabajar con una teoria definida en un
continuo, en lugar de en una red.

Existe un modelo llamado “¢*” que describe una teoria de campos que puede también
utilizarse para describir la transicion ferromagnética. En el caso en que el campo ¢
es escalar, posee el mismo comportamiento que el modelo de Ising cuando ambos
sistemas estan proximos a su punto critico, es decir, pertenecen a la misma clase de
universalidad.

¥ Una consecuencia inmediata de esta formulacién del método de bloques de espin es que se puede
mostrar explicitamente que la longitud de correlacion se transforma de acuerdo a

¢ =¢/s

Si la funcién de correlacion en la red original G;; = (S;S;) — (Si) (S;) cumple Gi; ~ exp(—ri; /&) (ri;
es la distancia entre .S; y S;) se encuentra que en la nueva red la funcién de correlacion se comporta
de acuerdo a Gop ~ exp(—srag/€) donde £ y £ se miden en unidades de las redes respectivas[27].
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En la funcion de particion usamos la medida de integracion

Dy = lim H dp(;) (1.25)
de manera que

Z|B] = / Dy e PHIY] (1.26)

donde el hamiltoneano H[¢] que describe el sistema es ahora una funcional del campo
¢ (decimos que Z[B] es una funcional de B).

Para lograr una teoria en la misma clase de universalidad que el modelo de Ising en di-
mensién d > 1, basta con considerar un hamiltoneano dado por [27]:
a1 o L o 1 4

Hly] —/d w{i(vw) ‘*‘5’”0@ +IU0<P } (1.27)
donde ry y ug son las constantes de acoplamient. Es conocido como el hamilto-
neano de Ginburg-Landau. El primer término del integrando es andlogo a un término
de energia cinética del campo y refleja la tendencia al alineamiento de los espines.
El segundo término corresponderia a un término de “masa” del campo representada
por la constante ry. Estos dos términos por si mismos describen una teoria libre en
el espacio de momentos: para ug = 0 los modos de Fourier estan desacoplados. La
funcion de particion que corresponde a la teoria libre se puede calcular analiticamente
ya que se puede representar como un producto de integrales gaussianas. Por ello al
caso ug = 0 también se le llama el modelo Gausiano.

El término proporcional a ¢* es el que le da el nombre al modelo y es el término
mas simple que permite la existencia de una magnetizacion espéntanea. Todos los
términos preservan la simetria p(z) — —p(z), pero este modelo también se puede
usar en la transicién liquido-gas, aunque la simetria no esta presente en ese sistema.
Los términos lineales en el campo ¢ se adscriben a una fuente externa, mientras que
los términos cubicos ¢ se pueden absorber en los restantes redefiniendo el campo y
las constantes de acoplamiento.

Estando en la misma clase de universalidad, estudiar el comportamiento a larga distan-
cia del modelo * es equivalente a estudiar el del modelo de Ising. Méas precisamente,
la equiparacion es posible cuando las distancias involucradas superan la distancia del
paso de la red de manera que los detalles de ésta no sean decisivos en los célculos;

4 Los prefactores numéricos son convencionales; su presencia simplifica algunas expresiones en los
desarrollos perturbativos.
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Hly] Hly]

(@) T > Tc (b) T < Tc

Fig. 1.8.-Densidad Hamiltoneana en el modelo escalar ©*.
(a) Por encima de la temperatura critica el minimo se presenta para ¢ = 0 y por lo
tanto no aparece magnetizacion espontanea. (b) Por debajo de la temperatura critica se
presentan dos minimos correspondientes a los estados con magnetizacion espontanea
(p) # 0 y el estado con ¢ = 0 se vuelve inestable.

formalmente la teoria dada por (1.27) so6lo describe correctamente la red de espines
para distancias [ > a (ver por ejemplo Le Bellac [27]).

Esta restriccion aparece mas claramente al pasar al espacio de momentos. Ademas,
la invariancia por traslaciones sugiere trabajar en este espacio. La transformada de
Fourier del campo es

o(k) = /dd:v e* () (1.28)

y el hamiltoneano (1.27) en términos de ¢ (k) luce como

= [ oL k)5 R) ) (1.29
W (2m)* L2
donde se muestra explicitamente que las fluctuaciones que hacen su aparicién en la
integraciéon son sélo aquellas de onda de valor |k| < A (sélo se muestra la parte del
hamiltoneano correpondiente a la teoria libre). Aqui A = a~! representa un cut-off ul-
travioleta, de manera que no se incluyen fluctuaciones de corta distancia, por debajo
de a. La presencia de este corte refleja la existencia subyacente de la red de espi-
nes. Esto se generaliza a otros sistemas estudiados por teoria de campos. La escala
A indica el limite de validez de la teoria propuesta, mas alla de la cual no se tiene ac-
ceso a una informacién que permita discriminar cual sera la forma de las interacciones

microscépicag™).

'® También podria ocurrir que se conozca que a partir de la escala A la forma de la teoria cambia dras-
ticamente. La clave aqui es que no deben influir en las cantidades que se observan a una escala de
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1.4. GRUPO DE RENORMALIZACION

Por otro lado, la escala de largas distancias corresponde a los nimeros de onda pe-
quefios |k| < 1/a.

En el caso del modelo (?, una transformacién del grupo de renormalizacién correspon-
de a la integracion sobre vectores de onda A/s < k < A (lo que se corresponde con
la formacién de bloques de espin; ver (1.21)), proseguida por la dilatacién de la unidad
de longitud

x—x =x/s, k—k =sk (1.30)

(el vector de numero de onda k es reciproco del vector de posicidn x). Se completa la
transformacion al efectuar la renormalizacion del campo

5
&
!
G\
8
I
V)]

<8

A}
5
&

(1.31)

El valor d, en estas relaciones debe ser tal que lleve al valor corrrecto de la funcion
de correlacion en el régimen critico; en particular, depende del exponente critico 7.
La ley de potencia para G(zx,y) en el régimen critico, a grandes distancias, es (1.13):

Gla9) = (@) ~ gy (r=le =33 0) (132

Al considerar el sistema en el punto critico, esta relacion debe preservarse tras la renor-
malizacién , pero expresada en términos de las cantidades transformadas:

G2 ) = (O (2o () 1 _3d72+n I / 1.33
(ﬂc,y)—<s0(:v)sa(y)>~m—(;> (r' =2’ —y'| >a) (1.33)
Mientras tanto tenemos (' (z')¢/(y')) = s2% (¢(x)p(y)), aplicando la transformacion
del campo. Esto implica que d, y el exponente critico n no son independientes. Com-
parando los resultados deducimos que

_d—2+n

dy 5

(1.34)

distancias grandes los detalles de las interacciones a una escala de longitudes muy, muy pequefa.
En fisica de particulas, la escala A se corresponde con la escala de unificacién de las fuerzas (es-
cala de Planck). Dado que todas las observaciones experimentales se realizan con energias muy por
debajo de esa escala, es razonable suponer que se pueden describir los fendémenos estudiados inde-
pendientemente de lo que ocurra por encima de A.
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CAPIiTULO 1. PLANTEO DEL PROBLEMA

Al igual que en el caso de la red de espines, el hamiltoneano correspondiente al siste-
ma transformado tiene nuevos términos con respecto al original. Separemos el campo
©(k) en dos partes: ¢~ (k) que corresponde a los modos “rapidos” k € [A/s, A] de
o(k)y ¢ (k) que corresponde a los modos “lentos” k € [0, A/s]. Entonces la relacién
que define formalmente el hamiltoneano transformado H'[¢] en términos del original
consiste en integrar los modos en la capa [A/s, A]:

e H'le) = /D<p>e_HM (1.35)

de manera que el campo transformado ¢’ se corresponde con ¢ ; la funcién de parti-
cién expresada en términos de H'[¢-] es por lo tanto

_ / Dip_e—H'le<] (1.36)

Una vez transdormado el hamiltoneano tendra en general la forma funcional

1
Lo (o)
(1.37)

1
uUgP +

1
UGP +8'

UQP +6'

1 1
d
/d Vgp +2rgg0 +4‘

y el espacio de pardmetros (de dimensién infinita) es el espacio de las constantes de
acoplamiento

K = {r07u07u67u87’007"'}
K' = {rg, up, ug, ug, v, - - -} (1.38)
= RK

Conviene hacer la convencion de que todos los parametros aparecen en el sistema
original, con la particularidad de que so6lo los primeros son no nulos. Esto nos permi-
te comparar las diferentes teorias, y en particular el efecto que tiene la incorporacién de
cada vez mas fluctuaciones sobre las constantes de acoplamiento.

1.5. Flujo de renormalizacién

Al pensar el RG en el espacio de parametros cada vector corresponde a una teo-
ria distinta asociada a una escala de impulsos diferente. Mediante la aplicacion su-
cesiva de la transformaciéon R obtenemos una secuencia de teorias correpondientes
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1.5. FLUJO DE RENORMALIZACION

unas con otras, K, K' = RK,K"” = RK',..., cada una con una escala asociada
K«—— A
K «—— A/s
1.
K" — A/s2 (1.39)

linea fisica

superfice critica

Fig. 1.9.-Flujo del grupo de renormalizacion
En el espacio de parametros la aplicacion sucesiva de transformaciones del RG da
origen a una trayectoria de puntos. El conjunto de puntos accesibles por un sistema
dado define la linea fisica en este espacio. Los sistemas con longitud de correlacion
divergente definen la superficie critica. Si se parte de un punto fuera de esta supetrficie,
la trayectoria se aleja de ella (Q — Q' — Q" ), mientras que si se parte de un punto en
la superfice la trayectoria se mantiene en ella (P — P’ — P").

La secuencia K — K’ — K" — ... define un flujo de las constantes de acoplamien-
to, una trayectoria en el espacio de parametros del que se puede extraer mucha de la
informacion fisica del sistema bajo estudio.

Como en el caso anterior, la aplicacion de R no cambia el comportamiento del siste-
ma a largas distancias, y la longitud de correlacion tiene el mismo valor en todos los
sistemas. Pero luego de reescalar la unidad de distancia, la longitud de correlacion se
reduce de acuerdo &' = £/s. Por consiguiente el sistema transformado se aleja del
comportamiento critico; luego de un gran nimero de aplicaciones de R la longitud de
correlacion sera del orden del espacio de la red - el comportamiento opuesto al criti-
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CAPIiTULO 1. PLANTEO DEL PROBLEMA

Co.

La excepcién ocurre en la criticalidad, ya que la longitud de correlacién diverge: si
& = oo, entonces ¢ = £/s = oo. El conjunto de puntos del espacio de pardmetros
para los que esto ocurre define la (hiper)superficie critica y si el flujo del grupo de
renormalizacién comienza en un punto de esta superficie, entonces nunca la abando-
na. Es decir, la trayectoria del RG conecta sistemas que se encuentran en la criticali-
dad.

Llevar el sistema a la temperatura T consiste en precisamente colocar el punto de
partida del flujo de renormalizacién en la superficie crl’ticdzg]. Se llama linea fisica del
sistema al conjunto de valores del espacio de parametros que el sistema bajo estudio
puede realmente adoptar al cambiar su temperatura (u otro parametro fisico) y la in-
terseccion de la linea fisica con la superficie critica ocurre en T" = T (por definicion).
Es justamente en el caso de las transiciones de segundo orden donde se hace posible
alcanzar la superficie critica ajustando Unicamente un parametro (i.e. la temperatura)
cuando no hay campo magnético externo.

Un punto fijo del RG es un punto K* en la superficie critica que satisface K* = RK™.
La existencia de un punto fijo permite caracterizar el comportamiento critico del sistema
estudiando el flujo de renormalizacion en un entorno del mismo. No obstante no se
conocen teoremas que garanticen la existencia de un punto fijo en general, y por ello
se suele adoptar la hipotesis de que para los puntos dentro de cierto dominio de la
superficie critica, el flujo del RG converge a un punto fijo. Esta hipétesis se cumple en
el modelo ¢*.

Una técnica para extraer informacién importante del sistema consiste en la linealiza-
cion alrededor del punto fijo. La clave es considerar puntos K = {K,} préximos al
punto fijo K* = {K} (pero no necesariamente sobre la superficie critica) y estudiar
cOmo actla una transformacion del grupo de renormalizacién infinitesimal sobre es-
te punto. Si K y K* estan suficientemente préximos, entonces la transformacién se
puede aproximar por una operacion lineal sobre la diferencia (K = K — K*. La li-
nearizacion da laregla 0Kz — 0K, ~ 5 T,5(s)0 K3, donde los coeficientes T, s(s)
definen la matriz de transformacion T'(s).

Luego, se asume que en el espacio de parametros existe un conjunto de autovecto-
res {e(i)} de la transformacion que forman una base del espacio, de manera tal que

16 La temperatura T es uno de los parametros de K (recordemos que las constantes de acoplamiento de
H se redefinieron para absorber el parametro 3).
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1.5. FLUJO DE RENORMALIZACION

cualquier punto puede referirse a esta base,

0K =Y tie}) =tiel) + e +..., (1.40)

Utilizando la ley de grupo para T'(s) se arriba a la siguiente relacion para la transfor-
macion:

0K, = tishel) = tisMell) + tys™2el? + .. (1.41)

7

De esto se desprende que en un entorno del punto fijo, el flujo de renormalizacién se
comporta como una ley de potencias segun las “autodirecciones”. Los coeficientes t;
son las constantes de acoplamiento de escala. Cada transformacién R los multiplica
por s*i, de lo cual podemos distinguir tres posibilidades:

m )\, > 0 (s > 1): t; se amplifica con cada aplicaciéon de R. Se le denomina
constante de acoplamiento relevante.

)\ < 0(0 < sM < 1):t; decrece bajo la aplicacion de R. Se le denomina cons-
tante de acoplamiento irrelevante.

= )\; = 0 (s = 1): en la aproximacién lineal ¢; permanece constante, por lo que
es preciso ir mas allad de esta aproximacion para estudiar su comportamiento.
Se le denomina constante de acoplamiento marginal, y el comportamiento es
logaritmico en lugar de ser una ley de potencias.

Supongamos por simplicidad que no hay constantes de acoplamiento marginales[ﬂ
Entonces las constantes irrelevantes conducen el flujo hacia el punto fijo (situado en
el origen del espacio generado por {e(V}, t; = 0 V i) y las constantes relevantes lo
alejan de él. Para poder estar en la superficie critica, en la aproximacion lineal hay
que igualar entonces todos las constantes de acoplamiento relevantes a cero. En otras
palabras, la cantidad de parametros del sistema que hay que ajustar para observar
el comportamiento critico es la misma que la cantidad de constantes reIevante Los
casos en los que estamos interesados son aquellos en los que el numero de constantes
relevantes es pequefio, de forma de poder llegar a la superficie critica via el ajuste

17 La presencia de un campo marginal hace que el flujo en la direccién correspondiente sea mas lento, por
lo que el sistema tarda mas “tiempo” en ser afectado por el punto fijo; entretanto, el campo marginal
tiene la oportunidad de modificar el comportamiento critico con factores logaritmicos.
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— e ~.

crftic® s

—

Fig. 1.10.-Comportamiento del flujo de RG en la proximidad de un punto fijo K*.

En este ejemplo aparece una constante de acoplamiento relevante, asociada con la
direccién eV, y dos irrelevantes asociadas con e? y e®). El andlisis lineal da una
nocion del comportamiento del flujo en un entorno de K*.

fino de los parametros del sistema. Para la transicién ferromagnética son dos: basta
entonces ajustar la temperatura y el campo magnético aplicado.

Podemos derivar leyes de escala para la funcion de correlacién a dos puntos como
ejemplo de los resultados del RG. Imaginemos un sistema con un Unico campo rele-
vante t; y todos los demas campos t», t3, . . . irrelevantes. Corresponde al modelo de
Ginzburg-Landau para un campo externo nulo. Para distancias r grandes en compara-
cién con a, la funcién de correlaciéon a dos puntos transformada cumple

GO (r b1, ts,...) =~ s WG (g,t’l,t;, N ) (1.42)
que se deduce a partir de ([T.21), (1.24) y la definicién de G,

Cuando estamos en la temperatura critica (cont; = 0y K = {t; = 0,t9,t3,...})yen
la regién de validez de la aproximacion lineal, se cumple parar > a

GO (r, K) = GO (r,0,ta,t3,...) ~ s GO (f, 0, ™2, $%¢5, .. ) (1.43)
S

donde y esta relacionado con el factor de renormalizacién del campo mediante A(s) =
sY (ecuacion (1.21)).

18 Al utilizar la base {e¥'} estamos usando combinaciones lineales complicadas de los parametros fisi-
cos usuales. Los parametros que deben ser ajustados seran aquellos que llevan a que el punto que
representa al sistema en este espacio tenga una proyeccién nula sobre las direcciones relevantes.
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1.5. FLUJO DE RENORMALIZACION

Ahora consideremos el caso s = r/a, que corresponde a integrar las fluctuaciones
entre las escalas a y r. Esto conduce a

A
G® (r,0,to,...) ~ r=2vG(2) (a, 0, (f) 2 to, .. >
a

~ G (a,0,0,...)

(1.44)

La segunda identidad es consecuencia de que A2 < 0y por ello para r/a suficien-
temente grande, (r/a)*?ty < 1. Con esto se muestra que se cumple (1.13), con la
relacion

2y=d—2+n. (1.45)
De esta manera la invariancia de escala se deduce a partir del grupo de renormaliza-
cion.

De forma similar se puede deducir que en la proximidad del punto critico se debe cum-
plir

e\M
tlszg/awlT—TC|<> ~1 (1.46)

a

o en forma equivalente, § ~ |T — TC|_1/A1. Por comparacién con (1.12) se obtiene
y— (1.47)

Lo que muestran estas relaciones es que los exponentes criticos quedan definidos por
el comportamiento del flujo de renormalizacién en la proximidad del punto fijo. Recor-
demos que gracias a las leyes de escala, dos de los exponentes criticos son suficientes
para definir a los demas.

Ademas, la escala microscoépica a no juega ningln papel en estas relaciones, y esto sig-
nifica que todos los sistemas cuyo comportamiento esta gobernado por el mismo punto
fijo tienen los mismo valores de los exponentes criticos. Podemos decir por lo tanto que
el RG permite probar la universalidad de los exponentes criticos.

Se puede ampliar lo expuesto en este capitulo consultando LeBellac [27] (en el que
esta principalmente basado) y Delamotte [16]. Son muy interesantes los articulos de
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Wilson [38,139] asi como su lectura de 1982 al recibir el premio Nébel [40]. H.E. Stanley
[36] presenta una buena sinopsis de los temas discutidos.
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2. Un nuevo método de
aproximacion

En este capitulo se resume el Grupo de Renormalizacion No Perturbativo y el esquema
de aproximaciéon BMW. El foco esta puesto en los razonamientos y en los resultados;
la mayoria de las deducciones completas se encuentran en los apéndices y en las
referencias.

En el grupo de Renormalizacion del capitulo anterior las fluctuaciones de corta dis-
tancia son integradas progresivamente, creando una correspondencia entre distintas
teorias que tienen el mismo comportamiento a largas distancias. Existe una formula-
cién diferente del grupo de Renormalizacién donde las fluctuaciones de corta distancia
estan siempre presentes en la teoria. En la seccion se presenta esta formulacion
alternativa, llamada Grupo de Renormalizacion No Perturbativo (NPRG) o Grupo de
Renormalizaciéon Exacto (ERG), siguiendo el método de la accién efectiva propuesto
por Wetterich [37], también esta desarrollado en Berges, Tetradis y Wetterich [6, [7], Ell-
wanger [17] (18], Morris [28], Morris y Tighe [29]. Como presentacion pedagogica del
tema son muy apropiados los textos de Delamotte y Canet [15] y Bagnuls y Bervillier

[].

La ecuacion fundamental del NPRG es una ecuacidn exacta que reune toda la infor-
macién fisica del problema. En consecuencia tiene una estructura tan compleja que no
se puede resolver en forma cerrada sin efectuar aproximaciones. En la seccién [2.2.3]
se presentan algunos esquemas de aproximacion basados en el desarrollo en gradien-
tes, abundantemente estudiados en la literatura [6, (14}, [29] [37]. En la seccion se
presenta un nuevo esquema de aproximacion desarrollado por el grupo, que permite
resolver las ecuaciones para las funciones de correlacién con un nivel de aproximacion
gue puede ser sistematicamente mejorado[6}, (14}, 128],[37]. Finalmente, en la seccién 2.4
consideramos el orden dominante del método para la funcién a dos puntos, donde ve-
remos que ya en este nivel es muy preciso. Ademas de servir de ejemplo, es también
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el punto de partida para considerar, en el préximo capitulo, la funcién de correlacién a
tres puntos.

2.1. Limites de la aproximacioén perturbativa

Antes de estudiar el Grupo de Renormalizacion No Perturbativo, veamos con mas de-
tenimiento las limitaciones de los métodos perturbativos. Una vez mas sigo el texto de
Le Bellac [27], y también el de Peskin [33].

Para sistemas fisicos descritos por una teoria de campos, como en el caso del modelo
escalar ¢,

silel = [ d'a {5 Vol + @) + fe'(o)}. @

el desarrollo perturbativo es uno de los métodos de abordaje mas conocidos e intui-
tivos para calcular las propiedades del sistema. Dado que este modelo surge del limite
continuo de una teoria descrita en una red, el subindice A en la integral es para indicar
la escala microscépica subyacente en la cual esta definida esta teoria, y por lo tanto en
el espacio de impulsos los momentos que se integran estan acotados por la escala de
impulsos A. En otras palabras, la longitud de onda mas pequena posible en el sistema
es del tamafio del pasode lared a ~ A1

Si la constante de acoplamiento u( es suficientemente pequefia, se espera poder des-
cribir el sistema mediante correcciones a la teoria libre descrita por un Hamiltoneano
libre Hy dado los términos cuadraticos

sl = [ e {5 (V@) + e | @2)

Para el hamiltoneano H se conocen soluciones exactas. Viendo el hamiltoneano com-
pleto como la suma de una parte libre y un potencial de interaccion H,

Hlp] = Holp| + Hi[e], (2.3)

las funciones de correlacion se pueden calcular considerando el desarrollo en serie de
potencias de la exponencial que aparece en la funcién de particién,

M0 = =0 (1 4 sl + asllud + ... @4
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donde las funcionales a;[¢] dependen de los detalles de H; [p] y la temperaturaﬂ

Gracias a desarrollos como este y la relativa simplicidad de H, se pueden encontrar
finalmente expresiones como por ejemplo

B u 1 d%q 1
X1:r0+2d>2+2u0/ d ot (2.5)
2 )@ o+ g

en un campo externo uniforme .

Hay principalmente dos graves dificultades con este desarrollo. La primera de ellas
esté relacionada con el pasaje al limite continuo de una teoria definida en un sistema
discreto.

El segundo término de tiene una fuerte dependencia en la escala A, y esto es
indeseable si deseamos tener una descripcién macroscépica de los fenédmenos criticos,
para los que esperamos que los resultados sean independientes de A. Al pasar al limite
continuo, A — oo, nos topamos de esta manera con que el desarrollado perturbativo, en
lugar de darnos pequefas correcciones respecto a la teoria libre, nos da correcciones
divergentes! A este tipo de divergencias se les llama divergencias ultravioletas, ya
gue provienen de la integraciéon de los impulsos ~ A.

Una forma de remediar estas divergencias es a través de la renormalizacion de las
constantes de acoplamiento. Reescribimos la teoria con la misma forma que la teoria
original, utilizando nuevas constantes de acoplamiento adaptadas para de absorber las
divergencias. Por ejemplo

silel = [ dia {20 o)+ P @+ U@} e

Las constantes 7 y ug se transformaron en ro(A) y ug(A) en esta expresion. El campo
¢ también es transformado, por lo cual es preciso afadir el factor Z(A) al término
cinético.

Tal reescritura sera posible si logramos hallar una expresién para las constantes de
acoplamiento ¢y de la teoria original (p.ej. 7o y ug) de la forma

co = fe(A) +c (2.7)

' Redefinimos el hamiltoneano y el campo para absorber el factor 3.
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donde f.(A) es la parte que conduce a las divergencias y ¢ es un valor constante
que no depende de A. Si la teoria puede describirse en términos de las constantes
¢ (y no de las cp), entonces se puede tomar el limite A — oo y las divergencias no
aparecen.

Cuando la renormalizacién de las constantes de acoplamiento es posible produciendo
una teoria de la misma forma que la original, se dice que la teoria es renormalizable.
El modelo ¢* en d < 4 es un ejemplo de teoria renormalizable. La interpretacion de
las constantes renormalizadas es que son estas y no las originales a las que podemos
acceder macroscopicamente y por lo tanto, son las que generalmente vemos cuando
observamos el sistema. Si observasemos el sistema a la escala A, nos encontrariamos
con los valores “desnudos” (bare) de cy.

La dimension fisica del Hamiltoneano H no debe cambiar, evidentemente, por causa de
la renormalizacién. Esta restriccién impone, en primera instancia, la forma en la que la
dimension fisica del campo ¢(x) se ajusta en el proceso — analizando el término ciné-
tico, por ejemplo. A su vez, las dimensiones fisicas de las constantes de acoplamiento
r(A) y uo(A) quedan determinadas por las de H y ¢(z). Es debido a la renormali-
zacion del campo que es introducido Z(A) en el término cinético (ver apéndice [B).

Entonces, mediante la renormalizacién, es posible “resolver” las divergencias ultravio-
letas en las teorias de campos. No obstante, todavia queda un problema pendiente que
hace que las perturbaciones no sean “pequefias”.

El desarrollado perturbativo (2.5) puede, aun después de la renormalizacion, presentar
divergencias en el otro extremo de la integracion. Esto es debido a la aparicién de
polos en el integrando cuando ¢ + » = 0. Cuando la constante r es positiva, esta

actia como una “masa” m dada por r = m?

, impidiendo la propagacién indefinida
de un modo de momento g. Esta constante caracteriza la longitud de correlacion £ a
través de r = €72,y en la transicion de fase, » — 0. La divergencia que aparece en este
caso es llamada una divergencia infrarroja. Esta relacionada con el comportamiento
a largas distancias del sistema, y por ello la forma de atacar este problema es a través

del Grupo de Renormalizacion.

Definamos » = x~!. En la aproximacion de menor orden en potencias de u,

Xo ! =70 = To(T — Tp) (2.8)
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donde 7y es una constante positiva. Esto se aplica en un entorno de T' = Ty, tempera-
tura en la que ry se anula. La temperatura critica se caracteriza por la divergencia de la
longitud de correlacién, que corresponde a » = 0. En la aproximacién de menor orden,
entonces, la temperatura critica es Tj.

En el orden siguiente, cuando ¢ = 0 se tiene

1 d%q 1
r=1r9+ -u _— 2.9
0F g OA/ (27r)d @2+ (2.9)

Esta ecuacion muestra que la temperatura critica T para la cual se anula r es diferente
de Ty; para T = Ty la expresion anterior da (7") > 0. La raiz aparece en la regién
T < Ty, con lo que 7y < 0. El problema es que entonces la integral en no esta
bien definida. Veamos un andlisis basado en la correcciéon de Ginzburg a la teoria de
Landau [27].

En este orden de aproximacion es valido reemplazar r por g en la integral, siendo el
error cometido en la ecuacion para r de orden u3. Con esto tenemos

1 dilq 1
= 7ro(T — T — _— 2.10
r=Tol °)+2“°/(27r)dq2+r e
A
Evaluando en T' = T queda
1 diqg 1
0=ro(Tc — 1T +u/ — 2.11
o( 0) 90 (27T)dq2 ( )
A
y la diferencia r(T') — r(T¢) es
1 dq r
=7(T —T¢g) — = 2.12
r="ro(T = Tc) 2u0/(2n)dq2(q2+7“) (212)

Para el régimen critico, teniendo » = 0, se ve que la integral diverge si d < 4, debido
a los modos correspondientes a ¢ — 0 (longitud de onda larga). r presenta una diver-
gencia infrarroja de la forma qu/qf’*d. Para r # 0, calculando la integral se puede
escribir

r = Fo(T — Ter) — ugClr =972 (2.13)

(C es una constante numérica fruto de la integracién). Esto es incompatible con la
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ley de escala r ~ (T — T¢) (exponente critico v = 1) de la teoria de campo medio.
Si d < 4 la expresion anterior es inconsistente con el exponente de campo medio.
El término que deberia ser correctivo (es decir, pequefio en comparacion) diverge si
T — Tc.

El desarrollo perturbativo no da correctamente los exponentes criticos, debido a las di-
vergencias causadas por el comportamiento colectivo a gran escala del sistema.

2.2. Grupo de Renormalizacion No
Perturbativo

Veamos en qué consiste el NPRG, que conceptualmente es similar al RG de Wil-
son. Dada una teoria de campos, consideramos nuevamente la funciéon de particién

Z=X e (2.14)

conf.

con H el Hamiltoneanoy 3 = (kgT)~! donde la suma o integracién se efectia sobre
los grados de libertad microscopicos. Si el sistema estd dado por un campo ¢(x),
entonces?]

7= / Dpe PHIF (2.15)

En presencia de una fuente J(x), también llamado campo externo, la funcién de
particién se transforma en una funcional

210 = / Dy exp{—H[g@] + / dd:vgo(ac)J(:c)} (2.16)

Cuando el modelo se aplica a un sistema ferromagnético, ¢(x) representa la den-
sidad de momento magnético y J(x) un campo magnético aplicado sobre el siste-
ma.

El logaritmo de la funcién de particion es, a menos de factores multiplicativos, la energia

2 De aqui en adelante absorbemos el factor 8 de forma de que la temperatura no aparezca explicitamente
en Z.
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libre de Helmholtz
F[J] = log Z[J], (2.17)

y las funciones de correlacién conexas se obtienen de sus derivadas funcionales con
respecto a J (ver seccion [1.3). En particular, el valor esperado del campo ¢(x) es

(2.18)

Partiendo de F'[.J], es posible determinar una funcional de ¢(x) mediante una transfor-
macion de Legendre. La cantidad obtenida esE] la energia libre de Gibbs y le llamamos
la accion efectiva I'[¢]:

L[p] = —F[J] + / A’z ¢(x)Jy(2) (2.19)

donde Jy4(x) viene de invertir (2.18). Varias cantidades macroscopicas se deducen
directamente de la accién efectiv [26] 30l [32].

2.2.1. Accion eficaz

Teniendo en cuenta que en los fendmenos criticos las complicaciones aparecen debido
a los efectos de fluctuaciones coherentes de larga distancia, se introduce una accién
eficaz I',; en la cual sélo son incluidas las fluctuaciones con momento ¢> > x2. Esto es
logrado mediante un cutoffinfrarrojo (IR) en la integral funcional que define I', que su-
prime las fluctuaciones con nimero de onda < « . En la practica el cutoff IR es logrado
dandole una “masa efectiva” ~ ~ a los modos lentos correspondientes a ¢*> < x?2. El
valor ! representa la escala de longitud hasta la que son tomadas en cuenta las fluc-
tuaciones. Mientras  sea suficientemente grande, I',; sera préxima al Hamiltoneano
microscépico. Al disminuir x, mas y méas fluctuaciones de momento ¢2 > 2 son inclui-
das, y por ende se logra explorar la teoria en escalas de distancia cada vez mayores.
La accién eficaz puede ser vista como la accién efectiva para campos promediados

sobre un volumen finito de tamafio ~ <.

% A menos de factores multiplicativos que dependen suavemente de la temperatura 7.
“La funcién de particién Z o los potenciales F' y T encapsulan toda la informacién mecénica-estadistica
del sistema. Por ejemplo, la densidad de energia de un sistema homogéneo de volumen V' a tempera-
. 0
tura T  se puede hallar a partirde I' como u = g — 729 u—g
oT ou
quimico), etc. I incluye ademas todas las funciones de correlacion.

(donde g = TT'/V y p es el potencial
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Supondremos que la teoria ya se encuentra renormalizada en la escala A mediante
los procedimientos de los métodos perturbativos y que por lo tanto no presenta diver-
gencias del tipo UV. Asociamos I'y con el Hamiltoneano microscopico H correspon-
diente a esta escala, en la que no intervienen las fluctuaciones,

I'n = H (Hamiltoneano microscépico) (2.20)

Cuando x = 0 evidentemente todas las fluctuaciones son consideradas, y por lo tanto
la accion eficaz debe corresponder a la accién efectiva:

imT, =T, (2.21)

rk—0

de manera que la accién eficaz permite interpolar entre la escala microscopica y la
macroscopica a medida que ~ disminuye.

Para ello, en larelacion (2.16) se afiade un término A H,[¢] al hamiltoneano H,

FLlJ] =108 2,1J) = og [ Dpexp {—Hm -anfi+ [ ddw<w>J<w>} (2.22)
donde

d
atfel = 5 [ R -)e) 2.23)

El factor exp(—AH[p]) se encarga de atenuar los modos larga distancia, correspon-
dientes a un nimero de onda x pequefio. La funcién R (q) es el perfil del regulador
infrarrojo. Debe anularse cuando k — 0 y también cuando ¢ > k. Si Kk — A, en-
tonces debe diverger (para ¢ fijo). Esto asegura que AH,[¢] tenga el comportamiento
necesario para que se verifique cuando x = A (como veremos mas adelan-
te).

Para ¢> < k2, el regulador se debe comportar como R,(q) ~ 2 (o mayor). Como
AH,p] es cuadratico en los campos, directamente se puede interpretar que los modos
correspondientes adquieren una masa efectiva ~ «, y por lo tanto estan fuertemente
suprimidos — regulados — en la integral funcional. Mientras tanto los modos con ¢ > «?
no son afectados ya que el regulador se anula en este régimen.

La eleccion precisa de la funcion reguladora es arbitraria. Hay algunas observaciones
a tener en cuenta:
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= Si bien se espera que las simetrias del modelo sean recuperadas cuando x — 0
independientemente de la eleccion de R, (q), es preferible utilizar un regulador
que ya las posea. Si esto es posible, la teoria efectiva posee las simetrias para
todo valor de «.

» | os resultados del NPRG son en principio independientes del regulador escogido.
Pero al efectuar aproximaciones y al resolver numéricamente el problema hay
que considerar que diferentes reguladores pueden conducir a resultados algo
diferentes.

En la figura[2.1]se muestra el comportamiento cualitativo de R (q).
En lo que sigue, el regulador elegido para trabajar es
R.(l) = Z.(k* — 1H)O(K* — I?) (2.24)

© es el escalon unitario; el factor Z,; proviene de la renormalizacion del campo (no
confundir con la funcién de particion) y depende del exponente 7 (se explicarda mas
adelante y en el apéndice B).

Esta es el regulador de Litim [29]. Su forma se muestra en la figura[2.2] Notemos que
R.(q) es estrictamente cero si ¢* > k2.

R,

~ Zk

Fig. 2.1.-Regulador infrarrojo genérico. Fig. 2.2-Regulador de Litim

Esta funcion se eligié porque tiene la virtud de que posibilita, mas adelante, realizar
algunos célculos analiticos en forma cerrada y es muy simple de implementar en un
programa numérico (seccién [2.4]y apéndice [F). Por otro lado, el regulador de Litim tie-
ne el inconveniente de que es una funcién no analitica en ¢> = k2, ya que su derivada
no esta definida en ese punto. Entre otras, una consecuencia de la no analiticidad es
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que da lugar a términos en las ecuaciones de flujo que dependen de potencias no ana-
liticas de p (s6lo deberian aparecer potencias de p?). Uno debe entonces utilizar este
regulador con cautela. Para el trabajo de esta tesis, la posibilidad de llevar adelante
varios calculos analiticos no es menospreciable, desde un punto de vista numérico.
Para este trabajo, las no analiticidades que provienen del regulador de Litim no son
un problema, dado que se manifiestan en los érdenes superiores de las aproximacio-
nes.

En Morris y Tighe [29] se considera una familia de reguladores dependiendo de un
parametro y se estudia el impacto que tiene sobre los resultados.

La accion eficaz se define a través de una transformada de Legendre modificada de
F.[J]:

Do) = ~Ful)+ [ da J(@)ola) - AR, (2.25)

donde ¢(x) es el valor esperado del campo ¢(z) en presencia de J(z) y de AH,[¢]
(compéarese con (2.19)). La razén de esta definicion proviene de la siguiente observa-
cion. Si consideramos la derivada funcional con respecto a ¢(x) tenemos la transfor-
macion inversa modificada

J(x) =

o, d
56(x) + /d y Re(z — y)o(x). (2.26)

Tomamos la exponencial de la expresiéon (2.22) para F[J] y sustituimos lo anterior,
encontrando

e Tl = / Dsoexp(—H o]+ / iy L A«ﬁ(%‘)) exp(—; / ddxddyAw(x)Rn(w—y)AsO(y))

d¢(x)
(2.27)

donde Ayp(z) = p(z) — ¢(x) es la diferencia entre el campo y su valor medio. En vista
del comportamiento divergente de R, (¢) cuando x — A, el Ultimo factor en la expresién
anterior se comporta como una delta funcional en este régimen,

e 2/ BEAAE ~ 5(Ay),
(esto implica que p(z) — ¢(x)). Entonces, el resultado que tenemos es

e Tslel — e=HI9l cuando k — A (2.28)
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Por lo tanto la adicién del término AH,[¢] en la definicién de T, es importante para
preservar la condicién I'y[¢] = H|[¢] (ver por ejemplo Delamotte [16], Berges, Te-
tradis y Wetterich [6]), mientras que no cambia el resultado I', — I' cuando x —
0.

2.2.2. Ecuacion Exacta

Derivemos la ecuacion de flujo para la accién efectiva. Para ello consideremos

A

P[] = Tuld] + AH[6] = —Ful] + / 0T (2)(x). (2.29)

con J = J,(¢). Derivamos respecto a x y obtenemos (ver apéndice |C| para una breve
resefa del calculo con funcionales)

o] - (C5) - o 0 o) s

Los dltimos dos términos se cancelan entre si en virtud de que ¢(z) = dF,/d.J(z). De
(2.22) la derivada de F}; es

ok K

E<8AHM> (2.31)

_9Fk _ZL /DgpaAa'Me—H[w]—AHdefm p(x)J ()

Or
= <; / d*zdy tp(x)aRg(z’y)w(y)>

donde R, (x,y) corresponde a la funcién regulador en el espacio de posicionedf]:

/ dz d%y Ry (z,y)e!P @+ ¥ =R, (p)6 D (p + q) = Re(p, q) (2.32)

(esta ultimo identidad para el regulador se considera sélo si el sistema es invariante por
traslaciones). Se us6 que en la definicion de F}; sélo R, presenta una dependencia en

K.

® Cuidado con el flagrante abuso de notacién al llamar de la misma manera a las funciones R. (p,q),
Re(p) ¥y Re(z, ).
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Ahora observamos que

52F,
F®(xz,y) = ST (e(@)e(y)) — (p(@)) (e(y)) (2.33)
= (p(z)e(y)) — o(z)o(y)
y por lo tanto
2 X
/dd dty {8385 )5J<5)§J( ) + ¢z )éﬁ’y)cb(y)}
(2.34)
Con esto resulta
Sebale) = 5 [ dady {WW (:L‘,y)} (2.35)

Por Gltimo usamos que 621" /8¢(x)dp(y) = 6J () /d¢(y) es el inverso, en el sentido de
operadores, de 62F /0.J (2)6.J (y) = d¢(x)/6.J (y), es decir:

QA

= [ dtyr® ) [ 0 ()55 57 (eld] + A 9] (2:36)

:/ddyF(Q)(a:,y)(F,({) +R,.@)(y,2)

En el espacio de impulsos, usando la transformada de Fourier

. i - : 6" [¢)]
'™ (py, ... pn :/ddx ol (@ Pt AT gn) 2.37
WP ) = J 50 o) &%
llegamos a la ecuacién del grupo de renormalizacién no perturbativo:
0 1 [ d%q OR.(q) r- -1
ZT.[¢] = = T (g, —q) + Rulg, — 2.38
el 2/(27r)d o [ w (g,—aq) + Ry(q, Q)} (2.38)
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Esta ecuacion es exacta. Describe la dependencia de la escala « de I'; en términos
@)

del propagador promedio inverso I';”.

El lado derecho de puede representarse con un diagrama similar a los de los
métodos perturbativos (diagramas de Feynman), como se muestra en la figura[2.3] Si
el sistema posee invariancia por traslaciones, lo cual sucede si evaluamos en un campo
uniforme, entonces se aplica la conservacién del impulso en todos los puntos. Extrae-
mos una delta de Dirac de las funciones de correlacién, mediante

L (1, Pn) iy s, = 20D (o1 + .+ p) T (1., ) (2.39)

El propagador G,(.f)(q) = [F,?)(q) + Rx(q)] ! se simboliza por una linea y el fac-
tor 0.R por el circulo ®. Como es habitual, se integra sobre los momentos inter-
nos.

En el diagrama del flujo de T';;, jel unico momento interno es g! En contraste, en un
desarrollo perturbativo, la cantidad de momentos internos aumenta progresivamente a
medida que se desarrolla a mayor orden. En los diagramas de Feynman correspon-
dientes, cada momento interno da lugar a un bucle o lood?|. La ecuacién del NPRG
puede equipararse por lo tanto a un diagrama a un loop del desarrollo perturbativo.
Pero mientras que este Ultimo es un resultado aproximado, que corresponde a la pri-
mera correccién sobre la teoria libre, el resultado del NPRG es exacto. El resultado
perturbativo a un loop para I'; es [6]

1
Tilg] = Hlg] +5Trlog (H @[] + RH> resultado perturbativo a 1 loop (2.40)

(la operacién de traza T'r es una forma de representar la integracion necesaria). H(?) []
es la segunda derivada funcional de H|[¢]. Una vez tomada la derivada respecto a k,
se encuentra una ecuacion similar a (2.38),

dxTkle] = %Tr [aﬂRH (H<2> [o] + RH>_1} . (2.41)

La sustitucion H® — F,(f) transforma el resultado perturbativo en un resultado exacto,

® Estrictamente, esto es cierto si se considera el desarrollo perturbativo en términos de los diagramas que
no se pueden separar en subdiagramas al “cortar” un propagador. Estos diagramas son denominados
1-particula-irreducibles, 1PI.
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es decir

1

OxTxlp] = 5T [&;RH (r@le] + RH)*]

que no es otra que la ecuacion (2.38).

Por otra parte, todos los resultados perturbativos pueden obtenerse facilmente de la
ecuacion exacta del NPRG A orden 1 loop, basta con reemplazar los propagadores y
funciones de correlacién que surgen en la ecuacion de F,(f) por los correspondientes
derivados a partir de H(?), pero con constantes de acoplamiento dependientes de «.
Una vez que se desarrolla en las constantes de acoplamiento, se logra recuperar la

teoria perturbativa a orden 1-loop [6].

0w Ry (q)
q q
BT — 1
G (q,—q)

Fig. 2.3.-Diagrama de la Ecuacion de flujo para T',..

Es importante destacar, pese a su aspecto inocente, la notable complejidad de la ecua-
cién (2.38). I'; es una funcional que depende del campo ¢ y de la escala . La ecua-
cién del NPRG da una relacion integro-diferencial para la cual no existen herramientas
matematicas para determinar una solucién general; la ecuacién tiene toda la teoria
‘adentro’. Por otro lado, como veremos a continuacion, brinda un marco que posi-
bilita derivar relaciones que si pueden resolverse con aproximaciones no perturbati-
vas.

Se puede encontrar una ecuacion de flujo para Ff) = §°T/8¢* considerando las
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derivadas de la ecuacion (2.38) para I',. Esqueméticamente[]:
arﬁf)( 2L
o U T 0k50_, 60,

1 0 -1 -1
- = @ . T3 —5) [T@® 4+ R,
2/q@qu5¢_p ([ P L,—q w (P, a, 8)[ PR Lq’q

= / aanG;(f) (q,fq)rf(g) (p7 q, _S)Gf(f)(*s,s)rf(ﬂg) (_p7 —q, S)Gf(f)(*q,q)

q
1
— 5 AanG£2)(q7q)F£4) (pa —p,q, _q)Gl(f)(*Q:Q)
(2.42)

con

Esta relacién muestra que el flujo de la funcién 1“,22) depende de aquel de las funcio-

nes de mayor orden F,(f’) y 1“,&4). Los diagramas correspondientes a esta ecuacién se
muestran en la figura[2.4] Los vértices donde se intersectan las lineas de los propaga-
dores corresponden a las funciones de correlacion a tres y cuatro puntos. Prosiguiendo
con las derivaciones se puede ver que el resultado general es que la ecuacion de flujo
para la funcién T\ involucra las funciones TV y "% La dificultad original de
la ecuacion del NPRG se traduce en que las funciones de correlacién vienen dadas
por una “torre infinita” de ecuaciones integro-diferenciales, que deberia ser resuelta

simultaneamente para todo valor de n.

Gracias a la aparicion de la funcion R,,, la integracion en g en la ecuacion es finita
tanto en el régimen infrarrojo como en el ultravioleta, sin aparicién de divergencias. Para
el IR, con ¢ < k2, el regulador fue escogido para que el propagador posea un “término
de masa” adicional R, ~ k2,

-1
G2(q,—q) = [FP(g,—4) + Rulg) (2.43)

"Enel apéndicese da una derivacion detallada de la ecuacion. Se puede derivar “diagramaticamente”
con respecto a ¢(p). La derivada de un vértice/funcién de correlacién con n “patas” es un vértice
con n + 1 patas (el impulso p entra por la nueva pata). La derivada de una linea/propagador G,?)(q),
ademas de un signo negativo, produce un vértice con tres patas con los impulsos p, gy s = |p + q|,
conectadas a dos propagadores de impulso q.
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OxRi(q)
q q

8,T? = -1 +

p —D

Fig. 2.4.-Diagramas de la ecuacion de flujo del NPRG de la funcién de correlacion
a dos puntos.

(en una teoria estadistica de campos, el propagador de una particula (libre) de masa
m es proporcional a (¢> +m?)™1).

La masa efectiva evita que los modos de larga distancia aparezcan en el célculo. Para
estos modos, la ausencia de masa corresponde a una longitud de correlacion diver-
gente. Esta formulacion es muy apropiada para tratar con teorias que en los métodos
perturbativos presentan graves problemas en el infrarrojo. Las divergencias provenien-
tes del régimen ultravioleta ¢® > «? estan suprimidas por la presencia del factor 0, R,.,
que decae rapidamente en ese régimen (figura[2.5). Recordemos que la teoria de parti-
da del NPRG ya se encuentra renormalizada. Una divergencia ultravioleta indicaria que
los modos rapidos no se han integrado del todo al calcular I'.

OBy
OxR.

~ 27,k

2Zk

Fig. 2.5.-Derivada del regulador, 9, R,(q) Fig. 2.6.-Derivada del regulador de Litim.

(genérico)

El efecto producido por el regulador es, para x # 0, similar a colocar el sistema en una
caja de tamafio ~ k1. Esto previene la aparicidn de una transicion de fase para x > 0,
y por consiguiente la accién I',; no presenta singularidades.
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2.2.3. Aproximaciones de Campo Local, LPAy LPA’

Una estrategia para atacar la ecuacion del NPRG consiste en proponer un ansatzpara
la forma de T'; que involucra s6lo un numero finito de derivadas del campo ¢(x). Esto
es posible gracias a que T',; es regular para x > 0. Para campos ¢(x) que varien
lentamente —luego consideraremos un campo uniforme— las contribuciones principales
vienen de las derivadas de menor orden y es viable un desarrollo en serie de potencias
de V¢(x), la derivative expantion o DE.

La aproximacién mas simple basada en la DE es la aproximacion de campo local
(LPA) en donde se plantea

LA — / dlx {;(qu(x))z + Vn(qb(m))} . (2.44)

Vi.(¢(x)) es un potencial efectivo que respeta la simetria ¢(x) — —¢(x) y es suave
como funcién de ¢(x).

Esta aproximacion resulta no ser suficiente para poder calcular todos los exponentes

criticos con precisién. Por ejemplo, se obtiene nt¥4

= 0 . Un aproximaciéon con ma-
yor precision es la llamada O(9?) o aproximacién siguiente al dominante, en donde el

ansatz para la accion es

00 = [ e { 1 2:00) (90 + Vatotan . (2.45)

El proximo orden de aproximacion incorpora los términos con (V)?*, y asi sucesiva-
mente.

La presencia del factor Z,(¢) conduce a un exponente 1 no trivial (ecuacién y
apéndice . En la practica [12] ocurre que Z,(¢) varia lentamente con el valor de ¢,
lo que hace plausible una aproximacién intermedia entre la LPA y la O(9?) a la que
llamamos LPA":

rLrA” — / déx {;Zﬁ(v(;s(;u))2 + VK(¢(x))} . (2.46)

con Z,, = Z.(¢o), siendo ¢y un valor fijo. La virtud de esta aproximacién es que pese a
su relativa sencillez permite posteriormente obtener valores para 7 (y los demas expo-
nentes) que no estan demasiado alejados de los valores exactos (obtenidos mediante
técnicas mucho mas complicadas). El factor Z,; ya fue introducido en el regulador de

Litim (2.24).
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A pesar de que no es esencial en el NPRG, la aproximacién LP A’ numéricamente es
un buen punto de partida, y da un punto de anclaje para hacer comparaciones con
otros tipos de aproximaciones.

Observemos que para un campo homogéneo, el potencial es

: (2.47)
¢ unif.

siendo V es el volumen del espacio. La funcién de correlacién a dos puntos, debe estar
relacionada con la derivada segunda del potencial:

0°Tx[¢]

e~ (z—y) — : ‘
p=0 8¢ ¢ unif.

@ unif.

VI (p; ¢) (2.48)

8T
= [ dozdiy——"
o / Y 56(@)00(y)
(el factor V en el lado izquierdo viene de (27)?5(?(0)). Concluimos que se satisface la

relacion

82V,
52

rP(p=0;¢) = (2.49)

Este es un resultado exacto y es importante que se cumpla independientemente de las
aproximaciones que se realicen en cada caso.

El exponente critico n esté gobernado por

Kk 04y
= 02 — . 2.50
n 7. o =0k (2.50)
(ver apéndice

2.2.4. Ecuacion para el potencial

Para un campo externo nulo, el valor medio del campo ¢(z) = (p(z)) esta dado por la
condicion

_ 9
= 5

y corresponde, por lo tanto, a la ubicaciéon del minimo del potencial. Cuando consi-

J=0 (2.51)

deramos el flujo del NPRG y pasamos de la escala microscépica x = A a la escala
macroscopica « — 0, el minimo de V;; tiene un flujo no trivial que debemos tomar en
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cuenta..No obstante, se encuentra que las funciones de correlacién son poco sensibles
al valor de la situacion precisa del minimo [11].

Es conveniente usar
K
t = log —. 2.52
og (2.52)

como variable en lugar de . Si evaluamos (2.38) en un campo escalar ¢(x) uniforme,
obtenemos

dd —
oo = o | oy ORA(@) [FE(0.0) + Rua.0)] 1 (2.53)

Usando la expansion (2.46)), el potencial V; se relaciona con la funcién de correlacion
a través de

I'?(q.q")

K

= OV + Z.q* (27r)d5(d)(q +4q) (2.54)
¢ unif. 0¢p? " '
Sabiendo que §(¥) (¢ = 0) = V(27)~¢, la ecuacién para el potencial en esta aproxima-
cion, resulta

d? /
AWelp) = 5 [ rtaBala) GEP (%0 2.55)

donde

-1

0%V,
+ 2 + Rula) (2:56)

0¢?

GLPA (g% ) = [

La simetria ¢(x) — —¢(z) del problema sugiere la utilizacién de la variable

&2 (2.57)

i)
Il
Do |

Resulta conveniente escribir las ecuaciones provenientes del NPRG en términos de
cantidades adimensionadas, de manera que no aparezcan explicitamente las esca-
las x y A. Esto, conjuntamente con la existencia de un punto fijo en el grupo de re-
normalizaciénhace manifiesta la invarianza de escala en la transicién de fase. Extraer
las dimensiones fisicas correspondera entonces a usar el “espaciado moévil de la red”
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CAPITULO 2. UN NUEVO METODO DE APROXIMACION

x~1 como unidad de longitud. Esto es anélogo a la dilatacion de la unidad de longi-
tud efectuada en el proceso de formacién de bloques de espin, visto en el capitulo
anterior.

Ademas esto ayuda a que no haya enormes cambios, numéricamente, cuando « varia
de la escala microscopica A hasta la escala fisica x = 0. Entonces, definimos las
cantidades (en dimensién del espacio d)

~ ZKKQ_d
="K,
1 0%V,
2= Y 2.58
# Z.Kk2 0¢? (2.58)
- Z(p)
Xx(p) = 7

donde K;' = d2¢-17%/2T(d/2) es un factor numérico conveniente para absorber la
parte angular de las integrales. En d = 3 vale K3 = 1/672 = 0,017.

Aunque en la aproximacién LPA" Z,, = Z,(po) es independiente de p, es esencial
considerar el flujo correspondiente a Z,.(p) para mantener la coherencia con el limite
p — 0, por lo tanto, preservar el comportamiento de escala correcto de F,(f) (p,p) en
el régimen IR. De ahi que se introduzca la funcion y.

La ecuacion se puede encontrar al considerar funcion X, (p; ¢)

Se(p; ¢) = TP (p; ¢) — (TP (p = 0;¢) + p°) (2.59)

(esta funcién es analoga a una autoenergia[33] I'? (p; ¢) — H®)(p; ¢)) y observando
que

T (p;0) — TP (p = 0;¢) = p*Z(po) cuando p — 0. (2.60)

Para encontrar el potencial se deben resolver simultaneamente el flujo de ji2, xx Y 7.
Utilizando una forma definida del regulador, como en (2.24), se pueden efectuar las
integrales en ¢ provenientes de (2.46). Para ese caso se encuentra, tomando py = 0,
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2.2. GRUPO DE RENORMALIZACION NO PERTURBATIVO

el sistema de ecuaciones acopladas

(

~2 (9 ~2 . ~ 0 ~2 Nk .
O™ =—(2—=ne)” + (d—=2+nx)p Opt <1 d+2><

O™ + 2D F[1*  4p(9pi%)?
+a2 1+

Ot Xr =nn+(d—2+nﬁ)ﬁ8ﬁx,§—2ﬁ ( L

1—
(1+ a?) d+2 (14 a2)3

T aﬁXl{
L Oxe/(d+2) + (14 2)?

=0
(2.61)

La condicién inicial para el potencial ent = 0 (0 sea k = A, ec. (2.52)) viene de asumir
el modelo ¢* con un campo uniforme en la escala microscépica (ec. (2.)); las de x. ()
y 1) son triviales puesto que Z,—x(p) = 1:

To o U 4 up o
v, 0 20 44 o
A(®) 2<Z5 +4!<Z5 Top + 7P
() 1 (262
na =0

Cada pareja de las constantes de acoplamiento rg y ug, 0 el de sus contrapartes adi-
mensionados

F=A%rg y 4= KqA" My, (2.63)

definen una teoria microscépica distinta. Mas adelante nos va a interesar estudiar el
comportamiento para distintos valores de intensidad del acoplamiento en la teoria cri-
tica. Para el modelo en consideracion hay un Gnico parametro relevante si el potencial
es simétrico. Entonces para estar préximos a la transicion de fase, para cada valor de
ug bastard ajustar el valor de o de manera de situarnos lo més préximo posible a la
superficie critica (ver figura [1.9). Recordemos que la temperatura del sistema 7' fue
absorbida en las constantes de acoplamiento al redefinir el hamiltoneano del sistema
original.

Para saber que efectivamente estamos en la superficie critica, lo que tenemos que
notar es que sobre ésta el flujo del potencial adimensionado debe alcanzar un valor es-
tacionario al aproximarnos a x = 0. Por lo tanto, en general esperamos que el potencial
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CAPITULO 2. UN NUEVO METODO DE APROXIMACION

adimensionado tenga una rapida evolucion en un entorno de ¢t = 0 y que asintética-
mente vaya al valor constante de punto fijo, para ¢t — —oco. Sin embargo, este punto
fijo es repulsivo, y por consiguiente para observar el comportamiento mencionado se-
ria necesario situarse exactamente sobre la superficie critica. Esto significa que se
debe ajustar el valor de ry con una precisién ilimitada, lo cual resulta imposible (ya
sea numérica o experimentalmente). La situacién usual es que para un valor dado de
ug, Se logran determinar dos valores proximos r. y r~ (separados por una distancia
que depende de la precision numérica) que llevan al modelo a las proximidades de la
superficie critica. El flujo del potencial es, al principio, similar al que se esperaria en el
caso de estar sobre ella. Pero a partir de cierto punto, el flujo se comienza a separar del
punto critico y es atraido por los puntos fijos de alta o baja temperatura, segin estemos
en la fase rota o en la fase simétrica (ver fig[2.7)

Alta temperatura

condicién
inicial

Criticali

Baja temperatura

<

K A

escala macroscépica escala microscépica

Fig. 2.7.-Flujo caracteristico de las funciones de correlacién o sus derivadas.
El flujo es resuelto a partir de una condicion inicial especificada en la escala micros-
copica A. En la accion efectiva solo intervienen las fluctuaciones de escalas entre k y
A. La variable k recorre todas las escalas intermedias hasta llegar a cero, momento
en el que todas las fluctuaciones se toman en cuenta. De acuerdo a si el sistema se
encuentra por encima o por debajo de la condicién de criticalidad, el flujo es atraido
por el punto fijo de alta o baja temperatura (no respectivamente ya que en general eso
depende de cudl sea parametro de orden, qué funcion se esta estudiando, etc.). Vale
la pena comparar con la figura[1.9

No obstante, si el “tiempo” que el sistema permanece cerca de la superficie critica es
suficiente, se pueden extraer los valores los exponentes criticos (para lo cual deben
determinarse r~ 0 r.).
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2.3. METODO BMW

2.3. Método BMW

En el calculo de las funciones de correlacion, cuando los impulsos involucrados son
muy grandes los métodos perturbativos tradicionales dan resultados bastante buenos.
Por otra parte, esperamos que aproximaciones del NPRG basadas en la DE sean apro-
piadas cuando los impulsos externos que aparecen en las funciones de correlacion
sean suficientemente pequefios. Mas precisamente, una vez que k — 0, los impulsos
deben satisfacer p < m, siendo m la menor de las “masas” en el modelo. En el régimen
critico, m = ¢~ = 0, y la DE s6lo permite calcular las funciones de correlacién y sus
derivadas en p = 0.

Para el calculo de las funciones de correlacién con impulsos arbitrarios es necesa-
rio un tipo de aproximacion diferente. Digamos que queremos determinar la depen-
dencia de la funcion de correlacion F,&”) (p1,...,pn) en los impulsos pi,...,p,. Co-
mo mencionamos en la seccion la ecuacién de flujo para P,(.i”) depende de las
funciones F(H"H) y F,({"H). Estas aparecen evaluadas en impulsos que son combina-
ciones de los p1,...,p, Y ¢, €l momento interno de la integral (la variable de integra-

cién).

El método propuesto por Blaizot-Méndez-Wschebor [8], BMW, explota la presencia de
la derivada del regulador 9;R,;(¢q) en las integrales, que es una funcién que tiene valores
apreciables solo para ¢ < «. En el marco del NPRG, las funciones de correlacion
son suficientemente suaves para x > 0 como para que sea razonable pensar en un
desarrollo de las funciones de correlacién en torno a ¢ = 0. Al mas bajo orden, se tiene

por ejemplo
F,t(»gn+1) (pla ceyPn — 4, Pn+1 + Q> = IW,({TL-I—l) (pla s >pnapn+1) (264)

Observemos que esta aproximaciéon en elcasode p; = 0,7 =1,2,... eslabase de la
DE, que se sabe que da buenos resultados en ese caso. Si los impulsos son mayores,
la aproximacion es cada vez mejor, volviéndose trivial cuando todos los p; son mucho
mayores que k pues q < k.

Al evaluar en un campo uniforme ¢, la invarianza por traslaciones es preservada. Como

consecuencia, la suma de los impulsos en cada funcion de correlacion debe ser nula

(p-€j. p1 + ...+ pn = 0). Sabemos que las funciones F,&"JFI) y 1‘,&%2) aparecen en la

ecuacion de I™

bajo la integracion de un Unico impulso q. Los diagramas en los que
intervienen son como se muestran en la figura[2.8] Dado que son diagramas a un loop

1PI, si aproximamos ¢ ~ 0, concluimos que debe anularse (al menos) uno de los n + 1
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CAPITULO 2. UN NUEVO METODO DE APROXIMACION

impulsos en T'("*+1) y dos de los n + 2 impulsos en T'("*2) (0 sea, los que corresponden
aq).

Pn + ¢

Dn—1

Fig. 2.8.-Diagramas que aparecen en la ecuacion de flujo de la funcién a n puntos
en los que intervienen las funciones an + 1 y n + 2 puntos.

Hay n impulsos externos. En (a) uno de los impulsos en el vértice T("*+1) debe ser q.

En (b), en el vértice T("*+2) dos de los impulsos son q y —q.

Luego, en presencia de un campo externo uniforme, se puede vincular una funcién de
orden n + 1 con uno de sus impulsos nulo con la derivada de la funcién de correlacién
de orden n con respecto al campo,

9 —n
FEJH_I) (plv -y Pny Pl = 07 QZ)) = %Ff(ﬂ )(pla -e oy Dns ¢) (265)

(en el apéndice [E] se prueba esta relacion)

Entonces, en definitiva, el método BMW consiste en considerar un campo externo y, en

la ecuacion de flujo para Fff‘) (p1, ..., pn; @) efectuar las sustituciones sobre los vértices

0
D b = 0,6:9) = 5200 (b1 pai 6)
2 (2.66)

0
FE@TH_Q) (p17 <y Pny —4, 4, (b) - WF’(JL) (plv <oy Pns (b)

2 . .
En este esquema, los propagadores G,(i ) no llevan aproximaciones (no obstante, poste-
. s - . .. , 2
riormente encontraremos util utilizar la aproximacion LPA’ para G’,(.C )).
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2.3. METODO BMW

Pn

(n12) 8an(q)
—pa q -
D1 2
p2 .——‘_," Dn
b3
»
B.M.W.

Fig. 2.9.-Representacion de la transformacion de los vértices en el esquema BMW
Los valores del impulso interno q estan controlados por la presencia de la derivada del
regulador. Por lo tanto es aplicable la aproximacion|2.66

Entonces mediante esta aproximacién se pueden resolver las ecuaciones de flujo (aco-
pladas) de las funciones de correlacién hasta el orden n. La aproximacion se realiza
s6lo en las ecuaciones de las funciones de orden n — 1 y n. La precisién del célculo
aumentara cuando la aproximacion se efectie sobre la funcion de correlacion de cada
vez mayor orden. El orden dominante (LO) corresponde a aproximar las funciones a
3 y 4 puntos en la ecuacion de la funcién a 2 puntos, y el “sistema” de ecuaciones
esta formado por esta ultima; en el orden siguiente (NLO), se aproximan las funciones
de 5y 6 puntos que aparecen en las ecuaciones para las funciones a 3 y 4 puntos,
y el sistema esta formado por la ecuacién de la funcién a 2 puntos (ahora exacta) y
las de las funciones a 3 y 4 puntos (con la aproximacién BMW), y asi sucesivamen-
te.

Con el orden mas bajo de la aproximacién - sobre la funcién I“Ei ) _ los resultados obte-
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Orden del método

Ec. exacta para la
funcién de orden:

Ec. aprox. para la
funcién de orden:

Se aproximan las
funciones de orden:

Orden principal - 2 3,4
- 2 - -
Orden siguiente al _ 3 -
principal _ 4 56
2 — —
. 3 - -
Orden siguiente al 4 _ —
siguiente _ 5 —
- 6 7,8

Tabla 2.1.-Ordenes progresivos en el método BMW para estudiar la jerarquia de
las ecuaciones del NPRG

nidos para los exponentes criticos y otras cantidades pueden ya ser comparables a los
que se encuentran con las técnicas tradicionales. En la tabla [2.4 se muestran algunos
valores representativos.

Esto que indica que las correcciones introducidas por los 6rdenes posteriores deben
ser pequenas. El costo de computo numérico del método BMW es sustancialmente in-
ferior en comparacion con otros métodos numéricos, como simulaciones Monte-Carlo.
Los exponentes criticos pueden determinarse con una computadora de escritorio ordi-
naria en unas pocas horas (segun la precision del calculo exigida), mientras que una
simulacién de Monte-Carlo de alta precision implica una granja de varios computadores
trabajando en paralelo durante varios dias (como minimo)[2, [31].

Aunque el planteo aqui presentado se hizo para un campo ¢ escalar en un espacio eu-
clideo, se puede generalizar a teorias de campo mas complicadas.

2.4. El orden dominante de la funcién a dos puntos
(LO).

La primer aproximacion en el método BMW, el orden dominante, consiste en aplicar
(2.66) a la ecuacion de flujo para la funcién de correlacién a dos puntos 1“,(3) en
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presencia de un campo uniforme ¢

(@) o L[ d 20 (4)
oL (p, —p; ¢) = —5 d&sR (0)G(Q)T (P, —p.a, —q; )
2 (2m)

(2.67)

d
[ SR GG )0 g 0)”

(con G(q) = G,(f)(q, —q;¢) = [F,(f)(q, —q; ¢) + Ri(q)]71). Esta es la ecuacién de flujo
exacta derivada de la ecuacion del NPRG (2.38)). Utilizando

0
I'®(p,q,—p—q;:0) = =T (p,—p; 9)

0

; (2.68)
I (p,—p.q,~4:¢) = 5T (P, —p; )

o

la ecuacion de flujo es
1 ddq 9 02
o P (p, —p; Z—/GRK G I (p, —p;
WL (p, —p; ¢) o 2] o (9)(G(a)) 92" (p, —; )
(2.69)

2
T (p,—p; 8)|

d
+ [ Lo (G 6+ a) 55T

(27) ¢ "

Como resultado de la aproximacion aparece una simplificacion adicional: las derivadas
de la funcion de correlacién se pueden poner fuera de la integracién en g,

2
8F,(3) ; 1 82F,(€2) ;
0@ (s p) = 13 (p, 53 p) (aq(bpp)> — 1P (ks p)w(ngb) (2.70)

donde se definen las funciones

d
10:0) = [ 0B Glai ) 71)
d
100 = [ (;) OR(0)Cp + 4 p) [Cla: P (2.72)
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En principio esta ecuacion puede ser resuelta, pero para poder efectuar su implemen-
tacion numérica es conveniente reformularla, debido a varias consideraciones impor-
tantes que afectan su comportamiento.

El célculo de las integrales (2.71) y (2.72) implica conocer la funcion fo)(q) (y por lo
tanto también F,(f)(q) relacionada con su inversa, ec. (2.43)) para todos los valores del
argumento ¢ entre 0 e co. Pero esta funcién debe ser obtenida a partir de la solucién

de (2.70). Para poder resolverla numéricamente, decidimos usar la aproximacion LP A’
(2.46) para los propagadores G(q; p) es decir (ecuacién [2.56)

GREPA) (g; p) = [Zug® + TP (g = 0;p) + Ralg)] " (2.73)

Observamos que:

= Cuando ¢ 2 &, G,(f)(q) decae répidamente, aproximadamente como ~ ¢ 2

,yla
contribucién a la integral en la ecuacion de flujo estd a su vez suprimida por el

factor 9,R,(q) en esa region.

= Para ¢ < k es sabido que la LPA’ es una buena aproximacion [14].

Por estas observaciones, concluimos que si sustituimos G,(f)(q; p) por G,(f)(q; p)

LPA")
en las integrales, ya estamos considerando la contribucién esencial del propagador, y
entonces la sustitucién esta justificada. En Benitez, Blaizot, Chate, Delamotte, Mendez-
Galain y Wschebor [4] se resuelve la ecuacion BMW completa de F,(f), sin recurrir a la

aproximacion LPA’ para el propagador.

En cuanto al propagador G,(f) (p + q) en (2.72), es facil ver que se pueden hacer con-

sideraciones analogas:

= Sip < k, laintegral sigue estando dominada por la regién ¢ ~ «, gracias al factor
0:R«(q) (como discutimos arriba).

= Sip > k (lo que eventualmente siempre ocurre ya que x — 0), entonces bajo la
integral

o obien|p+q|>ry G (p+q) ~[p+al

e 0 bien |p + ¢q| < k, lo que solo puede ocurrir si ¢ ~ p > k, y entonces
el factor 9;R,(¢q) hace que nuevamente la contribucién de esta region sea
insignificante.
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En todos los casos, la LPA’ resulta una buena aproximacion para la funcién G,(f).

Haciendo uso de la forma del regulador dada en (2.24) y la expresion para G,?)(LPA'),

es posible [8] dar con la forma analitica de (2.71) y (al menos en d = 3) de (2.72). El

resultado para I\ es

d+2—2n
(n) _ K 1 Tk
fatmp) = 2K e gy (1 d+2> (274

La expresioén para Jc(l") (p, K; p) es considerablemente mas compleja, debido a la de-
pendencia en el impulso p. Por el momento sélo se ha resuelto en d = 3. Se estudia en
el apéndice [F|para d = 3.

Vamos a aplicar dos aproximaciones independientes, la del método BMW por una parte
y la LPA’ para los propagadores. De manera que hay que tener especial cuidado para
que no surjan inconsistencias; en particular debemos lograr que sea verificada la con-
dicién (2.49). Por ello encontramos que es conveniente estudiar el flujo de la diferencia

ALP (p, —pi¢) =T (p, —p;¢) = T(0,0; 9) (2.75)

y usar para F,(f) (0,0; ¢) la expresion (2.49), es decir imponemos explicitamente la con-
dicién
0V,

(2.49)

Para V,; utilizamos el que surge de resolver el sistema (2.61).

La separacién r? (p) = r? (0) + ArY (p) es andloga a la consideracién de la au-

toenergia en teoria de campos [33]. Comparese con la ecuacién (2.59). La introduc-

cion de AF,(.@Q) es importante para separar el bulk de la funcién l“,(f) (p), dado por
2

7 (0).

La ecuacién correspondiente a AF,(f)(p; p) proviene de considerar la diferencia entre
(2.70) y la misma evaluada en p = 0. Entonces tenemos

2

SeTR(0:0) + AT i)

® O 100 ) - L@ 0 P AP
— a0 (5TR050)) - 31000 AT i) @76)

80T (p; p) = T (p, k3 p) [
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El paso siguiente es escribir la versiéon adimensionada de esta ecuacion, para hacer
manifiesta las propiedades de escala en el régimen critico. Usamos la variable p en
lugar de ¢ (ec. (2.58)). Hay ademaés otra escala fisica dada por el impulso p, que puede
extraerse mediante el uso del impulso adimensionado p = p/x. Debemos observar que
la utilizacion de cantidades adimensionadas produce la aparicion de nuevas derivadas
parciales, debido a que dependen implicitamente de . Dada cierta funcién f(p, p, ),

tenemos
G TR S B RO B I o
Rl P N I P LT S R P
o, . il To . 107, 2-d\_[d .
- [&'ff(pjpjﬁ)]@p‘ Epyp [%f(papvﬁ)]ﬁﬁ"i_ (Zn Ik + P >p[8ﬁf(p’p’
(2.77)

(usando (2.58) para p). En el lado derecho tenemos dos términos extra en comparacion
con el lado izquierdo (el cual puede expresarse en funcionde py p).

Desde el punto de vista de la resolucién numérica, es preferible tener una discretizacion
de las variables adimensionadas p y p, y luego reconstruir sus dimensiones. Esta es
otra razon importante por la cual es preferible trabajar con cantidades adimensionadas:
al tiempo que « — 0 se mantienen finitas, pese a que sus contrapartes dimensionadas
van o bien a 0 o bien a co.

La ecuacion de flujo para AT (p,p) = (Zn/a?)‘lAF,(f) (p, p) luego de las sustituciones
es
AT (5, p)+(2—n) AT P (, ) —pOATD (B, p)+(2—d—1x) O
2
2 (0502 (0,7) + AT (5.5)) T (5,5) + 25 (972 (0 >) I (0

I (5) (9,472 (5, p) + 2 AT (5, >) (2.78)

e

donde se introdujeron las versiones adimensionadas de las integrales Ifl") y Jd”) defi-

nidas por
K d—2 _
7@ 2V 72 (2.79a)
K Hd74 B ~
T (p) == (p) (2.79b)

Falta una ultima transformacion de esta ecuacién. El segundo término del lado izquier-
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do, proporcional a 2 — n,, €s un término expansivo cuando ¢ — —oo, en vista de que
el factor multiplicativo es positivo (vemos de la tabla [2.4] que n es mucho menor que 2,
y 1, queda comprendido entre 0 y ). Esto conduce a un crecimiento exponencial de
f(f) en el régimen lineal y por lo tanto, errores numéricos pequefios producen inestabi-
lidades al comienzo del flujo al régimen IR. La razén es que hay ciertas cancelaciones
que deben ocurrir entre los términos de que no son manifiestas. Esta situacion
puede resolverse considerando el flujo de la variable

N VY
AE pQ(p”) (2.80)

ya que la ecuacioén que le corresponde no presenta ese problema:

8tYR(ﬁ7 ﬁ) - nHYK(ﬁ7ﬁ) - ﬁaﬁyli(ﬁv ﬁ) + (2 —d~— 77/1)/5 aﬁyﬁ(ﬁvﬁ) =

H3) = 5 5300 5
_ 12 ) Ja (0.p) — 370, p . L 73) = = -
25 [9;72(0, )] { i | )ﬁg i | )}+4p8,;F£2)(07p)Jf’)(p,p)@ﬁYﬁ(p,p)

L 9 #(3),~ - o 1~ J _ .
+ 2557 1 (5, 5) 105 Y (5, 5)]* — 51}(1 ) (95Y (B, ) + 27 02Yu(5, 7)) (2.81)
(se puede mostrar que el factor entre llaves del primer término del lado derecho tiene
un limite finito cuando p — 0; apéndice [F).

Esta ecuacion en derivadas parciales es equivalente a (2.69) para la funcién, pero esta
adaptada a una implementaciéon numérica. La condicion inicial para Y, (p, p) es (ver
(2.60))

Yoa(p=0,5=0)=1 (2.82)

y se resuelve acoplada con el sistema (del potencial LP A’ surgen ademas las
funciones Ic(lz) y Jc(lg)). Este es el orden dominante del método BMW para la funcién a
dos puntos F,(f) con la aproximacion LPA’ para los propagadores G,(f).

Como ejemplo de los resultados obtenidos, en el cuadro 2.4 se observa que para este
calculo el exponente 7 obtenido es comparable en calidad al de la expansién derivativa
en el orden siguiente al dominanteﬂ Vemos que los resultados del orden principal para
el método BMW+ LPA’ da resultados comparables al orden siguiente al dominante de la
expansion en gradientes para los exponentes criticos (DE, NLO). Existe una mejora con
respecto BMW+ LPA’, implementada en Benitez, Blaizot, Chate, Delamotte, Mendez-
Galain y Wschebor [4] (discutida en el capitulo de conclusiones), gracias a la cual

8 Para llegar a este valor se toma en para Z, el valor de Z,.(p) en el minimo del potencial p = po (ec.
(2.50)).
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los exponentes criticos obtenidos son comparables a los que se obtienen utilizando
en el siguiente orden (orden 9%) de la DE o a la teoria de perturbaciones a 7 loops
[14].

Pero el interés principal del método es que permite estudiar la dependencia de la fun-
cién a dos puntos en el impulso p (lo cual no esta al alcance de la DE). Por ejemplo,
consideremos el fendémeno de la condensacion de Bose-Einstein [30]. Un gas de boso-
nes exhibe una transicion de fase cuando a una temperatura del orden de pocos grados
kelvin, ya que a baja temperatura las particulas del sistema se aglomeran en el estado
fundamental, produciendo una poblacion macroscdpica de tal estado (por encima de la
temperatura de transicién ninguno de los estados tiene una poblacion excesivamente
grande). La explicacion de este fenomeno, o mas precisamente de por qué la tempera-
tura critica T no es T = 0K, proviene de la naturaleza cuantica de las particulas que
forman el gas. Este modelo se utiliza, por ejemplo, para explicar la transicion a la su-
perfluidez del helio liquido y la superconductividad (ver tabla [T.7).

Es posible con algunos calculos analiticos (que no son terriblemente complicados) de-
terminar la temperatura de transicién y otras propiedades interesantes, en el caso par-
ticular de un gas de bosones ideal. En ese caso se considera que las particulas que
lo forman no interactlen entre si. No se pueden hacer los calculos si se consideran in-
teracciones entre las particulas, aun cuando sean interacciones débiles. Los métodos
perturbativos fallan por las razones explicadas en el capitulo

Una de las propiedades interesantes de un gas de Bose con interacciones es el co-
rrimiento AT de la temperatura de transicion T con respecto a la temperatura
de transicién del gas sin interacciones Tg. Este corrimiento verifica[3] [10, (20, 23]

ATI(;C =can'/? (2.83)
C

donde n es la densidad del gas y a es la longitud de dispersién (scattering) de las
colisiones. El coeficiente ¢ se obtiene a través de una integracién en la que interviene
la autoenergia, evaluada en todos los valores posibles de impulso, desde la escala IR
hasta la UV. La contribucién principal a la integral se da en la region intermedia (cros-
sover), lo que hace que el valor del coeficiente ¢ sea un buen indicador de la calidad
del calculo de la funcién de correlacion a dos puntos para impulsos arbitrarios — que no
sean necesariamente muy pequefios (IR) o muy grandes (UV).

En Blaizot, Galain y Wschebor [10] se presentan los resultados de la aproximacion
BMW para el coeficiente c. Para el LO, se calcula ¢ = 1,3 £+ 0,3; mediante céalculos en
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el lattice se obtiene ¢ = 1,09+ 0,09 y ¢ = 1,07 4+ 0,105.

Célculo Exponente Exponente v
DE, LO [14] 0 0.6506

DE, NLO [14] 0.0443 0.6281

DE, NNLO [14] 0.033 0.632
BMW+ LPA’, LO [5] 0.052 0.647
BMW mejorado, LO [4] 0.0394 0.632

Tabla 2.2.-Comparacion de valores de 7 para distintos tipos de aproximacion.
Los primeros valores son tomados de Canet y otros [14)], y corresponden a la expansion
en gradientes. El penultimo valor corresponde al tratamiento discutido en este texto. El
ultimo valor, mas reciente, se obtiene gracias a un refinamiento en los calculos (ver el
capitulo de Conclusiones).

La meta del método BMW es poder ser aplicado a teorias de campo muy complejas,
como por ejemplo la Cromodinamica Cuéantica. Los resultados cuando es aplicado a
la teoria ¢* en el modelo O(N) (la teoria escalar con simetria Zy corresponde al caso
N = 1) son prometedores. Si bien no hay pruebas rigurosas generales, la validez
del método se conoce gracias a la excelente calidad de los resultados obtenidos (cabe
destacar que si se recuperan los resultados perturbativos y en el modelo O(N) el limite
N — oo da resultados exactos [4]).

Cuando observamos el cuadro cabe preguntarnos cual es el margen de error en
estos resultados y similares. Para contestar la pregunta se podrian comparar los resul-
tados del orden dominante con los provenientes del orden siguiente de la aproxima-
cion. Se cree que el método converge rapidamente a los valores reales. La diferencia
entre el LO y NLO debe dar un indicio de qué tan lejos se halla el LO del resultado
real.

Para alcanzar el siguiente orden, hard falta determinar las funciones de correlacién a
tres y cuatro puntos (con lo cual la ecuacién de la funcién a dos puntos no tendra apro-
ximaciones). En el préximo capitulo abordaremos la ecuacién del NPRG y su corres-
pondiente aproximacion BMW para la funcién a tres puntos, siguiendo pasos similares
al de este capitulo.
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3. Funcion de Correlacion a Tres
Puntos

Mi trabajo de tesis consiste en estudiar la funcién de correlacién a tres puntos FS’)

utilizando el esquema de aproximacion BMW en la teoria ¢*, como predmbulo al célculo
del orden siguiente al dominante. A medida que la funcién es investigada aprendemos
que tiene interés en si misma, por ejemplo, cuales son sus propiedades de escala,
dependencia en impulsos, cudles son los efectos mas importantes, etc. Ademas, FS’)
permite obtener la funcién a cuatro puntos P,(.i4) en campo nulo cuando uno de sus

cuatro impulsos es cero (ecuacion (3.8)).

En este capitulo desarrollo las ecuaciones de flujo para F,(f) y estudio algunas de sus

propiedades analiticas. En el proximo capitulo presento los resultados numéricos de
los calculos.

3.1. Ecuaciones del NLO
Ya hemos visto (secci()n que la ecuacion del NPRG para rﬁ?) es

d
AT (p) = / (j&atm(@ G G(s) TP (p.q.—p — q)]?

d
_;/(;&iatRm(Q)[G(Q)PF%)(pv -p,q,—q) (3.1)

Como el sistema posee invariancia por rotaciones y traslaciones espaciales, las funcio-
nes de correlacion son escalares (invariantes bajo esas transformaciones). Esto permi-
.. i 2 . . .

tié escribir GEC )(p, —p) = G(p), puesto que p = |p| es el Unico escalar independiente

que se puede formar a partir del vector p.
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En el caso de F,(.f) (p,q,—p — q), hay tres escalares independientes que pueden cons-

truirse a partir de los vectores p y g, es decir, p = |p|, ¢ = |q| y p- ¢ = pq cos 6, donde
0 es el angulo entre los vectores. La dependencia en los impulsos de F,(f’) (p,q,—P—q)
debe poder expresarse en términos de Unicamente estos tres escalares. Es equiva-
lente elegir, en lugar de p- g, el médulo del vector s = —p — q. Observemos que

s? = p? 4+ ¢> — 2p- q. Por ello se puede escribir T (p,q,—p—q) = r® (p,q,5), en

la ecuacion de F,(f). Esto es mas conveniente ya que asi los tres impulsos p, q y s
aparecen en forma simétrica en las ecuaciones. Se pueden considerar como impulsos
independientes salvo que el impulso total debe ser cero (debido a la conservacion del
impulso en cada vértice). Al escribir la ecuacion anterior se uso implicitamente la igual-
dad F(f) (p,g,—P—q) = Pff)(—p, —q,p + q), que es cierta en estas condiciones por

invariancia de paridad.

Para la funciéon F,(f) (p1, P2, P3, P4), CON Py = —p1 — P2 — P3, valen las mismas conside-

raciones. Hay seis escalares que se pueden construir con pi, p2 Y p3. Ya que dentro de

.. . 2 z . . . ' g
la ecuacion del flujo de 1“,(.@) s6lo intervienen los impulsos p y g en la funcién a cuatro

puntos, F,(f) (p, —p, q, —q) también es funcion solo de p, q y s. En resumen, de las 2d
componentes de los vectores, la cantidad de variables a utilizar se reduce a solamente

tres escalares.

En el LO del método BMW, las funciones F,(f’) y F,§4) son reemplazadas por las deriva-
das de F,(f) con respecto a un campo externo. En el orden siguiente para F,(f) (NLO),

hay que determinar las ecuaciones de flujo de ) (p,q,8)y ) (p,—p,q,—q), y efec-

tuar el reemplazo (2.66) para escribir las funciones F(f) y 1“,({6) como derivadas de FS’)

y ) en sus ecuaciones de flujo (tabla.

3.1.1. Ecuacion de F,(f’)

.. . 3 . .. .
La ecuacion de flujo exacta para 1“,(i ) se encuentra al derivar la ecuacién de flujo de la

funciona r® (p,p; ¢) con respecto a ¢(p”) (apéndice yevaluarenp=p,p =q
yp' =s.

' Primero consideramos un campo ¢(x) arbitrario y luego de derivar evaluamos en un campo uniforme.
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3.1. ECUACIONES DEL NLO

1
(2) = (3) I —
5¢(p// (8tr (p’ )) —at]:‘/{ (p7p’p )
(2) (3) (2) (3) (2)
/ Rq1)5¢ {G(ql,ﬂh)rn (q27_q37p)G(q3,7q4)FN (q4,—q5,p’)G(q5,7q1)}
q1,...,q5

1 : J ) (@) )
- 5 / R(Ql)W {G(ql,—qg)r (g2,—q3,p,P )G(qs —ql)}

q1,92,93

La derivacion actia sobre cada factor salvo el regulador ya que no depende de los
impulsos externos (como es usual suponemos que todas las funciones son lo suficien-
temente regulares como para poder intercambiar el orden de integracién y derivacion).
Usamos una notacién compacta, con

[- [

i=1,2,...

R(ql) = OiRu(q1),

G(qz‘ﬁqg') = G;(«?) (qi, —qj; ®).

Tenemos

1 )
ord(p.p',p") = — / RigGlar~a X (@2 ~aspw' 0" Clas —ar)

qi

- / R(Ql) {G(—QI»‘D)F/(?) (—qz,—qsm”)G(—qs,qan)rr(?)(—q4,q5,p)G(—q5,q6)F£3) (—‘JGH%P/)G(—‘]%‘M)

i

+ [perm. (g1, @2) < (g3,q4)] + [perm. (q1, q2) < (qs,q1)]}

i

+ /q R(qn{G<q17—q2>Fﬁ4)(q27—q3,p,zw)G(qg,—unS')<q4,—q5,p'>G(qs,—q1)
+ [perm (q25 *QSaP) e (q47 7q57p/)]}

1 3 4
+/ (q1) G(q1 —q4) f(f)(q4,—q5,p”)G(q5,—q2)ng)(q2,—q3ﬁp,p’)G(q37—q1)

7

+ [perm. (q1, q2) < (qg,ql)]}
(3.2)

75
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Todas las funciones de correlacién y propagadores dependen del campo ¢(x) (la de-
pendencia no se ha puesto explicitamente para alivianar la notacién). Cuando eva-
luamos en un campo uniforme el sistema resulta invariante por rotaciones y traslacio-
nes, y la suma de momentos ) p; en cada vértice debe ser nula. Esto lleva a que
finalmente quede un dnico impulso no trivial para integrar. Por ejemplo, evaluando
enp’ = qyp’ = s = —p— q, en el primer término da lugar a las funciones del-
ta

5 (q1 — gq6), 0V (g6 — a7 —p — @), 0V (a7 — qv),
5D (qs — g3+ p), V(g3 — q1), 6V (a1 — g5 + @), 6V (g5 — 1)
con lo que seis de las integrales son triviales, digamos las de ¢2 a g7. Lo mismo ocurre

en los demas términos. La razén es que los diagramas del NPRG tienen estructura a
un loop.

Ox Ry (Q%)
01 N q1
G G
q2
p//
b p'

Fig. 3.1.-Primer diagrama en la ecuacion de flujo de 1“23)
uniforme.

Luego de evaluar en un campo uniforme, el integrando

, sin evaluar en un campo

9xRis(01)G? (g1, —@2)T P (g2, —a3,p, ', ") GP (g3, —q1)

pasa a ser
aﬂRH(l)[Gg) (l)]2r(5) (p7 q,s, l7 _l)7

K

siendo | la variable muda de integracion, y ademasp + q + s = 0.

Llamando ! al impulso que resta integrar luego de utilizar las funciones delta, la ecua-
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3.1. ECUACIONES DEL NLO

cion de flujo de F,&g) (p, q, s; @) es (en un campo uniforme):

1 el .
TP (p,q,5) = _2/WR(l)[G(l)]QF:(f)(p,q,s,l,—l)

ddl ; 3 3 3
- / Ry [Guﬂz{Fﬁ Jta-a-t) G+ TS g+l p-t) Gli-ph TS (p1-pl)

(2m)?
3 3 3
D ts5-1) Cl1—p—-a) T2 (et slpla—t) G l—a) T (s p+1.g—1)

+T
3
+ T 410 Ciipr i) T s 1) Gts i) T o115 |

di
+ RGP Gt 2, 5,0 = DT (1_gl.q0)
(2m)

ddl - 2 4 3
+ / 7(27T)dR(1)[G(l)] Gl—p TS asi—p) T% (1=plp)

el .
/ R [G(z)]2G(u+s\)F§@4) (p,q,—l,l—&-s)rg)) (|t+sl,5,0)

En la figura[3.2) se representan los diagramas que corresponden a las diversas integra-
les de la ecuacion de flujo.

Para esta ecuacion, el orden dominante de la aproximacion BMW corresponde a susti-
tuir en las integrales (ec (2.66))

or
IO(p. g —s+1,-L¢) 20 (P, q,—8,0:6) = —5=(v.0.5:9) (33)
82P(3)
F’(f)(p’ q, —S, l7 _l; (b) = P/(iS)(p7 q,—S, 07 07 (b) = T;(z% q, s; (b) (34)

y las que se obtienen permutando p, ¢, y s. De este modo se obtiene una ecuacién
cerrada para 1‘,(5’) (p,q, s; ) (lo que significa que no depende de F,(f) ni F,(f’)). Desde
luego, es necesario resolver la ecuacién acoplada con (2.67), que depende ademas?]
de F,(f) (p, —p,q,—q; ¢). En este trabajo, como una primera aproximacion, la ecuacion
de F,(f)(p; ¢) se resuelve en el LO (ec. (2.70))

En los términos donde aparece r® (p,1,|—p — l|) y similares ocurre la misma dificultad
numérica encontrada en la ecuacion de l“,(f) (p): deberia conocerse la funcién de corre-

lacién simultdneamente para todos los valores posibles de impulso. Si consideramos

2 La ecuacion BMW para 'Y se deriva en el apéndice@
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Diagrama con vértice de cinco puntos:

p S
q

Diagramas con vértices de tres y cuatro puntos:

p p q
s a s
Diagramas con vértices de tres puntos:
S p p q q s
(3)

Fig. 3.2.-Diagramas de la ecuacion de flujo de T';;

en forma aproximada [ = 0 podemos hacer el reemplazo

o1y
D(s,—s =L 1:¢) 2 [0 (s,—8,0:0) = 5 5=(s,—5:9) (3.5)

lo que resulta en una simplificacién sustancial del problema numérico, y esta justi-
ficada por argumentos analogos a los discutidos para el caso de la funcién a dos
puntos (es decir, cuando [ es grande la contribucién a la integral esta suprimida por
R (1)).

78
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Introducimos las funciones

d
L= [ : jﬁidatmm(w? (3.6a)
d
Js(p, K3 p) = / (j&latRﬁ<z>[Gﬁ<z>FG<|p+ 1) (3.6b)
_ ddl 2
K(p,q.rip) = / e RGP+ 1)Gg + 1) (3.60)

Las funciones I.(p) y J3(p, k; p) son las mismas que aparecen en la ecuacion BMW
de 1“22) (p), y pueden calcularse analiticamente si se usan la aproximacion LPA’ y el
regulador de Litim. Para la funcién K (p, q, x; p) s6lo parte de la integracién se puede
hacer analiticamente. Estas funciones se estudian en el apéndice [F| Lo més relevante
sobre la funcion K es que se puede obtener una version semi-numérica que resulta
una buena aproximacion.

Mediante estas definiciones, la ecuacion BMW para FS’) (p,q, s) al orden dominante

es

OO0 = 520 g o1,

N a;g)( v [arg;(p) o) + arg;(q) () arg;(s) (s)

IO, q.9) [arg;(p) 6F§;(q) K(p-q)+ 8F(g2;(q) arg;(s)K(% ) (3.7)
arg;(s) arg;(p) K(s, _p)]

. ' 2 2 . . .
Al igual que en el caso de la ecuacién para r,& ), conviene realizar varias transforma-

ciones a esta ecuacioén de flujo. Hay varias observaciones que hay que tener presen-
tes:

= El sistema posee la simetria Zs (en el campo): es invariante ante ¢(x) — —¢(x).
Entonces es deseable (y deberia ser posible) escribir la ecuacion en términos de
p= %qbQ. Hay que tener precaucién, sin embargo, de que la funcién de correlacién
a tres puntos es una funcion suave de ¢, no de p (en potencias del campo, Fff’) ~
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¢3). Es inmediato concluir que en un campo externo nulo ¢ = 0, para todo « la

.z 3 . . .z ,
funcion Ffi ) es cero por la simetria. Se puede ver que la funcion que si depende

de p es la razén FS’)/QS, que puede tener un flujo no trivial cuando ¢ — 0.

De hecho
(3) (3)
r or
1/ - y Yy ) = a s Yy ) = F(4) P B ’0; 38
¢m%¢(pqssf>) 78¢(pqs¢)¢:0 ~(P,q,s ¢)¢:O (3.8)

donde usamos la relacién (2.65) en la ultima igualdad. Esta identidad permite

deducir propiedades de F,(f’) que son mas faciles de extraer a partir del vértice a

cuatro puntos (ver mas adelante).

» Para resolver el potencial utilizamos la aproximacion LPA’, que luego es usado

en los propagadores fo)

conviene formular la condicién (2.49) explicitamente

. Puesto que esta es una aproximacién independiente,

a7

y utilizar, como en el caso de la funcién a dos puntos, la funcién AF,(E) (p;p) =
T2 (p; p) — Ti(0; p) en lugar de T (p; p).

s Mas adelante se extraera la dependencia en las dimensiones fisicas de las va-
riables, para que (i) puedan tener lugar las leyes de escala y (ii) sea viable el
tratamiento numérico de las ecuaciones en las regiones de interés. Pero ocu-
rre que el tratamiento numérico de la terna adimensionada {p/k,q/k,s/k} es
sumamente complejo, en vista del calculo de las derivadas numéricas en la ver-
sidn discretizada del problema y la pérdida de precision (en el siguiente capitulo
veremos esto con mas detenimiento).

Tomar los impulsos en forma adimensionada es ineludible para poder obtener el
orden siguiente al dominante de F,(f) (p; p), pero dado que deseamos concentrar-
nos en la funcién FS’) (p, q, s; p) es factible realizar un adimensionamiento parcial,

en el que son solamente los impulsos los que conservan sus dimensiones.

3.1.2. Funcién AT (p,q,s)

La introduccion de la funcion AF,(f) (p; p) es clave para realizar manifiestamente la sus-

traccion de cantidades grandes cuya diferencia es muy pequefna. No podemos esperar
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3.1. ECUACIONES DEL NLO

que si realizamos la sustraccion numéricamente se alcance una precision adecuada, y
por ello hacer las cancelaciones explicitamente es preferible.

Para la funcién a tres puntos queremos en forma analoga definir una funcion AFS’) (p,q, s;p),

en términos de diferencias, que permita hacer las cancelaciones explicitamente. Una
definicion satisfactoria que preserva la simetria entre p, ¢, y s es

1602 1or? 1612 1672
(3) L) = 17(3) il _ Yk _ Yk —Yk
PAL (p,q,850) =T (P, ;55 ¢) > 96 () 5 90 (9) 5 90 (S)+-2 96 (0)
(3.9)

En esta definicion ya estamos tomando en cuenta la dependencia en el campo ¢ antes

. i 3 .z
mencionada, de manera poder escribir AF,E) como una funcién suave de p = %(152. De

hecho, (3.9) puede ponerse como

1 1or@ 16r@ 167? 167?

(3) LN = 1p3) oy 10" v 1ol 1okt v 100k
AFH@%%&p%—¢FR(nqﬁuw 5 ap(@ 5 ap(@ 5 ap($+é ap(@
(3.10)

lo que muestra esta propiedad explicitament. La definicion de AFE{Q’) (p,q, s; p) es si-

métrica respecto a permutaciones de p, g y s puesto que F,(f’) (p,q,s;p)loes.

Si consideramos 1“&3) (p, q, s; p) cuando g = —p (por lo que s=0) encontramos

or’) (p; o)

r'®(p, —p,0;¢) = (3.11)

o¢
donde usamos la relacion (2.65). Entonces AFEE) se anula si alguno de los impulsos
P, q 0 s esnulo (el caso s = p+ q = 0 significap = —g, 0seap = |p| = q)
AT (p,p,0) = AT (0,4,q) = 0 (3.12)

Esta propiedad importante supone una gran simplificacion para posteriormente llevar a
cabo la resolucién numérica.

8 Utilizando la relacion 8/0¢ = ¢0/0p
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La ecuacién de flujo de AF@ (p, q, s; p) puede derivarse en forma directa de la del flujo
de F,(.f’) (p, q, s; p) si tomamos en cuenta (3.71), tomando entonces la diferencia de las
ecuaciones de flujo

AT (p, q,5;p) = 0, [FS’) (P.q,5:9)— 3T (9,9, 05 p)— 30 P (g, 4,05 p)— 3T (s, 5,05 p)
(3.13)

Este proceso conduce finalmente a

0(AT (p,q,9)) =
—=I (38 AT®) (p,q, s) + 2p8§2 AT®)(p, q, 3))

l\?)—‘

1
+0,{ AT p.0.9) + 506[FP () + T ) + T2 ) - 120)] |

<[00 (1) Js(p) + 9,02 0) Jo() + 0,1 () I (5)]

— 30502 (p) 20,12 (p) Js(p) + 3,02 (0)J5(0)|
302,02 (q) 20,0 (g) J3(q) + 0,02 (0)J3(0) |
L0205 | 129,02 () J5(s) + 9, r2>(0)J3(0)}
+30202(0)] 9,00 }
—2p<{AT(§’)(p,q, s) + 21¢ 5[ (p) +TP(q) + TP(s) -T2 (0)] }

< {0, 1P 0,0 (@K (=p. ) + 0,72 (9,12 () K (~g.8) + 0,T 2 ()0,0 2 () K (~.p) |

1
— 50,02 ({20,012 (p)0,T 2 (0) K (0, p)

+
—
SV

)1
S
S
~—

[\

Jal
©
&

—

~ 502 @{20,72 (@0, PP 0K (0, 4) + (9,77 (@) K (~a.0)}
- %a,,ﬂ (5){20,02) (5)0,T P 0K (0, 5) + (0,77 (5)) K (5, 5)

g(a r®(o ))3K(0,0)>

(3.14)
(esta forma puede factorizarse de diferentes maneras). En la practica, para la imple-

mentacion numérica habra que expresar las derivadas respecto a ¢ en términos de
derivadas respecto a p, y usar r? (p) = F,(f)(()) + AFS)(p) para la funcién a dos
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puntos (esto es mostrado en el apéndice [D).

3.1.3. Adimensionamiento

Para extraer las dimensiones del campo usamos las cantidades definidas por

P (3.15a)

-2
I, = = i (3.15b)

J(p) (3.15¢)

K(p,q) =—"7—K(p,q) = K(p,q) (3.150)

Como referencia, la ecuacioén de flujo para AF,(.E’) que queda utilizando estas cantidades
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es

KAL) (p, q,8) = (d — 2+ 1) p0; AT (p, q, 5)
1.
- 51(36ﬁAFI(i3) (p7 q, 5) + QﬁagAFf(ﬁg) (pv q, 5))

1
Z, K2

+

{ [T 0.9 125000 009+ (020 2 BT (408 (- 05

2 2) 7 2 2) 7 2 2)
T (p, 4,5){ 0T (05T (o) K (. + 05T (o) 05T () K 0.5+ 05T o) 05T o) K 5.5 }

p 1@ o9 129 1@ 70 5 ON2
" (W) [8PF<p>{28PF<p>aPF<o>K (0,5) + (7)) K (-6,5) }

19,7199 1@ 9. 1 K (0, q) +
p p P

2
a (9)7P~ (0)

)
2 [05.7®@ 5172 (0. 5
5 {20,000 5 K (0, 5) +

o~~~ —~

+ 9,0

En esta extensa ecuacion vemos que la ecuacién de flujo de AP,&S) (p,q, s) puede es-
cribirse utilizando las cantidades discutidas hacia el final de la seccion r&2>(0) y
AFS) (p), y esta por lo tanto expresada de forma cerrada (asumiendo con que se cuen-
te con expresiones para las integrales I,.J(p) y K (p1, p2); véanse los comentarios luego

de (3.6) y el apéndice [F).

3.2. Truncacion de F,(;O’)

Para modelos mas complicados que la teoria ¢* es conveniente contar con versiones
mas simples de tratar de las ecuaciones del NPRG. Un método que se utiliza en ocasio-
nes es realizar una expansion de las funciones de correlacion en una serie de potencias
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del campo externo, sobre las ecuaciones aproximadas obtenidas de la DE [16]. El mé-
todo de truncacion consiste en considerar s6lo una cantidad finita de términos en el
desarrollo en potencias.

En Guerra, Mendez-Galain y Wschebor [21] se estudia el procedimiento correspondien-
te aplicado sobre las ecuaciones del esquema BMW para la funcién X(p). Se muestra
la convergencia de los célculos a medida que se aumenta el orden de potencias inclui-
das en las ecuaciones y los régimenes de criticalidad. Una observacién muy importante
es que se puede probar que truncar la expansion en potencias del campo externo es
equivalente a despreciar vértices de alto orden.

La ecuacion de flujo para la funcién a tres puntos (??) posee tres tipos de términos
(representados con los diagramas de la de la figura[3.2). En el desarrollo en potencias
de p de cada término de la ecuacion, observamos que el término de menor orden
proviene del que corresponde al diagrama (b), siendo ~ p°. El término correspondiente
al diagrama (a) es ~ p1/2 y el correspondiente al diagrama (c), ~ p. Cuando ¢ — 0,
es posible en una primer etapa trabajar con una ecuacién de flujo truncada donde sélo
intervienen esos términos, o sea

O (9,4, 8)p—0 = 05T (.4, 5) |0sT2 ()T () + 05T () I () + 05T (5)J (5)

(3.17)

con el resultado correspondiente para AF,@,

AT (.0,5),-0 = { 12 0) 450, (AT () + AT )+ AT (0)) + AT . 0.5) |

x {ap (T2(0)+ATP (9)) I (p)+8, (T2 (0)+ AT (@) ) T (a)+8, (TP (0)+AT D (5) ) J(s)]

— ;ap{r@(o) +Ar® (p)} (r<2> + AT (p ) )+ T2 (0).J(0)
- ;ap{rff)(m + AFEP(q)} 2 (r@) ) + AT®)( )J 0).J(0)
— ;ap{rf})(()) + Arﬁ?(s)} 2<r< )(0) + AT @ )J 0).J(0)

2
+;ap [rﬁ?(o)] J(0) (3.18)

Numéricamente estudiaremos primero la ecuacién truncada para compararla luego con
la ecuacion completa (en el capitulo siguiente). Esto ayuda a evaluar la calidad de los
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CAPITULO 3. FUNCION DE CORRELACION A TRES PUNTOS

célculos de las funciones de correlacion en los que se desprecia la contribucion de
vértices de ordenes altos.

3.3. Regimenes de la funcion a tres puntos

Teniendo presente (3.8), se puede relacionar la funcién a tres puntos — especificamente
F,(f)/gé — con la funcién a cuatro puntos cuando uno de sus impulsos externos es nulo
y ¢ — 0. Esto facilita tener ciertos puntos de referencia sobre la funcion a tres puntos
para poder cotejar los resultados de los célculos numéricos. Nos hemos limitado a la
vecindad de la teoria critica, que es donde suceden los fenédmenos no perturbativos
mas importantes. Se pueden obtener resultados analiticos con relativa sencillez en los
casos extremos

= Régimen Ultravioleta: para impulsos p,q,s suficientemente grandes deben ser
validos los resultados perturbativos, con los que las aproximaciones deben ser
compatibles (en la préactica este régimen se alcanza eligiendo una constante de
acoplamiento u suficientemente pequena en relacion a los impulsos).

m Régimen Infrarrojo: en el otro extremo deben aparecer la forma de escala de las
funciones de correlacion, es decir, deben seguir leyes de potencia relacionadas
con los exponentes criticos (en la practica este régimen se alcanza eligiendo una
constante de acoplamiento ug grande en relacion a los impulsos).

En el régimen UV la funcién a cuatro puntos puede hallarse con (por ejemplo) un
célculo a 1 loop. A modo de ejemplo, consideremos una configuraciéon simétrica con
p = q = s (los vectores forman un triangulo equilatero). Si p > u (régimen UV) encon-
tramos:

)

:F(4) ) 7350;
p x (P q </>)‘¢

o
(p,q,59) 0 —0p=g=s

(3.19)

3 di]
g — a2 / _EDWED (|p 1)) + O(ud)
2" J (on)

donde ug es la constante de acoplamiento de la teoria microscépica (ec. (1.27)).
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P1 P2 P1 P2 P1 P2
b b2 D1 y2)
= + ><>< + +
D3 ps P3 P4 D3 D4
D3 P4 P3 D4

Fig. 3.3.-Desarrollo perturbativo de la funcion a cuatro puntos de la teoria ¢*.
En el régimen perturbativo se efectua una expansion en potencias de la constante de
acoplamiento del término ~ *. La potencia de la constante en el desarrollo determina
el nimero de vértices (de cuatro patas) en los diagramas y el numero de circuitos
internos (loops). El primer diagrama corresponde al primer término del desarrollo, a 0
loops. Los otros tres dan la contribucion siguiente, a 1 loop, y asi sucesivamente. Si la
serie se trunca con los diagramas mostrados, se dice que la expresién es correcta a un
loop.

En el régimen perturbativo para masa nula, cuando x — 0 el propagador G,(f) (q) tiene
la forma simple

1

G2(a) = GP() = (3.20)
lo cual, sustituido en la ecuacion previa lleva a
r 3., [ dl 1 1
o T2 ) mlE(p+1)?
(3.21)

3 1 sen 6
— dl do
v = 2( uo/ / 12 + p? + 2pl cos 6

donde se usaron coordenadas polares para representar I, siendo 8 el angulo entre p
y Lyl = |l|. La integral doble puede entonces efectuarse analiticamente con relativa
facilidad usando las variables v = cos 6 y x = p/I. El resultado final es, valido a 1 loop,

r? 3u3 1
;(pzqzs)zuo—%“; p>uk—0 (3.22)
0, con el mismo razonamiento para impulsos p,q y s genéricos
r¥ 271 1 1
L (p,q,8) = ug — Yo (2 i Régimen UV: p, ¢, s > ug,k — 0| (3.23)
¢ 16 \p q s
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Pasemos ahora al el régimen infrarrojo, donde p, q, s < ug. En la criticalidad, cuando
k — 0, el sistema posee invariancia de escala. Esto significa que el sistema es invarian-
te bajo la transformacién de dilataciénden pardmetro A (arbitrario)

z—x =x/\

(3.24)
p—p =Xp
Bajo esta transformacién, la accion es invariante,
I -I"=T,
= ¢ =\, (3.25)
p—p =A%,

siendo A = (d—2+n)/2 ladimensionalidad del campo . A partir de esta invariancia se
puede derivar una ley de potencia para las funciones de correlacion. Recordemos que
las funciones de correlacién se definen a partir de los valores esperados de productos
de los campos, de manera que deben transformarse de la misma manera que tales
productos,

T (21, wn) ~ (o) .. olan)) — T (20 2l) = APAT ™ (2, @)

La propiedad de invariancia de escala implica una ley de potencia (y viceversa). Si
f(z/X) = A= f(x) entonces se debe cumplir la ley de potencia f(x) = Cz®, con C
una constantef|

Se puede probar directamente que si F'(p) representa la transformada de Fourier de
f(x), entonces, aunque con otro exponente, F'(p) también posee invariancia de es-
cala. Por lo tanto F'(p) también cumple una ley de potencia, que esta dada en una
dimensién por F(p) = Kp“~! (siendo K una constante). Generalizando a un espa-
cio d-dimensional, la ley de potencia resulta F(p) = Kp“~, si la funcién es ademés
invariante por rotaciones.

Consideremos ahora el caso concreto de la funcién %F(?’). Se transforma bajo dilata-
ciones de la misma manera que I'), de manera que se aplica el resultado (3.26) con
n = 4. En el espacio de impulsos, tomando el caso especial p = ¢ = s, se deduce de

4 Basta tomar A = z para probarlo. Desde luego consideramos « # 0; en caso contrario nos topariamos
con una ley logaritmica.
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3.3. REGIMENES DE LA FUNCION A TRES PUNTOS

lo anterior que la funcién de correlacién cumple la ley de potencia

K

1
gp(3) (p,p,p) = Cp*~ 272 Régimen IR: p < u,x — 0 (3.27)

(siendo C' constante) en el punto critico. Cabe destacar que la condiciéon de validez
x — 0 implica k < p en este caso.

Para comprobar si esta relacion se recupera luego de las aproximaciones efectuadas,
. p o . . 3

cotejamos los calculos numéricos estudiando la dependencia de F,g)(p,q, s) en los

impulsos p, ¢ y s cuando nos aproximamos a x = 0. Esto permite, de hecho, determinar

el valor del exponente 7.

En el siguiente capitulo analizaremos los resultados.
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4. Solucion Numeérica

4.1. Resumen del problema

En los capitulos previos se establecieron cuales son las ecuaciones diferenciales que
hay que resolver para encontrar las funciones de correlaciéon. Para el nivel de aproxima-
cién discutido, debemos resolver simultaneamente el sistema dado por las ecuaciones

para el potencial (2.61), para F,(f) (2.70) y 1“,(5’) (3.14). Para las ultimas dos hay que
resolver, de hecho, el flujo de AT (2.76) y AT® (3.14).

Necesitamos integrar estas ecuaciones diferenciales desde el punto inicial x = A hasta
x = 0, o de manera equivalente, con ¢ = log x/A recorriendo desde 0 hasta —oc. Las
condiciones iniciales para las funciones son, con k = A,

U,
Valp) =rop + 5’

Xﬁ(ﬁ) =1
N =0
AT (p; p) =0

;Fff) (psq,s;p) = uo

AT®(p,q,5;p) =0

La penultima relacion es el resultado a cero-loop para la funcién a cuatro puntos, apli-
cando la ecuacién (3.8). La dltima relacién se desprende de las definiciones
y y las condiciones iniciales previas. Nbétese que las constantes de acopla-
miento r y u son adimensionadas (ver (2.63)); especificamente, r = A %rg y u =
K A%y, siendo g y ug las constantes de acoplamiento de la teoria ¢* original (ecua-
cion (2.1)).
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La informacién fisica aparece no sélo en los valores adoptados al final del flujo, sino que
también de la dependencia con « se pueden extraer varios resultados.

Introducimos el simbolo 3 = F,(?)/d), ya que este cociente es, en Ultima instancia, la
cantidad que tiene un valor no nulo (tanto en la fase simétrica como en la fase rota) y
depende de p (y no separadamente de ¢; ver seccién|3.1.1).

4.1.1. Como acercarnos al punto fijo

Para poder acceder numéricamente a distintos regimenes de las funciones de correla-
cion es importante poder elegir varios valores de la constante de acoplamiento ug y de
los impulsos p, g y s = |p + q|, debido a que necesitamos varios 6rdenes de magnitud
de diferencia entre ambos (para el régimen UV, ug < p, ¢, s, mientras que para el régi-
men IR ug > p, q, s). Junto con k, cada una de estas cantidades determina una escala
en el problema que estamos tratando, y se pueden deducir propiedades del compor-
tamiento de las ecuaciones de flujo de acuerdo a si k& > ug 0 k < ug, Si k > p,q, s
0 k < p,q, s, etc. (ver mas adelante, seccion [4.3). Por lo general, para un valor de
dado, la precision del calculos numérico limita cuan separados se pueden considerar
los impulsos.

El espacio de parametros del sistema ferromagnético posee una (hiper)superficie critica
con un parametro relevante (ver fig. [1.9] si consideramos un campo externo no nulo
hay un parametro relevante adicional). Para cada valor de u, se debe hallar el valor r¢
de la constante r que hace que el sistema se encuentre en la superficie critica. Mas
precisamente lo que se halla es un intervalo (7in, "maz) @l que r¢ pertenece, de la
menor longitud que el calculo numérico permita. Tipicamente, el ancho del intervalo es
del orden de una parte en 10'° del valor de 7.

Dado r, para decidir si nos encontramos por encima o por debajo de la superficie critica
lo més simple es examinar el flujo de la derivada aﬁfff) evaluadaen p =0y p = 0.
Si el sistema se encuentra en la fase simétrica, la funcién crecera eventualmente hacia
valores cada vez mayores, divergiendo exponencialmente como funcién de ¢ una vez
que adopta un valor positivo (esto puede verse inspeccionando la ecuacién para /i2,

(2.61), teniendo presente que ¢t = log x es negativo).

Por otro lado, si el sistema se encuentra en la fase rota, la funcién toma valores cada
vez mas negativos. Al aproximarnos a ji> = —1 el célculo del flujo ’explota’ porque
arribamos a un polo de la(s) ecuacion(es) (ec. (2.61), etc.). En realidad esto es un
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fase simétrica
t (alta temperatura)

0 — punto inicial $ 3
-
] &
-0.1
Valor de p
@ —
-0.24
N J
Q
¢}
= -0.3 i
oy !
0.4 ; :; ;
-0.5— Pt N
fase rota
7 (baja temperatura)
\ \ \

-20 -15 -10 -5 0

Fig. 4.1.-Ejemplo de busqueda de la condicién inicial de criticalidad.

En esta figura se representa el flujo de la derivada del potencial en campo nulo, a medi-
da que se va estrechando el intervalo (rmmn, 'max). Todas las curvas correspondientes a
un mismo valor de ug que parten de un valor de rq > rc, representan al sistema en la
fase de alta temperatura y el sistema eventualmente se aparta de la superficie critica,
atraido por el punto fijo de alta temperatura. De modo semejante, las curvas que parten
de un valor de vy < r¢ desembocan en el punto fijo de baja temperatura. A medida
que ry se acerca a r¢ el plateau se hace cada vez mayor (la funcién permanece casi
constante durante grandes tramos durante el flujo); de este modo las curvas sucesivas
van apareciendo de derecha a izquierda, conforme disminuye el intervalo (1 min, 7'méx)
por biparticion. La precision finita que implican los calculos numéricos impiden que se
alcance la condicion exacta de criticalidad, pero esto no representa un obstaculo en la
medida en que el plateau sea suficientemente extenso.

artefacto numérico: un denominador muy pequeno da lugar a términos muy grandes,

cuya diferencia luego genera inestabilidades.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede automatizar la busqueda de 7, Y Tmae defi-

niendo un intervalo de valores permitidos para /1> (en la practica se us6 un intervalo en-
tre rn = —0,5 Y mmae = 0 que da buenos resultados). Si r esta suficientemente proéxi-

mo a r¢ la evolucion de fi? serd esencialmente monétona, por lo que el punto de escape
del intervalo indica si el sistema esta en la fase rota o simétrica.
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4.1.2. Ajuste multiple

La condicion inicial » = r¢ no puede en general lograrse con precisién indefinida, y por
ello en algiin momento el sistema comienza a separarse de la superficie critica hacia
la fase simétrica o a la fase rota. Para poder extraer informacién acerca del comporta-
miento critico es necesario que el flujo se aproxime lo mas posible al punto fijo, 0 en
forma equivalente, que el sistema permanezca suficientemente estacionario durante
un amplio intervalo de valores de t. Lo deseable entonces es tener un plateau donde
las funciones de correlacion varien en forma despreciable durante un rango de valores
de t lo mas amplio posible.

En la practica, el tamafo asequible del plateau depende del valor de u utilizado. Al
estudiar el régimen IR se puede alcanzar una duracion de alrededor de diez unidades
de t (esto es, con k recorriendo varios 6rdenes de magnitud). Esto puede ser suficiente
para estudiar ciertas dependencias de las funciones de correlacion en los impulsos.
Para el régimen UV, en cambio, lo habitual es que el plateau es apenas perceptible si
aplicamos la estrategia mencionada, de manera que para acercarnos lo suficiente al
punto fijo hay que implementar un paso adicional.

La solucién es considerar algin momento ¢ = t¢; del flujo en el cual el sistema adn
permanece cerca de la superficie critica, pero ya ha tenido oportunidad de evolucionar
a partir de la condicién inicialent = 0 . En el espacio de parametros del sistema el
potencial tiene la forma general

V(p, k) = r(k)p+u(r)p® +v1(k)p® + va(r)p* + ... (4.2)

Inicialmente elegimos como Unicas constantes de acoplamiento no nulas ry u (v1(A) =
v2(A) = ... = 0) de acuerdo con (4.1). Que el sistema no se halle perfectamente sobre
la superficie critica es debido a la limitacién en la precision al dar la condicién inicial
ent = 0. Ent = t; podemos mover el sistema para corregir la separacion de la
superficie critica, ajustando el valor de la derivada del potencial evaluada en p = 0,

oV (p, k)

o =7 (4.3)

t=t1,0=0

(1)

min

(1)

. . 1
La estrategia es entonces encontrar un nuevo intervalo (r, > . rmae) al que pertenezca

'El valor exacto de t; puede elegirse en forma bastante arbitraria siempre que el sistema no se haya
apartado sensiblemente del plateau. Para la casi totalidad de los valores de w trabajados, t1 = —10
(k/A = e™'°) da buenos resultados.
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el valor de r; necesario para conducir el sistema hacia la superficie critica en t = 1,
de la misma manera en que se encontr6 el valor en t = 0. En el potencial y en las
funciones de correlacién el efecto del corrimiento de r es a lo sumo “corregir” su va-
lor afadiendo la diferencia entre el valor de r; hallado y su valor previo. De hecho,
a las funciones diferencia AP,(.f) y AF,(E) no es necesario corregirlas (ver y

(3.9))-

Gracias al ajuste doble, el sistema logra aproximarse suficiente al punto critico como
para poder estudiar las dependencias deseadas. El plateau logrado de esta manera
puede extenderse entre diez y quince unidades de ¢ H

4.2. Estrategia de resolucién

Para resolver las ecuaciones de flujo mencionadas en la seccion [4.1] utilizamos un
algoritmo sencillo, que consta de unas pocas etapas. Primero, como datos de comienzo
del programa se le indica el valor de las constantes de acoplamiento r y u y los impulsos

D, qYys.

El programa puede hacerse cargo del ajuste de r, pero es mas rapido indicar el valor
correcto de r desde el comienzo. Esto se debe a que no implementamos el feedba-
ck del NLO sobre las ecuaciones de la funciéon a dos puntos, de manera que ésta
puede resolverse independientemente (en un futuro se llevaria a cabo la solucion si-
multanea de todas las ecuaciones); el programa corre primero sin calcular AFS’) para
ajustar r. En el caso del ajuste doble se indica el intervalo [rmin, "maez) €Nt = 0y

t=1;.

Se establecen las condiciones iniciales en ¢ = 0 de acuerdo con y las derivadas
8,€Af,(€2), &@AFS’), etc. se calculan numéricamente para cada valor de ¢ desde 0 hasta
un valor final tz en el cual el sistema se halla suficientemente préximo al punto fijo.
A partir de las derivadas, se procede a una integracion de euleriana (que es la mas
simple posible). En las secciones a continuacion se discuten algunas consideraciones
importantes de esta técnica.

2Este proceso puede reiterarse varias veces, si bien la precisién no aumenta significativamente
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4.2.1. Discretizacion

Para resolver las ecuaciones numéricamente es necesario trabajar con versiones dis-
cretizadas de las variables. La eleccién de un esquema de discretizacion debe res-
ponder a la precisién necesaria para extraer informacion fisica, a lograr un tiempo de
calculo razonable y a que el calculo no se torne inestable.

El potencial 5 varia en un intervalo [0, pasax| tomando valores discretos separados
por dp. Para elegir parax se debe tomar en cuenta que el minimo del potencial py (k)
quede comprendido dentro del intervalo. Un valor razonable para el intervalo es entre
pmax = DY puax = 10. Si se utilizan valores mayores el célculo es mas extenso,
pero los resultados referidos a la regién p < 5 son insensibles a lo que pasa para p
mayores. La separacién entre los puntos es tipicamente dp = 0,1 o dp = 0,05, de
manera de que hay del orden de 100 puntos en la variable p.

Aunque los valores de dp parecen algo “gruesos”, sabemos que la dependencia de las
funciones en el campo externo es bastante suave, de forma que las derivadas numéri-
cas se pueden determinar con buena precision. Ademas verificamos numéricamente
que los resultados son estables cuando reducimos el paso. El motivo principal pa-
ra no usar valores mucho menores de dp es la aparicién de derivadas de parciales
de segundo orden en esta variable, junto con derivadas de primer orden de la varia-
ble ¢ en el sistema de ecuaciones. Para poder tener una integracion numérica esta-
ble en estas condiciones, el paso de discretizacién dt de la variable ¢t debe cumplir
[34]

dt < cte. x dp? (4.4)

Este resultado se derivada en el caso de ecuaciones diferenciales lineales. Para el
caso presente se verifica que la relacién es aplicable, pero con un prefactor bastante
pequefio. En la practica, para la eleccién dp = 0,1 por ejemplo, hay que utilizar un
valor para dt al menos tan pequefio como 10~*. Es preferible tomar un valor aiin menor
de dt para no estar en el borde de la region de estabilidad, asi que en efecto, para
el caso djp = 0,1, usamos dt = 107°. La variable ¢ recorre desde 0 hasta tzry, con
trin = —20.

Consideraciones anéalogas se aplican a la discretizacion de los impulsos adimensiona-
dos p = p/k, que se requiere para resolver completamente el NLO. Como se explico
previamente, si nos concentramos solamente en la funcién a tres puntos, optamos por
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trabajar con los impulsos con dimensiones, p, g y s. El comportamiento mas interesante
de FS’) (p,q, s) ocurre si son de tamafo comparable (mas adelante prestaremos bas-
tante atencién a la configuracion simétrica p = ¢ = s en que los vectores forman un
triangulo equilatero). En general, dadas las relaciones ¢ = A\ip y s = A\ap, se puede
determinar el angulo entre p y ¢ utilizando

52—p2—q2:/\§—1—/\%

s> =(p+q)? =p*>+¢* +2pgcosf = cosh = 290 o

(4.5)

El angulo entre p y g aparece posteriormente en la funcion f((ﬁ, q).

4.2.2. Derivacion Numérica

Las expresiones para el calculo numérico de las derivadas nimericas se dan en el
apéndice |Gl

Se calcularon derivadas centradas [34] con respecto a p (y eventualmente con respecto
ap)para 85A1“,(3), 8ﬁAF£3), etc, excepto en los bordes en que se usaron derivadas late-
rales. La cantidad de puntos utilizados finalmente fue cinco, si bien se logran resultados
razonables adn con tres puntos.

En el caso de utilizar las variables adimensionadas p, ¢ y S, las ecuaciones de flujo
de las funciones de correlacion presentan términos con derivadas parciales respecto a

8 ]. ~8 ~8 Na aﬁ 8 . o
=1 9: = \Pas T8 7553 Ly 2 r® .
D0 [8& K (paﬁ—i-qad—i-sag) + <8H)p8ﬁ] (D, 4, 8;p)

estas:

9 .
9 1@ (5.6 55
R (P,4,5:p)

(de forma analoga a la ecuacion (2.77)).

Pero al calcular F,(f’) (p, q, 8), sus valores no son independientes, si no que deben satis-
facer la conservacion del momento total p + g + s = 0 (por la invarianza traslacional
del sistema). Esto dificulta emplear las relaciones anteriores para las derivadas, parti-
cularmente en los extremos del intervalo donde es preciso conocer la funcién evallada
en, por ejemplo, las ternas {po, 4o, S0}, {P1,q1,51} Y {P2, G2, 52}, con p1 = po + dp,
po = Po + 2dp y el resto de las variables determinada de acuerdo a la ecuacion de
conservacion del momento; las derivadas buscadas provienen de la interpolaciéon de
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F,(f') (p, 4, 5) entre las ternas mencionadas. En contraste, variables como g y ¢ son total-
mente independientes. Como punto a favor, las expresiones para las derivadas numé-
ricas de la funcion a tres puntos reciben una enorme simplificacion al utilizar la simetria
ante la permutaciéon de impulsos, F,f’) (p,q,8) = 1“,({3)(6, 5,p) = F,(.i3)(§,15, q) = ... (esto

es aplicable también a AFS’) (p, 4, §), de acuerdo con (3.9)).

Por el momento se resolvid no utilizar los impulsos adimensionados, simplificando sus-
tancialmente el programa. Esto es posible debido a que a este nivel no hay retroali-
mentacion de la ecuacién de la funcion a tres puntos sobre la a dos. Para la solucion
completa del NLO, seria necesario determinar las funciones de correlacién sobre una
region de impulsos adimensionados.

4.2.3. Integracion Numérica

La relacion que usamos para integrar el flujo entre el punto ¢ = ¢, y el punto ¢t =
tn, +dt = t,+1 €S simplemente una integracion de Euler dada por

af(t:...)

f(tn+1;'-‘):f(tn;-~')+dt ot

(4.7)

t=tn

usando las ecuaciones (2.61), (2.70) y (3.14) para determinar 9f/dt. A pesar de su
simplicidad (en comparacién, por ejemplo, con el método de Runge-Kutta de paso

adaptativo) la precisién que puede alcanzarse con esta técnica es completamente sa-
tisfactoria, gracias a que las funciones adimensionadas varian suavemente en términos
det.

Al reducir el paso dt, la calidad de esta relacion mejora; también aumenta el nimero de
pasos necesario para el calculo, como ocurriria usando métodos de integracidon mas
complejos, asi que la razén para usar la integracién de Euler es la sencillez de su
implementacion?]

4.3. Resultados y analisis

A continuacién se presentan los resultados mas relevantes de los célculos. Hay dos
categorias de resultados:

3 Desde luego, el orden, en potencias de dt, de los diferentes esquemas es diferente, pero nos interesa
la precision que efectivamente se logra.
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» | a primera esté formada por los resultados que estan orientados a la verificacién
del método y comprobar su validez. Lo que se hace es cotejar los datos obte-
nidos con resultados conocidos por otros medios. Se estudié la estructura de la
ecuacion de fllujo (truncacion, relevancia de los términos), se cotejé la relacién
entre las funciones de dos y tres puntos, y se comprobd que se recuperan los
resultados de la teoria perturbativa en el régimen donde es aplicable.

» |a otra categoria la forman aquellos resultados que, por ser originales, no tene-
mos informacion con la cual contrastar. Se estudié la incidencia del &ngulo entre
los impulsos sobre el flujo de la funcién a tres puntos. Ademas se extrajo el expo-
nente critico n a partir de F,(f’), cuyo valor esta dentro de las barras de error de los
valores aceptados con métodos de calidad equivalente (expansion en derivadas
en el orden dominante y LO del método BMW utilizando LPA’).

El algoritmo descrito en la seccion anterior se implementé en FORTRAN77 y fue ejecu-
tado para varias configuraciones de los parametros del sistema. Como punto de partida
consideramos un sistema que ya se encuentra renormalizado en el ultravioleta a la es-
cala A. En adelante, todas las cantidades dimensionadas (constante de acoplamiento,
impulsos, etc.) seran medidas en unidades deE]A (es decir, A = 1 en estas unidades).
El sistema posee solo una escala caracteristica dada por el valor de la constante de
acoplamiento ug. En estas unidades, © = Kjug, siendo K, la constante de integracion
angular.

Los regimenes ultravioleta o infrarrojo se caracterizan respectivamente por impulsos
mucho mayores o mucho menores que ug. Para poder alcanzar estos regimenes nu-
méricamente la constante de acoplamiento v fue variada en el intervalo entre 1076 y
102 (no es posible estudiar todos los regimenes simultaneamente porque se pierde
la estabilidad del programa). Para un valor dado de u, habiendo ajustado el valor de
r, los impulsos p, q y s se toman en un intervalo de acuerdo al régimen buscado. Se
consideraron diferentes posibilidades: mantener los médulo de p y q fijos mientras el
angulo entre ellos varia, o0 mantener el angulo fijo mientras se varia el médulo de uno
de ellos, etc. Recordemos que s = —p — g queda determinado por p, ¢ y el angulo
entre estos (4.5). En la tabla[4.1] se muestran algunas de las configuraciones utilizadas
mas adelante.

En general el valor de u y el de los impulsos gobiernan el flujo de la funcién de correla-
cion. Una vez que « se hace mucho menor que todos ellos el flujo se frena. También el
flujo es lento al comienzo, mientras x es mucho mayor que u y los impulsos. Entonces

“De forma equivalente, se pueden considerar las cantidades en relacién a A. Por ejemplo escribiendo
las ecuaciones para p/A en lugar de p, para uo/A*~¢ en lugar de uo, etc.
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Configuraciones A A9 angulo 6
Simétricap=q=s 1.000 1.000 120°
Antiparalela, g = —p 1.000 0.000 180°

Particular, no simétrica 0.500 0.620 150°
g pequefo, angulo agudo 0.100 1.054 60°
q pequeno, angulo recto  0.100 1.100 90°

Tabla 4.1.-Varias configuraciones de impulsos utilizados, con sus proporciones y
angulos

las variaciones importantes sélo ocurren dentro del intervalo definido por estos, lo cual
se comprueba en todas las graficas que muestran el flujo de las funciones F,(QS)/qﬁ 0

AF(;’) (se puede verificar por ejemplo en las figuras y .

Es importante aclarar que, en el caso del régimen UV, fue suficiente estudiar directa-
mente la ecuacion de F,(.f)/¢, mientras que para el régimen IR fue necesario utilizar la
funcion ATY) y reconstruir ¥ a partir de ésta, mediante la relacion (3.9). Si bien la
ultima estrategia se puede utilizar en el caso UV, la diferencia lograda es pequefa en
comparacion con la primera, y en algunos casos incluso resulta menos estable a medi-
da que nos acercamos al final del flujo. Ambas estrategias fueron puestas en practica
para una gran diversidad de configuraciones en el UV; a partir de los resultados obte-

nidos se deprende lo anterior.

Todos los célculos se efectuaron en dimension d = 3. El programa puede ser adap-
tado para usar una dimension d arbitraria sacrificando, no obstante, las expresiones
analiticas de la integral J(p).

4.3.1. Truncacion de la ecuacion de flujo

En una primer fase del desarrollo de los programas se estudio la version truncada de
la ecuacién de flujo para la funcién de correlacién, de acuerdo con lo explicado en la
seccion En este caso no aparecen los términos que corresponden a las integrales
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Iy K,y la ecuacién estudiada resulta la (3.18),

1
AT (.0,5),-0 = { 1 20)+ 50, (AT () + AT )+ AT (0)) + AT . 0.5) |

x [ap (P2 (0)+Ar2 (p)) I (p)+9, (12 (0)+ AT <q>)J<q>+ap (r§><o>+Ar9><s>)J<s>]

- 50T 0+ arP6 } [2(020) + AL (1)) I + T0)0)
_ ;ap{rﬁm) + Arg)(q)} B (r@) + AT )J 0)700)]
- ;ap{r,?(o) + Arﬁ?(s)} B <r< )(0) + AT )J J(O)_

2
+;a,, [r@(o)] J(0) (4.8)

Se espera que esta versién truncada del flujo dé buenos resultados para p — 0, y
todas las cantidades fisicas pueden en principio encontrarse en esta version de manera
aproximada. Mas adelante fue posible hacer una comparacién con la versién completa
de la ecuacién de flujo. La comparacion se muestra para los régimenes IR y UV en las
figuras y respectivamente, utilizando una configuracién simétrica de impulsos
apropiada a cada caso.

En el caso IR (u = 1072), para p = 0 los resultados con y sin truncacion préactica-
mente se superponen. Al considerar p mayores aparecen diferencias apreciables entre
ambos métodos, como era de esperarse (en la figura se observan los resultados para
p = 10, el mayor valor considerado en el programa a los efectos de esta compara-
cién.

En cuanto al régimen UV (u = 107) la versién truncada funciona razonablemente bien
al comienzo del flujo pero se separa luego cuando x ~ wug. La solucién proveniente
de la ecuacion completa también se desestabiliza (aunque en menor grado) si no se
utiliza el método de doble ajuste. Mientras que la solucién truncada muestra una depen-
dedencia importante en p, la solucién completa en el régimen UV resulta practicamente
independiente de este. Tal independencia esté de acuerdo con lo visto en la seccion
para el régimen perturbativo. Veremos en la seccion que este régimen es
correctamente recuperado por el programa.

Todas estas curvas fueron determindas a partir de la ecuacién de flujo para AFS’).

Cuando se calcula directamente F,(f’) a partir de su ecuacion de flujo (sin usar AF,({B)

. . ., . .. 3
como intermediaria), la version truncada da un flujo trivial con I“,g) = const. en el
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Régimen IR; u=1'€); p=q=s:=106
comparacion Truncada vs Completa
T I T I T I T N

0.06

X—X ec. truncadap=0
@-- {0 ec. completap=0
XX ec. truncadap=10 X/
A--A ec. completap=10 A/
R

0.05

0.04

0.03

Y (utiIizandoA(S))

0.02

0.01

220 - 15 ‘10 5 0
¢

Fig. 4.2.-Comparacion de la funcion a tres puntos en el régimen infrarrojo.
En la configuracion simétrica, se comparan el resultado de usar la ecuacion truncada
(se desprecian los términos con I y con K) con la ecuacion completa.

réegimen UV; la version no truncada también da el comportamiento correcto en este
caso.

4.3.2. Comparacion entre e y la derivada de r

La informacién mas novedosa respecto a la funcion a tres puntos proviene de con-
figuraciones de impulso tales que p, ¢ y s no son demasiado disimiles. Cuando uno
de ellos es mucho menor que los otros, entonces forzosamente se trata de una con-
figuracién antiparalela. Por ejemplo, si s = |—p — q| ~ 0 entonces debe cumplirse
q ~ —p, y reciprocamente (andlogo si p ~ 0 0 ¢ = 0; los impulsos son tratados de
manera simétrica). En una configuracién antiparalela se cumple, de acuedo con (2.65)

o) _ . I p.p,0)
dp $—0 ¢
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Régimen UV, u:1'6; pzqzsleJ3

comparacion truncada vs completa

9X:|_O_5 T T T T T T T
| %—X ec. truncadap = 0 1
~+-+ ec. truncadap (adim.)=10
5 A-A ec. completa (independiente g

8x10° [~
g L
c
®
2]
=]
g 7x10°[~
<
>
S
[ -
N2
N

6x10°

5)(]_0—5 1 |+ 1 | 1 | 1

-20 -15 -10 5 0

Fig. 4.3.-Comparacion de la funcion a tres puntos en el régimen ultravioleta.
En la configuracion simétrica, se comparan el resultado de usar la ecuacion truncada
(se descartan los términos con I y con K ) con la ecuacion completa. Para construir
esta ultima se utilizo el método de doble ajuste.

(usando p = %qﬁQ). A efectos de verificacion del programa de calculo, esta relacion
puede comprobarse numéricamente, calculando independientemente el lado izquierdo
y el lado derecho.

Esta ultima ecuacion es en cierto modo lo que conduce a la utilizacién de la funcion
AFS’). Primero, la parte mas importande del flujo de F,(.f) (p,q,s) queda determina-
do por los términos de la funcién a dos puntos asociados a las derivadas apl“,(f) (p),
8,)1“,(3) (Q)y 6,)1“,(3) (s). La contribucion proveniente de términos “genuinos” de la funcién
a tres puntos es pequefia en comparaciéon. Extraer y examinar esta contribuciérE] es
un camino numéricamente desfavorable, dado que implica la sustraccién de nimeros
cuya diferencia es muy pequefa. Al utilizar AF,(S’) en lugar de 1‘,&3), la sustraccién ya
se ha efectuado desde un principio, analiticamente, de modo que se evita el problema

numeérico.

Segundo, complementando lo anterior, la identidad anterior es exacta y constituye un
punto de anclaje para el flujo de las funciones de correlacion. Pero resolviendo indepen-

50 sea hallar AT (p, ¢, s) viaT'®) (p, ¢, s) y las derivadas de I'?.
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dientemente las ecuaciones de F,(f) y F,(f’) esta identidad solo se satisface de manera

aproximada. La causa es que esta en juego la aproximacion BMW, que si se aplica en
forma directa, no la toma en consideracion. La solucion, claramente, esta en la introduc-
cién de la funcién AF,(QS), gracias a lo cual, esta identidad esta impuesta implicitamente

a lo largo de todo el flujo.

Para ciertas elecciones de impulsos y constante de acoplamiento, el programa que re-

suelve directamente la ecuacion de flujo de F,(f) es suficientemente estable de todos

modos, y no hace falta en ese caso recurrir al programa que si utiliza AF,(S’). Este es
el caso del régimen UV, donde de hecho, el programa de AP,(S’) puede llegar a resultar
mas inestable. Este régimen constituye el terreno conocido de la teoria de perturba-
ciones. Esto resulta Gtil en cuanto que permite verificar en parte que los céalculos son
correctos (como vamos a ver a continuacion), pero el interés principal de este trabajo
esta en el régimen opuesto, el régimen IR, que queda fuera del alcance de los métodos

perturbativos. Es alli donde uso de AF,(;D’) es crucial.

Régimen UV; u=10, p=1O'3

Configuracion antiparalela.

5x10° [~ .
o] ~_
. ; X—x Y4(p.p,0),p=0
! ,p,0),p=10
4x10° - e vs(rz; P -
O=0ar“/1op(p),p=0
+-=+ ar®ap(p), p=10
> 3x10° [~ =
2x10° [~ =
1x10° =
1 I 1 I 1 I 1
%0 15 -10 5 0

t

Fig. 4.4.-Comparacion entre 8PI‘,(3) (p)y F,(f) (p,q = —p,0).
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4.3.3. Régimen UV y resultados perturbativos

La region ultravioleta para los impulsos se caracteriza por impulsos muy grandes, tales
que, por ejemplo, p > ug. En esas condiciones la constante de acoplamiento es com-
parativamente muy pequefia, y por lo tanto son aplicables los resultados perturbativos.
La condicién de validez es, justamente, que la intensidad de las interacciones sea pe-
quena, y esta viene dada por el valor de ug (en la proximidad de un punto critico solo
hay dos escalas fisicas para el sistema: la escala de los impulsos y la escala de las
interacciones).

Entonces, si tomamos impulsos mucho mayores que u, esperamos que se cumpla la
relacién perturbativa (3.23) a un loop:
T R <1 11

++> p7Q78>>u07’i_>0
p q S

El programa se corrié en la configuracién simétrica para varios valores de p > wug. En
la figurase representan los valores de 1“,({3) (p,p,p)/penk —0parap=0yp=>5
(la dependencia en p es muy débil en el UV), en funcién de p.

u=10° [programa dé (3>]

ajuste de/,=A - B A2/p2

5.9%10°

5.90:10° [~

Y, (impulsos simétricos) caa - 0
T

XX Y3
3£ ajuste]
5.88<10° [ -
5.86x10° [ -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.0¢

p

Fig. 4.5.-Régimen perturbativo para la funcién a tres puntos.
Los datos se ajustan satisfactoriamente al calculo perturbativo en el régimen ultravioleta
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Los valores se ajustaron por regresién a la forma (3.23) con p = ¢ = s. Usando los
parametros Ay B para escribir

3) 2
T A
5 =13=A-B5 (4.10)

se encuentra

A =5,9217 x 1075, (4.11)
B =0,1818. (4.12)

Los valores tedricos correspondientes para ellos son, respectivamente,

A =ug = 67%u = 5,9218 x 107°, (4.13)
B =3/16 = 0,1875, (4.14)

de manera que los errores cometidos representan un porcentaje de diferencia AA ~
0,001 % y AB ~ 3% con respecto a sus valores previstos. El pequefio error es con-
secuencia de que en el régimen UV el flujo de la funcién se detiene muy rapidamente,
cuando x es cercano a su valor inicial. Entonces, el valor de la funciéon apenas evolu-
ciona y no se aleja de su valor en k = A, es decir, ug = A. Se puede decir que la
concordancia con el régimen UV esta impuesta numéricamente.

Se puede percibir en la figura una (muy) leve mejora en la calidad del ajuste a medida
que los impulsos considerados son cada vez mayores, lo cual es razonable tomando
en cuenta que cuanto mayor es el impulso, la condicién del régimen UV se verifica mas
eficazmente.

4.3.4. Dependencia angular

Se estudié la dependencia con el angulo que forman p y g, manteniendo sus médulos
fijos. En las figuras [4.6(a)] y se muestran los resultados en el régimen infrarrojo
conu = 10"2. Enlaprimerap =q¢=10""yenlaotrap =105y g = 10, El 4ngulo
fue variado entre 0 y 180 grados (180 grados da lugar a la configuracion antisimétrica
cuando p = q). Gracias al tratamiento simétrico dado a los vectores p, q y s de la
funcién a tres puntos, cualquier eleccion de impulsos se puede reordenar, permutando
P, q Y S, para obtener una configuracion tal que p > ¢ > s.

La gréafica de los valores finales (x — 0) en funcion del angulo muestra que hay un
pequefio decrecimiento monoténo al ir desde la configuracion antiparalela hacia la si-
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métrica. Se puede observar que en el régimen IR la dependencia con el &ngulo es muy
pequena; las curvas del flujo quedan casi superpuestas para todos los angulos. Para
p = q las diferencias son mas marcadas; cuando ¢ = p/10 la dependencia con el an-

2 5
u=10", p=9g=10
Dependencia angular
ax10” - =
o O Oy
3x10° - Opn, O... n
- O -
O
> ox104 N
@
1x10* - -
L O i
0 — —
0 90 180
angulo (grados)
@p=gq
-2 -
u=10% p=10q= 10
Dependencia angular
1.20<10" w
1.15¢10" - .
™ -4 —
> 1.10x10
1.05¢10" - .
1.00:10" — ‘ ‘
. 0 90 180
angulo (grados)
(b) ¢ =p/10

Fig. 4.6.-Dependencia angular de la funcidn a tres puntos en el régimen IR

Se representan los valores de él“ff) (p,q,s) cuando k — 0 y en p = 0 (no hay una

dependencia significativa en el campo p en estas condiciones; ver figura[4.9).
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gulo disminuye considerablemente (considérense las escalas verticales en las figuras

[4.6(a)ly A.6(0)).

Se constata que la dependencia sobre los angulos disminuye a medida que pasamos
del régimen IR al régimen UV, a tal grado que las curvas se vuelven indistinguibles. En
pleno régimen UV, incluso se pierde la dependencia en los impulsos: %FS’) (p,q,s) =
ugp = const., de acuerdo con lo discutido en la seccién4.3.3] En la figura[4.8]se muestra
v3 enk — 0, para u = 1076 y varios impulsos tales que p,q > ug. Se consideran
distintos angulos 0 entre 0 y 180 grados.

Hay que tener presente que, estando el impulso s determinado una vez que se dan
los valores de p, ¢ y 0 (ecuacién [4.5), no necesariamente se cumplird s > wg. Es-
to significa que es posible quedar lejos del régimen UV a pesar de tomar impulsos p
y ¢ muy grandes. Un ejemplo ocurre en la configuracién antisimétrica, con p = qy
# = 180°. Cuando ciertas combinaciones de impulsos externos se anulan en las fun-
ciones de correlacion se habla de una configuracion excepcional. En la figura
los puntos proximos a una configuracién excepcional se alejan del valor perturbativo
~v3 = ug; la configuracién antisimétrica corresponde a 1“23) (p,p,0)/0p = 8PP,({2) (p) (sec-

cion[4.3.2)8

Lo anterior también explica la diferencia entre las figuras [4.6(a)] y 4.6(b)} Cuando p =
10q, tanto |p + gq| como |(| p) resulan grandes en comparacién con |q|. Si p,s > ¢,
entonces se cumple que F,(f) (p,q,lp+q|) ~ 81“,(3) (p)/0¢, independientemente del
angulo. En cambio, cuando |p| = |q|, |p + q| varia entre 2p y 0 al variar el angu-
lo entre los vectores. En tal caso, la dependencia de Fg’)(p,q,s) con el angulo es
mucho mas acentuada, ya que pasamos de una situacién con s > wug a una con
s=0.

4.3.5. Régimen IR y leyes de potencia

La comprobacién numérica de la ecuacioén (3.27) cuando k — 0

r®

K

¢

en el régimen IR indica en primer lugar la existencia de un régimen invariante de escala

(p,p,p) =Cp* T2 k<p<u

en el sistema, y permite ademas la determinacién del exponente 7. En la figura[4.9se

® La escala de la figurase escogi6 para que se pueda apreciar que Fff’) (p, g, s) no es constante, lo
que hace que algunos de los puntos con 6§ = 180° queden fuera de la grafica.
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u=10% p=q=102

Dependencia angular en el régimen UV

- +—+ V¥, 6=0°
5x10° - A A Y, 651620
L G—oO VY, 6=180°
S s =+ arap(0)
o 4x10° [
ks
o . i
S
by -5
L3x10° _
c
XS - i
(8]
C
S -5
T 2x10° [~ -
1x10° -
0 1 I 1 I 1 I 1
20 15 -10 5 0

Fig. 4.7.-Flujo de la funcién de correlacion para configuraciones con diferentes
angulos, en el régimen p, ¢ > ug.

Mientras s verifica s > g, la funcidn de correlacion se mantiene préxima a su valor per-

turbativo (régimen UV) que corresponde simplemente a 3 = ug = const.. La condicion

para s puede dejar de cumplirse en una configuracion excepcional. En la configuracion

antisimétrica (p = q,0 = 180°) la funcidn a tres puntos coincide exactamente con la

derivada de la funcién a dos puntos.

muestra el flujo de FS’) en este régimen. El comportamiento cualitativo en este régi-
men es generalmente el mismo. Al comenzar el flujo, éste se encuentra dominado por
la escala de ug; tal es asi que para los distintos valores de impulsos (mucho menores
que ug) las funciones de correlacion resultan indistinguibles y se comportan como si
los impulsos fueran nulos, en tanto estos sean mucho menores que la escala . Cuan-
do ~ se avecina a los valores de los impulsos, la funcién de correlacién se desprende
del comportamiento de impulsos nulos y poco después alcanza su valor estaciona-
rio. Esto se manifiesta claramente al superponer las curvas para distintos valores de
impulsos.

Como era de esperarse, también sucede que para cada valor de p las curvas siguen
una trayectoria que inicialmente es distinta una de otra, pero finalmente todas conver-
gen al mismo valor al final del flujo. Esto se manifiesta en la figura Por la defi-
nicién de p en términos de p y k, cuando « tiende a cero también lo hace p,
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Fig. 4.8.-Dependencia angular de la funcién a tres puntos en el régimen UV.
La teoria perturbativa indica que la funcion a tres puntos, cuando « va a cero, es cons-
tante en el régimen UV, y que 3 = uq. Esto se constata perfectamente para los impul-
sos mas grandes, excepto cuando ocurre una configuracion excepcional (puntos fuera
de la grafica).

de manera que lo que observamos son las funciones de correlacién en un campo nu-
lo.

Determinacion del exponente 7

En la figura estan representados los valores de 3 en la configuraciéon simétri-
ca, en el final del flujo cuando « — 0, en funcién del impulso p. La gréfica estd en
escala logaritmica (log-log). Se aprecia que los puntos yacen en una recta, y eso se-
fala una ley de potencia — al menos simple vista—; la ley de potencia es sinénimo de
que el sistema posee invarianza de escala (seccion [3.3). La pendiente corresponde al
exponente previsto, 4 — d — 27, pero extraer el exponente critico directamente de es-
ta curva (por ejemplo por minimos cuadrados) no tiene una precisién suficientemente
satisfactoria.

En realidad los puntos en los extremos se separan del comportamiento de ley de po-
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Fig. 4.9.-Régimen IR.
Flujo de la funcion a tres puntos, para diferentes valores de campo con impulsos fijos
(a la izquierda) y distintos valores de impulso en campo nulo (a la derecha).

tencia (esto se manifiesta, por ejemplo, al trazar una recta por los puntos de la figu-
ra[4.10). Los puntos con los impulsos mas grandes estan abandonando la regién del
régimen infrarrojo. Por otra parte, cuanto mas pequeno es el impulso, més tarda en
detenerse el flujo de la funcién de correlacion correspondiente (recordemos que las
magnitudes que gobiernan el flujo son la constante ug y los impulsos p, puesto que son
las Unicas con dimensiones fisicas; estamos considerando x — 0, asi que k < ug y
entonces ug ya ejercié su influencia mucho antes). Si el impulso es demasiado peque-
fio, entonces k < p, y el sistema posee una escala fisica dada justamente por tales
impulsos.

El método siguiente es mas apropiado para determinar el exponente 7. Elegimos pri-
mero un valor ¢ como candidato y dividimos los valores de 3 en el final del flujo entre
p*~4=2nc_Sj el valor de 7. esta proximo al valor real de 7, entonces los cocientes, de
acuerdo con (3.27), deben ser

11 (p.p.p)

¢p4_T27] == C == Const. (415)
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Con esta técnica es posible encontrar 1 ensayando varios valores de 7¢ y examinando
los valores dados por en funcion de p, los cuales deben, de hecho, ser indepen-
dientes de p para el valor de 7 correcto. En la figura[4.11] se muestra un ejemplo para
u = 1072 y varios valores de impulso en la configuracién simétrica (nétese la escala
logaritmica en el eje horizontal).

Régimen IR; u=1'5, p=g=s<<u

10

10

&

10

10

10’ 10° 10° 10* 10°

p

Fig. 4.10.-Ley de potencia en el régimen infrarrojo.
Se representan los valores de la funcion de correlacion a tres puntos en funcion del
impulso p en la configuracién simétrica, con p < ugy. Se aprecia la ley de potencia
esperada en este régimen.

En la figura[4.11]se muestran los resultados del procedimiento descrito, utilizando valo-
res de n¢ entre 0,03 y 0,06. Podemos encontrar asi el valor mas verosimil del exponente
critico. En estas curvas se aprecia mejor que la ley de potencia se cumple dentro de
un amplio un rango de valores de impulsos, dejando de valer en los extremos. Para los
impulsos mas grandes, se comienza a perder la condicion del régimen IR, p < ug. Para
los impulsos que son demasiado pequerios, el flujo aun no se ha acercado lo suficiente
al punto fijo en el momento considerado (la limitacion de la precisién del calculo numé-
rico impide avanzar facilmente mas alla de los puntos mostrados).

En la region central, entre p = 10~7 y p = 10~?, las curvas son suficientemente planas.
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u=10", configuracion simétrica
Determinacion del exponente

RPNWARUTONOO

10 10 10 10 10 10

Fig. 4.11.-Determinacion de 7.
Se muestran los cocientes descritos por (4.15), considerando valores de n¢c entre 0,3
y0,6.

Para los valores practicados con n¢ entre 0,039 y 0,045 los valores de la funcién de
correlacién varian menos de un 10% en el rango de impulsos considerado. Si nos
limitamos a esa regién, podemos afirmar que el exponente critico vale n = 0,04. El
resultado tiene una sola cifra significativa, dado que estas curvas no permiten distinguir
un valor con dos cifras significativas.

Para comparar, el valor determinado en forma analoga a partir de la funcién a dos
puntos, usando el método de aproximacién BMW+ LPA’ es = 0,052 (ver tabla2.4), el
cual tiene mayor precision numérica. Los resultados son, por lo tanto, razonablemente
compatibles.

Es importante tener presente que en ambos casos la precision del calculo global es
muy alta; el error es relativamente grande sélo en la determinacion del exponente de
una ley de potencia.

En el proximo y ultimo capitulo se sintetizan los resultados y se discuten dentro un
contexto mas amplio.
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5. Conclusiones

La determinacién de la funcion de correlacién a tres puntos ha sido el objetivo de este
trabajo. Examinemos si se ha alcanzado este objetivo.

5.1. Sintesis

A través de los resultados examinados en el capitulo[4] se ha corroborado que el calcu-
lo de la funcién de correlacion a tres puntos cumple todas las exigencias derivadas
del conocimiento a priori de sus propiedades. Este conocimiento proviene del estudio
analitico en dos casos extremos: a distancias muy pequefas, microscépicas (corres-
pondiente a impulsos muy grandes, en la llamada region ultravioleta), o a distancias
muy grandes, macroscopicas (correspondientes a impulsos muy pequefios, en la lla-
mada regioén infrarroja).

En estos casos extremos las propiedades analiticas de las funciones de correlacion se
simplifican y muchas de sus caracteristicas se pueden predecir sin necesidad de re-
currir a los métodos del grupo de renormalizacién no perturbativo, ni a aproximaciones
subsecuentes basadas en éste, como es el caso de la aproximacién BMW

En la seccién comprobamos que el programa que implementa la aproximacion
BMW junto con la aproximacion LPA’ discutida en la seccion reproduce los resul-
tados perturbativos de manera satisfactoria. Tomando los impulsos y la constante de
acoplamiento correspondientes, el error relativo con respecto a los valores de la teoria
perturbativa en los coeficientes del ajuste de la ecuacion en el caso mostrado es
considerablemente pequefo (recordemos que los valores hallados de los coeficientes
Ay B se hallan muy préximos al valor previsto, ecuaciones [4.11]y [4.13). Ademas, co-
mo se refleja en la figura los puntos obtenidos no presentan una gran dispersiéon
con respecto al valor esperado, si no que las curvas practicamente se superponen.Por
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consiguiente, el régimen ultravioleta, bajo las aproximaciones mencionadas, esta co-
rrectamente descrito por la teorfa perturbative}

En la seccion estudiamos el otro régimen extremo de impulsos. Esta vez son las
propiedades del régimen critico las que nos indican las caracteristicas de las funciones
de correlacién. En particular, la invariancia de escala fija las leyes de potencia que se
deben cumplir en tal caso. Al analizar la funcién a tres puntos en el régimen critico,
recuperamos el comportamiento esperado; esto se refleja en la recta de la figura[4.10]
o en el andlisis que conduce a la figura[4.11]

El exponente de la ley de potencia queda fijado en términos de los exponentes criticos,
que a su vez estan fijados por la clase de universalidad a la que pertenece el siste-
ma; en este caso, la clase de universalidad de la teoria ¢*. El analisis presentado en
la seccion permiti6 determinar el exponente de la ley de potencia, deduciendo
entonces el exponente critico 7. El resultado encontrado tiene el orden de magnitud co-
rrecto. El valor de maxima verosimilitud esta alrededor de n = 0,04. Cuando se utiliza
la aproximacién BMW al orden dominante en la funcién a dos puntos, acompanada con
la aproximacion LPA’ [10], se obtiene n = 0,052. Una versién mejorada, sin utilizar la
LPA’, da n = 0,039 [5]. Los métodos de simulaciones Montecarlo indican n = 0,036 —
en Pelissetto y Vicari [32, tabla 5] se muestran varios resultados de la literatura; el valor
mostrado es un promedio de ellos; ver también la tabla [2.4]

El valor que se desprende de la funcidn a tres puntos esta mas préximo al valor acepta-
do como correcto que el valor que surge de la funcion a dos puntos.

Esto resulta contraintuitivo. Las aproximaciones empleadas en ambos calculos son las
mismas. No se implemento la retroalimentacion de la funcion a tres puntos sobre el
flujo de la funcién a dos puntos. Se esperaria por lo tanto que el valor extraido de la
funcioén a tres puntos sea a lo sumo tan bueno como el extraido de la funcién a dos
puntos, pero no mejor. No obstante, el  que se calculé con de F,(f’) esta, en efecto
mas cercano al valor aceptado como correcto, a pesar de que el valor es menos preci-

SO.

Podemos especular si este peculiar resultado se trata sélo de una casualidad o si, en
cambio, hay una razén profunda detrés. Para dar cuenta de un resultado como este, de-
beriamos admitir que el flujo de la funcion a tres puntos sea (bastante) menos sensible
al tipo de aproximaciones que se han empleado, es decir, la aproximacién del método
BMW junto a la aproximacion LPA’; de esta manera los exponentes criticos aparecerian
mas proximos a sus valores reales que cuando se calculan con la funcién a dos puntos.

0 viceversa.
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Tal hipétesis deberia ser puesta a prueba repitiendo los calculos con modificaciones de
algunos de los parametros de las aproximaciones.

En cualquier caso, se recobra el comportamiento cualitativamente correcto, dictami-
nado por una ley de potencia; cuantitativamente el resultado para el exponente no es
exacto, pero la diferencia no es excesivamente grande. El valor queda dentro de un
margen de tolerancia esperable para un célculo aproximado, y la ley de potencia s/ se
cumple. No hay que perder de vista que su exponente es 1 — 2 ~ 0,90 0 ~ 0,92, asi
que el exponente critico proviene de una pequefia correccion sobre el comportamiento
de la ley de potencia. La limitante esta en la solucién numérica, y es razonable que el

P P 3 . . 2 . s
calculo via F,& ) no pueda competir aun con el de F,g ) en precision.

En las figuras del capitulo[4]se constata ademas que el flujo de la funcién de correlacion
cumple las propiedades esperadas. El sistema posee en general dos escalas fisicas,
dadas por los impulsos y la constante de acoplamiento. Las variaciones importantes
de la funcién de correlacion ocurren cuando se incorporan las fluctuaciones en esas
escalas fisicas a medida que « va recorriendo los valores desde la escala A hasta
ceroE], por ejemplo en las figuraso El valor de t = log(x/A) correspondiente a
k~ug=K;' A" uest ~ —16parau=10"2yt ~ —9,7 parau = 1075 (en forma
andloga para los impulsos p, q y s).

Otro punto general que se puede apreciar es que la funcién a tres puntos no se apar-
ta mucho de la derivada de la funcién a dos puntos correspondiente en el esquema
BMW(ver ecuacién [3.17). La diferencia es relativamente significativa sélo para un im-
pulso g considerablemente grandn F,(f’) (p,q, s). Esta propiedad y la correspondiente
para la funcién a cuatro puntos son las que hacen posible que el orden dominante de
la funcién a dos puntos, en el cual se aproxima ¢ — 0 en F,(f) y F,(f), funcione adecua-
damente.

También se constata que dada una configuracion de impulsos, tomando diferentes va-
lores iniciales del campo adimensionado el valor de la funcién al final del flujo con-
verge a un unico valor. Esto se desprende de que p sea anula cuando « va a ce-
ro.

2 De manera mas precisa, si se define un valor critico uc = 0,1uo, se constata que la ecuacién de
flujo presenta sus variaciones mas importantes en un entorno relativamente pequefio entre ~ 0,1uc y
10uc aproximadamente [12].

3 En relacién con . Notemos que en vista de la permutabilidad de p, g y s, los tres deben ser impulsos
grandes.
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Todas las propiedades analiticas que se esperaban del comportamiento de la funcién
de correlacion a tres puntos fueron recuperadas en los resultados numéricos. A partir
de esto podemos confiar en que el calculo es bueno en general, si bien la verificacién
completa depende de los resultados que se encuentren posteriormente a este traba-
jo.

5.2. Puntos para desarrollar

La funcién de correlacion a tres puntos puede calcularse con mayor exactitud y preci-
sién. Existen varios caminos a seguir que pueden mejorar los resultados, que pueden
agruparse en mejoras respecto al calculo numérico y en mejoras respecto a las aproxi-
maciones realizadas. No todas las mejoras son igual de relevantes; hay que tomar en
cuenta los tiempos de desarrollo en términos de célculos analiticos y su implementa-
cién, y los tiempos de célculo, que en general aumentan bastante, y la calidad de los
resultados, que en general no aumenta tanto como uno desearia.

Mejoras en el calculo numérico

En primer lugar se puede procurar disminuir los efectos de los errores de calculo nu-
merico. Para este trabajo, el calculo numérico se implementd con una representacion
de los nimeros reales de punto flotante doble precision. La precisién de méquin:{f] en
esta representacion es 2°3 ~ 10'6, que corresponde a poder utilizar nimeros en las
operaciones con una mantisa de un maximo de quince digitos (a lo sumo dieciséis).
Cualquier digito extra es descartado. Se necesita tener especial cuidado al formular
sustracciones y cocientes, ya que debido a las sustracciones es posible (y probable)
obtener resultados sin cifras significativas, cuando los operandos son de magnitud muy
similar. Esta es parte de la razén por la que se introdujeron las funciones diferencias
AFg) y AF,(E) (capl'tulosy, gracias a las cuales las sustracciones mas importantes
son efectuadas explicitamente y no por el programa.

Sin embargo, la limitacion mas evidente es en la determinacion de las condiciones ini-
ciales para el régimen critico y el reajuste (secciones y [4.1.2). Como ya se dijo,
para que la condicién inicial corresponda exactamente al régimen critico haria falta es-
pecificar las condiciones iniciales con una precisién ilimitada, o que escapa a cualquier

4La precision de maquina es el nimero mas pequefio ¢ tal que la diferencia calculada entre 1y 1 + ¢ es
no nula, esto es, es la menor diferencia entre dos nimeros que la computadora reconoce.
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forma de calculo numérico. En vista que lo que nos interesa es permanecer cerca de la
superficie critica suficiente tiempo (no necesariamente en ella), este inconveniente se
puede paliar iterando el proceso de reajuste.

En cuanto a utilizar técnicas de integracion mas sofisticadas, como el método de Runge-
Kutta de paso adaptativo, introduce tanta complejidad en el programa que, en su im-
plementacion actual, no se justifica. La integracién con el método de Euler funciona
razonablemente bien (ver seccion[4.2.3).

Las mayores diferencias entre la solucion exacta para las funciones de correlacién y
las calculadas con el esquema presentado no provienen, de hecho, de las técnicas de
célculo, sino de las aproximaciones empleadas en las ecuaciones.

Mejoras en las ecuaciones

Desde el punto de vista de las ecuaciones usadas hay dos cambios importantes que
pueden impactar favorablemente en los resultados, aunque el objetivo presente es
la obtencién del comportamiento correcto de la funcién de correlacién. Los nimeros
derivados de este estudio pueden ser obtenidos de mejor manera con otros méto-
dos.

» El primero de estos cambios consiste en abandonar la aproximacién LPA’ en los
propagadores. En esta aproximacion se utiliza un ansatz para la forma funcio-
nal de 1“,(3) (p), que conduce a una expresién analitica del propagador G,(f) (p)
(ecuacion [2.56).

En lugar de éste, es posible considerar directamente la definicién de el (p) a
través de F,(f) y el regulador (ecuacion . En ella, se utiliza para la funcion a
dos puntos la que resulta de resolver su ecuacion de flujo. En el orden dominante
de la funcion a dos puntos, ya se ha comprobado que efectuando este cambio se
producen valores para los exponentes criticos y la constante ¢ de mucho mayor

exactitud [4].

La forma explicita del propagador LPA’ aparece, y fue utilizada, en la ecuacion

para el potencial (seccion y enlas integrales I, J(p) y K (p, q) (apéndice|F).

Al prescindir de una forma explicita para la expresién analitica del propagador,

nos vemos forzados a determinar numéricamente las integrales I, J y K. En
. (2) .

vista de que el propagador GG;;’ aparece como parte de los integrandos en las

ecuaciones del NPRG, es crucial tener una densidad considerable de puntos
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en la regién de impulsos en que el integrando es relevante. Esto ocurre en un
entorno de la escala mévil « (el integrando decae rapidamente al alejarse de «).
La forma de subsistir con una grilla de tamafio sensato es escribir las ecuaciones
de flujo en términos de cantidades adimensionadas, por ejemplo, en términos de
P = p/k (esto también es cierto para el campo p, pero anteriormente discutiamos
acerca del campo adimensionado p), con lo cual un centenar de puntos bastan
para el célculo.

Al dejar de usar la forma explicita del propagador Gg)

, se hace superfluo usar
una forma del regulador que sea particularmente sencilla, como el regulador de
Litim (ecuacién [2.24). Esto es una buena noticia, en vista de que ese regulador
presenta no analiticidades que se manifiestan en sus derivadas de mayor orden.
Otro efecto benigno es que los célculos en modelos en diferentes dimensiones d
presentan el mismo nivel de dificultad, de manera que no hace falta restringirse
a una dimensién particular (en este trabajo usamos d = 3 porque usando el

regulador de Litim conocemos la expresién analitica de la integral J(p)).

La mala noticia es que el uso de impulsos adimensionados genera derivadas
parciales extra en las ecuaciones de flujo (ver seccién[4.2.2). En los extremos de
los intervalos de impulsos se complica el célculo de las derivadas parciales (ver
apéndice [G). Pero la mayor dificultad surge de la condicién de conservacion del
impulso total en cada funcién de correlacion. La funcién a tres puntos 1“23) (p,q,s)
puede ser evaluada solamente en conjuntos de impulsos {p, q, s} tales que p +
g+ s = o. Estarestriccién hace que los bordes de la grilla de impulsos adquieran
una forma extravagante[ﬂ, y por consiguiente hallar las derivadas numéricas en
los bordes se transforma en un problema delicado.

Con respecto a la grilla de impulsos, hay otro inconveniente, que nace de que el
propagador en los integrandos puede aparecer evaluado en impulsos que quedan
siempre fuera de la grilla. Esto ocurre, por ejemplo, en G,(f)(p + q): siempre
habran valores de p + q superiores al valor maximo considerado de p o de q. El
problema se manifiesta por ejemplo al calcular .J(p) numéricamente (la expresiéon
analitica de J(p) no tiene este inconveniente). Una solucién para este problema
ya fue utilizada para Fg) (p). El répido decaimiento del integrando para grandes
impulsos permite emplear expresiones aproximadas para los propagadores (ver
apéndice [F).

= El otro cambio trascendente respecto al estado actual del calculo, es incorporar
la informacion proveniente de la funcién a fres puntos en el flujo de la funcién de

®Por ejemplo, cuando p = 0, debe cumplirse g = s.
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5.3.

correlacién a dos puntos. Esta modificacién implicara efectuar también la anterior.
Por el momento, la falta de esta retroalimentacién no ha impedido que la funcién

F,(f) se comporte como es debido (como vimos al comienzo del capitulo), si bien

este progreso por ahora no ha repercutido en la mejora de F,(f).

Desde luego, para acoplar el flujo de la funcién a dos puntos con el de la funcion
.. 2 . . .z

a tres puntos hay que usar la ecuacion del NPRG para F,& ), sin la aproximacion

BMW. Resolver paralelamente la funcién a cuatro puntos también es preciso para

lograr esto.

La busqueda de las condiciones iniciales para el régimen critico implican un tiem-
po mayor de calculo con este procedimiento; cuando se usa desacoplada, el flujo
de la funcién a dos puntos por si misma se puede usar para discriminar el régi-
men critico.

Comentarios finales

La determinacién de F,(f) es una de las piezas que dentro del método BMW
permiten calcular el orden siguiente al dominante (NLO) para la funcién de corre-
lacién a dos puntos (seccién[2.3). Ya hemos visto [5] que los resultados del orden
dominante (LO) estan en excelente acuerdo con las cifras aceptadas para los ex-
ponentes criticos y varias magnitudes fisicas (como es el caso del coeficiente ¢)
que no pueden calcularse perturbativamente, sobre todo cuando se consideran
los propagadores completos.

Por lo tanto es de esperar que la resoluciéon del NLO, utilizando las funciones a
tres y cuatro puntos, represente una correccion pequefia sobre los valores que se
han obtenido hasta el momento con el LO. Cuanto vale la correccién cuando se
usa el NLO es un dato muy importante, porque permite estimar cuanto representa
el error que comete el LO. Este dato no se conoce en el presente salvo valores
estimativos, basados en la dependencia de los parametros de una familia de
reguladores y por la comparacion con las mejores estimaciones de la literatura.

Si puede verificarse que, en efecto, para la teoria escalar ¢, el error que se
comete en el LO es sumamente pequefio, es plausible la aplicacién del méto-
do BMW a teorias de campo mucho mas complicadas. Dentro de las teorias de
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campo conocidas, la teoria escalar ¢* es la méas sencilla en lo que a su estruc-
tura matematica y fisica refiere. Por ejemplo, en la cromodinamica cuantica, que
describe las interacciones nucleares fuertes, es preciso definir la teoria en un
espacio-tiempo 4-dimensional (puesto que es relativista), y los campos poseen
varios grados de libertad internos (vinculados al grupo de simetria de color de
las particulas). Por supuesto que el préximo sistema a estudiar no seria este. En
el grupo de investigacion ya se ha estudiado el modelo O(N) y actualmente se
estan estudiando problemas de sistemas fuera del equilibrio y de crecimiento de
interfaces.

e Comenzamos con la ecuacion original exacta del Grupo de Renormalizacién No

Perturbativo para l“,(f)

para la teoria, y terminamos resolviendo una sistema de
ecuaciones que incorporan un secuencia de varias aproximaciones (aproxima-
cion BMW, aproximacion LPA’ para los propagadores y el calculo aproximado de
la funciéon K (p, q)). A pesar de los varios puntos para mejorar mencionados en la
seccién anterior, en el caso presente se encontraron resultados muy satisfacto-
rios. Por ejemplo, se recupera satisfactoriamente el comportamiento correcto en

los régimenes infrarrojo y ultavioleta, cualitativa y cuantitativamente.

Este éxito puede atribuirse, por una parte, a las ventajas de la utilizacién del
NPRG, puesto que brinda un marco apropiado para el uso de las aproximaciones,
especialmente la del método BMW. Por otra parte, mas alla de los argumentos fi-
sicos que sugieren su pertinencia, los resultados encontrados validan a posteriori
su empleo. Puede entonces decirse que el método BMW est4 justificado porque
funciona.

No existe (aun) una prueba matematicamente rigurosa de que el esquema BMW
funcione correctamente en situaciones demasiado complicadas, pero los triunfos
logrados por el grupo hasta el momento alientan su empleo. Para otras situa-
ciones, recurrir al tipo de aproximaciones similares a las empleadas aqui para
resolver el problema puede ser, no una eleccién, sino un camino ineludible. Da-
do que en los casos sencillos tales aproximaciones cumplen su cometido, cabe
la esperanza de que lo mismo ocurra al utilizarlas en los casos mas dificiles y
obtener buenos resultados.

Veremos qué tiene para decirnos la funcion a cuatro puntos.

®A no ser por la trivial teoria libre.
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A. Una interpretacion de la funcién de
correlacidon a dos puntos

Observemos que

d(m(x1)) 1 0?log Z
OB(xz2)  Bpo 0B(x1)B(x2)

= BuoG(x1,r2) (A1)

lo que significa que la funcion de correlacién determina (a menos de un factor Gug) la
respuesta del momento magnético m en el punto x; ante un cambio del campo externo
B en el punto zs.

La funcién de correlacién se puede medir experimentalmente mediante técnicas de
difraccion de neutrones por ejemplo. Los neutrones poseen un momento magnético
que interactlia con el de los atomos del material ferromagnético. Si el vector de onda
del haz incidente es k y el del difractado k', entonces la seccion eficaz de difraccién
vale

o= > (mlw)m(ay)) e (=27 (A2)

T1,T2

donde q = kK’ — k. En caso de invariancia por traslaciones, para q # 0 se tiene

o~ VG(q) (A.3)

siendo V el volumen del sistema y G(q) es la transformada de Fourier de G(x1, z2):

Glq) x Y Glay, wp)ed @2m@1), (A4)

Z1,T2
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APENDICE A. UNA INTERPRETACION DE LA FUNCION DE CORRELACION A DOS
PUNTOS

Para g = 0 el resultado es

x ~VG(g=0). (A.5)

En teoria de campos cuantica, el papel de la funcidén de correlaciéon lo desempena el
propagador.
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B. Relacidnentre Z, y n

Este apéndice discute la relacion entre el factor de renormalizacion del campo Z,, el
exponente critico n y su contraparte en el NPRG, 7. Por supuesto, 1, — 1 cuando

Kk — 0.

El factor Z, es introducido a través de la aproximacion LPA’, en el término cinético de
la accion [2.45¢

1
I, :/2zﬁ(v<p)2 +...

Por esto, las funciones de correlacion van a estar relacionadas con Z,. En particular,
la funcién de correlacion a dos puntos F,(f) (p) o el propagador Gg) (p) presentan una
dependencia en Z,. Por otro lado, el exponente critico 1 se define en términos del
comportamiento de ley de potencia de la funcién de correlaciéon G(2) = (F(z))_1 en el
régimen critico, ecuaciéon (1.13):

1

GO ~ ammy

Cuando consideramos el régimen critico y k — 0, obtenemos una relacién entre n y
Zs.

El punto clave es probar que

-n
K
Zn|g~ © <ul/(4—d)> (B1)
0

donde C es una constante. Esto es consecuencia de la invariancia de escala en el
L, . sun . ., 2
régimen critico. Para llegar a este resultado, consideremos la funcion Ff@ )(p) con Kk K
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APENDICE B. RELACION ENTRE Z,. Y 1

(4-d)

u(l)/ . La deduccién esta basada en Blaizot, Mendez-Galain y Wschebor [9, apéndi-

ce A). En el régimen critico la invariancia de escala implica

(2) /
S (n.n) ®2)
7 (p') por

donde f es una funcién adimensionada de sus argumentos. Esto se debe a que el
cociente del lado izquierdo no puede depender de ninguna de las escalas fisicas del

: . . L tuncion T de-
sistema. Observemos que, aunque no esta escrito explicitamente, la funciéon I'y;” de
pende también de uo mientras que f no.

Tomando p’ = 0, podemos escribir

rP(p) =105 (2) (B.3)

K

donde se define j(p/x) = f(0,p/x). Debido a la invariancia de escala, se debe tener
a su vez

-n
K
Up

para que la funcién a dos puntos tenga las dimensiones fisicas adecuadas y que el
propagador G(?) tenga la forma (T.13).

Ahora observemoe que Z,; puede obtenerse de la funcién F,(f) (p). De acuerdo a (2.60),
se cumple

r®(p) —1r®(0) =~ Z.p* cuando p < x. (B.5)
Usando (B.3), esta diferencia se escribe como

@) T = (a(P) _ & (2)

r&p) -120) = (3(2) -3(0)) 1) (B.6)

Cuando p < k, se puede usar el desarrollo de Taylor j(p/k) ~ 1+ C(p/x)? donde C
es una constante numérica. Al sustituir queda

(9(%)-g9@)r@ =c (%)2 2 <u1/f4_2)> L Cp? (M) - (B.7)
0 0

Comparando los resultados, se deduce la relacion buscada, ecuacion (B.1).

Hay que tomar en cuenta que, siendo n > 0, la funcién Z, no tiende a un valor de
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punto fijo cuando « — 0. Para adimensionar las ecuaciones de flujo apropiadamente
este factor debe ser extraido [16].

La funcion 7, es definida por la ecuacion

0Z,.
ok

K

S (B.8)

En virtud de la forma que determinamos para Z,, es inmediato probar que 7, tiene el
comportamiento esperado cuando x — 0, es decir, n, — 7. La ecuacion para 7, se
suele escribir como (ec. [2.50)

Nk = _at log Zn

La ecuacion de flujo para Z,; queda determinada por la de Fg), de acuerdo con (2.60).

Se puede expresar Z,, como
oY (p) -T2 (0) _ ordm)

Z,, = lim -~ = (B.9)
k . 2 2
P p Op p=0,¢ unif.

La ecuacién para 0, Z,; se calcula sustituyendo el resultado correspondiente para 8t1“ff)

derivado respecto a p?, en p = 0. Este célculo esta efectuado en detalle en Blaizot y
otros [12]. La ecuacién para 0;7, sigue de sustituir el resultado para 9;Z, en (2.50).
Finalmente se obtiene la ecuacién (2.67).

En la implementacion del programa se resuelve primero 7, y el valor de Z,, en t + dt
se obtiene de su valor en t mediante

Zﬁ\Hdt: [Ze(1—n,)]], (B.10)

(ver apéndice[G).
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C. Reglas de derivacion para las
funciones de correlacion

C.1. Derivada de la funcion de correlacion a n
puntos

En el espacio de impulsos, y por la definicion de las funciones de correlacion,

6P,‘(in) (p17 7pn>
5¢(pn+l>

Se puede construir una regla diagramatica para operar con los diagramas de Feynman.

:Ff(ﬂn)(plv"'apnapn—l-l) (01)

La derivada se puede simbolizar con el diagrama

Pn Pn+1 Pn

1)
5¢(pn+1) p1 - p1
b2 P2 De manera resumida, decimos
que derivar un vértice produce un vértice con una pata afadida.

C.2. Derivada del propagador

La derivada funcional del propagador Gg) puede representarse en términos de la deri-

vada funcional de la funcién 1“22). Para ello consideremos primero un operador funcional
A[¢] que posee un inverso A~1[¢]. Tomando la derivada funcional “9” de la identidad
I=AA"!, obtenemos simbélicamente

0=09(AA7") = (9A) A~ + A (9A7) (C2)
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APENDICE C. REGLAS DE DERIVACION PARA LAS FUNCIONES DE CORRELACION

de manera que

JA=—-AA"'A (C.3)

En el espacio de posicién esto se traduce a

/ 2y A @1, @2) A @2, w3) = 6D (@) — )

_ (C.4)
5A(¢;w17w2) _ d 1 3d_ .1 . / A 1((;5;1":171";)) L
- W - /d wad Ly A(¢,$1,$a> (5¢(.’133) A(¢7 xb7w2)
y, analogamente, en el espacio de impulsos a
Py 4 . — (25 @ (pr
[ 22 A1 p2) A 2. s) = (2)5 1 — o)
(2) cs)
_ 0A(gipupe) _ [ dp d'P o GATH OGP PY) '
5¢(p3) - / (27r)d (27[_)(1 (¢7 1, a) 5(25(133) (¢7pbap2)

—1
Estos resultados aplicados al propagador fo)(pl, p2; P) = r? (p1,p2; ) + Re(p1,p2)

dan

(2) . dd
W =~ [ GG 1@ T 1.2 4 )G (a.p2:0) (G

usando la definicicién de las funciones de correlacién y que el regulador no depende

del campo ¢:

J F(nz)(pl,pz;¢)+Rn(p1’p2)] _ oY
5 (p3) - 90(ps

] (p1.p2:6) = T¥(p1, P2, p3; ¢) (C.7)

La derivada del propagador se puede simbolizar mediante la regla
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D. Ecuaciones de flujo.

D.1. derivadas...
Observemos que las derivadas parciales respecto a x se pueden reescribir mediante

0 drx O 0

ot dton ok (1)
Las derivadas respecto al campo ¢ son
9 _,90
dp " Op
D.2
P 0, " o2
962 —ap ' “Pop2
. . 3
D.2. Ecuacion de flujo para r®
Tomemos la derivada con respecto a ¢(q) de la
0 ( D2 (p p)) =0T (p,p0p") =
530(]9//) K ’ K sy
0 2) 3 (2) 3 (2)
/ ORla de(p”) {G(ql: QZ)F’(‘C)(‘M Q3’p)G(QS,*Q4)F’(ﬂ)(q4’_q5’pl)G(€I5ﬁtI1)}

q1;--,95

_ = _ % 1@ (4) (2)
/ O Q1 dp(p” ){G(th,—tn)r“ (q277q3’p’p/)G(Q3,—q1)}

Q17¢I27Q3

La derivacion afecta cada término salvo el regulador, ya que no depende del impul-
so externo. Como es usual, suponemos que todas las funciones son lo suficiente-
mente regulares como para poder intercambiar el orden de integracion, derivacion,
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APENDICE D. ECUACIONES DE FLUJO.

etc.

TS (p,p,p") =

(2) ) 3 (2) 3 (2)
B atR((hQ) G(q ’FS’) (96 G(q7, F'(‘i)(qQ G(q3,r'(‘f) q‘hG(qo,
q1ye-es —q6) 7”7)7 —q2) *)37 —q4) *(55, —q1)
-q7 ')

+ [perm.:(q1, g2) < (g3, qa)] + [perm.(q1, q2) < (%ﬂh)]}

/ O Ry (q12) G@) IR OPIUN G/ NI y NN ¢

(q1,—q2)" F (92,=23,0,0") 7 (q3,—qu)" & (24,—95,0") " (g5,—q1)
150505

+ [perm.:(q2, —q3,p) < (q4, —Q5,p,)]}

1 (2) 2) 2)
*3 / (e ){G(‘h T8 (@105 C (g T (a2,-15:00) G g -

+ [perm.:(q1, g2) < (qg,qﬂ]}

1
- 5 / atRH(QIQ)G(Q) (QL _qQ)F;({S) (q27 _qgvpvp/7p”)G(2) (q37 _Q1) (DS)

91,492,493

El aspecto de la ecuacion anterior se simplifica considerablemente una vez que se
evalla en un campo uniforme, lo que impone conservacion de impulso en cada vértice
(ya que se tiene invariancia por traslaciones). Por esto, todas las integrales son en
realidad en un solo impulso (los diagramas son de 1 loop). Llamandogap'y —p—qa
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D.2. ECUACION DE FLUJO PARAT”

.. 2 .
p” (por la nomenclatura de la ecuacion de F,(g )), se tlene

TP (p,q,—p —q) =

dél
- / R UEO) {T9 040G+ DT it pqp G =PI 1)
3

+F,(-g )(l,—p—q7p+q—l)G(l —p- Q)Ff(gg)(l—p—q@q—l)G(l - Q)Fg)(—p—q,p-ﬁ-hq—l)
—i—F;(iS)(l,p,fpfl)G(p + Z)F;(~e3)(p+l,q,fpfq*l)G(p +a+ Z)Ff(‘”vg)(p*q”’*p*q’l)}

4]
n / WﬁtRn(l)G(l)QG(l —)TD (U, p,—p — g, = DT (1 — ¢, ¢, 1)

ddl
+ / W@RK(Z)G(Z)QG(ID ~ DI, q,—p —q,1 —p)TE U —p,p, —1)

1 d4l
+ 2 x5 / —— o R.(DG’GU—p— TP (p.g.~LI—-p— TP (p+q—1,—p—q,])
FERPI\;. 2 (2m)

-5 ﬂatRm(l)Ga) ]‘—‘Ii (pv q,—p—4q, l7 _l)
2/ (m

. . .z 3 . .
La simetria de la funcién F,(.;) en p,q Yy —p — q es mantenida gracias a la suma las
dos permutaciones correspondientes a la quinta linea de la ecuacion anterior, los que
acarrean un factor 1.

"Recordar que G(f)(ﬁ, -p) = fo)(p2) = G(f)(p), es decir, el propagador sélo puede depender del
maédulo del vector en este caso y mientras no haya confusion posible se suprimira el exponente 2.
Notar que por tanto G(q) = G(—¢q). Lo mismo se aplica al regulador R(g) si respeta la simetria del
problema.
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APENDICE D. ECUACIONES DE FLUJO.

D.3. Ecuacion de flujo para Fﬁf)

Retomando la ecuacion para la funcién a tres puntos,

RS I RIORE o)
OO Ot

(D.4)

la ecuacion para la funcion a cuatro puntos se obtiene aplicando el mismo algoritmo de
derivacion (los numeros 1,2, 3 deben entenderse como p1, po, p3 donde ademas p; +
p2 + p3 = 0). Finalmente aparecen cinco especies de diagramas:

N p b ¢ b ’ b c : 1
0w BT O (L e
1 2 perm. PN a e AN
a d b

donde la suma abarca todas las permutaciones (de {p1, p2, 3, P4} en {pa, P, De, Pa}),
pero considerando equivalentes los diagramas con intercambio de las patas de un mis-
mo vértice y los diagramas que se obtienen uno de otro por reflexion. A continuacién,
veremos en detalle cada tipo de diagrama.

Diagrama {1}
El ultimo diagrama de la ecuacion de I‘,(f) es (no tiene permutaciones)

dil
_ / L R(GOTO (p,p, g, —4,1, 1)
ab d (271—}

d
~TO) (p, —p. ¢, —q,0,0) / ARG
(2m)

821-\( )

=952 VP4 —q)1®

obtenido mediante la ya clasica aproximacion BMW.
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D.3. ECUACION DE FLUJO PARA T

Diagramas {2}

c il
b)©< :/ RN(Z)GQ(Z)F;(eél)(plaan l) _l — D1 — p2)G(l +p1 +p2)

(2)

X F}({4)(p37p4al — P3 — P4, _l)

~I'W (p1, p2,0, —p1 — p2)T'Y (p3, pa, p3 — pa, 0)

« | (‘JldldRHmG?(l)G(z Fpitp)

27)
or or)
o — _— _— — _ J— J
9 (p1,p2, —DP1 — P2) 9 (p3,pa, —p3 — pa)J (p1 + p2)

Hay tres diagramas de este tipo tomando en cuenta las permutaciones. Se obtiene (no-
tacion abreviada) gracias a las propiedades de simetria de F,(f’) ydeJ

b c
S = ) T+ () i) T+ IO
a d

perm.

(D.6)

Diagramas {3}

Q} - / gglmme%wr@ (a1, —ps — DC(ps + 1)

b
X Fl(i5)(p4 + l7 _l7plap27p3)
%Fg) (p47 07 *P4)F,(.g5) (p47 Ovplap% p3)

/ 44 ,
X WRH(Z)G (D)G(ps+1)

ar®  orW

= 96 (]34)%(]?17172,1)37194)%174)

2Es decir f' = 0f/0¢, T = r, y se omiten la mayoria de los paréntesis de las funciones.
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APENDICE D. ECUACIONES DE FLUJO.

Al sumar en las permutaciones y agrupar se obtiene sencillamente, gracias a las pro-
piedades de simetria de Fff) y J (notacién abreviada)

> =0 AT () + (T (q)} (D.7)

perm.  rg

Diagramas {4}

b c ddl

ﬁ - / WRH<Z>GQ<Z>FQ><Z7p1,—z — p1)G( + p)TD( + p1,pa, —1 — p1 — po)
i

a d

X G(L+p1 +p2) TP (1 + p1 + pa, p3, —1 + pa) G — paA) TP (I — py, pa, 1)
~I® (0, p1, —p))TS (p1, 2, —p1 — p2) T (—p3 — pa, p3, a) TP (—pa, pa, 0)

x / (ddldm<1>G2<l>G<l TGPt p2)GU =)

2m)

(2) (2)
ol or'y (3)

=" (p1) = (pa) TP —p1 —p2)T —p3 —pa)L
90 (p1) 96 ()T (p1, P2, —p1 — p2)T (P3, P4, —P3 — Pa) L(p1, P2, P3, P4)

Una vez sumadas las permutaciones el resultado que se obtiene es (notacion abrevia-
da)

b c
> = QFLFQ{F;F; [L(p. —p,—4,9) + L(p, —p, 4, —q)]
perm.
a d
+ [Ff(-eg)p,q,fpfq]ZL(Pa q,—p,—q) + [Fg)p,—q,fmq]zll(p, —q, —p, q)}
+ [F;}Q[Fl(i?’)p:%_p_Q]QL(p’ 4 —4,p) + [F;]Z[Ff(f3)p,—q,—p+q}2L(pa —4q,4,p)

+ [F;]Q[Ff(-c?))p,q,fpfq]QL(q,p’ —p, —q) + [F;]Q[Ff(-e?))pﬁqﬁprq]QL(Qa —p,D, —q)
(D.8)
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D.3. ECUACION DE FLUJO PARA T

Diagramas {5}

Hay dos versiones este tipo de diagramas:

ddl
ﬁ / G*()T P (L, ps, pa, —ps — pa — DG (L + ps + pa)

X T+ p3 + pa, p1, =1 — p3 — pa — p1)G(L — p) TS (1 — pa, pa, —1)
~TD (0, 3, pa, —p3 — )T (p1, p2, —p1 — p1)TE) (—pa, o, 0)

d
X / (;TZ)CZRH(Z)GQ(Z)G(Z + p3 + pa)G(l — p2)

or?) ; ory
=00 (p2)TS) (p1, pa, —p1 — pQ)TQS(p&th —p3 — pa) K (ps + pa, p2)

b><j :/%R“(Z)GQ(”F(B)(mJ,—z—pQ)G(Hm)

x TO (1 + pa, p3, pa, —1 + p1)G (L — p))TE (L — p1,p1, —1)
%Ff({)(p27p37p47pl>r( )( plvplao)rf(g)(pQ;O;pQ)

/ il 9
X WRN(Z)G (DGl + p2)G(l = p1)

_ar(g)( )81“(2)
- 09 d¢

Luego de agrupar los términos comunes, las permutaciones obtenidas son

(p))T'Y (p2, p3, pa, p1) K (p2, 1)

> =[] [ K0

perm. 2 p

2 2
+ 2{F;F;F$f>p, vaalK(p,0) + K(p.~) + [Ty | TE (9,0 + [} T} K (4,0
+ PI(€ )P q,—pP— QFI(QS);) q,—p—q [F;K(p + q, _p) + F;K<p + q, _Q)]

S I o [F;K(p —q¢,—p) +,K(p—q, —q)] } (D.9)
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E. Demostracion de la ecuacion

Mostraremos una la relacion entre las funciones de correlacién a n y a n + 1 puntos
en un campo externo uniforme, que es muy importante para la aplicacion del método
BMW (seccién[2.3). La deduccion que sigue es tomada de Blaizot y otros [8]; sigue las
lineas de Golner [19].

Consideremos primero un campo ¢ arbitrario y la expansion de la accion efectiva al-
rededor un valor de campo constante ¢, en términos de las funciones de correlacion:

re =% % /ddxl @ (D) — o) - (D(n) — G0) T (21, - 2 d0) (E.)

Notemos que el término siguiente al mostrado tiene el aspecto

1
(n+1)!

Como la accion no depende del campo constante elegido, entonces se anula la deriva-
da con respecto a ¢g:

oL x[¢]
d¢o

=0 (E.2)

La derivada del término bajo la integral mostrado en el lado derecho de la expansion
de I',;[¢]| puede agruparse en dos tipos de términos:

- [Z (6(21) = 60) - . (6(@1-1) — 00) (B(&181) — B0) .. . ($(an) — 60)| T (s
O™ (21, ... 2 o)
0o

+ (o(21) = ¢0) - - (d(n) — ¢0) (E.3)
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APENDICE E. DEMOSTRACION DE LA ECUACION 2?2

Los n términos en que aparece (" tienen n — 1 factores (¢(zi) — ¢o), mientras que

s6lo el término con la derivada 8F,(€")/6¢0 tiene n factores. Este Ultimo puede agruparse
en la expansion con los n términos que origina la derivacién del factor con I'"*1
(que no contienen a AT ! /9¢). Estos vienen acompariados de una integral “extra”
en comparacion con el primero.

Del hecho que la derivada 9T, [¢]/0¢o se anula para un campo ¢(z) arbitrario, se
deduce gracias a la agrupacién descrita, que

AT (21, ... 03 o)
Do

/ AT (21, . 2, y; do) = (E.4)

. . . . 1
El lado izquierdo puede considerarse como la transformada de Fourier de F&"J“ ) so-
bre la variable y, en un impulso nulo (usando ¢'*"* = 1). Completando la transfor-
macién para el resto de las variables, encontramos finalmente la propiedad buscada:

or™ (py, ... pn; d0)
O0oo

T (py, . pn, 05 o) = (E.5)

Esta propiedad podria preverse (a menos de factores multiplicativos) a partir de la de-
finicién de la transformacion de Fourier.
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F. Integrales I, Jy K

F.1. Funciones de Umbral

La ecuacién de flujo para una funcién de correlacién obtenida en el formalismo del
Grupo de Renormalizacion No Perturbativo se expresa en términos de integrales fun-
cionales. Estas dependen de funciones de correlacién de orden superior, las que solo
se pueden determinar una vez resuelto el problema. Pero gracias a la aproximacién del
método BMW las integrales pueden expresarse de manera aproximada, en términos
de Unicamente las funciones de correlacion y sus derivadas, orden no mayor al de la
funciéon que se pretende resolver.

Para la ecuacién de flujo de la funcion de correlacién a tres puntos, las integrales que
hay que determinar son(seccién|3.1.1)

d - -
1o = [ o [P o] (F1)
d - -
Hipro) = [ S Gomo[ew] ¢+ (F2)
_ [ @] @ @
Ka(paio) = [ 5 55oma) [620] 62 (p+ 1) G2 (g vt) 79

donde R, (1) es el regulador y el propagador es

G (p) = (TP (p) + Ra(p)) . (F4)

Estas funciones son una generalizacién de las funciones de umbral (threshold) intro-
ducidas en Berges y otros [6].
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Las funciones I.(¢) y J«(p; ¢) aparecen también en la ecuacién de flujo de la funcion
a dos puntos en el orden dominante del método BMW. Se estudian con detenimiento
en Blaizot y otros [12].

Para resolverlas es preciso contar con una expresién analitica tanto para R, (!) como
para Gg) (p). La primera es sencilla, puesto que se trata de elegir convenientemente el
regulador. Para el propagador la situacion es distinta ya que depende del conocimiento
de la funcién de correlacion a dos puntos. Este conocimiento surge, a su vez, de la

propia resolucién del problema.

Esta situacion se puede atacar numéricamente. Las ecuaciones de flujo prescriben
como determinar las funciones de correlacién en x + Ak a partir de sus valores en
k. Siendo suficientemente cuidadosos, se pueden determinar por integracion numeérica
las funcione I, J y K partiendo de los valores de r,(f) (p) y de Rk (). Estas deben
determinarse a cada paso sobre un rango suficiente de impulsos.

Otro enfoque es proponer una expresion analitica aproximada para el propagador l“,(f) (p),
con lo cual es plausible resolver analiticamente las integrales. En este trabajo se utilizé
la aproximacion LPA’(seccién [2.2.3). A continuacién veremos el resultado que se ob-
tiene para I y J(p) en dimension tres, eligiendo el regulador de Litim. Sin embargo, la
funcién K (p, q), siendo méas complicada, necesita un tratamiento semianalitico ya que
no se logra completar la integracion en forma cerrada.

F.2. Regulador y aproximacion del
propagador

Utilizamos el regulador de Litim [2.24] dado por
Ri(l) = Zu (k% — 1)O(k* — 1%) (F.5)

donde k es la escala de acoplamiento mévil, Z,; es la constante de renormalizacién
del campo y O(x) es el escalén unitario. Su derivada con respecto a t = log k, que
interviene en las integrales, es

2
ARy (l) = Zuk2(2 — e + nﬁ%)e(ﬁ — )+ 22282 — 12)5(k2 — ¢%)  (FB)

Para alivianar la notacién se omite la dependencia explicita de las integrales y del propagador en el
campo y/o la escala k.
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La «funcién» §(z) representa la derivada de ©(x). Este regulador es no analitico, aun-
que los problemas se manifiestan en derivadas de orden superior.

Para el regulador, utilizamos la férmula de la LPA’ (2.56):
’ —1
G () = [ Zug? + TP (g = 0) + Rulo)| - (F7)

introduciendo ademas

0%V,
2 1@ (5=0 p) = K
=T =0 = F.
I n(a=05p) = = 2 (F.8)
Al sustituir el regulador, el propagador resulta
1
G2 = — 1
Z 2+ 12+ R(12)  Z 2+ p? + Z (k% —12)O(Kk2 —12)
1 2 2 F.9
ZeoZ 12 L (79
L 1?2 > K?
Zel? + p*’

F.3. Integrales

Cuando los integrandos son invariantes por rotaciones se puede efectuar la parte an-
gular de manera general y cerrada. Podemos escribir

/ddl{-}zsd/dud—l{-} (F.10)
donde Sy es la superficie de la esfera d-dimensional de radio unitario
27/2
Sqg =+~ (F.11)
L'(4/2)
Para lo que viene a continuacién, es conveniente definir
Sa
Ky = . F.12
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F.3.1. Calculode /

La integral mas simple es

[ dd o [y ]2
1= / o) _OR(2) [GH (1)} (F13)

Sustituyendo el propagador y el regulador queda

" 20 2/ 9 2 2 2/.2 12 2 _ 72
I:/(dlZHH(Q N + Nel? /62O (K2 — 1) + 2Z,k% (k% — 12)(k l)(F_14)

27r)° (Zal? + 12 + Z (k2 — 12)0(r2 — 12))

Esta integral solo recibe una contribucién si [? < k2. Estamos considerando zd(z) = 0
para todo z (incluso si x = 0). Simplificando, queda

d 2
I= dl ki (2 — N + 1el?/K?) (F.15)
(2m)? (1? + Z,mz)2

12<K2

Realizando la integracion angular segun (F.10), tenemos

S Z,. K> _ Ja+1
- . / dl<(2—77,.i)ld R ) (F.16)

2m)d (,,2 2 2
(2m) (1? + Zk?) 2 K
cuyo resultado es
A B S PR (F17)
T Zor? (14 2)2 Tt g '

donde i> queda definido por Z.x?fi> = p2. La funcién I depende sélo de « y del
campo, a través de ji°.

F.3.2. Calculo de J(p)
Con la aproximacion LPA’ y el regulador de Litim, la integral J(p) es

Zok2(2 — n + el /62O (K? — 12) + 22,52 (k% — 12)5(K2% — 12)

dél
J(p) - / (271_)d (ZHZQ +,U2 + ZH(H2 _ l2)@(/£2 _ 12))2
1

24P 112+ Zu(i2 — (1 +p)?)O(s2 — (L 1 p)?))

(F.18)
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Reescribimos J(p) en términos de las variables p = p/x, l = l/kycosy =p-1l/pl
La integral se transforma en d = 3, utilizando los factores ©(k? — I?) y §(k? — I?),

er?]

3 K3 1 Lot
% 2_77n+77nl~2
O(1 — 12 — p2 + 2lpcosy) + (12 + p2 — 20pcos7)O(12 4 p2 — 2pcosy — 1) + ji2

(F.19)

Para completar la integral en cos~ se separa el dominio de integacion segun el valor
de las funciones © restantes. Luego se completa la integral en I, mediante integracion
por partes y descomposicion en fracciones simples. El resultado final queda separado
en regiones segun si p > 2 0 p < 2y segun el signo de ji?:

n 5>27%<0:

L (o) (1 (e ) ) | g (R

+Qﬁ[1+4+p+ u)(l R d (A ,u))}log(ﬁ+1+\/_7[ﬁ

i — Ui D — —~22 s Nk _ ~22 p—1—+/—fp?

+35 1+ 2 ) <1 eI (p \/j)ﬂlog<ﬁ+l_\/_72
(F.20)

48 1+a2\3 15 3 12 6 120

1 Nk ~ 5 Mk N [ - —\ 2 p—I—l—l-\/—i;ﬂ
+2f5{1_4_<p+ﬁ) (1 3T (V) >]1g< 1+ V2 >
e (o (e e (| (L

2En una dimensioén d arbitraria el diferencial angular tiene un exponente d/2 — 1/2.
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= p>2,[i% >0

3K3 1 U 5 ~2 ~2
J(p) = — ) RN L -3
9 2&23(1+/12)2{ Ty ( g tP ok

1 NMe | (2  ~2 N | Mk 12 ~2 <29 (p— 1)+ i
+215[ + (07— i) 5 Ty (07— 1)) =nsii”p” | log GIDE
~2 ~2
— 27 (1—%—1—%(132_,&2)) <arctanﬁ'u_1 —arctanﬁil)}
(F22)

4 4

257 1 4 4 _ _ 1 . -
+ gy ( 7 p+nﬁp2+(—m>p3+n'ip5>

3K; 1 e Mei® (3 Mk Teii®\ 3k
S B S Nl
) =572 (1+/]2)2{ Tt

48 1+a2\3 15 3 12 6 120

1 Nk 2 -2 Me | Nk 2 ~2 -2 ~} (p+1)+ i?
— 1 (52— 1— 5y 05 (52 Wi2p| log [ L 2
+2ﬁ[ L M)( 5 T (D u))+nup e

~2 Nk Nk (2 ~2 /12 ~2
+20° (1 — —+ — (p — [ ) arctan — 1 arctan i (F.23)
p

2 2

Estas expresiones se transcriben directamente en el programa de resolucion del méto-
do BMW. Se han probado extensivamente las expresiones para I y J(p) en diversos
régimenes [12]. Al igual que en el caso de la funcién I, la dependencia en el campo
aparece a través de ji°. La aparicidén de potencias impares de  se puede rastrear a la
discontinuidad en la derivada del regulador de Litim.

Es posible desarrollar las expresiones anteriores en potencias de p si p < 1 o de
5! si p > 1. En efecto, en la implementacion de esta funcién se utilizan valores de
umbral para pasar de la expresién completa a la expresion aproximada si p pertenece
a alguno de los rangos extremos. Por ejemplo, si 5 < 1072, .J(p) se calcula a través
de su desarrollo para p < « (el valor 1072, que es bastante arbitrario, brinda buenos
resultados para la discretizacion utilizada).
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F.3.3. Calculo de K(p, q)

La expresion para la ultima integral que discutiremos, utilizando la aproximacién LPA’ y
el regulador de Litim es

B d | Zok?(2 — ne + 0el? /62O (K% — 12) + 222 (K% — 12)6(k% — 1?)
Kp.9) = / (27)° (Zul2 + 12 + Zo(w2 — 2)O (2 — 12))
1
Ut PP+ 12+ Za(s2 — (L4 p)?)O(RE — (L + p)?)

1

(Zn(l + Q)Q + N2 + Zﬁ(/{? — (l + Q)Z)@(I{2 _ (l T q)2))] (F.24)

Introducimos las variables p = p/k, ¢ = q/k y Il = I/k y nos retringimos al caso d = 3.
Entonces

K(pq) = —hs 1 /ldiﬁ/l d( )(2 + P)
paq - 2,‘4,322 (1+[1/2)2 B 1 COS’Y nlﬁ 77;4

x— ! _ _ ! _
+p2+p2+(1—( +15)2)@(1 —(l+p)?) I+q2+p2+(1-(1+9)?)0(1—-(1+4q)?)

Por invariancia rotacional, la funcién K (p, q) sélo depende de los escalares p?, ¢ y
p - q. Esto se puede hacer manifiesto al expandir el denominador en la expresién ante-
rior en términos de los cuadrados 2, 2y 2 y los productos p- Ly G - L.

Por ejemplo consideremos un desarrollo del integrando en potencias de estas cantida-

des. La integral de los términos lineales en p- Ly ¢ - I se anulan por simetria. El término
que poseen el doble producto

i q l sz Zq]
solamente pueden originar una integral no nula para los términos con i = j:
/ddl(ﬁ (-1 /ddlzpql =) Pidi /ddm:ﬁ-d %

141 141 i d—|— 1

usando que

~ 1 -~ ~ 1 ~~ S,
dyj2 _ * di (72 .72y — & di72 _ d
/dlli_d/dl(l1+ +13) d/dll qd+1)
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(ver ecuacion[F.10).

En efecto, se puede resolver la integral K cuando p, ¢ < « desarrollando el integrando
en la serie de potencias mencionada y consevando los primeros términos. Al orden
mas bajo se obtiene (este término en particular se puede calcular para d genérica)

Kgk® 1 21, 13 o .
~ - =) e <1
K(p,q) Z27 L ) {2 2 <60+8d+(3+d>n>(p + %) (p,g< 1)
(F.26)

A este orden no aparece el escalar p - q. Esto es por causa de haber usado el regulador
de Litim.

En el régimen de impulsos grandes también se puede lograr una integracion cerrada,
al aproximar los propagadores como

GAp+1)~ (p>> k) (F27)

1 .
Zp?

Por lo anterior, en los casos de impulsos extremos obtenemos aproximaciones analiti-
cas para K(p,q) (parap > k 0 p < &, y andloga e independientemente para g), pero
no podemos aplicarlas a la regioén intermedia, es decir, cuando p, ¢ ~ ). En vista de
que la funcion K juega un papel de alguna forma secundario en la ecuacion de flujo
de la funcion a tres puntos, es plausible usar una versién analitica aproximada muy
sencilla de la integral, facil de implementar en el programa de célculo y de bajo costo
computacional.

Las condiciones que debe cumplir la versién aproximada K, (p, g) se desprenden de
la definicion de la integral en términos del propagador LPA’y el regulador de Litim,

K(p,q) = / (jjl)datRn(l) [G,(f)(l)rG,(f) (lp+1) G (g +1)). (F.28)

= Cuando ¢ < &, se puede reemplazar G\ (q + ) ~ (Z.x2 + u2)~! gracias a la
forma del regulador; la integral K (p,0) es totalmente andloga a J(p), de manera
que tenemos

1

Kop(p.q) ~ 7o+ 2

J(p);  (¢< k) (F29)
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» Cuando ¢ > « se reemplaza G,(f)(q) ~ (Z.q*)"1, que puede extraerse de la
integracién, dando lugar a

Lo @>r) (F30)

Kap(p,q) ~ 7o

= K(p,q) es simétrica al intercambiar p con g, y por lo tanto esto es un requisito
para la version aproximada.

= Como ya se sefiald, sélo depende de los escalares p?, ¢° y p - q. Este Ultimo se
puede hallar a partir de s = |p + q| (seccién[4.2] ecuacion4.5).

A continuacién mostramos la expresién elegida para K,,(p,q) después de ensayar
varias alternativas. Supongamos por el momento p > gq.

= |La expresién queda definida en términos de tres parametros a1, as y €, que dan
lugar a una familia de funciones K, validas.

= Encaso de g < «, entonces Kup(p,q) = G(0)J(p) = (Zek® + 12) "1 (p)
(el préposito del parametro € es indicar un valor muy pequeio que podamos
considerar casi cero).

» Construimos una interpolacién suave entre los regimenes ¢ < kY ¢ > «. Prime-
ro definimos los factores
(p/on)?

fl = exp(ﬁ/a1)2—l’ f2 =

(q/a2)?
exp (7/ag)? — 1’

y, para lograr una expresion simétrica,
r=/p*+ ¢

Para un impulso p pequerio, fi ~ 1, y decae rapidamente si p > «;. El com-
portamiento de fo es analogo. Observemos que al ser p > ¢, entonces ¢ > «
implica p > x, de manera que en este caso tanto f; como f, son despreciables
(siempre que oy simas ~ 1).

Luego, la funcién K, (p, q) viene dada por

Kap(p,q) = f1 G2 (0)J(r)+(1=f1) f2 GE(0)J (p)+(1~ f2) G (p)  (a) (F31)

= Sip < g, intercambiamos el papel entre p y q.
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De esta manera, contamos con una expresion suficientemente simple para K, (p, q)
que cumple todos los requisitos.

Para validar esta expresion, la comparamos con el resultado obtenido por integracion
numérica K;,:(p, q) a partir de la definicién usando los propagadores LPA’ con un va-
lor supuesto conocido de /i y 7,, en varios intervalos de impulsos. La coincidencia no
es completamente exacta en todos los casos, pero es suficiente para nuestro propdsi-
to.

En la figura se muestran varios ejemplos de los resultados obtenidos a través de la
integracién numérica en las configuraciones de p y q paralelos y p y q opuestos, con p
variando entre 0,10 y 10 y cuatro valores de ¢ dentro del mismo intervalo. En este caso
se escogieron ji> = 0y 7, = 0. Como era de esperarse, las curvas tienden a coincidir
cuando ambos impulsos son muy pequefos o uno de ellos es grande. Las mayores
discrepancias ocurren en la region intermedia p ~ ¢ ~ 1, como queda de manifiesto en
el caso (3) de la figura (g = 1,26).

En la figura se muestra el cociente entre la expresidn aproximada y el calculo nu-
merico, K,/ Kint, para la configuracion (3), donde se aprecia lo anteriormente dicho.
La diferencia llega a alcanzar casi el 40 % en el peor caso, pero eso es una situacion
excepcional. Aunque el error relativo es considerable, la discrepancia no es significativa
en la ecuacion de flujo de la funcion a tres puntos, ya que los términos que incluyen
K (p,q) son pequefos en relacién con los otros y ademas son estrechas las regiones
de x sobre las cuales la funcién no es despreciable.

En la figura [F.3] se representa una vez més la comparacion, con un valor mas grande
de /i>. Tal como manifiestan estas curvas, el resultado mejora al considerar valores
cada vez mayores de ji2, como se espera gracias a la expresion de los propagado-
res.
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Aproximado, Paralelay Antiparalela
=0;n=0

0,04 — XX Map. A--AQpar. O-O
+——+ @a &< @Qpa. OO
*—*% Qap. F-gQpa. OO @) op
PP > @& OO @pr. A-A

0,03

K(p.a)

0,01

10

Fig. F.1.-Comparacion entre K,, y K;,; en varias configuraciones de impulsos.
En estas curvas se tomé ji* = 0, . = 0 y diferentes valores de impulso: (1) § = 0,10,
2) q=0,32, (3) G = 1,26, (4) ¢ = 3,16. Para K;,,; se consideran las configuraciones
con los impulsos paralelos y opuestos.

18

16

paraelos
rrrrr opuestos

08
0,6
04

02

Tl

Fig. F.2.-Proporcion entre K, y K;p.
Se muestra el cociente para la configuracion (3) de la figura en el caso paralelo y
antiparalelo.
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2,5x10°

2,0x10°

1,5x10°

K(p,a)

1,0x10°

5,0x10°

0,0
0,1

Fig. F.3.-Comparacion entre K, y K;,; para /i> grande.
Se tomaron [i> =5 yn,. = 0, y la funcién K;,; se calculé en la configuracién antipara-

lela.
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G. Algunos detalles del calculo
numerico

En este apéndice se discuten algunos aspectos concretos sobre la implementacion
numeérica de la resolucién de las ecuaciones de flujo.

Los programas fueron desarrollados en lenguaje Fortran77 y compilados sobre 1inux
con el compilador GNU g77 . Todas las variables que representan nimeros reales se
definieron de doble precision. La salida de los programas son archivos de texto ASCII
formateados para guardar las cifras significativas. Las graficas de los datos se constru-
yeron utilizando la interfaz xmgrace.

G.1. Derivadas Numéricas

La derivada de una funcién f(z) esté definida, cuando existe, por el limite del cociente
incremental cuando el incremento tiende a cero,

) — 1 )~ S @)

a dx—0 dzx ’

(G.1)

y la definicién se extiende a derivadas de mayor orden. El célculo numérico de las
derivadas debe hacerse por aproximacion, y es intrinsecamente “peligroso”: un nud-
mero pequefio debe obtenerse de una diferencia de cantidades de tamario similar,
y el resultado debe ser dividido por otro nimero pequefio de dimensiones simila-
res.

Hay diversas maneras de determinar el valor aproximado de las derivadas. Considere-
mos la funcién f(z) de la que se conocen sus valores en = = z;, enx —dx = x;_1 Y
en = + dz = ;4. La derivada nimerica centrada fj (x;) es

f(@iv1) = f(@ig1)
2dx

fn(i) = (G.2)
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Esta expresion da una aproximacion de f/(z) correcta hasta segundo orden en dz, es
decir,

F(@i) = fa(x:) + O(dz?). (G.3)

La expresion dada para fj, no esta definida en los extremos del intervalo en el que se
definen las x;. En cambio, la expresién para la derivada en el primer resulta

Frolwo) = —3f (o) +;1£E:31) — f(l’2)7 (G.4)

también correcta hasta segundo orden en dz, con un resultado analogo para la derivada
en el ultimo punto x,,.

Las expresiones anteriores para fj (x) pueden hallarse al interpolar los puntos de la
funcion P,_y = (zi—1, f(xi—1)), By = (x4, f(2i)) ¥ Piy1 = (Tit1, f(zit1)), por una fun-
cion cuadréatica p(x) = ag + a1 + agz?. Las derivadas de p(z) dan las aproximaciones
a las derivadas de f(x) en los puntos correspondientes. La diferencia entre la funcién
f(z) y la funcién interpolante p(z) es de tercer orden en dx, de lo que se deduce el
orden de aproximacién de las expresiones. Con este proceso se obtiene ademas una
derivada segunda £} (z;) correcta hasta primer orden.

Una interpolacién p(z) sobre una cantidad mayor de puntos genera expresiones para
las derivadas numéricas correctas hasta un orden mayor en dx (observemos sin embar-
go que no es equivalente tener mayor orden a tener mayor precision). Para el programa
fueron utilizadas derivadas con cinco puntos. Esta vez se necesita una consideracion
especial para dos de los puntos en cada extremo. El resultado para las derivadas en
los puntos internos es

f(xi—2) = 8f(wi—1) + 8f(xit1) — f(wit2)

fa(zi) = 12 da ’ G5
Vo F@ie) —16f(@n) £ 30f(@) — 16f(min) + flmien)
n(@i) = - 12 da?
y para el extremo inicial
/ ~ 25f(x0) — 48f(x1) +36f(w2) — 16f(w3) + 3f(x4)
fn(wo) = = 12 da ’ 6
y 35 (we) — 104f(z1) + 114f (w2) — 56f (zs) + 11f(za) (66
N(‘TO) - 12 dz2 )
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—3f(x0) —10f(x1) + 18f(22) — 6f(x3) + f(x4)

v (G.7)
" ~ 11f(xo) —20f(z1) + 6f(w2) +4f(x3) — f(24)
i) = 12 da? '

Las expresiones para las derivadas en z,,_1 y z,, Se obtienen de estas reemplazando
X0y ..., T4 POF T, ..., Tn_yq Y dx por —dx. El método de interpolacion también permite
calcular derivadas numéricas mayores, aunque no son necesarias en las ecuaciones

de flujd']

Aunque la discusién se hizo para una funcién f(x) de una sola variable, los resultados
también se aplican a las derivadas parciales para funciones de varias variables (por
ejemplo para hallar 9, f (z, y)).

G.2. Integrales numéricas

Como se discute en el capitulo [4] la integracion de las ecuaciones de flujo se realiza a
través del método de Euler. Este método se basa en la igualdad

tnt+1 d
Ftw) = 1) = [ . ©8)

Cuando la distancia dt,, = t,,+1 — t,, €s pequefia, el integrando se considera aproxima-
damente constante por lo que la integral se simplifica y tenemos

Fltnsr) = F(tn) +dtn

—| (G.9)

t=tn

El método usado en el programa es la generalizacion de lo anterior a funciones de
varias variables. La derivada del lado derecho se calcula a través de la ecuacion de
flujo para la funcién buscada, y la variable “temporal” es t = log «.

'Es una pésima idea calcular las derivadas superiores por composicion de las expresiones para fa
fx)- En serio.

157



APENDICE G. ALGUNOS DETALLES DEL CALCULO NUMERICO

G.3. Cadigo fuente

El codigo fuente para los programas y las instrucciones para su compilacion y utilizacion
esta ||estaran| a disposicién en mi pagina personal de Interneﬂ

La tabla siguiente muestra algunas de las variables principales usadas en los progra-

mas (la lista extensiva se encuentra junto con el codigo fuente).

Nombre Significado Comentario
~9 Derivada del potencial (adimensionado).
mu i
Se calcula usando la LPA’.
~ ~ ) . N
mui 6ﬁlf«2 _ N2/ Derivadas primera y segunda de i con

respecto a p.

Funcion a 2 puntos

Self

D2ro

G2ro_p,

G2ro_0
D2fi2_p,

S(p) = ATP (p) + p?
9;AT (p, p)

OpT12 (p) = 051D (0) + AT

0T (0, p) = Zurfi3 ()

2T (p) = (9 + 2085)T

Autoenergia. Se calcula usando la LPA’.

Derivada de AT'(? (p). Se obtiene a par-
tir de X(p).

Funcién a dos puntos. Se encuentra a
partir

Derivada respecto a ¢.

Funcion a 3 puntos

D3

D3ro
gamma3

G3

G3ro

AP (p.q.5) = 308 (.. 5)

0,12 () + TP () + TP (s) =T

8ﬁAFI($3) (p7 q, S)
%ngnqﬁﬂA

lpg) ’
¢ (p7 q, S) T

3
9T )

Funcién AF,(Q >, calculada directamente
con su ecuacion de flujo.

Para calcularla se usa gamma3.

Funcién a tres puntos obtenida a partir de
AT,

Funcién a tres puntos calculada directa-
mente (sin usar AF,(S’)).

®http://www.fing.edu.uy/ ncasabal
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