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Resumen

El empleo de componentes modulares en el paradigma de programacién funcional acarrea la necesidad de
manipular estructuras de datos que sirvan como medio de comunicacién entre unas y otras. Este tipo de
diseno puede ser ineficiente debido a la generacién de muchas estructuras de datos intermedias. Existen
técnicas de transformaciéon de programas funcionales, que dado un programa escrito en forma modular,
pueden combinar diferentes partes del mismo para construir un programa equivalente que no emplee estas
estructuras intermedias. Una serie importante de trabajos apuntan a automatizar estas técnicas para su
inclusién en compiladores.

En el marco del desarrollo de un sistema que realiza automaticamente algunas de estas transformaciones
sobre programas escritos en Haskell, nuestro objetivo es presentar una revisiéon de algunos de los algoritmos
utilizados.

Palabras claves: Lenguajes de programacién, especificacién formal, transformacién de programas, progra-
macién funcional.



1. Introduccién

Consideremos un programa para contar la cantidad de palabras que ocurren en un texto y que termi-
nan con un cardcter dado. Este programa implementado en Haskell! [13] podria ser dado por la siguiente
definicién.

count :: Char -> String -> Int length :: [a] -> Int
count ¢ = length . filter ((==c).last) . words length [1 =0

length (_:as) = 1 + length as
words :: String -> [String]

words str = filter :: (a->Bool) -> [a] -> [a]
case dropWhile isSpace str of filter p [1 = []
0 ->1 filter p (a:as) =
str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’ if p a then a : filter p as
in w : words str’’ else filter p as

El predicado (==c)::Char->Bool retorna True cuando el argumento es igual al cardcter c. La funcién
last retorna el ultimo elemento de una lista. El sufijo més grande de str que no empieza con espacios se
corresponde con la expresiéon dropWhile isSpace str. La expresion break isSpace str’ es un par cuya
primer componente es el prefijo mas grande de str’ que no contiene espacios, y la segunda componente es
el resto de str’.

La solucién presentada crea primero una lista de palabras, la cual es consumida por filter, quien a
su vez produce una nueva lista con las palabras que terminan con c. Por ultimo length consume la lista
generada por filter. De modo que, en la ejecucién de este programa, se crean dos listas nuevas de tamaio
proporcional al tamano del texto de entrada.

Podemos imaginar una solucién que no adolezca este problema. La mejora es evidente si se observa que
en esta nueva solucién no se utiliza ninguna aplicacién de los constructores de listas.

count ¢ str = case dropWhile isSpace str of
0->o0
str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’ of
in if ((==c).last) w then 1 + count c str’’ else count c str’’

Si bien es mas eficiente, dado que no se construyen listas intermedias, esta soluciéon es més dificil de escribir,
reutiliza menos cédigo, y es més dificil comprender qué hace. Muchos beneficios tiene el diseno modular de
c6digo como para dejarlo de lado demasiado rapido.

Si los compiladores fuesen capaces de derivar la versién eficiente a partir del programa modular el pro-
gramador no tendria que preocuparse en absoluto por las estructuras de datos intermedias. Varios trabajos
se han realizado con el objetivo de estudiar técnicas de transformacién de programas que eliminen las estruc-
turas intermedias. Debido a que estas estructuras intermedias son en general arborescentes, se dice que las
técnicas son de deforestacion [21]. La eliminacién de estructuras intermedias implica el reemplazo de varias
funciones por una equivalente que combine sus cédigos?. Una linea importante de trabajos se ha desarrollado
con el objetivo de automatizar algunas de estas técnicas, apuntando a su integracién en compiladores.

Este trabajo trata sobre la construccion de un sistema de fusion. Con ello nos referimos a una herramienta
que realiza automaticamente una serie de transformaciones fuente-a-fuente basadas en fusién sobre programas
escritos en el lenguaje funcional Haskell. Una caracteristica de este sistema es que se basa en un enfoque
algebraico de la transformacién de programas [1, 18, 19, 15], existiendo también otras propuestas alternativas
[20, 2, 3, 12, 7]. En el enfoque que adoptamos las funciones se reescriben en términos de un esquema de
recursién llamado hilomorfismo [15]. Los hilomorfismos cuentan con ciertas leyes de transformacién, conocidas
como lluvia dcida [19], mediante las cuales es posible fusionar programas. Para la construccién de este sistema
contamos con la experiencia de implementaciones anteriores de caracteristicas similares [16, 17]. Casi todos
los algoritmos que integran nuestro sistema se encuentran descriptos en dichos trabajos.

Las principales contribuciones que hacemos son las siguientes.

= Revisamos y corregimos algunos de los algoritmos que forman el nicleo del sistema. En particular
aquellos empleados por Onoue et al. [16] para derivar transformadores, que son funciones requeridas
por las leyes de lluvia dcida.

ITodos nuestros ejemplos estardn expresados en este lenguaje.
2por lo que también se conoce a estas técnicas por el nombre de fusidn.



= Ofrecemos una herramienta interactiva, llamada HFusion [8], que permite examinar el resultado de
aplicar las leyes de fusién a composiciones de programas Haskell y examinar la funcién resultante
en un formato comprensible, tanto como definiciéon recursiva como en términos de su representacion
algebraica.

= Identificamos posibles extensiones practicas y tedricas para ampliar el poder de la herramienta.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 2 se presenta una bateria de
conceptos tedricos sobre los cuales se apoya la herramienta. En el Secciéon 3 se presenta una visién global
del sistema y los algoritmos en los que realizamos modificaciones importantes. Finalmente en el Seccién 4
discutimos posibles extensiones que se pueden realizar a la herramienta.

2. Fundamentos

Cuando un sistema de transformacién de programas utiliza un enfoque algebraico, como es nuestro caso,
tenemos a nuestra disposicion herramientas tedricas que nos ayudan a explicar y verificar el funcionamiento
del sistema. El objetivo de esta seccion es presentar brevemente estas herramientas e introducir la notacién
que emplearemos.

2.1. Functores

El instrumento bésico que tenemos para hablar de la estructura recursiva de una definicién es el functor,
aunque pueda no parecer evidente hasta ver la definicién de hilomorfismos.

Un functor F es un operador que actia sobre tipos y funciones, y satisface las siguientes propiedades:

Ff:Fa—Fb Vf:a—b

F idq = idra

F(fg)=F f.Fg Vf:a—bg:b—oc

Un functor puede verse también como un constructor de tipo que recibe un tipo X y construye un
tipo F X, méds una funcién que describe la accién del functor sobre funciones. La definicién de functor
se puede generalizar para functores que reciben més de un argumento. Un functor binario (o bifunc-
tor) F es un operador binario que actia sobre tipos y funciones, y satisface las siguientes propiedades:

F fg:Fac—Fbd

F id id = id

F (fg) (hk)=F f h.F gk

Tenemos los siguientes functores elementales. El functor identidad se define como I X = X, I £ = £. Si
C es un tipo, se define el functor constante C como C X = C, C f = id.
Tenemos los bifunctores producto y sumas:

&xY) = {(x,y) | x € X, y €Y} &4+Y) = {1}xX U {2}xy U {L}

(fxg) (x,y) = (f x,8 y) (f+g) (1,x) = (1,f x)
(f+g) (2,y) = (2,g 1)
(f+g) L = L

Ambos functores se pueden generalizar para mayor cantidad de argumentos. En el tipo X+Y los elementos
de X e Y se etiquetan con 1 y 2 para poder distinguir aquellos que se encuentran en la intersecciéon de ambos
tipos.

Utilizaremos con frecuencia el tipo unitario de Haskell, que vamos a denotar como 1={ ()}, y su functor
constante 1. O sea, éste es el tipo que contiene un tnico elemento que es (). Asumimos de aqui en adelante
que el producto tiene mayor precedencia que la suma y que ambos tienen menor precedencia que la aplicacion.
Siendo F y G functores, se puede definir el producto de functores como: (FxG) X =F X xG X, (FxG) f =
F f x G f. La suma de functores se define de manera andloga.

2.2, Algebras y Coalgebras

La fusién de funciones implica el reemplazo de ciertas operaciones por otras en una expresién dada. Los
conceptos de estas operaciones que manipulamos se formalizan como dlgebras y codlgebras.

Sea un functor F y un tipo a, una F-algebra es una funciéon ¢ : F a — a.

En la manipulacién de F-algebras resulta practica la definicién del siguiente combinador.

Sean tipos T y Xi,...,X, y funciones f; : X; — T,...,f, : X, — T. Definimos el andlisis de casos
f1V.- - VE, X1+ -+ X, = Tcomo (£,V---VE,) (i,x) =f; x.



Dada un F-dlgebra de la forma ¢ = ¢1V - - - Vé,,, donde ¢; =(\ (v;1, ..., vin,)=>t;), llamaremos variables
recursivas del dlgebra a aquellas variables v;; que correspondan a posiciones recursivas de F.

En las leyes de fusién que presentaremos en breve, también juega un papel importante un concepto dual
al de F-algebra.

Sea un functor F y un tipo a, una F-coalgebra es una funcién ¢ : ¢« — F a.

Una F-coalgebra puede pensarse como la parte de una funcién que descompone la entrada en subpartes
sobre las cuales luego aplica las llamadas recursivas. Dada un F-codlgebra de la forma

\vg=>case tg of p1—>(1, (11, t1m))s - 50>, (tn1y ooy tum))

llamaremos términos recursivos de la codlgebra a aquellos términos ¢;; que correspondan a posiciones
recursivas de F.

2.3. Tipos y Functores

Existe una relacion estrecha entre los tipos de datos y los functores. Utilizando los constructores de un

tipo de dato T ay . ..a, es posible construir la siguiente F-algebra:

c1V---Vep: F(Tay...a.) > Tay...a,
tal que, si el constructor C; tiene argumentos, entonces c; = C;, y si no ¢; = \ O ->C,. El functor F es de la
forma F1 + -+ + F,,, donde cada F; captura la signatura (la aridad) del constructor C;, siendo la misma de
la forma F;; X -+ X Fy,, donde F;j =Isity; =T ai...a,, 0 Fs5 = E en otro caso.

Aqui puede verse que las posiciones del functor F donde ocurre el functor I, se corresponden con las
posiciones recursivas de los constructores del tipo T ay ...a,. Por eso llamamos recursivas a estas posiciones
del functor. Si el constructor C; no tiene argumentos, i.e. si es una constante, entonces F; = 1. Nétese que
los constructores se consideran no currificados. La teorfa obliga a manejar los constructores de esta forma?,
pero en la implementacién no hubo inconvenientes al manipular constructores no currificados y por lo tanto
el sistema no hace distinciones al respecto.

Usualmente se conoce a la F-algebra de constructores como ing, y a su inversa como outy. Estas dos
funciones definen una biyeccién entre los tipos

i?’LF
F(Tai...ar) ——>Tai...ar
outr

Las restricciones impuestas sobre T aj ...a, nos garantizan que el tipo tendrd un functor asociado com-
puesto por sumas y productos de functores I y C para diversos tipos C. Estos functores son llamados polino-
miales, y las estructuras de datos asociadas son las Unicas que pueden ser eliminadas utilizando los algoritmos
que presentaremos.

2.4. Hilomorfismos

Finalmente, las algebras y codlgebras pueden combinarse para formar definiciones recursivas utilizando
el siguiente operador recursivo.

Sea un functor F, una F-algebra ¢ y una F-codlgebra 1. Un hilomorfismo es el minimo punto fijo de la
ecuacién h = ¢ oF h o) el cual se denota [¢, ¢]e.

La practicidad de tener un hilomorfismo consiste en tener bien separadas las etapas de preparacion de
los argumentos para las llamadas recursivas, las llamadas recursivas, y la combinacién del resultado de estas
llamadas. Son usuales en la literatura algunas especializaciones del operador hilomorfismo. Tenemos, por
ejemplo, los catamorfismos, que son hilomorfismos de la forma [, outg]r, los cuales se denotan (¢)r. Los
catamorfismos representan funciones definidas por recursién estructural [1]. Tenemos también los anamorfis-
mos, que son hilomorfismos de la forma [ing, ¢]g, denotados como [¢]r. En este caso representan funciones
definidas por lo que se conoce como correcursién [6].

Los hilomorfismos gozan de las siguientes leyes de fusién, y son las que se pretende automatizar.

[, oute]e o [ine, ¥]e = [¢,¢]r (cata-ana)
7:(Fa—a)— (Ga—a)

[, oute]r o [7(ing), ¥]e = [T(4), ¥]e

3Desde aqui nos apartamos de la notacién de Haskell para listas, dado que (:) es un constructor currificado.

(cata-hilo)




c:(a—Fa)— (a—Ga)

[, o(oute)]e o [ine, e = [¢, o (¥)]e

(hilo-ana)

Puede apreciarse en estas leyes la intencién de eliminar la estructura intermedia entre dos hilomorfismos

tan sélo sustituyendo unos términos por otros en las definiciones. Cuando una funcién tiene un tipo como el de
T 0 0, se dice que la funcién es un transformador de dlgebras/codlgebras de signatura F en dlgebras/codlgebras
de signatura G [5].

Ejemplo 2.1 (Fusién con 7) Para ver un caso de fusién consideremos el siguiente programa, que cuenta
la cantidad de elementos en una lista que satisfacen un predicado dado.

1f :: (a->Bool) -> List a -> Int
1f p = length . filter p

Primero escribamos como hilomorfismos las funciones length y filter.

length :: List b -> Int filter :: (b->Bool) -> List b -> List b
length = [(\()->0)Vé2,outs]r filter p = [(\()->Nil)V¢2, ¢]e
where F = 14+bx 1 where G = 1+bXxIXI
¢2 (L,vl) = 1+vi ¢2 (b,v1,v2) = if p b then Cons (b,vl) else v2
¥ Nil = (1,0)

1 (Cons (b,1ls)) = (2,(b,1ls,1s))

El dlgebra de filter se puede escribir como 7(ing), donde

ing = (\()->Nil) VCons
7 :: (F a->a) ->(G a->a)
(a) = mi(a)VTe(a)
7‘1(0(1VO£2) = o1
(v1Vaz) (a,vl,v2) = if p a then as (a,vl) else v2

9

T2

Si aplicamos la ley cata-hilo obtenemos: 1f p = [ ((\()->0) V), ¥]e
que corresponde a la siguiente definicién recursiva:

3.

1f p Nil = 0
1f p (Cons (b,1s)) = if p b then 1+1f 1ls else 1f 1s

Algoritmos

La herramienta desarrollada tiene un ciclo de ejecucién compuesto por varias etapas. A lo largo de este

capitulo presentaremos fundamentalmente los algoritmos de la segunda etapa, que son aquellos en los que
hemos realizado cambios importantes a los presentados en [16, 17]. Otras descripciones de estos y los otros
algoritmos pueden encontrarse en esos mismos trabajos.

1.

Construcciéon de una representacion interna de las funciones recursivas. Este paso podria
considerarse el puente de entrada al sistema. Aqui las funciones cuyas definiciones estan expresadas en
un lenguaje ajeno al sistema, en nuestro caso Haskell, son traducidas a una forma en que resulte sencillo
realizar los andlisis posteriores. Concretamente, se utiliza una representacién interna en términos de
hilomorfismos.

Reconocimiento de la forma de los hilomorfismos. Una vez que una definiciéon ha sido incorpo-
rada al sistema, se le realiza un anélisis para determinar si sus componentes satisfacen las hipdtesis de
alguna ley de fusién. En esta etapa se responden preguntas como: jEste hilomorfismo es un catamorfis-
mo? ;Es un anamorfismo? ;Su dlgebra es de la forma 7(ing)? ;Su dlgebra es de la forma o(outr)? {Hay
alguna transformaciéon que se le pueda hacer a este hilomorfismo para obtener otro equivalente que
se pueda fusionar? Los algoritmos de esta etapa son algoritmos que reestructuran los hilomorfismos,
algoritmos que reconocen la forma de dlgebras y codlgebras, y algoritmos que derivan transformadores
a partir de ellas.



t: = w (variables) b = w (variables)
| 1 (literales) | (b,...,b) (tuplas de variables)
| (,...,1) (tuplas) p: = w (variables)
| \bo->t (lambda expresiones) | (p,...,p) (tuplas de patrones)
| caset of (expresiones case) | ¢(p,...,p) (aplicacién de constructores)
p=>t;- -+ ;p->t | 1 (literales)
| wvit...t (ap. de funciones)
| c(t,...,t) (ap. de constructores)
| tt (ap. general de términos)

Figura 1: Gramatica de términos

3. Aplicacidn de las leyes de fusién. Cada ley puede considerarse como una funcién (parcial) que recibe
dos definiciones de funciones f y g, y retorna la definicién de la funcién resultante de fusionar £ . g.
Dadas dos funciones que se quieran fusionar, si sus partes satisfacen las hipétesis de alguna ley de fusion
entonces se les aplica la ley. En la practica, en esta etapa debiera haber un algoritmo que buscase
dentro de un programa composiciones de funciones fusionables. Dicho algoritmo no forma parte de
la versién actual. Su estudio e implementacién figura en la planificacién de extensiones futuras a la
herramienta. En la implementacion actual el usuario del sistema es quien indica qué composiciones
deben ser fusionadas.

4. Escritura del resultado de la fusion en Haskell. Esta etapa es el puente de salida del sistema.
Aqui las funciones expresadas como hilomorfismos son traducidas de nuevo al lenguaje original.

3.1. Derivacién de hilomorfismos

Siendo la primer etapa la que recibe las definiciones de funciones, se hace necesario definir la gramética
en la cual se hayan expresadas estas definiciones. Nuestra gramética de términos se presenta en la figura 1.
Permite construir un subconjunto de Haskell lo bastante amplio como para que las definiciones de funciones
se puedan ajustar a ella con un esfuerzo razonable. Las definiciones son tan sélo una variable que tiene
asociado un término. Para nuestra implementacién no hemos requerido ninguna informacién de tipos. Las
aplicaciones de funciones y constructores se distingue de la aplicacién general. Esto es porque resulta practico
para los algoritmos tener en una lista todos los argumentos de un constructor o una llamada recursiva.

Tenemos, entonces, un algoritmo de derivacién que dada una funcién de la siguiente forma

f =\vi...v, —>case tg of p; ~>t1;...;pp=>ty

retorna un hilomorfismo equivalente. Se asume que la funcién hace recursién sobre un tnico argumento. Esto
quiere decir que todos los otros argumentos que tenga la funcién deben ser constantes (i.e. dichos argumentos
en las llamadas recursivas deben coincidir con los correspondientes de la invocacién original).

La definicién que devuelve el algoritmo es de la forma: £ = \vy...vp—1 =>[$1V - Vo, ¥] No incluimos
la descripcién del algoritmo, la cudl puede consultarse en [16, 17].

3.2. Reconocer esquemas de produccién y consumo de datos

Para poder aplicar el teorema de la lluvia acida sobre una composicién de hilomorfismos, es necesario
reconocer cudl es el tipo de dlgebra y codlgebra que estos hilomorfismos tienen. Cuando tenemos la com-
posicién [¢, ¢]r o [¢', 1 ]e queremos conocer la forma de 1) y ¢/, para saber si estamos en alguna de las tres
situaciones en que podemos aplicar el Teorema de Lluvia Acida. El titulo de esta seccién se debe a que 1
indica cémo se consume la estructura de datos intermediaria de los hilomorfismos y ¢’ indica cémo se produce
esa estructura. En las siguientes sub-secciones estaremos intentando responder las siguientes preguntas

L@ = ing? L = outg? L = T1(ing)? L = o(outy)?

El reconocimiento de esquemas de produccion y consumo de datos va muy de la mano con técnicas de
reestructuracién que facilitan el reconocimiento. Dado un hilomorfismo [¢, ¥ la esencia de las reestructuras
es encontrar un hilomorfismo equivalente de la forma [ing,n o 9]¢, donde 1 es una funcién derivada por un
algoritmo de reestructura. De manera dual podemos intentar encontrar un hilomorfismo [¢p o7/, oute]e donde
7’ también es una funcién derivada por un algoritmo de reestructura.



3.2.1.  Reconocer ing

Nos enfrentamos ahora a la pregunta j¢’ = ing? La forma trivial que puede tener ¢’ : G A — A que nos
asegura que es ing es C1V ---VC, donde C1,...,C, son todos los constructores del tipo A (o (\O->C;) en
el caso de que C; no tenga argumentos).

Es claro que hay muchos términos que pueden ser equivalentes a un término de la forma que acabamos
de describir. Pero nosotros sélo reconoceremos ing si se encuentra en esta forma con la esperanza de que sea
suficiente para un nimero considerable de casos. Este también ha sido en esencia el enfoque de Schwartz[17].
Onoue et al.[16] proponen aplicar ¢ e ing a un cierto conjunto de valores para comprobar que den los mismo
resultados. Cémo se elige el conjunto de valores de prueba y qué certeza dan de que las funciones sean
equivalentes no queda claro en la presentacién que hacen de la técnica.

Cuando el dlgebra no estd en forma ing, hay varias reestructuras que se pueden realizar para obtener
un hilomorfismo con algebra ing. Onoue et al. presentan un ejemplo de reestructura posible junto con el
algoritmo que la realiza.

3.2.2.  Reconocer outg
Nos enfrentamos ahora a la pregunta ;1 = outy? siendo
1 = \l->case ty of p1—>(1, (t11,...,t1k,)) 5. 50>, (tn1y- oy tnk, )
La forma trivial que puede tener 1 que nos asegura que es outr es la siguiente:
1. Cada patrén p; debe ser una aplicaciéon de constructor a variables.

2. Las variables en p; deben ser devueltas en la correspondiente tupla de salida en el mismo orden. No se
puede devolver otra cosa que estas variables.

3. Hay un tnico patrén para cada constructor del tipo de entrada.

Como en el caso de ing, pueden haber términos equivalentes a outr en una forma distinta a la mencionada
que no tendremos en cuenta. De manera dual al caso de las dlgebras, es posible reestructurar el hilomorfismo
para obtener uno equivalente que tenga outy como codlgebra. Onoue et al. presentan un ejemplo reestructura
que se puede efectuar con estos fines, junto con el algoritmo que la realiza.

3.2.8.  Reconocer T

Queremos saber ahora si ¢ = 7(ing), para 7 :: (F a->a)->(G a->a). Para ello tenemos un algoritmo
que dado un dlgebra ¢ y un functor F retorna dicho 7.

Como no es posible derivar 7 a partir de cualquier algebra y functor, supondremos que el algebra ¢ dada
como entrada tiene una cierta forma restrictiva que depende del functor F. Debe ser un analisis de casos
¢1V -+ Vo, donde cada ¢; es de la forma (\ (vy,...,v,)=>t;) v t; estd en una forma normal con respecto
a F. La forma normal con respecto a F puede ser:

1. una variable recursiva (resultado de una llamada recursiva).

2. una aplicacién de constructor C; (#3,...,t,,) donde cada t; que de acuerdo a F se encuentra en una
posicién recursiva del constructor C; esta en forma normal con respecto a F. Si t’j no se encuentra en
una posicion recursiva entonces puede ser cualquier término que no referencie variables recursivas.

3. un término cualquiera que no referencie variables recursivas.

Cuando el algebra no esta en esta forma normal, a veces es posible reestructurar el hilomorfismo para
obtener uno equivalente que si tenga un dlgebra en esta forma [16].

En la Figura 2 presentamos el algoritmo de derivacién de 7. El objetivo del algoritmo A es abstraer
los constructores, sustituyéndolos por las correspondientes operaciones de la F-algebra «. Este algoritmo de
abstraccion se aplica recursivamente sélo en los argumentos recursivos, los cuales vienen indicados por el
functor F. Desde luego, necesitamos conocer el functor para poder ejecutar el algoritmo. El functor se puede
derivar de una codlgebra que se encuentre en forma outr. Es seguro que esa coalgebra estd disponible pues no
estariamos derivando 7 si el hilomorfismo no estuviera en una composicién a la derecha de un catamorfismo.

Ejemplo de derivacion de 7 Consideremos la siguiente funcién



T(F,¢::G a->a) :: (F a->a)->(G a->a)
T(F1+ - +Fm,¢1V - Von) = \(1V - Vaum)>T " ($1)V - VT (¢n)

where
T'(\bvs->t) = \bvs—>A4 t
A(v) =v (Siv es una variable recursiva)
A(Cs; U, t0)) = oy (F7 A (.. )
A(Cj) = qa;
At) = (a ]) (Todos los otros casos)

Figura 2: Algoritmo de derivacién de 7

appendll :: a -> List (List a) -> List (List a)
appendll a Nil = Nil
appendll a (Cons (as,ass)) = Cons (Cons (a,as),appendll ass)

como hilomorfismo appendll = \a->[¢1V @2, oute]r
where F=1+4List ax1I
¢1=\0 -> Nil
¢2 = \(as,ass)-> Cons (Cons (a,as),ass)
Si aplicamos 7T (F, ¢1 Vo) obtenemos el transformador

7 ::(F b->b)->F b->b
= \a1Va2->¢1V¢p2 where ¢1=\0-> A(Nil)
¢2 = \(as,ass)-> A(Cons (Cons (a,as),ass))
lo mismo que 7 ::(F b->b)->G b->b
= \a1Vae->¢1Vp2 where ¢1=\O-> a1 O
¢2 = \(as,ass)-> as (Cons (a,as),A(ass))
Obsérvese que no hemos abstraido en ¢ una de las ocurrencias del constructor Cons, debido a que ocurre
en una posicién no recursiva segun el functor F, y por tanto sélo se vuelve a aplicar el algoritmo A sobre el
argumento ass. 7 ::(F b->b)->G b->b
= \a1Vae->¢1 Voo where ¢1=\0-> a1 O
=\(as,ass)-> az (Cons (a,as),ass)
O
Onoue et al.[16] proponen un forma normal un poco méds amplia para los términos dentro de cada ¢;.
Ellos agregan la siguiente clausula:

4. es una aplicacién de hilomorfismo [¢]V -« V), oute]r v' donde cada ¢} estd en la misma
forma restrictiva que ¢;, y v es una variable recursiva.

y extienden el algoritmo con esta ecuacion: A([¢1V - - -V, oute]r v') = [T(P1V -+ V) (a1V -+ am), outs]r v’
Si v’ es una variable recursiva, el tipo del 7 derivado deberfa ser polimérfico en el tipo de v’. Sin embargo,
nétese que el hilomorfismo [7()V - V@)1V - - - auy), out]r requiere que el tipo de su entrada sea pF.
De modo que la salida del algoritmo de [16] no es correcta en este caso. Nuestras cldusulas son un intento
por corregir esta situacion.

En [16] la definicién de la forma normal no es recursiva, lo cudl no es correcto dado que el algoritmo
recorre recursivamente los subtérminos guidndose por el functor F dado como argumento. Siendo que las
recursion del algoritmo es guiada por el functor F, decidimos expresar la forma normal en funcién de este
functor.

3.2.4. Reconocer o

Para concluir con el examen de dlgebras y codlgebras, nos preguntamos por ultimo si ¢ = o(outg),
para o :: (a->F a)->(a->G a). Para ello tenemos un algoritmo que dada una codlgebra 1 y un functor
F retorna su descomposicién en o(outr). Como no es posible derivar o a partir de cualquier codlgebra y
functor, supondremos que la codlgebra 1) dada como entrada tiene una cierta forma restrictiva que depende
del functor F. Las coalgebras que acepta nuestro algoritmo deben ser de la siguiente forma:

\vo->case vo of p1=>(1, (t11,...,t1m)) ;.. P>, (tn1,. .., thm))



También se requieren las siguientes restricciones adicionales:

= Los términos recursivos deben ser variables, y en los términos no recursivos no deben referenciarse
dichas variables.

= Los patrones p; satisfacen la siguiente forma normal con respecto al functor F:

1. son una variable; o

2. son de la forma C; (p) ...p;.) tal que cada p); que de acuerdo al functor F esté en una posicién
recursiva del constructor C; estd en forma normal con respecto al functor F. Los p} en posiciones
no recursivas pueden ser cualquier patrén que no referencie variables que aparezcan en algun
término recursivo.

Cuando la codlgebra no estd en esta forma normal, a veces es posible reestructurar el hilomorfismo para
obtener uno equivalente que si tenga una codlgebra en esta forma [16].

De manera dual al algoritmo de derivacién de 7, en este algoritmo se intentan abstraer constructores de
los patrones de la codlgebra. Antes de pasar a esta tarea, realizamos un preprocesamiento de los patrones
para eliminar anidamientos. Considérese, por ejemplo, la funcién

impares :: List a -> List a
impares = \v-> case v of Nil -> Nil
Cons (a,Nil) -> Coms (a,Nil)
Cons (b,Cons (_,1)) -> Cons (b,impares 1)

que extrae las posiciones impares de una lista. Si derivamos el hilomorfismo para esta funcién obtenemos
una coalgebra 1 :: List a -> F (List a)
¥ = \v->case v of Nil ->(1,())

Cons (a,Nil) ->(2,a)

Cons (b,Cons (_,1)) ->(3,(b,1))
donde F es el functor 1+4a+a x I. Eliminando los anidamientos de patrones obtenemos la siguiente expresién
equivalente: 1 = \v-> case v of Nil ->(1,())

- —> case v of
Cons (a,ul) -> case ul of
Nil ->(2,a)
_ => case v of Cons (b,u2) ->
case u2 of Cons (_,1) ->(3,(b,1))
_ => case v of
Cons (b,u3) -> case u3 of
Cons (_,1) ->(3,(b,1))
Esta expresion se obtiene casi aplicando mecanicamente algunas de las identidades que definen la seméantica
del chequeo de patrones para Haskell [13]. Desde el punto de vista algoritmico nos interesa esta forma pues
no contiene anidamientos sobre las posiciones recursivas de los constructores que ocurren en los patrones.
Siendo outs :: List a -> F (List a)
outr = \1-> case 1 of Nil ->(1,())

Cons (a,as) ->(2,(a,as))

donde F =1 +a x I es el functor de las listas, podemos reescribir la codlgebra de la siguiente forma:

1 = \v-> case outr v of (1,()) ->(1,(0))
_ => case outr v of
(2,(a,u1)) -> case outr ul of
(1,0) ->(2,a)
_ => case outr v of
(2,((,u2)) —>
case outr u2 of
(2,(,1)) ->(@3,m,1)
_ => case outr v of
(2,(b,u3)) -> case outr u3 of
(2,(.,1)) ->(3,(,1))

Si en esta tltima expresion abstraemos outr obtendremos la expresion



S(F\v->t) =\G->\v->B(!
B(case u of C;j (p1,...,pr) =>t1;- =>t2) =
case § u of
G, 1, .. .,pk)) —>B(t1)
_ —>B(t2)
B(case u of p => t1;_ => t2) =
si p es un término recursivo entonces
B(t1)[u/p]
si no case [B)r u of p —>t1;_ —>t2)
B(t)=t

t[u/p] denota la sustitucién de p por u en el término ¢.

Figura 3: Algoritmo de derivacion de o

o :: (b=>F b) -> (b->G b)
o= \B v ->case f v of (1,0) ->(1,0)
_ -> case § v of (2,(a,ul)) -> case [ ul of
(1,0) ->(2,a)
_ => case B v of (2,(b,u2)) ->
case 3 u2 of
(2,(,1)) - (3,(m,1))
_ -> case 8 v of (2,(b,u3)) —->
case B u3 of (2,(.,1)) ->(3,(b,1))

Dada una codlgebra y un functor F, el objetivo de nuestro algoritmo de derivacién de o es obtener otra
codlgebra sin patrones anidados en posiciones recursivas, donde las aplicaciones de outy serdn finalmente
abstraidas. Nuestro algoritmo es una variacién del sugerido por Onoue et al.[16], pues el algoritmo de Onoue
es incorrecto. Si vemos los patrones como las estructuras arborescentes que son, el chequeo de un término
contra un patrén se debe hacer nodo a nodo del drbol en una recorrida en profundidad, de acuerdo a la
semdntica de Haskell [13]. Sin embargo el algoritmo de [16] produce un o que realiza los chequeos de los
nodos en una recorrida por amplitud. La forma en que nosotros eliminamos los anidamientos en los patrones
pretende preservar el orden en que se chequeaban los nodos en los patrones originales. Por otra parte el
algoritmo de Onoue et al. [16] tampoco establece restricciones sobre la forma que pueden tener los patrones,
lo cudl hace que produzca algunas salidas incorrectas (atin pasando por alto el orden incorrecto de verificacién
de los patrones) cuando estas restricciones no se cumplen.

En la Figura 3 presentamos el algoritmo de derivaciéon de o que identifica y abstrae las ocurrencias de
outr en un término resultado del procesamiento anterior. El algoritmo de abstraccién para 7 se invocaba
sobre las posiciones recursivas de una aplicacién de constructor. De manera dual, el algoritmo de derivacién
de o abstrae sobre cases correspondientes a posiciones recursivas (segun el functor F) de los constructores C;
que ocurren en los patrones. Nétese que debido al preprocesamiento realizado por el algoritmo F, todos los
cases encontrados por el algoritmo B se evaliian sobre posiciones recursivas de los constructores. Se inserta
un anamorfismo [5)r cuando el patrén no es un término recursivo ni una aplicacién de constructor. Vale la
pena recordar que si p es un término recursivo las restricciones sobre la entrada del algoritmo aseguran que
es una variable.

Duplicacién de computaciones En el término o derivado arriba, puede observarse que en el caso que
6 v£A(,O) y B ul#(1,()) tenemos que ul=u2. Asi se deduce que § ul=pF u2. Esto pone de manifiesto
que la evaluacién de o((3) puede llegar a repetir célculos lo cudl no es deseable.

El problema se origina por la forma en que hemos eliminado los anidamientos de patrones. Para eliminar
estas duplicaciones de computaciones utilizamos una serie de transformaciones de las estructuras case que
preservan la semantica de los términos. Dichas reglas se aplicarian luego de haber derivado o. La siguiente
serfa una de tales reglas:

case J u of = case J u of
s G, vm)) > e (G, (U, v)) >
C[ case B u of Cleifvi, ..., vn /vl .. 0p]1; -

s G, ) => ey e 1y e



En esta regla t[(vy,...,v,)/(v],...,v,)] es la sustitucién simultdnea en el término t de las variables v}
por las variables v;. C[t] denota C[t/v] donde v representa algin espacio en C a rellenar con el término t.
Mediante esta y otras reglas similares seria posible transformar el ¢ derivado
o= \Bv->case B vof (1,0) > (1,0))
(2,(a,ul)) -> case f ul of (1,0)) ->(2,a)
(2,(,1)) ->(3,(a,1))
En este término ya no hay computaciones duplicadas, y asi alcanzamos nuestro objetivo.

4. Trabajos futuros

El sistema que hemos implementado es interactivo, el usuario ingresa nuevas definiciones en forma in-
cremental y solicita la fusién de composiciones de ellas. El sistema ademés puede desplegar la definicién
recursiva de cualquier funcién presente en el ambiente, y la representacién interna en términos algebraicos.

Para poder hablar de la efectividad del sistema como optimizador de programas, es necesario incorporarlo
en un compilador para realizar pruebas que permitan la comparacion contra otros sistemas. Para esto habria
que adaptar la implementacion actual al lenguaje interno del compilador. También habria que implementar
la busqueda dentro de un programa de aquellas composiciones potencialmente fusionables.

También existe un conjunto considerable de extensiones que se podrian incorporar.

Paramorfismos Hasta ahora todas las implementaciones de sistemas de fusién que se basan en el mismo
enfoque que nosotros fusionan catamorfismos y anamorfismos con otros hilomorfismos. Ninguna de estas
implementaciones es capaz de fusionar paramorfismos con hilomorfismos, siendo un paramorfismo una rep-
resentacién de una funcién recursiva primitiva [14]. Por ejemplo, un caso de fusién de paramorfismos con
hilomorfismos serfa: dropWhile po filter q donde dropWhile se define como

dropWhile :: (a->Bool) ->[a] ->[a]
dropWhile p (a:as) = if p a then dropWhile p as else (a:as)
dropWhile p [1 = []

Esta funcién es un paramorfismo porque en un caso copia directamente en la salida la cola de la lista de
entrada. Se puede derivar un hilomorfismo a partir de una funcién recursiva primitiva, pero no es posible
aplicar ninguno de los algoritmos de reestructura o derivaciéon de o para poder fusionarlo cuando aparece a
la izquierda de la composicién. Sin embargo, existe una forma de escribir una definicién recursiva equivalente
a la composicién particular dropWhile pofilter q:

dwfil :: (a->Bool) -> (a->Bool) -> [a] -> [al]

dwfil p q (a:as) = if q a then if p a then dWfil p q as else a : filter q as
else dWfil p q as

dwfil p q [1 = []

Leyes de fusién que abarcan estos casos pueden encontrarse en [4].

Recursion mutua y recursiéon en mas de un argumento Se pueden incorporar técnicas de fusién para
definiciones mutuamente recursivas o con recursién en mas de un argumento. La funcién zip, la igualdad
estructural, y los analizadores sintacticos recursivos descendentes son ejemplos que serian abarcados por
estas técnicas. Utilizando un enfoque algebraico pueden encontrarse en la literatura algunas propuestas al
respecto [9, 11].

Otras transformaciones Existen técnicas de transformacién de programas complementarias a la defor-
estacién que permiten optimizar un programa. Seria posible incorporar técnicas para tupling [10], una téctica
para obtener funciones recursivas eficientes agrupando funciones recursivas en una tupla.
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