
Automatización de leyes de fusión de programas

Facundo Domı́nguez Alberto Pardo

Instituto de Computación, Universidad de la República, Montevideo, Uruguay
{fdomin,pardo}@fing.edu.uy

Resumen

El empleo de componentes modulares en el paradigma de programación funcional acarrea la necesidad de
manipular estructuras de datos que sirvan como medio de comunicación entre unas y otras. Este tipo de
diseño puede ser ineficiente debido a la generación de muchas estructuras de datos intermedias. Existen
técnicas de transformación de programas funcionales, que dado un programa escrito en forma modular,
pueden combinar diferentes partes del mismo para construir un programa equivalente que no emplee estas
estructuras intermedias. Una serie importante de trabajos apuntan a automatizar estas técnicas para su
inclusión en compiladores.

En el marco del desarrollo de un sistema que realiza automáticamente algunas de estas transformaciones
sobre programas escritos en Haskell, nuestro objetivo es presentar una revisión de algunos de los algoritmos
utilizados.

Palabras claves: Lenguajes de programación, especificación formal, transformación de programas, progra-
mación funcional.



1. Introducción

Consideremos un programa para contar la cantidad de palabras que ocurren en un texto y que termi-
nan con un carácter dado. Este programa implementado en Haskell1 [13] podŕıa ser dado por la siguiente
definición.

count :: Char -> String -> Int

count c = length . filter ((==c).last) . words

words :: String -> [String]

words str =

case dropWhile isSpace str of

[] -> []

str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’

in w : words str’’

length :: [a] -> Int

length [] = 0

length ( :as) = 1 + length as

filter :: (a->Bool) -> [a] -> [a]

filter p [] = []

filter p (a:as) =

if p a then a : filter p as

else filter p as

El predicado (==c)::Char->Bool retorna True cuando el argumento es igual al carácter c. La función
last retorna el último elemento de una lista. El sufijo más grande de str que no empieza con espacios se
corresponde con la expresión dropWhile isSpace str. La expresión break isSpace str’ es un par cuya
primer componente es el prefijo más grande de str’ que no contiene espacios, y la segunda componente es
el resto de str’.

La solución presentada crea primero una lista de palabras, la cual es consumida por filter, quien a
su vez produce una nueva lista con las palabras que terminan con c. Por último length consume la lista
generada por filter. De modo que, en la ejecución de este programa, se crean dos listas nuevas de tamaño
proporcional al tamaño del texto de entrada.

Podemos imaginar una solución que no adolezca este problema. La mejora es evidente si se observa que
en esta nueva solución no se utiliza ninguna aplicación de los constructores de listas.

count c str = case dropWhile isSpace str of

[] -> 0

str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’ of

in if ((==c).last) w then 1 + count c str’’ else count c str’’

Si bien es más eficiente, dado que no se construyen listas intermedias, esta solución es más dif́ıcil de escribir,
reutiliza menos código, y es más dif́ıcil comprender qué hace. Muchos beneficios tiene el diseño modular de
código como para dejarlo de lado demasiado rápido.

Si los compiladores fuesen capaces de derivar la versión eficiente a partir del programa modular el pro-
gramador no tendŕıa que preocuparse en absoluto por las estructuras de datos intermedias. Varios trabajos
se han realizado con el objetivo de estudiar técnicas de transformación de programas que eliminen las estruc-
turas intermedias. Debido a que estas estructuras intermedias son en general arborescentes, se dice que las
técnicas son de deforestación [21]. La eliminación de estructuras intermedias implica el reemplazo de varias
funciones por una equivalente que combine sus códigos2. Una ĺınea importante de trabajos se ha desarrollado
con el objetivo de automatizar algunas de estas técnicas, apuntando a su integración en compiladores.

Este trabajo trata sobre la construcción de un sistema de fusión. Con ello nos referimos a una herramienta
que realiza automáticamente una serie de transformaciones fuente-a-fuente basadas en fusión sobre programas
escritos en el lenguaje funcional Haskell. Una caracteŕıstica de este sistema es que se basa en un enfoque
algebraico de la transformación de programas [1, 18, 19, 15], existiendo también otras propuestas alternativas
[20, 2, 3, 12, 7]. En el enfoque que adoptamos las funciones se reescriben en términos de un esquema de
recursión llamado hilomorfismo [15]. Los hilomorfismos cuentan con ciertas leyes de transformación, conocidas
como lluvia ácida [19], mediante las cuales es posible fusionar programas. Para la construcción de este sistema
contamos con la experiencia de implementaciones anteriores de caracteŕısticas similares [16, 17]. Casi todos
los algoritmos que integran nuestro sistema se encuentran descriptos en dichos trabajos.

Las principales contribuciones que hacemos son las siguientes.

Revisamos y corregimos algunos de los algoritmos que forman el núcleo del sistema. En particular
aquellos empleados por Onoue et al. [16] para derivar transformadores, que son funciones requeridas
por las leyes de lluvia ácida.

1Todos nuestros ejemplos estarán expresados en este lenguaje.
2por lo que también se conoce a estas técnicas por el nombre de fusión.



Ofrecemos una herramienta interactiva, llamada HFusion [8], que permite examinar el resultado de
aplicar las leyes de fusión a composiciones de programas Haskell y examinar la función resultante
en un formato comprensible, tanto como definición recursiva como en términos de su representación
algebraica.

Identificamos posibles extensiones prácticas y teóricas para ampliar el poder de la herramienta.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera. En la Sección 2 se presenta una bateŕıa de
conceptos teóricos sobre los cuales se apoya la herramienta. En el Sección 3 se presenta una visión global
del sistema y los algoritmos en los que realizamos modificaciones importantes. Finalmente en el Sección 4
discutimos posibles extensiones que se pueden realizar a la herramienta.

2. Fundamentos

Cuando un sistema de transformación de programas utiliza un enfoque algebraico, como es nuestro caso,
tenemos a nuestra disposición herramientas teóricas que nos ayudan a explicar y verificar el funcionamiento
del sistema. El objetivo de esta sección es presentar brevemente estas herramientas e introducir la notación
que emplearemos.

2.1. Functores

El instrumento básico que tenemos para hablar de la estructura recursiva de una definición es el functor,
aunque pueda no parecer evidente hasta ver la definición de hilomorfismos.

Un functor F es un operador que actúa sobre tipos y funciones, y satisface las siguientes propiedades:
F f : F a→ F b ∀f : a→ b
F ida = idF a

F (f.g) = F f . F g ∀f : a→ b, g : b→ c
Un functor puede verse también como un constructor de tipo que recibe un tipo X y construye un

tipo F X, más una función que describe la acción del functor sobre funciones. La definición de functor
se puede generalizar para functores que reciben más de un argumento. Un functor binario (o bifunc-
tor) F es un operador binario que actúa sobre tipos y funciones, y satisface las siguientes propiedades:

F fg : F a c→ F b d
F id id = id
F (f.g) (h.k) = F f h . F g k
Tenemos los siguientes functores elementales. El functor identidad se define como I X = X, I f = f. Si

C es un tipo, se define el functor constante C como C X = C, C f = id.
Tenemos los bifunctores producto y suma:

(X×Y) = {(x,y) | x ∈ X, y ∈ Y} (X+Y) = {1}×X ∪ {2}×Y ∪ {⊥}
(f×g) (x,y) = (f x,g y) (f+g) (1,x) = (1,f x)

(f+g) (2,y) = (2,g y)

(f+g) ⊥ = ⊥
Ambos functores se pueden generalizar para mayor cantidad de argumentos. En el tipo X+Y los elementos
de X e Y se etiquetan con 1 y 2 para poder distinguir aquellos que se encuentran en la intersección de ambos
tipos.

Utilizaremos con frecuencia el tipo unitario de Haskell, que vamos a denotar como 1={()}, y su functor
constante 1. O sea, éste es el tipo que contiene un único elemento que es (). Asumimos de aqúı en adelante
que el producto tiene mayor precedencia que la suma y que ambos tienen menor precedencia que la aplicación.
Siendo F y G functores, se puede definir el producto de functores como: (F× G) X = F X × G X, (F× G) f =
F f × G f . La suma de functores se define de manera análoga.

2.2. Álgebras y Coálgebras

La fusión de funciones implica el reemplazo de ciertas operaciones por otras en una expresión dada. Los
conceptos de estas operaciones que manipulamos se formalizan como álgebras y coálgebras.

Sea un functor F y un tipo a, una F-álgebra es una función φ : F a→ a.
En la manipulación de F-álgebras resulta práctica la definición del siguiente combinador.
Sean tipos T y X1, . . . , Xn y funciones f1 : X1 → T, . . . , fn : Xn → T. Definimos el análisis de casos

f1O · · ·Ofn : X1 + · · ·+ Xn → T como (f1O · · ·Ofn) (i,x) = fi x.



Dada un F-álgebra de la forma φ = φ1O · · ·Oφn, donde φi =(\(vi1, . . . , vini
)->ti), llamaremos variables

recursivas del álgebra a aquellas variables vij que correspondan a posiciones recursivas de F.
En las leyes de fusión que presentaremos en breve, también juega un papel importante un concepto dual

al de F-álgebra.
Sea un functor F y un tipo a, una F-coálgebra es una función ψ : a→ F a.
Una F-coálgebra puede pensarse como la parte de una función que descompone la entrada en subpartes

sobre las cuales luego aplica las llamadas recursivas. Dada un F-coálgebra de la forma

\v0->case t0 of p1->(1,(t11, . . . , t1m));...;pn->(n,(tn1, . . . , tnm))

llamaremos términos recursivos de la coálgebra a aquellos términos tij que correspondan a posiciones
recursivas de F.

2.3. Tipos y Functores

Existe una relación estrecha entre los tipos de datos y los functores. Utilizando los constructores de un
tipo de dato T a1 . . . ar es posible construir la siguiente F-álgebra:

c1O · · ·Ocn: F (T a1 . . . ar) -> T a1 . . . ar

tal que, si el constructor Ci tiene argumentos, entonces ci = Ci, y si no ci = \()->Ci. El functor F es de la
forma F1 + · · · + Fn, donde cada Fi captura la signatura (la aridad) del constructor Ci, siendo la misma de
la forma Fi1 × · · · × Fiki , donde Fij = I si tij = T a1 . . . ar, o Fij = tij en otro caso.

Aqúı puede verse que las posiciones del functor F donde ocurre el functor I, se corresponden con las
posiciones recursivas de los constructores del tipo T a1 . . . ar. Por eso llamamos recursivas a estas posiciones
del functor. Si el constructor Ci no tiene argumentos, i.e. si es una constante, entonces Fi = 1. Nótese que
los constructores se consideran no currificados. La teoŕıa obliga a manejar los constructores de esta forma3,
pero en la implementación no hubo inconvenientes al manipular constructores no currificados y por lo tanto
el sistema no hace distinciones al respecto.

Usualmente se conoce a la F-álgebra de constructores como inF, y a su inversa como outF. Estas dos
funciones definen una biyección entre los tipos

F (T a1 . . . ar)
inF -

�
outF

T a1 . . . ar

Las restricciones impuestas sobre T a1 . . . ar nos garantizan que el tipo tendrá un functor asociado com-
puesto por sumas y productos de functores I y C para diversos tipos C. Estos functores son llamados polino-
miales, y las estructuras de datos asociadas son las únicas que pueden ser eliminadas utilizando los algoritmos
que presentaremos.

2.4. Hilomorfismos

Finalmente, las álgebras y coálgebras pueden combinarse para formar definiciones recursivas utilizando
el siguiente operador recursivo.

Sea un functor F, una F-álgebra φ y una F-coálgebra ψ. Un hilomorfismo es el mı́nimo punto fijo de la
ecuación h = φ ◦ F h ◦ ψ el cual se denota Jφ, ψKF.

La practicidad de tener un hilomorfismo consiste en tener bien separadas las etapas de preparación de
los argumentos para las llamadas recursivas, las llamadas recursivas, y la combinación del resultado de estas
llamadas. Son usuales en la literatura algunas especializaciones del operador hilomorfismo. Tenemos, por
ejemplo, los catamorfismos, que son hilomorfismos de la forma Jφ, outFKF, los cuales se denotan LφMF. Los
catamorfismos representan funciones definidas por recursión estructural [1]. Tenemos también los anamorfis-
mos, que son hilomorfismos de la forma JinF, ψKF, denotados como [(ψ)]F. En este caso representan funciones
definidas por lo que se conoce como correcursión [6].

Los hilomorfismos gozan de las siguientes leyes de fusión, y son las que se pretende automatizar.

Jφ, outFKF ◦ JinF, ψKF = Jφ, ψKF (cata-ana)

τ : (F a→ a) → (G a→ a)
Jφ, outFKF ◦ Jτ(inF), ψKG = Jτ(φ), ψKG

(cata-hilo)

3Desde aqúı nos apartamos de la notación de Haskell para listas, dado que (:) es un constructor currificado.



σ : (a→ F a) → (a→ G a)
Jφ, σ(outF)KG ◦ JinF, ψKF = Jφ, σ(ψ)KG

(hilo-ana)

Puede apreciarse en estas leyes la intención de eliminar la estructura intermedia entre dos hilomorfismos
tan sólo sustituyendo unos términos por otros en las definiciones. Cuando una función tiene un tipo como el de
τ o σ, se dice que la función es un transformador de álgebras/coálgebras de signatura F en álgebras/coálgebras
de signatura G [5].

Ejemplo 2.1 (Fusión con τ) Para ver un caso de fusión consideremos el siguiente programa, que cuenta
la cantidad de elementos en una lista que satisfacen un predicado dado.

lf :: (a->Bool) -> List a -> Int

lf p = length . filter p

Primero escribamos como hilomorfismos las funciones length y filter.

length :: List b -> Int

length = J(\()->0)Oφ2, outFKF
where F = 1 + b× I

φ2 ( ,v1) = 1+v1

filter :: (b->Bool) -> List b -> List b

filter p = J(\()->Nil)Oφ2, ψKG
where G = 1 + b× I× I

φ2 (b,v1,v2) = if p b then Cons (b,v1) else v2

ψ Nil = (1,())

ψ (Cons (b,ls)) = (2,(b,ls,ls))

El álgebra de filter se puede escribir como τ(inF), donde

inF = (\()->Nil)OCons
τ :: (F a->a) ->(G a->a)

τ(α) = τ1(α)Oτ2(α)
τ1(α1Oα2) = α1

τ2(α1Oα2) (a,v1,v2) = if p a then α2 (a,v1) else v2

Si aplicamos la ley cata-hilo obtenemos: lf p = Jτ((\()->0)Oφ2), ψKG
que corresponde a la siguiente definición recursiva:

lf p Nil = 0

lf p (Cons (b,ls)) = if p b then 1+lf ls else lf ls

�

3. Algoritmos

La herramienta desarrollada tiene un ciclo de ejecución compuesto por varias etapas. A lo largo de este
caṕıtulo presentaremos fundamentalmente los algoritmos de la segunda etapa, que son aquellos en los que
hemos realizado cambios importantes a los presentados en [16, 17]. Otras descripciones de estos y los otros
algoritmos pueden encontrarse en esos mismos trabajos.

1. Construcción de una representación interna de las funciones recursivas. Este paso podŕıa
considerarse el puente de entrada al sistema. Aqúı las funciones cuyas definiciones están expresadas en
un lenguaje ajeno al sistema, en nuestro caso Haskell, son traducidas a una forma en que resulte sencillo
realizar los análisis posteriores. Concretamente, se utiliza una representación interna en términos de
hilomorfismos.

2. Reconocimiento de la forma de los hilomorfismos. Una vez que una definición ha sido incorpo-
rada al sistema, se le realiza un análisis para determinar si sus componentes satisfacen las hipótesis de
alguna ley de fusión. En esta etapa se responden preguntas como: ¿Este hilomorfismo es un catamorfis-
mo? ¿Es un anamorfismo? ¿Su álgebra es de la forma τ(inF)? ¿Su álgebra es de la forma σ(outF)? ¿Hay
alguna transformación que se le pueda hacer a este hilomorfismo para obtener otro equivalente que
se pueda fusionar? Los algoritmos de esta etapa son algoritmos que reestructuran los hilomorfismos,
algoritmos que reconocen la forma de álgebras y coálgebras, y algoritmos que derivan transformadores
a partir de ellas.



t :: = v (variables)
| l (literales)
| (t, . . . , t) (tuplas)
| \b->t (lambda expresiones)
| case t of (expresiones case)

p->t; · · · ; p->t
| v t . . . t (ap. de funciones)
| c (t, . . . , t) (ap. de constructores)
| t t (ap. general de términos)

b :: = v (variables)
| (b, . . . , b) (tuplas de variables)

p :: = v (variables)
| (p, . . . , p) (tuplas de patrones)
| c(p, . . . , p) (aplicación de constructores)
| l (literales)

Figura 1: Gramática de términos

3. Aplicación de las leyes de fusión. Cada ley puede considerarse como una función (parcial) que recibe
dos definiciones de funciones f y g, y retorna la definición de la función resultante de fusionar f . g.
Dadas dos funciones que se quieran fusionar, si sus partes satisfacen las hipótesis de alguna ley de fusión
entonces se les aplica la ley. En la práctica, en esta etapa debiera haber un algoritmo que buscase
dentro de un programa composiciones de funciones fusionables. Dicho algoritmo no forma parte de
la versión actual. Su estudio e implementación figura en la planificación de extensiones futuras a la
herramienta. En la implementación actual el usuario del sistema es quien indica qué composiciones
deben ser fusionadas.

4. Escritura del resultado de la fusión en Haskell. Esta etapa es el puente de salida del sistema.
Aqúı las funciones expresadas como hilomorfismos son traducidas de nuevo al lenguaje original.

3.1. Derivación de hilomorfismos

Siendo la primer etapa la que recibe las definiciones de funciones, se hace necesario definir la gramática
en la cual se hayan expresadas estas definiciones. Nuestra gramática de términos se presenta en la figura 1.
Permite construir un subconjunto de Haskell lo bastante amplio como para que las definiciones de funciones
se puedan ajustar a ella con un esfuerzo razonable. Las definiciones son tan sólo una variable que tiene
asociado un término. Para nuestra implementación no hemos requerido ninguna información de tipos. Las
aplicaciones de funciones y constructores se distingue de la aplicación general. Esto es porque resulta práctico
para los algoritmos tener en una lista todos los argumentos de un constructor o una llamada recursiva.

Tenemos, entonces, un algoritmo de derivación que dada una función de la siguiente forma

f = \v1...vm ->case t0 of p1 ->t1;...;pn->tn

retorna un hilomorfismo equivalente. Se asume que la función hace recursión sobre un único argumento. Esto
quiere decir que todos los otros argumentos que tenga la función deben ser constantes (i.e. dichos argumentos
en las llamadas recursivas deben coincidir con los correspondientes de la invocación original).

La definición que devuelve el algoritmo es de la forma: f = \v1...vm−1 ->Jφ1O · · ·Oφn, ψK No incluimos
la descripción del algoritmo, la cuál puede consultarse en [16, 17].

3.2. Reconocer esquemas de producción y consumo de datos

Para poder aplicar el teorema de la lluvia ácida sobre una composición de hilomorfismos, es necesario
reconocer cuál es el tipo de álgebra y coálgebra que estos hilomorfismos tienen. Cuando tenemos la com-
posición Jφ, ψKF ◦ Jφ′, ψ′KG queremos conocer la forma de ψ y φ′, para saber si estamos en alguna de las tres
situaciones en que podemos aplicar el Teorema de Lluvia Ácida. El t́ıtulo de esta sección se debe a que ψ
indica cómo se consume la estructura de datos intermediaria de los hilomorfismos y φ′ indica cómo se produce
esa estructura. En las siguientes sub-secciones estaremos intentando responder las siguientes preguntas

¿φ′ = inF? ¿ψ = outF? ¿φ′ = τ(inF)? ¿ψ = σ(outF)?

El reconocimiento de esquemas de producción y consumo de datos va muy de la mano con técnicas de
reestructuración que facilitan el reconocimiento. Dado un hilomorfismo Jφ, ψKF la esencia de las reestructuras
es encontrar un hilomorfismo equivalente de la forma JinG, η ◦ ψKG, donde η es una función derivada por un
algoritmo de reestructura. De manera dual podemos intentar encontrar un hilomorfismo Jφ◦η′, outGKG donde
η′ también es una función derivada por un algoritmo de reestructura.



3.2.1. Reconocer inF

Nos enfrentamos ahora a la pregunta ¿φ′ = inF? La forma trivial que puede tener φ′ : G A→ A que nos
asegura que es inF es C1O · · ·OCn donde C1, . . . , Cn son todos los constructores del tipo A (o (\()->Ci) en
el caso de que Ci no tenga argumentos).

Es claro que hay muchos términos que pueden ser equivalentes a un término de la forma que acabamos
de describir. Pero nosotros sólo reconoceremos inF si se encuentra en esta forma con la esperanza de que sea
suficiente para un número considerable de casos. Este también ha sido en esencia el enfoque de Schwartz[17].
Onoue et al.[16] proponen aplicar φ e inF a un cierto conjunto de valores para comprobar que den los mismo
resultados. Cómo se elige el conjunto de valores de prueba y qué certeza dan de que las funciones sean
equivalentes no queda claro en la presentación que hacen de la técnica.

Cuando el álgebra no está en forma inF, hay varias reestructuras que se pueden realizar para obtener
un hilomorfismo con álgebra inF. Onoue et al. presentan un ejemplo de reestructura posible junto con el
algoritmo que la realiza.

3.2.2. Reconocer outF

Nos enfrentamos ahora a la pregunta ¿ψ = outF? siendo

ψ = \l->case t0 of p1->(1,(t11, . . . , t1k1));...;pn->(n,(tn1, . . . , tnkn
))

La forma trivial que puede tener ψ que nos asegura que es outF es la siguiente:

1. Cada patrón pi debe ser una aplicación de constructor a variables.

2. Las variables en pi deben ser devueltas en la correspondiente tupla de salida en el mismo orden. No se
puede devolver otra cosa que estas variables.

3. Hay un único patrón para cada constructor del tipo de entrada.

Como en el caso de inF, pueden haber términos equivalentes a outF en una forma distinta a la mencionada
que no tendremos en cuenta. De manera dual al caso de las álgebras, es posible reestructurar el hilomorfismo
para obtener uno equivalente que tenga outF como coálgebra. Onoue et al. presentan un ejemplo reestructura
que se puede efectuar con estos fines, junto con el algoritmo que la realiza.

3.2.3. Reconocer τ

Queremos saber ahora si φ = τ(inF), para τ :: (F a->a)->(G a->a). Para ello tenemos un algoritmo
que dado un álgebra φ y un functor F retorna dicho τ .

Como no es posible derivar τ a partir de cualquier álgebra y functor, supondremos que el álgebra φ dada
como entrada tiene una cierta forma restrictiva que depende del functor F. Debe ser un análisis de casos
φ1O · · ·Oφn, donde cada φi es de la forma (\(v1, . . . , vki

)->ti) y ti está en una forma normal con respecto
a F. La forma normal con respecto a F puede ser:

1. una variable recursiva (resultado de una llamada recursiva).

2. una aplicación de constructor Cj (t′1, . . . , t
′
m) donde cada t′j que de acuerdo a F se encuentra en una

posición recursiva del constructor Cj está en forma normal con respecto a F. Si t′j no se encuentra en
una posición recursiva entonces puede ser cualquier término que no referencie variables recursivas.

3. un término cualquiera que no referencie variables recursivas.

Cuando el álgebra no está en esta forma normal, a veces es posible reestructurar el hilomorfismo para
obtener uno equivalente que śı tenga un álgebra en esta forma [16].

En la Figura 2 presentamos el algoritmo de derivación de τ . El objetivo del algoritmo A es abstraer
los constructores, sustituyéndolos por las correspondientes operaciones de la F-álgebra α. Este algoritmo de
abstracción se aplica recursivamente sólo en los argumentos recursivos, los cuales vienen indicados por el
functor F. Desde luego, necesitamos conocer el functor para poder ejecutar el algoritmo. El functor se puede
derivar de una coálgebra que se encuentre en forma outF. Es seguro que esa coálgebra está disponible pues no
estaŕıamos derivando τ si el hilomorfismo no estuviera en una composición a la derecha de un catamorfismo.

Ejemplo de derivación de τ Consideremos la siguiente función



T (F, φ::G a->a) :: (F a->a)->(G a->a)

T (F1 + · · ·+ Fm, φ1O · · ·Oφn) = \(α1O · · ·Oαm)->T ′(φ1)O · · ·OT ′(φn)

where
T ′(\bvs->t) = \bvs->A t

A(v) = v (Si v es una variable recursiva)
A(Cj (t1, . . . , tk)) = αj (Fj A (t1, . . . , tk))

A(Cj) = αj ()

A(t) = (|α|)F t (Todos los otros casos)

Figura 2: Algoritmo de derivación de τ

appendll :: a -> List (List a) -> List (List a)

appendll a Nil = Nil

appendll a (Cons (as,ass)) = Cons (Cons (a,as),appendll ass)

como hilomorfismo appendll = \a->Jφ1Oφ2, outFKF
where F = 1 + List a× I

φ1 = \() -> Nil

φ2 = \(as,ass)-> Cons (Cons (a,as),ass)

Si aplicamos T (F, φ1Oφ2) obtenemos el transformador
τ ::(F b->b)->F b->b

τ = \α1Oα2->φ1Oφ2 where φ1 = \()-> A(Nil)
φ2 = \(as,ass)-> A(Cons (Cons (a,as),ass))

lo mismo que τ ::(F b->b)->G b->b

τ = \α1Oα2->φ1Oφ2 where φ1 = \()-> α1 ()

φ2 = \(as,ass)-> α2 (Cons (a,as),A(ass))
Obsérvese que no hemos abstráıdo en φ2 una de las ocurrencias del constructor Cons, debido a que ocurre
en una posición no recursiva según el functor F, y por tanto sólo se vuelve a aplicar el algoritmo A sobre el
argumento ass. τ ::(F b->b)->G b->b

τ = \α1Oα2->φ1Oφ2 where φ1 = \()-> α1 ()

φ2 = \(as,ass)-> α2 (Cons (a,as),ass)

�
Onoue et al.[16] proponen un forma normal un poco más amplia para los términos dentro de cada φi.

Ellos agregan la siguiente cláusula:

4. es una aplicación de hilomorfismo Jφ′1O · · ·Oφ′n, outFKF v′ donde cada φ′i está en la misma
forma restrictiva que φi, y v es una variable recursiva.

y extienden el algoritmo con esta ecuación:A(Jφ′
1O · · ·Oφ′

n, outFKF v′) = JT (φ′
1O · · ·Oφ′

n)(α1O · · ·αm), outFKF v′

Si v′ es una variable recursiva, el tipo del τ derivado debeŕıa ser polimórfico en el tipo de v′. Sin embargo,
nótese que el hilomorfismo JT (φ′1O · · ·Oφ′n)(α1O · · ·αm), outFKF requiere que el tipo de su entrada sea µF .
De modo que la salida del algoritmo de [16] no es correcta en este caso. Nuestras cláusulas son un intento
por corregir esta situación.

En [16] la definición de la forma normal no es recursiva, lo cuál no es correcto dado que el algoritmo
recorre recursivamente los subtérminos guiándose por el functor F dado como argumento. Siendo que las
recursión del algoritmo es guiada por el functor F, decidimos expresar la forma normal en función de este
functor.

3.2.4. Reconocer σ

Para concluir con el examen de álgebras y coálgebras, nos preguntamos por último si ψ = σ(outF),
para σ :: (a->F a)->(a->G a). Para ello tenemos un algoritmo que dada una coálgebra ψ y un functor
F retorna su descomposición en σ(outF). Como no es posible derivar σ a partir de cualquier coálgebra y
functor, supondremos que la coálgebra ψ dada como entrada tiene una cierta forma restrictiva que depende
del functor F. Las coálgebras que acepta nuestro algoritmo deben ser de la siguiente forma:

\v0->case v0 of p1->(1,(t11, . . . , t1m));...;pn->(n,(tn1, . . . , tnm))



También se requieren las siguientes restricciones adicionales:

Los términos recursivos deben ser variables, y en los términos no recursivos no deben referenciarse
dichas variables.

Los patrones pi satisfacen la siguiente forma normal con respecto al functor F:

1. son una variable; o

2. son de la forma Ci (p′1 . . . p
′
ki
) tal que cada p′j que de acuerdo al functor F esté en una posición

recursiva del constructor Ci está en forma normal con respecto al functor F. Los p′j en posiciones
no recursivas pueden ser cualquier patrón que no referencie variables que aparezcan en algún
término recursivo.

Cuando la coálgebra no está en esta forma normal, a veces es posible reestructurar el hilomorfismo para
obtener uno equivalente que śı tenga una coálgebra en esta forma [16].

De manera dual al algoritmo de derivación de τ , en este algoritmo se intentan abstraer constructores de
los patrones de la coálgebra. Antes de pasar a esta tarea, realizamos un preprocesamiento de los patrones
para eliminar anidamientos. Considérese, por ejemplo, la función

impares :: List a -> List a

impares = \v-> case v of Nil -> Nil

Cons (a,Nil) -> Cons (a,Nil)

Cons (b,Cons (_,l)) -> Cons (b,impares l)

que extrae las posiciones impares de una lista. Si derivamos el hilomorfismo para esta función obtenemos
una coálgebra ψ :: List a -> F (List a)

ψ = \v->case v of Nil ->(1,())

Cons (a,Nil) ->(2,a)

Cons (b,Cons ( ,l)) ->(3,(b,l))

donde F es el functor 1+a+a×I. Eliminando los anidamientos de patrones obtenemos la siguiente expresión
equivalente: ψ = \v-> case v of Nil ->(1,())

-> case v of

Cons (a,u1) -> case u1 of

Nil ->(2,a)

-> case v of Cons (b,u2) ->

case u2 of Cons ( ,l) ->(3,(b,l))

-> case v of

Cons (b,u3) -> case u3 of

Cons ( ,l) ->(3,(b,l))

Esta expresión se obtiene casi aplicando mecánicamente algunas de las identidades que definen la semántica
del chequeo de patrones para Haskell [13]. Desde el punto de vista algoŕıtmico nos interesa esta forma pues
no contiene anidamientos sobre las posiciones recursivas de los constructores que ocurren en los patrones.

Siendo outF :: List a -> F (List a)

outF = \l-> case l of Nil ->(1,())

Cons (a,as) ->(2,(a,as))

donde F = 1 + a× I es el functor de las listas, podemos reescribir la coálgebra de la siguiente forma:

ψ = \v-> case outF v of (1,()) ->(1,())

-> case outF v of

(2,(a,u1)) -> case outF u1 of

(1,()) ->(2,a)

-> case outF v of

(2,(b,u2)) ->

case outF u2 of

(2,( ,l)) ->(3,(b,l))

-> case outF v of

(2,(b,u3)) -> case outF u3 of

(2,( ,l)) ->(3,(b,l))

Si en esta última expresión abstraemos outF obtendremos la expresión



S(F,\v->t) =\β->\v->B(t)
B(case u of Cj (p1, . . . , pk) ->t1; ->t2) =

case β u of

(j,(p1, . . . , pk)) ->B(t1)
->B(t2)

B(case u of p -> t1; -> t2) =
si p es un término recursivo entonces
B(t1)[u/p]

si no case [(β)]F u of p ->t1; ->t2)
B(t) = t

t[u/p] denota la sustitución de p por u en el término t.

Figura 3: Algoritmo de derivación de σ

σ :: (b->F b) -> (b->G b)

σ = \β v ->case β v of (1,()) ->(1,())

-> case β v of (2,(a,u1)) -> case β u1 of

(1,()) ->(2,a)

-> case β v of (2,(b,u2)) ->

case β u2 of

(2,( ,l)) -> (3,(b,l))

-> case β v of (2,(b,u3)) ->

case β u3 of (2,( ,l)) ->(3,(b,l))

Dada una coálgebra y un functor F, el objetivo de nuestro algoritmo de derivación de σ es obtener otra
coálgebra sin patrones anidados en posiciones recursivas, donde las aplicaciones de outF serán finalmente
abstráıdas. Nuestro algoritmo es una variación del sugerido por Onoue et al.[16], pues el algoritmo de Onoue
es incorrecto. Si vemos los patrones como las estructuras arborescentes que son, el chequeo de un término
contra un patrón se debe hacer nodo a nodo del árbol en una recorrida en profundidad, de acuerdo a la
semántica de Haskell [13]. Sin embargo el algoritmo de [16] produce un σ que realiza los chequeos de los
nodos en una recorrida por amplitud. La forma en que nosotros eliminamos los anidamientos en los patrones
pretende preservar el orden en que se chequeaban los nodos en los patrones originales. Por otra parte el
algoritmo de Onoue et al. [16] tampoco establece restricciones sobre la forma que pueden tener los patrones,
lo cuál hace que produzca algunas salidas incorrectas (aún pasando por alto el orden incorrecto de verificación
de los patrones) cuando estas restricciones no se cumplen.

En la Figura 3 presentamos el algoritmo de derivación de σ que identifica y abstrae las ocurrencias de
outF en un término resultado del procesamiento anterior. El algoritmo de abstracción para τ se invocaba
sobre las posiciones recursivas de una aplicación de constructor. De manera dual, el algoritmo de derivación
de σ abstrae sobre cases correspondientes a posiciones recursivas (según el functor F) de los constructores Cj

que ocurren en los patrones. Nótese que debido al preprocesamiento realizado por el algoritmo F , todos los
cases encontrados por el algoritmo B se evalúan sobre posiciones recursivas de los constructores. Se inserta
un anamorfismo [(β)]F cuando el patrón no es un término recursivo ni una aplicación de constructor. Vale la
pena recordar que si p es un término recursivo las restricciones sobre la entrada del algoritmo aseguran que
es una variable.

Duplicación de computaciones En el término σ derivado arriba, puede observarse que en el caso que
β v 6=(1,()) y β u16=(1,()) tenemos que u1=u2. Aśı se deduce que β u1=β u2. Esto pone de manifiesto
que la evaluación de σ(β) puede llegar a repetir cálculos lo cuál no es deseable.

El problema se origina por la forma en que hemos eliminado los anidamientos de patrones. Para eliminar
estas duplicaciones de computaciones utilizamos una serie de transformaciones de las estructuras case que
preservan la semántica de los términos. Dichas reglas se aplicaŕıan luego de haber derivado σ. La siguiente
seŕıa una de tales reglas:

case β u of

· · ·; (i,(v1, . . . , vn)) ->

C[ case β u of

· · ·; (i,(v′
1, . . . , v

′
n)) -> ei; · · · ]; · · ·

= case β u of

· · ·; (i,(v1, . . . , vn)) ->

C[ei[v1, . . . , vn/v
′
1, . . . , v

′
n]]; · · ·



En esta regla t[(v1, . . . , vn)/(v′1, . . . , v
′
n)] es la sustitución simultánea en el término t de las variables v′i

por las variables vi. C[t] denota C[t/v] donde v representa algún espacio en C a rellenar con el término t.
Mediante esta y otras reglas similares seŕıa posible transformar el σ derivado

σ = \β v -> case β v of (1,()) -> (1,())

(2,(a,u1)) -> case β u1 of (1,()) ->(2,a)

(2,( ,l)) ->(3,(a,l))

En este término ya no hay computaciones duplicadas, y aśı alcanzamos nuestro objetivo.

4. Trabajos futuros

El sistema que hemos implementado es interactivo, el usuario ingresa nuevas definiciones en forma in-
cremental y solicita la fusión de composiciones de ellas. El sistema además puede desplegar la definición
recursiva de cualquier función presente en el ambiente, y la representación interna en términos algebraicos.

Para poder hablar de la efectividad del sistema como optimizador de programas, es necesario incorporarlo
en un compilador para realizar pruebas que permitan la comparación contra otros sistemas. Para esto habŕıa
que adaptar la implementación actual al lenguaje interno del compilador. También habŕıa que implementar
la búsqueda dentro de un programa de aquellas composiciones potencialmente fusionables.

También existe un conjunto considerable de extensiones que se podŕıan incorporar.
Paramorfismos Hasta ahora todas las implementaciones de sistemas de fusión que se basan en el mismo
enfoque que nosotros fusionan catamorfismos y anamorfismos con otros hilomorfismos. Ninguna de estas
implementaciones es capaz de fusionar paramorfismos con hilomorfismos, siendo un paramorfismo una rep-
resentación de una función recursiva primitiva [14]. Por ejemplo, un caso de fusión de paramorfismos con
hilomorfismos seŕıa: dropWhile p ◦ filter q donde dropWhile se define como

dropWhile :: (a->Bool) ->[a] ->[a]

dropWhile p (a:as) = if p a then dropWhile p as else (a:as)

dropWhile p [] = []

Esta función es un paramorfismo porque en un caso copia directamente en la salida la cola de la lista de
entrada. Se puede derivar un hilomorfismo a partir de una función recursiva primitiva, pero no es posible
aplicar ninguno de los algoritmos de reestructura o derivación de σ para poder fusionarlo cuando aparece a
la izquierda de la composición. Sin embargo, existe una forma de escribir una definición recursiva equivalente
a la composición particular dropWhile p ◦ filter q:

dWfil :: (a->Bool) -> (a->Bool) -> [a] -> [a]

dWfil p q (a:as) = if q a then if p a then dWfil p q as else a : filter q as

else dWfil p q as

dWfil p q [] = []

Leyes de fusión que abarcan estos casos pueden encontrarse en [4].
Recursión mutua y recursión en más de un argumento Se pueden incorporar técnicas de fusión para
definiciones mutuamente recursivas o con recursión en más de un argumento. La función zip, la igualdad
estructural, y los analizadores sintácticos recursivos descendentes son ejemplos que seŕıan abarcados por
estas técnicas. Utilizando un enfoque algebraico pueden encontrarse en la literatura algunas propuestas al
respecto [9, 11].
Otras transformaciones Existen técnicas de transformación de programas complementarias a la defor-
estación que permiten optimizar un programa. Seŕıa posible incorporar técnicas para tupling [10], una táctica
para obtener funciones recursivas eficientes agrupando funciones recursivas en una tupla.
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