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Resumen

Este trabajo incluye cuatro partes. Excepto la primera, que sirve de introduccién a las tres
restantes, son las partes independientes entre si.

Parte I. Se introducen las ecuaciones de Maxwell como condicién para que una 2-forma en IR*
cerrada tenga un codiferencial dado.

Parte II. Interpretandose las tres primeras coordenadas en IR* como coordenadas espaciales
y la cuarta como coordenada temporal, se integran las ecuaciones de Maxwell en variedades
estacionarias de dimensién 3 y compactas, llegdndose al teorema de Gauss de flujo magnético y
de conservacién de cargas eléctricas, ya otras leyes clédsicas del electromagnetismo.

Parte III. Definiendo las transformaciones de Lorentz en IR* se incluyen los teoremas relativis-
tas de las ecuaciones de Maxwell.

Parte IV. Finalmente, fijando un sistema inercial estacionario, se traducira el problema electro-
magnético de determinar los campos generados por cargas y corrientes estacionarias en el espacio,
al problema matematico de calcular una forma exacta conociendo su codiferencial (ecuacién de
Poisson), el cual se resolverd mediante integracién en una variedad compacta de dimension 3,
conociendo las condiciones de borde.
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1. Parte 1. Ecuaciones de Maxwell.

1.1. Notacién.
Fijaremos algunos convenios de notacién que seran usados en todo el trabajo:
i) Cualquier 2-forma en IR* puede escribirse como w(a, b) siendo

w(a,b) = (aq dz' + ay da® + as dﬂc?’) A dx* + by dz® A daz® + by da® A dxq + bs dat A da?

donde a = (a1, as,a3) y b= (b1, bz, b3) son ternas de funciones de clase C™(IR?*, IR).
ii) Abreviaremaos con la notacién wf,w$, w§ a las siguientes formas en R*:
o Wi =a dxt + ag dz? + as dz3
° wg = by dz® A daz® + by da® A dxt + bg dzt A da?
o w§ = cdx! Adx® Adr® donde c € C® (IR, R).

iii) Proposicién Operando se demuestra que:

o df = wlgradf + 0f /0x* da?

o dwi = w%Ota + w?a/ax4 A dx?
o dw§ = wghva + wg a/0a% A gt

siendo da/dz* = (a1 /0x*, Das/0x*, Dag/0z*).

1.2.- Primeras ecuaciones de Maxwell.

Teorema 1 Es condicion necesaria y suficiente para que una 2-forma w(a,b) en IR* sea cerrada
dw(a,b) =0 que se verifiquen las dos primeras ecuaciones de Mazwell siguientes:

= 70t a+ Ob/Ox* =0

m divb=0

Demostracion:
w = wé A dzt + W Luego:
. 4 .
dw = dw? A da? + dwl = wEOt @ A da? 4 w1V by OO A gad = A dat + WiV b
Por lo tanto hemos probado que dw = 0 si y solo si rot a + 9b/0z* = 0 y div b = 0 como se
queria. [

rot a+0b/ox*
2

1.3.- Adjunto inercial y codiferencial inercial.

Consideremos el conjunto C°(IR*, A”(IR")) de las r—formas en IR*, con 0 < r < 4. Toda
w € C®(IR*, A" (IRY)) se puede escribir como:

we A dzt + Wl



donde a y b son ternas o funciones segtin corresponda dado r. Se conviene en que w®; = 0.
Sea el isomorfismo # : C°(IR*, A" (IRY)) — C°°(IR*, A*~"(IR*)) definido por
#(we  Adzt +wl) = —wb | Adat 4+ (—1)"wi,

r—1

#w se llama adjunto inercial de w. Si w es una r- forma entonces #w es un 4 — r—forma.
Se define el codiferencial inercial de una r- forma w en IR* (1 <7 < 4) ala r — 1-forma:

dw = (1) #dtw

PROPIEDADES:
1) ##w=(-1)"w
2) déhw = #dw
3) Hdw = dfw

La demostracién es inmediata a partir de las definiciones. Se observa que el diferencial y el adjunto
inercial no conmutan.

I.4. Segundas ecuaciones de Maxwell.

Dada una 2-forma w(a, b) en IR?, su codiferencial inercial es una 1-forma que de manera gneral

podemos escribir como:
n(g, h) = gdz* — wy

donde g € C®(IR*, IR),h = (h1, ha, h3), h; € C®°(IR*, R).
Usaremos el convenio de notacién 7(g, h) para distinguir la 1-forma en IR* anterior, asf como
usaremos w(a, b) para las 2-formas.

Teorema 2 Dadas en R* la 2-forma w(a,b) y la 1-forma eta(g,h) es condicion necesaria y
suficiente para que dw(a,b) = n(g,h) que se verifiquen las sequndas ecuaciones de Mazwell:

rot b — da/dz* = h
diva=g

Demostracion: dw(a,b) = —#d#.(w‘f A dxt + Z‘JS) = —#d(—wb A dz? —1—203) = —#(fdwll’ A
dz* + dwd) = —#(—wg‘)t bAdzt + wglv @t wga/ax A dzt) = #(wg()t b=0a/02" \ g4 _ wglv @)
(div a A da?* — w{Ot biaa/aﬁ). B

Luego hemos probado que dw(a,b) = (g, h) siy solosidiva=gyh= rot b—da/0z* como
se queria. []

1.5.- Campo electromagnético.

A menos de ciertas constantes fisicas, las ternas de funciones a y b que verifican las ecuaciones
de Maxwell, se llaman campo eléctrico y campo magnético respectivamente, y las funciones h y g
corriente eléctrica y carga eléctrica respectivamente.



La 1-forma n(g, h) se llama generadora.

Dada n el problema encarado en la parte IV consiste en hallar w, respondiendo al problema
fisico de determinar el campo electromagnético generado por corrientes y cargas en el espacio-
tiempo.

Matematicamente se traduce en hallar una 2-forma cerrada en IR* conociendo su codiferencial
inercial.

2. Parte II- Leyes clasicas del electromagnetismo.

I1.1.- Proposicion: Calculo de integrales sobre superficies. Sea V' una variedad de
dimensién 2 en IR*. Sea Py € V,(U,m) un mapa local tal que Py € U. Sea P la funcién inversa
de m, es decir P : m(U) — U,P = P(z',2%,23,2%) € U Cc V, 2' : m(U) — IR. Sean (u,v) las
coordenadas en m(U), y sea {0/0u,d/0v} la orientacion en U.

Se cumple que
/wg:// <b,P, x P, > dudv
u m(U)

siendo P, = (%—i, %—fj, %—zj), P, = <%—‘21, %—f, %—‘f), P, x P, el producto vectorial y <, > el producto
interno usual en IR,

Observacién: FEsta proposicion significa que fU w§ se calcula como el flujo de b a través de
U, segin la normal N = P, x P,.

Demostracion: [, wh = fm(U) P*(Wh) = fm(U) f dundv, donde f se calcula aplicando P*(w}) en
el punto (u, v) ala base eg, ez en IR?. Luego f(u,v) = (P*wh)(u,v)(e1, e2) = w§(P(u,v))(Pse1, Piea)
oxt/Ou  0z'/Ov >

siendo P, = ( una matriz 4 x 2.

Por otro lado, como
wg = by dz?® A dz® + by dz® A dat + bg dat A da?

se cumple que

b1(Q) b2(Q) b3(Q)
wS(Q)(vl, 'UQ) = det V11 V12 V13
V21 V22 V23

lo cual se comprueba operando. Resulta entonces que

b1(P(u,v)) b3(P(u,v)) b3(P(u,v))
f(u,v) = det Oxl /Ou 022 /Ou 0x3 /Ou
ozt /ov 0x% /v 0z3 | Ov
y esto por definicién es < b(P(U,v)), P,, P, > . O
II.2.- Teorema de Gauss.

Lema



Sea V una variedad en IR* de dimensién r, 1 < r < 4, compacta, orientable, con borde V.
Sea w una 5 — r forma en IR*. Entonces:

Demostracién: Sabiendo que #dw = d#w, es inmediata la tesis del lema. O]

Teorema de Gauss
Sea V una variedad de dimensién 3 en IR*, compacta y orientable, con borde OV contenida en
x* = cte. Entonces se cumple que

(1) foywh =0
(2) fav Wg = d%l fv Wg

Observacién: (1) significa que en todo instante el flujo magnético es nulo a través de la
frontera de un volumen.

(2) significa que el flujo de corriente eléctrica a través de la frontera de un volumen es igual a
la variacién de carga eléctrica en su interior (conservacién de cargas).

Se toma la orientacién de 0V inducida por la orientacion en V' (“hacia el exterior de V7).

Demostracion:

(1) dw(a,b) = 0 = [, dw = [, w(a,b) = 0 por Stokes. Entonces, sustituyendo w(a,b) =
wi A dxt 4 wh resulta [, wi Adzt + [, w5 =0

(2) [, #dw = [, #w por el lema. Luego, por el teorema 2:

/V #1(g,h) = /6 ulat)

Sustituyendo #n(g, h) = wj +wh Andxt, #w(a,b) = —wh Adx +w§, y sabiendo que en la variedad

dz* = 0, resulta:
/ wg = —/ wy
1% v

en todo instante z*. Derivando respecto de z*, como V y por lo tanto OV estan contenidos en
X* = cte se obtiene (tomando la misma V para todos los z4):

d / o 4
g a/0x
4 3 2
dz* Jy oV

Por las segundas ecuaciones de Maxwell, se tiene:

Ja 1
@:rotb—h = wga/ax = dwb — Wb

da/0x*
/ w2a/$ :/ dwlf—/ wg:/ddwlf—/ wg
v v v v v

donde es cero la primera integral del iltimo miembro de la igualdad anterior. Queda:

siendo



I1.3.- Otras leyes clasicas.

4
i) De la ecuacién dw + w?b/ - 0, integrandola sobre una variedad S de dimensién 2,

estacionaria (es decir z* = cte), en IR*, orientable y compacta, se obtiene:
LEY DE FARADAY:
[t [
o5 dzt Js?

La circulacién del campo eléctrico a lo largo del borde de una superficie compacta, estacionaria,
es igual a la variacion del flujo magnético a través de la superficie.

.. <. b da/dz* h . .
ii) De la ecuacién dw] — w, = wy, en forma similar, se obtiene:

LEY DE BIOT-SAVART:
/ b / h-+8a/0z*
wi = [ wy
o8 S

que en caso de ser a independiente de z* da la:

LEY DE AMPERE:
| owt= [ ot
o8 S

La circulacion del campo magnético a lo largo del borde de una superficie compacta, es igual al
flujo de corriente a través de la superficie, si el campo eléctrico es estacionario.

3. Parte III- Ecuaciones de Maxwell relativistas.

II1.1.- Transformaciones de Lorentz.
Definiciones.
(1) Una transformacién lineal £ : IR* — IR*, con matriz L, Y = LX, es de Lorentz si

VX = (21, 22,23, 2%) € R, VY = LX.

(2) Con respecto a un sistema de coordenados dado de referencia, otro sistema se llama inercial
si la matriz L de cambio de base tiene determinante positivo y corresponde a una transformacion
de Lorentz.

Observacién: Las transformaciones de Lorentz no conservan la métrica usual de IR*, en
general no son ortogonales. El subgrupo de transformaciones de Lorentz que dejan z* invariante
si corresponde aun subgrupo de transformaciones ortogonales, y es isomorfo con el grupo de
isometrias en IR

Teorema
(1) si L es la matriz que corresponde a una transformacién de Lorentz, entonces LTAL = A
100 O
. 010 ,
siendo A = 001 0 y reciprocamente.
0 00 —1

(2) Si L es la matriz de cambio de base de un sistema inercial al de referencia, entonces
det L = 1.



Demostracion: Siendo Y = LX, L de Lorentz, se cumple YZAY = XTAX VX € R*. Luego
XT(LTAL)X = XTAX VX. En particular dados X, Xy arbitrarios en IR?, es:

(X1 + X2) " (LTAL) (X1 + X2) = (X1 + X2)TA(X1 + Xa)
Operando y cancelando los términos iguales en ambos miembros, resulta:
XI(LTAL) X, + XT(LTAL) X, = XTAX, + XT AX,

Siendo X{ (LT AL) X5 = (XT (LT AL)X5)", por ser un ntimero, resulta X{ (LT AL) Xy = X{ AXs VX1, X5 €
IR*. Eligiendo los vectores X; y X, de la base en IR* resulta que todos los términos de las matrices
son iguales: LTAL = A.

La misma operacién es invertible, de donde si LT AL = A entonces L es de Lorentz.

(2) detA = —1 = (detL")det AdetL = —(detL)?, luego detL = +1, siendo det L > 0. Entonces
detL=1 [

II1.2.- Primera ecuacion de Maxwell relativista.

Sabiendo que f*dw = df*w, haciendo caulquier cambio de coordenadas F (la forma w se
expresa como F*w), la operacion de diferenciacién queda bien definida (se puede hacer el cambio
de coordenadas antes y diferenciar después o viceversa). Eso significa que si para un observador
en el sistema de coordenadas (I) la forma w tiene diferencial 7, entonces para otro observador
en el sistema de coordenadas (II), cualquiera sea este, la forma F*w (correspondiente a w en su
sistema) tiene por diferencial F*n (correspondiente a 7 en sus sistema).

Por lo tanto una forma cerrada en un sistema de coordenadas, lo serd en cualquier otro sistema
(inercial o no). Idem. para una forma exacta. Estas son propiedades intrinsecas a las formas.

El codiferencial inercial en cambio, depende del sistema. Sin embargo estda definido de tal
manera que no depende del sistema siempre que éste sea inercial respecto al de referencia. Como
en fisica relativista solo interesan los cambios de coordenadas a sistemas inerciales, resulta que el
codiferencial inercial sera una operacién intrinseca a la forma, en ese sentido.

Teorema.

Dada una 2—forma a en IR*, en un cierto sistema de coordenadas de referencia, la condi-
cién necesaria y suficiente para que da = 0 es que se verifique la primera ecuacion de Maxwell
relativista:

divb=0
en todos los sistemas inerciales respecto al de referencia, siendo L*a = w(a, b), £ la transformacién

de Lorentz que corresponde al cambio de base.

Demostracion:

La condicién necesaria: da = 0 = dL*a = 0. Del teorema 1 se tiene div b = 0.

La condicién suficiente: Para un sistema inercial, donde las coordenadas con (yl,yQ,y3,y4),
siendo L*a = w(a, b), se cumple:

4 .
dw = dw' A dy* + W% 4 iV e
Siendo por hipétesis div b = 0 se cumple

L*(da) = d(L*a) = Wil A dy?



En el sistema de referencia, las coordenadas son X!, 22 23 2%, en particular se cumple: do =

wd ANdat, N = (Ni,Na, N3), N; € C®°(IR* IR). Basta demostrar que N = 0.

Por absurdo, si N # 0, entonces alguno de los IV;, por ejemplo N7 es no nulo: N1 # 0. Vamos
a encontrar un cierto sistema inercial tal que en él no pueda ser div b = 0.

Sea L la transformacién de Lorentz, con 0 < v < 1 fijo cualquiera, dada por las ecuaciones
siguientes:

4 2 2
T = (Y —vy), =
Vised ~W) Y
1
Xi=y' = (')

V1 —12

(operando se verifica que LT AL = A, siendo L la matriz de la transformacién £, y que detL = 1).
Por lo anterior es
L*(do) = L*(wd A dat) = wd! A dy?

Sustituyendo en wl¥ A dr? las ecuaciones de la transformacién £, resulta:

Wil A dy* = L£*(Nydx? A da® 4 (Nada® — Nada®) A dat) A L¥dat =

= wé\/[/ A dy* — ny o L(dy? A dy® A dyt)

v
V1—12
de donde M = M’ y N; = 0 contra lo supuesto. []

I11.3.- Pseudo producto interno de formas en IR*.

Para llegar a la segunda ecuacion de Maxwell relativista, es necesario previamente demostrar
que el codiferencial inercial es una operacién bien definida, o sea que no depende del sistema
inercial de coordenadas. Para ello es necesario definir algunas herramientas matemaéticas.

Defincién: Dadas dos r—formas w y ' en IR*:
w=w? | Nzt + b

/ /
W =w | Adat + b

siendo a,a’,b,b’ ternas o funciones C’OO(R4, IR) segun corresponda de acuerdo a r, definimos el
Pseudo-Producto Interno < w,w’ > del modo siguiente:

<w,w >=—-<a,d >+ <bt >

. . . 3 . .
siendo < a,a’ >= ad’ si son funciones, o < a,a’ >= >, a;a} si son ternas de funciones.

Observaciones:

(1) <,> es una funcién <, >: C°(R* A"(IRY)) x C®(R*, A"(RY)) — C>(R* IR)

(2) Es una funcién bilineal y simétrica, lo cual es comprobable inmediatamente a partir de la
definicién.

(3) La definicién de <, > estd ligada al sistema de coordenadas.



Proposicién 1. Sean w y w’ dos r— formas en IR* tales que:
w=a1A... Ny, W =FNA...AB:
donde «;, 3; son 1-formas en IR*. Entonces se cumple

<w,w >=det(< a;, B >) [1]

Demostracién: La base de las r— formas en IR* estd dada por {dwil A dx“} conl<i <
<y < 4.

Primero se demostrard la tesis [1] para w y w’ de la base, y luego por linealidad del producto
interno y del producto exterior y del determinante, se pasara al caso general.

(1) w=da"* A.. .Adz', W' =da'A.. . Adximconl <ip <...<i,<4yl<j<...<j, <4

Se observa que, en este caso: < w,w’ >=18i191 = j1,...,05 = Jn,---ip = Jr <4, <w,w >=
—18ii1 =71, sip=Jhy..sip=Jr =4,y <w,w >=0 en los demés casos.

También es inmediato que si i1 # ji, por ejemplo i1 < j; entonces resulta i; < ji Vk:1 <
k < r. Entonces se cumple < dz’t,dz’* >= 0. La primera fila de la matriz (< dz®*,dz’* >) es
toda nula, y su determinante es cero.

Sies iy = J1,...y0h—1 = Jh_1,%h # Jn, por ejemplo iy < jp resulta i < jp Vh < k < r.
Ademés como iy, > i = jp si 1 < k < h, se cumple i, # jp si 1 <k <r, <dx', dxlv >=0 Vk.
La h-ésima fila de la matriz es nula y su determinante es cero.

Concluimos que el determinante de la matriz es cero a menos que sean i, = j, V1 < h <r.

Si es i, = jp la matriz es diagonal, con todos sus elementos igual a 1, excepto eventualmente
el ultimo que serd —1 si y solo si i, = j, = 4.

Luego el determinante de la matriz es igual a < w,w’ >.

(2) Generalicemos para w = dr A .. A dxir, 1<i1 <4,1<i4,<4,1<h<r.Siaparecen
supraindices repetidos serd w = 0 y < w,w’ >= 0. Las filas correspondientes de la matriz seran
iguales y por lo tanto su determinante sera nulo.

Si no aparecen supraindices repetidos, pero estan desordenadas, permutandolos resulta que w
serd una r—forma de la base multiplicada por (—1)?, donde o es la cantidad de trasposiciones
necesarias en la permutacion de supraindices. En la matriz correspondiente, por cada trasposicién
de supraindices, se permutan dos filas. Luego su determinante se multiplica también por (—1)7.
La demostracién en este caso queda reducida a la del caso (1).

(3) Sea ahora w’ como antes y w = dz®* A dz2 A ... Adxi"~! A a donde o = 2;4):1 ap dzP.
4
<w,w >= Zap <dz* A...ANdaP, W >
p=1
Por lo demostrado en (2), resulta:

4 <dxz",dxdt > ... <dx™,dxir >

<w,w >:Zapdet :
p=1 <dxP de > ... < daP,dzit >



Por la linealidad del determinante, podemos multiplicar por a, la iltima fila y sumarlas todas. Por
la linealidad del producto interno estas operaciones se pueden efectuar dentro de ellos, resultando:

4 <dz,dadt > ... <dz™, daIr >
<w,w >:Zapdet :
p=1 <a,dr’t > ... <a,dz’" >

(4) Por la multilinealidad de <, > y del determinante, el procedimiento seguido para demostrar
(3) muestra la tesis en general. [J

Teorema. El pseudo producto interior no depende del sistema inercial de coordenadas dado
respecto a un sistema de referencia. Es decir: £* < w,w’ >=< L*w, L*w' > para toda transfor-
macién £ de Lorentz con determinante positivo.

Demostracion: Sea L la matriz de la transformaciéon £, X = LY con LTAL = A, detL =

100 O
010 O
L A= 001 O
00 0 -1

(1) En el sistema de referencia, sean las 1-formas w = ajda! + asdz? + azdx® + agdz?, W' =

Ele adr'. En el sistema inercial £*(w) = Z?:l byt Lf(W) = Z?zl bl dy'.
a1(X) b1 (Y)
Llamando a(X) = : , bY)= : resulta < w,w’ >= [a(X)]T A[a(X)]. De

a4(X) b4(Y)
donde
L < w,w >=[a(LY)]T Ala(LY)]

Por otro lado
< Lrw, L' >= D(Y)]TAb(Y)]

Ademads sustituyendo en
w = ardx’ + asdz?® + asdz® + asdz?

las ecuaciones del cambio de base X = LY, resulta L*w = Z?:l b; dy*, de donde
a(LY) = Lb(Y)

Entonces:
LY <w,w >= b)) LTALB(Y))

Siendo LT AL = A queda demostrada la tesis para 1-formas.
(2) Para r—formas, por la proposicién anterior se puede reducir al caso de las 1-formas, ya que
cualquier r-forma w se puede escribir como

p
w = E a1 Nogo N Ny, Oéi,hl — formas
=1

10



q
W= Zﬂj’l ABja N...NBjr Bjrl—formas
J=1

p q
< w,w' >= ZZ < oyl A . ..Oéi,raﬁj,l AN ~ﬁj,r >
i=1 j=1

por la linealidad del producto interno.
Aplicando la proposicién anterior queda:

p q
< w’w/ >= Z Z deth7k(< ai,hvﬂj,k >)
=1 j=1

Aplicando el operador L£*, sabiendo que es lineal y que £*(u A v) = L*u A L*v, y por la parte (1)
v la proposicién demostrada antes, resulta:

p q
LY < w,w' >= szeth’k(< E*ai,h, ﬁ*ﬁjk >) =
i=1 j=1
p q
= Z < ﬁ*aiJ VANPAN E*am, ﬁ*ﬂjJ VANPIRVAN ﬁ*ﬂjm >=
i=1 j=1
q
:Z <E*(ai,l/\.../\ai,T),E*(ﬁjJ/\.../\ﬂj,r) >=
i=1 j=1

p q
=< L oin A Aaig), L5 Bia A A By) >=< Liw, L% > O
i=1 j=1

II1.4.- Teorema del Codiferencial Inercial.
Lema. Sea w una r—forma en IR* y n una 4—forma en IR*. Se cumple que
wAn =< #w,n > dxt Adx® Ada? A dz?
b

., / /
Demostracion: w=wl ; Ada* +wb, n=wi_ Adzt+ul ., #w=-wb  +(-1)wi,

<Fw,n>=<ad,b>+(-1) <b,a>

Por otro lado
wAn=wl  Adet A, + Wb AwE A da?
Sustituyendo w? ;,wY_,,w§ ., wh, resulta:
wAn=<a,b > (=1)*""dzt A dx? A daP A dat+

+ <b’,a>dal:1/\dgt72/\cl953/\dgc4

11



de donde resulta la tesis. [J

Teorema.

La codiferenciacion inercial es una operacién independiente del sistema de coordenadas iner-
ciales respecto al de referencia:

dL*w = L*dw VL transformacién de Lorentz con determinante positivo.

Demostracion: Sea w una r—forma y sea n una 4 — r forma. Por el lema anterior:

LYwAn) =LY < F#w,n>= L (dx' A dx? Ada® A da?)
siendo £ dada por las ecuaciones X = LY.

L*(wAn) =< LYHw, L > detL(dx' A dx? A da?® A dz?)
donde detL = 1. Por ser el pseudo-producto interno bien definido respecto a los sistemas inerciales:

LXwAn) =< LHw, L > dy* A dy? A dy® A dy?
Por otro lado
LY wAn) =LA calL*n =< #Lw, L*n > dy* A dy® A dy> A dy?
por el lema anterior, de donde:
< L'Hw, L'n >=< #L w,L*n > V r-forma w, V 4-r-forma 7

Eligiendo £*n las 4 — r— formas de la base, resulta que todas las coordenadas de L*#w y de
#L*w son iguales, de donde L*#w = #L*w. Por lo tanto el adjunto inercial es una operacion bien

definida para sistemas inerciales. B
dw = (=1 M #d#w

Lrdw = (=1)" T L #d#w = (—1) T fd# L0 = dL*w O

ITI. 5.- Segunda ecuacion de Maxwell relativista.

Teorema 4.
Dada una 2-forma « y una 1-forma 3 en IR*, se cumple da = /3 en un cierto sistema de coor-
denadas de referencia, si y solo si se verifica la siguiente sequnda ecuacion de Maxwell relativista:

diva=gyg

en todos los sitemas inerciales respecto al de referencia, donde L*a = w(a,b), L*3 =n(g,h), L
es la transformacion de Lorentz que corresponde al cambio de base del sistema de referencia al
inercial.

Demostracion: B B
La condicién necesaria: da = f = L*a = L*f = d(L*a) = L*F = div a = g por el teorema

La condicién suficiente:
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Para un sistema inercial donde las coordenadas son llamadas y', 42,42, y*, siendo L*a =
w(a,b), L*B =n(g,h) se cumple

L*(da — B) = d(L*a) — L*f = dw(a,b) —n(g,h) = div a dy* — wert b=0a/0y" _ gdy* + W
Siendo por hipétesis div a = g se cumple
da—B=wl, N=(Ni,Na,Ns), N; € C*(IR*, R)

Basta demostrar que N = 0.
Por absurdo, si N # 0, entonces alguno de los N;, por ejemplo N, es no nulo: N1 # 0. Sea la
transformacién £ de Lorentz con 0 < v < 1 fijo cualquiera:

Operando se verifica que LT AL = A siendo L la matriz de la transformacién que cumple det L = 1.
Por lo tanto tenemos que: B
£ (da— ) = L () = w!

M/_ NlOEfU

M * 1 2 3 4
wi = LY (Nidx™ + Nodz” + N3dx®) = w d
1 ( 1 2 3 ) 1 my

de donde N7 = 0 contra lo supuesto. [

4. Parte IV.- Determinacién del campo electromagnético.

Se trabajara en sistemas estacionarios, aquellos donde a, b, g, h son independientes de z*. En
el subespacio de IR* que se obtiene con z# = cte resultan las formas diferenciales isomorfas con las
formas C*°(IR3, A(IR?)). En estos sistemas estacionarios, planteadas las ecuaciones de Maxwell,
se estudiarad el problema de determinar los campos eléctrico y magnético, dadas las corrientes y
cargas en el espacio (dada la forma generadora). Para esto habra que definir algunas herramientas
matematicas:

IV.1.- Adjunto ortogonal y codiferencial ortogonal en IR>.

Utilizando la misma notacién introducida al principio w®, 0 < r < r es una r— forma diferen-

cial en IR? (el sistema es estacionario: a es independiente de ). Sea

wl = f € C®(IR*, R)

Definicién. El Adjunto Ortogonal de w® en IR? es la 3 — r-forma *w? = w$

Proposicién.
(1) * es un isomorfismo : C*°(IR3, A™(IR3) — C*°(IR3, A3~ (IR?).

(2) * xw? = wo.
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(3) xpw =Y xw, Yy O—forma.
(4) wf A (*u}g) = wllj A (*wg)

Demostracion: (1), (2), y (3) son inmediatas de la definicién. (4) se obtiene de wf A (¥w?) =
Wi Awd =W Awd = wb A (xwf). O

Definicién. El Codiferencial Ortogonal de w{ en R? con 1 < r < 3esla4— rforma

dw = xd * w.

Proposicién. Es inmediato que

(1) d % w = *dw.

(2) *w = d * w.

bf Observacién. = es la restriccién del operador llamado estrella de Hodge en las formas en
IR3.

El codiferencial ortogonal en IR" se define como

dw = (-1)"""") s dxw

siendo * el operador estrella de Hodge. Estamos restringiendo estos operadores a las formas en
IR3.

En IR* el codiferencial ortogonal d es distinto al codiferencial inercial d, definido en la parte I
de este trabajo. El primero (c?, codiferencial ortogonal) esta bien definido admitiendo cambios de
coordenadas ortogonales en IR*. El segundo (d, codiferencial inercial) est4 bien definido admitiendo
cambios de coordenadas inerciales (transformaciones de Lorentz con determinante positivo), como
se vio en la parte III.

Proposicién. En sistemas estacionarios, se cumple la siguiente relacién:
(1) #w = — * W Adaz* + (—1)" * w®_, para la r—forma w en R, siendo w = w?® | A da* + WL
(2) dw = dw? | A dx* — dw?

Demostracion: d#tw = —dwb A da* + (=1)"d % w®_| = — % dw? Adzt 4+ (—1)" % dw® | es una
5 — r-forma en IR*. Aplicando la relacién (1): #d#w = —(—1)"dw? | A dx* + (=1)>7"(=1)@L y
luego dw = (—1)°"#d#w = dw=dw® | Adz* —dwl. O

IV.2.- Problema electromagnético en el caso estacionario.
Proposicién. En el caso estacionario las ecuaciones de Maxwell son equivalentes a

dwb =wl, dwl =0, duf =g, dwf=0

Demostracion: dw(a,b) =0 < d(w¢Adz*+wh = 0. En el caso estacionario es dw$ Adz*+dw =
0 < dwd =0, dw$=0.
Por otra parte dw(a,b) = n(g,h) < (en el caso estacionario) dw{ A dz* — dwh = gdz* — W}

(por la proposicién anterior). Esto se cumple si y solo si dw{ = g, Jwg = w{l. O

El problema electromagnético de determinar los campos generados por corrientes y cargas
en el espacio, se traduce en el caso estacionario, a encontrar formas cerradas en IR, wg y wf,
conociendo su codiferencial ortogonal.
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IV.3.- Potencial eléctrico y magnético. Ecuacién de Poisson.

Si valen las ecuaciones de Maxwell en un subconjunto abierto de IR3, con forma de estrella,
por el lema de Poincaré es
Wi =dp, wh=dw?
siendo ¢ una O-forma llamada potencial eléctrico y v una terna de funciones C*°(IR?, IR) llamada

potencial vector magnético.
De las ecuaciones de Maxwell en el caso estacionario se deduce que

Edd) =g, c?dwqf = w?

Para resolver el problema electromagnético basta encontrar ¢ y v que verifiquen estas ecuaciones.
La ecuacién dd¢ = ¢ se llama ecuacion de Poisson. Es una ecuacion diferencial de segundo
orden: )
c?dgb = xd * dp = *d * wlgrad ¢ — *dw2grad¢ * w;hv(grad ? — div ( grad ¢) = A¢, Laplaciano
de ¢. La ecuacién de Poisson es entonces:

2 2 2
0“¢ 8¢+8¢

A¢p =g donde A¢p =
¢ =g donde A¢ 6w%+6x§ ox3

Lema. Siendo v = (vy,v2,v3), v; € C®(IR?, IR) se cumple:

3
ddw? — ddw? = Z Av;dz’
i=1

Demostracion: En primer lugar aplicando la definicién de rotv y operando, se obtiene:
rot( rot v) = grad (div v) — (Avy, Ave, Avs)

Entonces: B B
ddwi — ddw] = d * dwy — *d * wg()t V=

rot (rot v _ wlgrad(dlv v) _ rot (rot v) _

=d=* wgiv v — *dw{Ot V) = d(div v) — w, 1

3
Avy,Avg, A ;
:wg vhar vg):ZA’U@'dl'Z O
i=1

IV.4.- Teorema del potencial magnético.

En un abierto con forma de estrella, por Poincaré, es inmediato verficar que:
/
dw} = dw} < v=1v"+ grad ¢

Luego, basta determinar un potencial magnético v particular para tenerlos todos. Interesa entonces

hallar alguna solucién particular de la ecuacién ddw] = w{”.

Teorema: si dwi = 0 entonces

ddw? = W = Av; = hy
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Demostracion: Es inmediato a partir del lema dglvwf — élvdwf = Z?:l Avidzt. O

Conclusion: Para resolver el problema electromagnético alcanza con resolver las ecuaciones

de Poisson:
Ap=g, Avi=h;

IV.5.- Teoremas de integracién.

Se llama ecuacién de Laplace a la ecuaciéon de Poisson homogénea A¢ = 0.

La funcién r(P) = d(P, Py) en IR? siendo Py un punto fijo, es C®(IR* — { Py}, IR). Operando
se comprueba que 1/r es una solucién de la ecuacién de Laplace.

Lema: Si V es una variedad compacta orientable de dimensién 7,1 < 7 < 3 en IR?, con borde
OV y w es una 4 — r-forma en V se cumple que

Vv ov

Demostracion: Es el teorema de Stokes usando que wdw = d * w.

Teorema: Sean v, ¢ dos funciones C*° (R3, IR). Si V es una variedad compacta de dimensién
3 en IR3, orientable, con borde 0V, se cumple:

/ w(—pdd + pddip = / _(xde) + P(xdi)
|4 oV

Demostracion: Sea w = ¢d¢p — ¢dip. Es una 1—forma en IR3. Por un lado se tiene que *w =
Yxdp—pxdip. Por otro lado es xdw = dxw = d(¢Yxdp—p*di)) = dip Axdp—ddNxdip+1pdxdd—pdxda).

Por lo demostrado en la parte (4) de la proposicién sobre propiedades del adjunto ortogonal,
se naulan los dos primeros sumandos del segundo miembro:

*Jw:w*(fdgb—cb*gdw
Aplicando el lema anterior resulta la tesis. [

IV.6.- Solucién a la ecuacién de Poisson.

Vamos a buscar soluciones ¢ a la ecuaciéon de Poisson Aphi = g, en variedades compactars
orientables de dimensién 3, en IR?, conociendo ciertas condiciones de borde.

Sea Py € V, Py ¢ V. Para fijar ideas supondremos que P es el origen (0,0,0).

Py ¢ 0V, Py es interior a V. Podemos considerar entonces una esfera F, abierta de radio €
y centro Py, contenida en V. Sea V' la nueva variedad con borde obtenida haciendo V N E€. Su
borde OV’ es el borde de V' y la superficie ¥ esférica, con la normal orientada hace Py. Aplicando
el teorema anterior a la variedad V', haciendo ¢) = 1/r siendo r(P) = d(P, Py), ¢ € C*(V, IR), se
obtiene 1 solucién de la ecuacion de Laplace. Luego:

/ *(1/r)c7d¢+/ 6% d(1/r) — (1/r) « dp == /(1/7~) : d¢>+/ ¢ % d(1/r)
! v by b
Estudiaremos las dos integrales del segundo miembro:
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a) [x(1/r)xd¢ = (1/€) [5 *dp, siendo ¢ definida en toda la esfera E. Por el teorema de Stokes
se puede hacer
/*d¢:—/ d*dgb:—/ *qus:—/ A¢dz A dy A dz
b E E E
Como A¢ es continua, porque ¢ es C*™ en E compacta, serd |A¢| < M en E y resulta:
4 2
| [ xdo| < M | deNdyANdz= -mMe
E E 3

de donde ) A
~(xd —rMe?
[ 30 < grare

(b) Calcularemos ahora [5, ¢ * d(1/r), siendo r = Vot 4+ 222 4 232,

1 31 1 grad r
dr - ozt = 2 Z 8$Z !
l
*dl 12 grad r / & % dl _ _% w;bgrad r
T T » T € b

Por la proposicion II.1 en la parte II, esta ultima integral es el flujo de ¢ grad r a través de la
superficie esférica ¥ con la normal orientada hacia el centro.
Parametrizando la superficie P(u,v) = (z!(u,v), 2?(u,v),23(u,v)) : z' = esenucosv, 2% =

esenusenv, ¥ = ecosu, P:(—m,m) x (0,27) — X, resulta:

/ w‘f grad r _ / < ¢ grad r, P, X P, > dudv
b)) (=m,m)%x(0,2m)

Siendo r = V212 + 22 + 23, Or/0x' = a'/r, grad r = (21/r,2%/r,23/r) resulta que sobre la
superficie esférica grad r = (senw cosv,senusen v, cosu). Luego

Sen u cos v sen u sen v cosu
< grad r, P, X P, >= det €COSUCOSU  €cosusenv —esenu | = e2senu
—€SenuSenv €Sen u cos v 0

pgrad r o ! 2m
Wy = —€ dt o dv
X -1 0
1 1 2
/ pxd— = / dt ¢ dv
by r -1 0

Por el teorema del valor medio para integrales dobles, existen t., v, tales que

Jlidt [T edv [ éxd(1/r)
IR

Luego es

P(P(te,ve)) =
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Para cada e existird entonces un punto P, de la superficie esférica ¥ que cumple esta igualdad:
[ ovdan =amop)
b
Sustituyendo lo calculado en (a) y (b) en la igualdad planteada al principio, resulta:

0<| *(1/7’)&d¢+/8 (pxd(1/r) — (1/r) xdp) — ¢(P.)dn| < %WM62

%4 |4

Eso es vélido para todo € > 0 tal que S, C V. Haciendo ¢ — 0 queda:

/ «(1/r)dd + / (6% d(1/r) — (1/r) % dd) = p(Po)dn
1% oV
de donde:

4mr 4w

o(Py) = /V (ddo | 1 /6 (@wd(1/r) = (1/r) +do)

Siendo c?dqb = g dada (ecuacién de Poisson), la expresién de la solucién ¢(Fy) en un punto

Py interior a V, conociendo la funcién ¢ y su diferencial en el borde OV (condiciones de borde),
queda:

o) = [ L+ L[ (bwdfr)—(1)r) «do)

v 4mr 4w Jay
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