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1. DEFINICION DE T? (Toro bidimensional).

Consideremos el conjunto siguiente:

T? = {(z,y) € R’} y0d. (1)

donde mod. (1, 1) significa que se identifican todas las parejas (z,y) que difieren de una dada
en un vector de componentes enteras. Esto es:
(z1,y1) es equivalente a (x2,y2) 0

(:L'layl) ~mod. (1,1) ($27y2)

si, por definicién: x1 — 3 € Y1 — Y2 son numeros enteros.

Cada clase de equivalencia (un subconjunto de IR? 1o més grande posible, formado por parejas
que son todas equivalentes entre sf)tiene un tinico representante (x,7) € IR? tal que 0 < z < 1
v 0 <y < 1. Las demas parejas de la misma clase se obtienen de ese representante sumando un
vector cualquiera de coordenadas enteras.

T? es un toro (bidimensional) porque se puede interpretar como el cuadrado [0,1] x [0,1] =
{(z,y) € R?*:0< 2 <1;0 <y <1} de IR? en el que el lado = = 1 se identifica (se pega) con el
lado 2 = 0, y el lado y = 1 se identifica (se pega) con el lado y = 0.

En T2 definimos la siguiente métrica:

dist((z1,91), (%2, %2)) mod. 11 = vmin{jz1 — 22 +i2+ jy1 —y2 +i2:i=0,1,-1}

Observar que la métrica definida es la usual en el cuadrado de lado 1 de IR?, si la diferencia de
abscisas (y la de ordenadas) de los puntos es menor o igual que 0.5 en valor absoluto. En cambio si
la diferencia de abscisas (o la de ordenadas) es mayor que 0.5 (por ejemplo 1 = 0,9, y1 =0, x93 =
0,2, y =0, 1 —x9 = 0,7), la distancia usual en el cuadrado es mayor que 0.5 (en el ejemplo, es
igual a 0.7). Sin embargo esta tltima no es la distancia en el toro que resulta de identificar el lado
x =0 con el lado x = 1. En el toro la “diferencia de abscisas ”es la minima diferencia de abscisas
entre todos los puntos del plano equivalentes médulo (1,1) con (z1,y1) vy todos los puntos del
plano equivalentes médulo (1,1) con (x2,y2). En el ejemplo, queda: (1+xz2) —21 =1,2—0,9 =0,3

Con esta estructura de espacio métrico, se definen las propiedades topoldgicas de T? (abiertos,
entornos, compacidad, etc), y las funciones continuas g : T° — R.



Resulta que ¢ es una funcién T? — IR si y solo si es el cociente” (la restriccién al cuadrado
de lado 1 en R?) de una funcién § : IR? — IR, llamada levantamiento de ¢ a IR?, que cumple
g(x 4+ n,y +m) = g(z,y) para todo (z,y) € IR? y para todos m,n enteros. Ademds g es continua
si y solo si su levantamiento § es continua.

De manera similar T2 hereda de IR? la estructura diferenciable (variedad diferenciable). Asi g :
T? — IR es diferenciable hasta orden k con derivadas continuas hasta orden k (en breve g € C*)
si y solo si su levantamiento § lo es en IR%.

Definimos el espacio medible (espacio probabilizable)
T? x B

donde B indica la sigma- algebra de Borel.
En ese espacio medible interesan todas las probabilidades, y en particular encontrar una
probabilidad adecuada a la dindmica que vamos a definir mas adelante.

Sin embargo, cuando no se dice lo contrario, vamos a considerar como probabilidad p privi-
legiada, la uniformemente distribuida en T?, es decir, la que se hereda del drea de los abiertos
en IR?. Asi, dado un abierto V' C T?, por ejemplo el representado por un tnico cuadradito de
lado menor que 1/2 en IR?, la probabilidad de V serd el 4rea de ese cuadradito. Esa probabilidad,
extendida a todos los Borelianos y que vale cero en todos los subconjuntos contenidos a algtiin
Boreliano de probabilidad cero, se llama ”medida de Lebesgue”6 abusando del lenguaje: ”area”.

EXPERIMENTO 1: Generar puntos P de T? aleatoriamente con la
distribucién de probabilidad uniforme ”area”p. Elegir cuadraditos () de la-

do e > 0 en T? (¢ < 1/2) y diferentes centros (por ejemplo centros (0,0),

(1/2, 1/2), (1,0), etc) y hacer un programa que genere puntos P aleatori-
amente con distribucién uniforme y cuente los puntos que cayeron en cada
cuadradito @). Calcular la relacion entre esa cantidad y la cantidad N de
puntos que se generaron (frecuencia de visita a cada @)). Comparar la fre-

cuencia de visita a @ con el drea del cuadradito (e?), cuando N aumenta.
Después variar € acercandolo a cero. ; Qué sucede si € se acerca mucho a
cero? ;Cuéanto hay que esperar (es decir: qué valor de N en funcién de ¢)

para que la frecuencia de visita a () no difiera del drea més que 1% del area

de Q.

2. TRANSFORMACION QUE PRESERVA LA PROBABILI-
DAD. MEDIDAS DE PROBABILIDAD INVARIANTES POR
F.

Consideremos el siguiente ejemplo de transformacién continua F : T? — T2 del espacio.



He aquf un ejemplo de transformacién ”lineal”en 72

F((@,9)mod. a.1) = 27+ 4,7+ ¥))mod. (1)

que tiene como matriz asociada [2,1;1,1].

Esa transformacién F esta bien definida del toro T? a si mismo, porque al sumar a la pareja
(x,7) de reales una pareja de enteros (m,n) cualquiera, resulta la pareja (2z + v,z + y) de R?
también incrementada en cantidades enteras.

Se puede demostrar ficilmente que F es invertible (ojo: en el toro), y hallar su funcién inversa
FL

F es ademads diferenciable, de clase C* para todo k natural (es decir F' € C*).

Como el determinante de la matriz derivada de F' es igual a 1, se demuestra que F' preserva el
area, o sea la probabilidad p que llamamos medida de Lebesgue o area. Es decir:

p(F~Y(B)) = p(B) para todo B € B (ver nota més abajo)

En particular alcanza con demostrar lo anterior poniendo en lugar de B todo cuadradito de lado
€ > 0, para todo e.

NOTA: F~!(B) indica preimagen del conjunto B por F y existe, aunque sea vacia, para
cualquier F'y para cualquier B, aunque F' no sea invertible. Usamos la notacién p(B) para indicar
la probabilidad de que un punto P generado aleatoriamente con distribucién de probabilidad p
caiga en el conjunto B.

EXPERIMENTO 2: Inventar un programita de computadora para ver-
ificar lo mejor que se pueda que la transformacion F' del ejemplo dado al
principio preserva la probabilidad p uniformemente distribuida (el area).

EXPERIMENTO 3: Sea ahora la transformacién G : T? — G definida

por
G((2,Y)mod (11) = (22 4 y — 5=[sen(2mx) cos[2(my)], # + y — 5=[sen(27x) cos[2(my)])

Verificar con la computadora lo mas que se pueda que G NO preserva la
probabilidad p uniformemente distribuida (el drea).

TEOREMA 1 (Existencia de probabilidades invariantes)

Dada cualquier transformaci’on continua F de un espacio métrico compacto en si mismo,
existe alguna probabilidad de Borel p que es invariante por F', o sea, que es preservada por F.
Mis precisamente: (p(F~1(B)) = p(B) para todo B € B.

Comentarios sobre el Teorema 1:

Usualmente existen infinitas probabilidades p invariantes para una misma F' dada. Esto sucede
en los ejemplos de las transformaciones F' y G usadas en los experimentos anteriores.

Usualmente ninguna de esas probabilidades invariantes es absolutamente continua respecto
al drea. (Es decir no existe una funcién densidad en L; que permita calcular la probabilidad de



cualquier abierto V integrando la funcién densidad en el abierto respecto al area). Sin embargo
en el caso de la transformacién F' dada como ejemplo méds arriba, existe una unica probabilidad
invariante que es absolutamente continua respecto al drea p (y es justamente el drea).

CONJETURA 1

Para la transformacion G dada como ejemplo en el experimento 3, existe una unica probabilidad
mvariante que es absolutamente continua respecto al drea.

(La demostracién matemética de la unicidad es facil; lo complicado es la existencia, y hoy en
dfa no se conoce si la afirmacién de existencia de esta conjetura es verdadera o falsa).

Frecuentemente pasa que todas las infinitas probablidades invariantes para una misma, trans-
formacién F dada (que no preserva el drea) son singulares respecto al drea p.(Es decir estdn
concentradas en borelianos con drea cero).

La demostracién del teorema 1 da un procedimiento para construir alguna(s) medidas invari-
antes para una transformacion F' continua dada del espacio.

IDEA DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.

Consiste en tomar inicialmente cualquier probabilidad p; en el espacio medible de Borel. La
probabilidad p; no serd necesariamente invariante por F': por ejemplo p; es cualquier delta de
Dirac que uno elija.

Luego uno define una sucesién de probabilidades, (usualmente ninguna queda invariante), asf:

-1
1+ ,
P = — E F]*pl (ver nota mds abajo)
n
j=1

Habrd que demostrar que existe una subsucesion {py, },. v que converge en la topologfa débil

* (ver nota mds abajo), a un limite p. Este limite p resulta ser una probabilidad invariante por F,

cuando F' es continua.

Nota: Dada F' : X — X donde X es un espacio métrico compacto, el conjunto P de todas
las probabilidades de Borel en X queda sometido a la transformacién F* : P +— P del siguiente
modo:

En P se define la topologia débil * asf:

lim p; =p
1—00
si

lim gdpiz/gdp

1—00
para toda g : X — IR continua. Si X es un espacio métrico compacto, el espacio P con la topologia
w* es compacto y metrizable, y por lo tanto secuencialmente compacto.

EXPERIMENTO 4: Inventar un programa con la computadora para
visualizar (en forma aproximada) alguna probabilidad p en (T2, B) que sea
preservada por la transformacion G del experimento 3.

4



Si se consiguiera una probabilidad p invariante por G y que ademas
({cémo saberlo?) fuera absolutamente continua respecto al area (suponiendo
que la afirmacién de la conjetura 1 fuera verdadera), graficar aproximada-
mente su densidad.

La densidad deberia ser una funcion real mayor que cero definida en el toro bidimensional. El
toro puede representarse como el cuadrado de lado 1 en IR%. De esa forma se podria hacer una
grafica tridimensional de la funcién densidad, o bidimensional pintando con colores de tonos mas
claros los puntos del cuadrado donde la densidad es mayor y negros donde es cero.

3. DINAMICA DE ITERADOS DE LA TRANSFORMACION
F, SISTEMAS CAOTICOS Y TOPOLOGICAMENTE ESTA-
BLES.

Sea F : T? — T? continua cualquiera.

Sea Py un punto cualquiera de T?. Llamaremos a Py como DATO INICIAL , o estado inicial,
o punto inicial.

DEFINICION: Se llama ORBITA (o trayectoria) por Py segin F a la sucesién de puntos
Py, P = F(R),...,P, = F(P,-1(Py) = F"(F),... para todo n > 1 natural. Aqui F" indica
composicién de F' consigo misma n veces.

Cuando F' es invertible, se llama ORBITA (o trayectoria) negativa por Py segun F' a la orbita
positiva segin F~!. Es decir, la sucesién: P,,...,P_, = F_l(P_(n_l) = F"(P),... para todo
n > 1 natural. Aqui F~" indica composicién de F~! consigo misma n veces.

Cuando F es invertible se llama ORBITA (o trayectoria) completa por Py, a la sucesién bi-
infinita {P, = F"(P) }nez para n entero. (Aqui n € Z significa que el indice de la sucesién varia
en todos los enteros).

DEFINICIONES: La dindmica (o sistema dindmico) por iterados de F' es la transformacién
que a cada punto Py del espacio le hace corresponder su ORBITA COMPLETA {Pp}nez por F.

La dindmica es ezpansiva o cadtica (o, en breve, la transformacién F' es expansiva o cadtica)
si existe una constante de ERROR inevitable (constante de expansividad) o > 0 tal que PARA
TODOS LOS DATOS INICIALES Py y Qo, se cumple:

dist (P, Qn) > « para algin n € Z

Significado: aunque inicialmente Py y Qg sean muy proximos, porque se comete un error
inicial arbitrariamente pequefio, (pero positivo), el error al encontrar el punto n-ésimo de la
6rbita por Py y por @y se hace necesariamente mayor que una constante a > 0 (a depende solo
de la transformacién F' dada), para cierto instante n (que depende de Py y Q). Por lo tanto no
podemos darnos el lujo de alterar en lo més minimo, ni aproximar nada el dato inicial Py (ni sus
futuras posiciones al aplicar reiteradamente la transformacién F'), porque si lo hacemos, en vez
de conocer la érbita del punto Py verdadero, veremos una 6rbita que en algiin momento se separa
groseramente (més que o > 0) de la verdadera.



TEOREMA 2. Las transformaciones F' y G definidas en los dos ejemplos anteriores, son
caoticas.

EXPERIMENTO 5 Tomar las transformaciones F'y GG de los exper-
imentos anteriores y calcular a mano exactamente los primeros 10 iterados
de los puntos iniciales (1/2, 1/2) y (1/3, 1/3). Hacer un programita para que
la computadora encuentre las orbitas respectivas y comparar los resultados
con los calculados exactamente.

Sin embargo, la presencia del caos o la expansividad no es tan desalentadora como parece, ni
es causa, como (creo que erréneamente se dice en algunos cursos de métodos numéricos), para que
”no sean validos los experimentos con computadora para estudiar las transformaciones caéticas o
expansivas”. Es solo una advertencia de que hay que estudiar con cuidado qué es lo que uno ve
en la computadora, antes de creer que lo que ve es exactamente o aproximadamente lo que uno
Se Propuso ver.

La razén de que las transformaciones F' y G de los ejemplos dados al principio puedan ser
si estudiadas en la computadora a pesar de ser cadticas con tal de que se sepan interpretar los
resultados, es que uno puede estudiar la dindmica en sentido global (y no particular érbita por
6rbita), debido a lo siguiente:

DEFINICION Una transformacién continua F en un espacio métrico compacto X es
topoldgicamente estable , si tiene la siguiente propiedad:

PROPIEDAD DE ACOMPANAMIENTO DE LAS PSEUDO-ORBITAS POR ORBITAS VER-
DADERAS.

Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que, para toda sucesion {Qn}nez (llamada §- pseudo-drbita), que
cumpla:

dist (F(Qn), Qn+y1) <0 para todon € Z

EXISTE UNA UNICA ORBITA COMPLETA {P,}ncz por F (verdadera drbita por F ), que
cumple:

dist(P,,Qn) < € para todon € Z

Explicacién: Esté especificado un error maximo tolerable epsilon > 0 entre los resultados a
obtener en la computadora y los reales. Si F' es topologicamente estable, existe un § > 0, que es
la alteracion méxima de redondeo que deberd hacer la computadora: ya sea al ingresar el dato
inicial ()¢9 en vez del verdadero dato inicial que yo tenia Py, como al calcular los sucesivos @),
redondeando el valor de F(Qp—1).

La sucesién de puntos observada es la de los puntos (),, que difiere groseramente de la orbita
verdadera del dato inicial que yo tenia F.

Sin embargo, lo que veo en la computadora es la e-aproximaciéon en todo n, (con €
arbitrariamente chico especificado al principio) de CIERTA ORBITA VERDADERA
CON UN PUNTO INICIAL Py, desconocido pero existente, y que estd ademas é + ¢
cercano a F,.

TEOREMA 3 Las transformaciones I’ y G definidas como ejemplos hasta ahora son topolégi-
camente estables, o sea tienen la propiedad de acompanamiento de las pseudo-6rbitas por orbitas



verdaderas.

PROBLEMA 6: Volver al experimento 4, y analizar si la probabilidad p visualizada aprox-
imadamente en ese experimento tiene alguna relacién de proximidad con alguna probabilidad p
verdaderamente invariante por G.

PROBLEMA 7: Problema molesto si los hay, y que depende ademaés de cémo la computadora
aproxime o redondee.

Considérese la transformacién F o la G de los experimentos anteriores. Sea Py un punto que
se elige aleatoriamente con distribucién de probabilidad uniforme en el toro T2. Sea {Q, ez LA
d-pseudo-érbita (y no UNA cualquiera sino LA tnica) que se visualizaria en la computadora para
todo n € Z cuando se ingresa como dato inicial Py. Sea Py el tnico punto inicial (desconocido
pero existente) de la érbita verdadera que acompana a esa pseudo-érbita. Se observa que Py es
una funcion desconocida pero existente de Py ;Cudl es la distribucién de probabilidad de tildePy?

DISGRESION PERSONAL RESPECTO AL PROBLEMA 7:

La computadora tiene una cantidad finita de memoria y cuando redondea en realidad discretiza,
proyecta a un conjunto finito. Por otro lado supongo que el programa esta hecho para que en cada
paso n de iteracién, ante un mismo dato (), produzca la computadora el mismo dato de salida
@Qn+1. Entonces todas las pseudo-érbitas son periddicas, y son una cantidad finita. Por lo tanto
hay solo una cantidad finita de puntos Py posibles. Es decir la distribucién de probabilidad de los
verdaderos puntos iniciales de las tinicas verdaderas orbitas que son visibles en la computadora
es solo una combinacién de deltas de Dirac (seguramente muchisimas deltas de Dirac, pero una
cantidad finita). Por lo tanto, lo que uno ve es el comportamiento, muy préximo a érbitas reales
si, v de muchisimas érbitas, pero solo de una cantidad finita. Conclusién: al experimentar con
la computadora ”minga”de que los conjuntos de puntos iniciales de las 6rbitas observables o
relevantes, o probables, o abundantes, o como las quieran llamar, son los conjuntos con &area (o
medida de Lebesgue) positiva.

4. FRECUENCIAS DE VISITA DE LAS ORBITAS.

Sea F' una transformacién continua de un espacio métrico en si mismo. Sea Py un punto inicial.
Y sea B un subconjunto boreliano del espacio.

Definicion: Se llama frecuencia de visita de Py a B, o promedio temporal de estadia de Py
en B hasta el instante N > 1 al ntimero racional no negativo ni mayor que uno definido por:

Tw(Po. B) = #{j ntmero natural : 0 < j < N — 1; P; € B}
N
donde P; = FI(Py) = F(P;_1) para los naturales j > 1
Se llama frecuencia asintética de visita de Py a B, o promedio temporal de estadia asintético

de Py en B, cuando existe, al numero real T'(Py, B) no negativo ni mayor que uno igual al limite
de Tn(FPp, B) cuando N tiende a infinito, si existe ese limite.

El siguiente resultado es el fundamento de la teoria ergédica de los sistemas dinamicos:
TEOREMA 4 ( Teorema de Birkhoff y teorema de existencia de medidas ergédicas)



Para toda probabilidad p invariante por F, para todo B boreliano, el tiempo T(Py, B) existe
p-c.t.p. Py.

Ademds T(-,B) es una funcion Li(p) y su integral respecto a la probabilidad p es igual a
p(B) = p(Xo € B).

Ademds cualquiera sea F' continua en un espacio métrico compacto X, existe(n) probabilidades
de Borel p en X que son F- invariantes y para las cuales TPy, B) es constante p-c.t.p. Py e igual

a p(B).

Definicion Esas ultimas probabilides se llaman ergddicas. Para ellas los promedios temporales
asintéticos de estadia de Py en el conjunto B (que son constantes p casi todo punto Py pero que
dependen de B) son iguales al ”promedio espacial”del conjunto B, es decir a p(B), o valor esperado
de la funcién caracteristica yp del conjunto B.



