
~oA

~ 4- ~~ ¡Á L:q¡:~:t J
APARTAD ~

"B O L ET IN DEL A DEI N G EN IERf A DE M O N TEVID EO"
N.O 7

•

PROF. ING. JULIO RICALDONI

••



Prof. Ing. J U L Io R IeA L Do N I

experimentalLo de lo s (1)estructuras

PARTE 1

CAPITULO 1 • INTRODUCCION

"'- . ,- ~
1 ) - Cuando una CIenCIa ha llegado a un gra-

do tal de desarrollo como para constituir por SI

misma una especialización completa y por lo tan-
to de exigir la total dedicación de las energías
del que la cultiva, se hace necesario sacarle a los
co noc imientos sobre los que se apoya, el carácter
de problemas capaces de desviar la atención del
fin primordial de la investigación, para permitir
así el estudio más a fondo de los conceptos e
ideas directrices. L9- técnica de la construcción
ha llegado precisamente a ese punto, debido a
que la complejidad y magnitud de las obras que
se emprenden, significan primero que todo, pro-
blemas dc concerciáu y de creación, pasando los
problemas de cálculo a ser una segunda etapa cu-
yas dificultades no deben limitar nunca los princi-
pios directivos; desde el punto de vista de la filo,
sofin de l.r téc uica como la llama CARDELLACH,
se hace ne ce sar io meto liznr y meca niz-ir el cátculo
de las estructuras.

Por otra parte, y al i~mo tiempo, el problema
económico influye en forma cada vez más intensa
sobre la construcción. Es inciis pen sable pues re-
ducir los elementos componentes hasta donde sea
posible, llevando al máximo el aprovechamiento de
las ventajas que presentan los nuevos materiales y
la especialización creciente de la mano de obra.
Estos factores exigen pues la utilizaciSn de es-
tructuras con un rendimiento que tienda a la uni-
dad, ya sea gracias a un dimensionado de los de-
talles con una gran exactitud, ya sea empleando
diseños tales de conseguir una repartición lo más
uniforme que se pueda entre todos los elementos
que la componen, de manera de favorecer los ele-
mentos más solicitados por la colaboración con
los elementos que lo son menos.

(1) Un resúmen de este trabajo fué el tema de un cur-
sillo dictado en la Facultad de Ciencias Meternattcas
de Rosario (R. Argeruine) durante lOS dias 3, 4 Y 5
de Agosto de 1938. como iniciación del intercambio
entre las Facultades de Rosar;o y Montevideo. Ese
resúmen apareceré simultáneamente en la serie de
Conferencias de publicaciones de aquella Facultad.

Es decir que, desde el punto de vista de la
economía de la coustruccián el problema que se
presenta actualmente es obtener la homogeneidad y
la continuidn d del complejo estructural, en sus deta-
lles y en el conjunto.

La necesidad de satisfacer estas dos aspiracio-
nes ha sido la causa del nacimiento y del rápido
desarrollo de los métodos de cálculo experimenta-
les, que, por lo tanto, no constituyen una rama
aislada de la técnica de las estructuras sino que,
y no creo d ejarrne llevar por un criterio parcial.
debe llegar a constituir un capítulo fundamental
e indispensable de su estudio.

Los ejemplos que apoyan esta afirmación se pue-
den encontrar en gran número, pero quizás no
pueda presen tarse uno tan categórico, especial-
mente por tratarse de un caso de colaboración de
todos los métodos experimentales sin excepción,
como el de la utilización de la soldadura autógena
para la construcción de estructuras metálicas. Es.
en efecto, muy fácil comprobar, recorriendo las
publicaciones técnicas de estos últimos años. la
enorme cantidad de estudios experimentales que
se están ejecutando sobre las uniones soldadas.
en si mismas, por medio de la fotoelasticidad, las
auscultaciones tenso métricas, los modelos plásticos
y los ensayos estáticos y de fatiga, y también so-
bre su influencia en los esquemas estáticos, lleva-
dos a la continuidad, por medio de modelos elás-
ticos y métodos de cálculo mecánicos.

Los métodos experimentales de cálculo contri-
buirán por lo tanto a pasar a una nueva etapa de
la utilización de las estructuras, en la cual se ha-
brán independizado de todos los procesos anterio-
res que han ido dejando prejuicios y costumbres
adquiridas, acumuladas unas sobre otras: llegare-
mos así a abandonar el aislamiento resistente y
las discontinuidades de los sistemas rígidos que se
heredaron, a través de la antigua Roma, de las
civilizaciones egipcias y fenicias del segundo o
tercer milenio antes de Jesucristo, y la complica-
ción y vaguedad de esos bosques de barras de al-



gunos sistemas triangulados de acero en los que
se reconoce la construcción en madera cuyos prin-
cipios no han variado notablemente desde que se
construyeron las terrazas de Persépolis y las más
recientes arcadas indias. Nuestros materiales ac-
tuales, acero y hormigón armado, son capaces de
la continuidad física y geométrica, y su aptitud
para desprenderse, sin mengua de la economía,
de la línea potencial de las cargas, gracias a su
biresistencia, permiten las realizaciones más auda-
ces. La teoría y la experiencia lo conseguirán sin
duda alguna.

2) -- Antes de dejar este aspecto general del
tema que se trata debo referirme a otra ventaja
de los métodos experimentales, que no por alejar-
se de su aplicación práctica, carece de importan-
cia fundamental, y que es su aplicación a la ense-
nanza. Los métodos experimentales constituyen el
medio de darle realidad y permitir la visualiza-
ción de los fenómenos resistentes; el aspecto físi-
co de estos se pierde generalmente entre el com-
plicado andamiaje matemático que, aunque nece-
sario, es muchas veces exagerado y llevado al lu-
gar de preferencia.

Como consecuencia la resistencia de materiales,
o la estabilidad de las estructuras, se convierte en
una ciencia abstracta y exacta, una ciencia en la
que no hay discontinuidades ni incertidumbres,
cuando en realidad es una ciencia de aplicación
que solo tiene valor en cu~nto no se separa de la
ex p er renc ia y que vive controlada y limitada por
esta.

Aunque no se acepte por completo el conocido
criterio de BOUASSE, indudablemente exagerado,
sobre los peligros de la enseñanza matemática de
las ciencias físicas, no hay duda que cuando es-
cribe que "la abstracción, generalización, horror
de lo real y del caso particular son las caracterís-
ticas del matemático y las razones de su nefasto
rol cuando se mezcla de profesar las ciencias ex-
perimentales y las matemáticas encaradas como un
útil", pone en evidencia un hecho innegable: la
resolución de un problema físico es algo más que
la solución de una ecuación, es ante todo la inter-
pretacro n de un fenómeno que tiene existencia
real y que como tal es necesario hacer primero un
estudio de conceptos. Esto es precisamente lo que
se obtiene con el exámen viviente de las estructu-
ras que permiten los modelos de estructuras.

3) - Al comienzo de la utilización de las es-
tructuras, en que se buscaba simplemente la esta-

bilidad de la obra sm preocuparse en absoluto de
la economía y que las necesidades eran pequeñas,
la crericra de la construcción era completamente
emprrrca : la ciencia de la construcción se basaba
en la experiencia para la solución de los proble-
mas nuevos. Era pues el estudio experimental li-
mitado, de acuerdo con los medios, a la obra en
su conjunto, sin análisis de detalle, y hecho sobre
las mismas obras a emplear. Una misma co ns-
trucción se rehacía, con modificaciones indicadas
por el ensayo anterior, tantas veces como era ne-
cesario para llegar al fin. Y en esa forma se iban
acumulando hechos; no se fabricaban teorías, de
manera que el método experimental quedaba limi-
tado estrictamente al conjunto estructural al que
se aplicaba, sin poder sacar de allí conclusiones
generales.

Tal fué el procedimiento que utilizaron los ar-
quitectos de las bóvedas y cúpulas del Renaci-
miento o los ingenieros de los puentes romanos.

Los principios del método experimental para el
estudio de las estructuras, en el concepto que me-
rece actualmente, puede decirse que aparecieron
simultáneamente con las primeras investigaciones
teóricas sobre la Resistencia de los Sólidos.

Se ha establecido que se debe a GALILEO los
primeros estudios sobre esta ciencia, puesto que
en uno de sus diálogos (J 638) discute el proble-
ma de una viga empotrada sometida a f1exión, y
también, ya entonces, piensa en utilizar modelos
para tales estudios, au ll¡j=lU e le corresponde a
NEWTON a fines de ese siglo, el honor de esta-
blecer los p ri nc ip io s fundamentales de su apli-
cación.

Es también en la segunda mitad del siglo XVII
que aparecen los trabajos fundamentales de HOO-
KE y MARlOTTE, y los de BERNOUILLI, EU-
LER. COULOMB y otros en el siglo siguiente,
conjuntamente con las primeras experiencias sobre
dichos temas. Estas, sin embargo, iniciadas por el
físico sueco WURTIUS (aproximadamente en 1650)
y por el mismo HOOKE en 1680, destinadas a
verificar o investigar las características mecánicas
de los materiales, pertenecen más bien al campo
actual del Ensayo Mecánico de Materiales. En
cambio las experiencias de DUPIN en J 811 sobre
piezas en madera y de DULEAU en 1813 sobre
piezas de hierro sometidas a fIexión, parecerían
ser los primeros trabajos experimentales de control
de teori.ts resistentes o de repartición de tensiones:
se estaría pues dentro del concepto moderno de
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cálculo experimental, ya que esas investigaciones
se referían a la existencia de fibras comprimidas
y alargadas (negada por GALILEO y otros), del
eje neutro, de la conservación plana de las sec-
ciones, etc.

Poco después que NAVIER, en 1821, presenta
sus Memorias sobre las ecuaciones fundamentales
de elasticidad, poniendo así la piedra fundamental
de la teoría matemática, y que él mismo en 1824,
y DE SAlNT - VENANT en 1838 dan solución a
los primeros casos de estructuras hiperestáticas,
(vigas rectas con empotrarnientos o sobre varios
apoyos. y estructuras reticuladas superabundantes
respectivamente), se realizan los primeros estudios
experimentales sobre estructuras complejas.

De entre ellas, generalmente constituidas por el
control de puentes, merece destacarse a nuestros
fines las investigaciones realizadas en 1845 por
STEPHENSON para la construcción de los puen-
tes sobre el estrecho de Menai (el célebre puente
Britannia) y sobre el río Conway. En esa ocasión,
en efecto, se utilizó por vez primera un modelo a
escala reducida de la estructura, que fué, por su
forma y dimensiones, viga de alma llena tubular
con pasaje interior, de 90 y 100 metros de luz,
una obra extraordinaria. Sobre el modelo, cons-
tru ído con una escala de 1/6, se hicieron sucesi-
vas cargas hasta la rotura, modificando las dispo-
siciones constructivas de acuerdo con los resulta-
dos, y también al final algunas medidas de fle-
chas elásticas. Los medios existentes no permi-
tían aún una verdadera auscultación de tensiones,

A partir de esta iniciación no es fácil seguir la
historia y la evolución del estudio experimental
sobre modelos de estructuras, debido a las escasas
referencias de un asunto que, sin embargo, sería.
de enorme interés.

Lo que es indudable es que su utilización in-
tensiva para la determinación de la repartición de
tensiones, como modelo elástico, no ha podido ha-
cerse con cierta precisión hasta la última década
del siglo pasado. En efecto; la medida de la de-
for macián local de un cuerpo bajo tensiones fué
resuelta, dentro de ciertos límites, mucho tiempo
después que la medida de los desplazntnientos, uti-
lizada ya en 1845 como se VIO recreri, debido a
la magnitud de los desplazamientos a medir.

Pertenece al francés DUPUY el primer intento
de resolver dicho problema por medio de un apa-
rato -presentado a la exposición de Viena de 1873,
en el cual la base mínima de medida era igual a

1 metro y la amplificación, obtenida por rned io de
palancas, alcanzaba a 20: en esas condiciones pa-
rece que el error máximo estaba entre 1/10 y 1/20
de la lectura correspondiente al trabajo máximo
del material En la figura 1 se reproduce de la
memoria original (8. 3) el plano de este tensó-
metro.
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A partir de este momento se obtienen sucesivos
perfeccionamientos en los dispositivos de medida
de los desplazamientos, lo que permite, al mismo
tiempo que aumentar la exactitud, disminuir la ba-
se mínima de medida, condición indispensable pa-
ra un estudio detallado. Aparecen así posterior-
mente el aparato de MANET (aproximadamente
en 1890), que sustituye la aguja de DUPUY por
un sistema de engranajes y consigue llevar la am-
plificación a 1 x 60, pero manteniendo la base de
1 metro; el MANET - RABUT - MANTEL en
1895 (y el de USTERRI muy semejante) en el
cual combinando el engranaje con una segunda
palanca se consigue una amplificación de 1 x 450,
con lo cual puede utilizar una base de 20 centí-
metros, Es también de esta época el tensómetro
de SCHREDER VAN DER KOLK y VIST con
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una amplificación de 1 x 150 pero con la notable
característica de ser registrador

Sin embargo todos estos aparatos tenían como
defecto común el que, debido a sus dispositivos
de aplicación, la medida se efectuaba entre dos
puntos distantes de la superficie de la pieza en
cambio de hacerlo entre dos puntos de la superficie
misma, lo que significaba un error apreciable en
cuanto existiera una cierta flexión en la pieza. En
1903 MESN AGER construye un aparato que re-
presenta un progreso enorme sobre los anteriores,
puesto que al mismo tiempo que resuelve el pro-
blema recién indicado llevando las puntas del apa-
rato al contacto con el elem'ento a medir, reduce
la base de medida a 50 milímetros, permitiendo
aún el registro gráfico. La amplificación alcanza-
ba a 1 xii 00 con una precisión máxima de 0.001
mm., pero tenía el inconveniente de su peso y sus
dimensiones relativamente considerables (más o
menos 10 cm. por 20 cm.)

En la actualidad el progreso alcanzado es enor-
me, tanto por las cualidades de los tensó metros
como por su reducido volúmen; de los diversos ti-
pos existentes creo que lo más perfecto que existe
es el tensómetro de HUGGENBERGER, que re-
producimos en la figura 2 como comparación ID-

Además de este tipo de tensómetros de lectura
directa, existen actualmente otros tipos para lectu-
ra a distancia y que son indispensables para estu-
diar las tensiones en lugares de difícil o imposible
acceso como los puntos del interior de un macizo
de hormigón, basados en la trasmisión eléctrica
de fenómenos magnéticos, electrostáticos o acústi-
cos. Su detalle nos llevaría muy lejos; en la
obra de BAES (B. 5) se hace una descripción
detallada de ellos, de manera que ahora solo
notaremos el empleo extensivo que se ha hecho
de uno de ellos en la investigación que efectúa la
"Steel Structures Research Committee " (B. 6,7)
sobre la continuidad real de los sistemas rema-
chados. Las características de estos tensómetros
MAlHAK, que utilizan la propiedad de que Sl se
hace vibrar una cuerda de acero tendida entre
dos puntos la nota emitida es función directa de
Ía tensión que soporta, son las siguientes ( figu-
ra 3):

-Base de medida: 12 a 15 cm.
-Aproximación normal (en el acero): 5 a 7 k/cm.'
-Capacidad total (en el acero); 5000 k/cm.2•

También hay que hacer mención de
de extensómetro destinado más bien a

otro tipo
la medida

teresante con el de DUPUY. Las características
de un modelo corriente de estos aparatos, basados
en la amplificación por medio de dos sistemas de
palancas sucesivas y con indicación directa de una
aguja sobre un cuadrante, son las siguientes:

-Dimensiones:

-Amplificación:

-Base mínima:

16.5 x 5.2 x 2.0
1 x 1200.

1.0 cm.

cm.

-4-

,...,20 """
• •

Fig.2

de la variación del espesor de los cuerpos, espe-
cialmente empleados como complemento a los es-
tudios fotoelasticimétricos. A estos pertenece el
latómetro de MESNAGER, que utiliza las"'franjas
de interferencia por la separación de dos cristales
de caras paralelas unidos a los puntos cuyo movi-
miento relativo se desea medir, y el latómetro de
COKER que emplea con el mismo objeto una pa-
lanca amplificadora que trasmite la variación de



espesor a un espejo sobre el que incide un haz
luminoso, midiéndose los desplazamientos del haz
reflejado sobre una regla graduada.

La precisión de medida de estos aparatos se
aprecia con decir, por ejemplo, que el latómetro
de COKER tiene una amplificación de 1 x 10 000
y que sobre un ejemplar de 6 mm. de espesor
permite medir un desplazamiento relativo de dos

'puntos igual a 0.000 I mm con un error máximo
probable de I "lo.

Dentro de la categ oria de cálculo experimental
que se está considerando ahora, modelos comple-
tamente similares al prototipo bajo la acción de
cargas exteriores, sería imperdonable no indicar una
realización muy poco conocida pero de verdadero
valor Más o menos a fines del siglo pasado o pri-
meros años del actual, el arquitecto catalán GAUDI,
figura interesantísima de artista y técnico, empleó
un método de cálculo, o más propiamente de diseño,

-co mp ietarn en te original, para el estudio estructural
de la Iglesia del Sagrado Corazón en Barcelona y
"otras obras análogas. Los edificios citados tienen

una estructura portan te de mampostería ideada en
un p rincipio muy semejante al del estilo gótico.
es decir que en cambio de absorber los empujes
de arcos y bóvedas por medio de grandes maci-
zos, los manejaba y Jirigía hacia las fundaciones
gracias a un trazado adecuado del eje longitudinal
de los elementos de soporte, que siguiera la curva
de presiones.

Aprovechando entonces lo que podríamos llamar
la "analogía del polígono funicular", GAUDI m-
vertía simplemente los signos de los esfuerzos,
cambiando las compresiones por extensiones y las
cargas de gravedad por cargas dirigidas hacia arri-
ba: en esa forma representando en el modelo los
ejes longitudinales de los elementos con hilos, y
aplicánclo le a estos cargas semejantes enteramente
a las reales (pero de signo invertido), tomarán los
hilos, la forma del polígono de equilíbrio, que a
su vez será la forma que deberá tener el eje Ion-
gitudinal de los elementos. En la figura 4 se re-
produce uno de los modelos construídos por GAU-
DI, que demuestra las concepciones técnicas y
plásticas de dicho arquitecto.

Este procedimiento no es de importancia tan
limitada ni de aplicación en sistemas en desuso
como podría parecer; en efecto, puede aplicarse a
todo ese nuevo tipo de estructuras superficiales que
dieron actualidad las b6vedas delgadas de ZEISS-
DYWIDAG, y que también se han realizado en
láminas delgadas de acero con el nombre de su-
perficies autoportant es, en las cuales se somete el
material únicamente a compr esro n simple en el
primer caso, o a extensi6n simple en el otro. Pa-
ra su utilización no habrá más que sustituir en el
modelo los hilos por papeles o telas: es el cambio
de! arco por la bóveda, del cable suspendido por
el "velarium".

El desarrollo actual de la Estática Experimental
con empleo de modelos de grande. dimensiones y
con medida de deformaciones o desplazamientos
que hemos visto hasta ahora, es muy grande. Su
enumeración y descripción escapa al alcance
de esta nota en que se ha querido solamente

esbozar el proceso histórico, puesto que el
estudio con este tipo de modelos no ha sido aún
emprendido por el Laboratorio. En la interesante
obra de OBERTI (B. 8) que utilizaré más adelan-
te muchas veces, se encuentra una descripción y
bibliografía del asunto muy completa.

4) - La fotoelasticimetría, que puede conside-
rarse una subdivisi6n del método anterior, es, des-
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de el punto de vista práctico. de origen muy re-
ciente. Aunque la doble refracción accidental es
conocida desde hace más de cien años. puesto que
BREWSTER realizó las primeras observaciones en
1815 a 1820. recién a fines del siglo pasado fué
utilizado como control de las tensiones en los
cuerpos por WILSON y KERR. y un poco des-
pués. en 1901. por MESNAGER.

normales. adaptable a la rutina del ingeniero pro-
yectista. y presentando por Ío tanto como caracte-
rísticas :

- Simplicidad de manejo
- Costo relativamente pequeño
- Reducción casi absoluta de los cálculos nu-

méricos.
El factor determinante. SIn duda alguna. fué la

Fig -l

Pero Iué el:mismo MESNAGER el que. algunos
años más tarde, en 1913. dió los medios comple-
tos para su utilización técnica. iniciándola magní-
[icamente con un estudio completo de verificación
de un puente en arco sobre un modelo de vidrio.
A partir de ese momento y mediante los trabajos
teóricos y experimentales de MESNAGER. COKER
y FILON, esta ciencia tornó un vuelo admirable
permitiendo el estudio más exacto de las tensio-
nes, que se ha obtenido hasta ahora.

5) - La historia del oí/culo mecánico por el
método de las distorsiones y las deformaciones es
aún más corta. Los propósitos perseguidos con
su creación han sido, más que su aplicación a la
investigación. al estudio de estructuras excepcio-
nales o de estructuras - tipo. los de disponer de
un método mecánico de cálculo de estructuras

utilización día a día mas general de las estructu-
ras contínuas; como lo vimos en el primer artícu-
lo la época actual es la de los sistemas elásticos
con utilización de materiales biresistentes. Pero.
al p rincip io, el único material adaptable era el
hierro: los medios de unión eran los pernos de
articulación o los remaches. Aunque aquellos. es-
pecialmente en Estados Unidos, se trató de ap li-
carlos corrientemente como medio de unión de-
109 elementos de las estructuras trianguladas, para
realizar así la articulación teórica de los esquemas,
poco a poco ha ido desapareciendo debido a una
sene de consideraciones teóricas y prácticas que
no hay porque analizar aquí, limitándose su em-
pleo a las articulaciones de apoyo o de enlace de
las diversas partes de la estructura-

Quedó así como medio de unión de los elemen-
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tos de estructuras elásticas el remachado. medio
eminentemente deformable. aunque solo parcial-
mente elástico. e incapaz por lo tanto de realizar
una verdadera continuidad si no era gracias a
complicaciones técnicas y económicas bastante
grandes.

Se hubiera seguido en esas condiciones SI no
aparece un nuevo material y sistema constructivo.
también biresistente pero que posee en cambio
como cualidad intrínseca el de la continuidad: el
hormigón armado. Sus posibilidades fueron apa-
reciendo poco a poco a la luz de las investiga-
ciones teóricas y experimentales actuando simultá-
neamente: los técnicos descubrían horizontes im-
previstos para la economía y rigidez de la estruc-
tura en esa continuidad inherente. que no solo in-
sinuaba sino que imponía sus virtudes. Descono-
ceda es no solo antieconómico sino también peli-
groso debido a la trasposición de los puntos crí-
ticos.

Transportadas así las estructuras continuas al
plano de las construcciones corrientes. a las cua-
les no es posible dedicarles estudios largos y pro-
fundos de verificación. se mostraron insuficientes.
desde ese punto de vista. los métodos clásicos.
enormemente exactos. pero largos y pesados. Los
teoremas del trabajo y de las derivadas parciales
se encontraban un poco fuera' de lugar. en las
aplicaciones. para el cálculo de estructuras porti-
cadas y para el trazado de líneas de influencia.

El esfuerzo de los ingenieros se dedicó enton-
ces a deducir. de esos principios básicos. procedi-
mientos de cálculo gráficos o analíticos que p e r-
rmtreran, aún a expensas de una pequeña reduc-
ci6n en la exactitud. inútil la mayoría de las ve-
ces. realizar un trabajo más rápido y menos ex-
puesto a errores. Debido a esa demanda fué que
surgieron los procedimientos de GEHLER. CROSS.
el método de los puntos fijos. el de la elipse de
elasticidad. el de las deformaciones ficticias y
tantos otros con pequeñas variaciones de detalle.
que. corno por ejemplo el de la distribución de
momentos de CROSS y el gráfico de la elipse
elástica permitían libertarse de los s is+ernas de
ecuac io nes, siempre incómodos y muchas veces
casi fuera del alcance de la paciencia del calcu-
lista.

El cálculo de solicitaciones o trazado de líneas
de influencia en estructuras porticadas y aún en
estructuras más complejas como los arcos corití-
nuos sobre pilas elásticas. tenían pues sus pro ce-

dimientos prácticos de cálculo. Pero nadie podía
eliminar de ellos las posibilidades de error. recién
descubiertos al final del proceso. ni las simplifica-
ciones indispensables no siempre teóricamente jus-
tificadas. ni tampoco el cansancio mental de cual-
quier método analítico ni la rapidez mucho mayor
de los métodos mecánicos.

De esa manera fué que a partir del año 1910
empezaron a colocarse tímidamente las bases de
los métodos mecánicos de cálculo. siendo BEGGS.
GOTTSCHALK y COLONNETTl los que. por
una u otra via, dieron las normas fundamentales
teóricas o experimentales. que muchos otros hu-
bieron de seguir y que llegaron a poner en su
punto una serie de aparatos y procedimientos ca-
paces de ser utilizados por ingenieros y oficinas
técnicas.

El primer aparato correspondiente a esta cate-
goría parece ser el influenciágr ofo de COLONNE-
TTI (1914). destinado al trazado de líneas de in-
fluencia de vigas contÍnuas de sección constante
únicamente. como mater ial izació n del segundo
pr in c ip io de reciprocidad que había demostrado
teóricamente. Casi simultáneamente. allá por 1916.
BEGGS comenzaba a aplicar el mismo pr incipio
con modelos de varillas primero e inmediatamente
con modelos de celuloide o cartón sometidos a
deformaciones microscópicas.

En 1922 GOTT3CHALK presenta en Buenos
Aires el COI/til/OS!,I!, (B. 9) también para lineas de
influencia de viga; co nt ín u as, pero en una publi-
cación de 1923 (B. 10) ya queda resuelto el tra-
zado para estructuras porticadas. aunque simples,
y el cálculo de momentos flectores por el método
de las tangentes. Es a GOTfSCHALK, según lo
hacen notar CAROT y RIECKHOF (B. 11), a
qure n se debe el empleo intensivo de las defor-
maciones macroscop icas, que COLONNETTI solo
había intentado en las vigas contÍnuas, y que permi-
ten la medida de las ordenadas de influencia con
el doble decímetro simplemente, así como también
ha sido el primero que discutió en sus publica-
ciones las probables causas de error y su rnag m-
tud y corrección.

Derivado precisamente del Continostat
perfeccionado, permitiendo un empleo más
aparece el Nupubest de RlECKHOF en
1927 aproximadamente.

Los otros aparatos o disposiciones utilizadas ac-
tualmente con mayor o menor amplitud, son ge-
neralmente perfeccionamientos de esos, como su-

y muy
amplio,
1925 o
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cede con el Microi nfluenciámetro de MAGNEL, o,
por el contrario, para facilitar la ejecución de los
modelos, dedicando lo entonces, debido a su me-
nor exactitud, a control de cálculos como en el
método de KANN (1930).

6)-Como pudo apreciarse a través de este es-
quema histórico, el cálculo experimental de estruc-
turas ha alcanzado ya su pleno desarrollo; tanto
la teoría correspondiente como los elementos dis-"
ponibles permiten encarar con plena seguridad de
éxito los más complicados problemas. Desde la
fotoelasticimetría, que representa la disección del
estado de tensiones de una chapa llevado al más
alto grado de precisión en cuanto a su poder se-

"parador y a la exactitud de sus medidas, hasta el
estudio de modelos por medio de tensómetros de
precisión, pasando por los influenciógrafos y siste-
mas derivados, tales métodos han tenido aplica-
ción en infinidad de circunstancias a trabajos de
investigación o de índole práctica, mereciendo ca-
da vez más la confianza de los técnicos.

Pero es necesaria una aclaración destinada a
colocar en su verdadero plano al tema que estoy
tratando. Y es la siguiente: No hay que ver en la
estática experimental un sustituto a la teoría, nr

un medio de limitar el estudio teórico de los fe-
nómenos resistentes. Los resultados" de los méto-
dos experimentáles, como los de los ensayos me-
cánicos en general, solo pueden dar todo lo que"
en si mismos significan gracias a un profundo co "
nacimiento de la teoría de la elasticidad y de la
resistencia de materiales. En el establecimiento de
las condiciones de experiencia primero y en la
interpretación de los resultados después, se nece-
sitan los conocimientos teóricos en forma primor-
dial, y también solamente la teoría puede dar el
criterio a seguir para pasar de los modelos a la
realización de las estructuras y para tener una
idea sobre la aproximación mantenida durante esa
trasposición.

Al terminar creo oportuno,
una autoridad, reproducir las
del prof. BAES:

« Ha pasado la época en que el constructor de
« obras de arte, de edificios, de máquinas podía
« satisfacerse con una educación de simple prác-

para apoyarme en
siguientes palabras

« tico.
« y no ha llegado, n i llegará jamás, la época en
" la cual el constructor pueda satisfacerse con una
« educación de ciencia pura ~.

CAPlTULO II • CL~SIFICACIO~. GENERALIDADES

7) - Como el título lo indica no se tendrán en
cuenta las fuerzas dinámicas sino solamente las
cargas aplicadas lentamente, dejando de lado cho-
ques, vibraciones, etc. Es de hacer notar sin em-
bargo que esta limitación no afecta en nada el
cálculo de estructuras, puesto que cuando existen
tales solicitaciones, como en los puentes, su efec-
to puede tomarse en cuenta eomo se hace en el
cálculo analítico, por medio de un coeficiente de
aumento de la carga estática.

El problema general a considerar comprende
dos campos perfectamente distintos y de impor-
tancia semejante, que corresponden respectivamen-
te al estudio de detalles constructivos y al de los
esquemas estáticos.

El primero pertenece al dominio de la reparti-
tición de las tensiones dentro de cada sección y a
las características físicas de los materiales; el se-
gundo se refiere a la determinación de las solici-
taciones en las diversas secciones. El primero uti-
liza la teoría de la elasticidad, la resistencia de
materiales y la física; el segundo necesita de la

resistencia de materiales y de la estabilidad de las
construcciones.

Los métodos experimentales que actualmente
son utilizados para el cálculo de estructuras se
refieren casi unánimemente a solicitaciones com-
prendidas dentro del período elástico de 103 rna-
teriales, puesto que es dentro de ese período que
se admite que están comprendidas las tensiones
de trabajo efectivas. La utilización de las ventajas
que puedan ofrecer los materiales dúctiles cuando
se les hace trabajar en el período de plasticidad
no puede considerarse sino como un problema
que recién comienza a considerarse y que aún no
es posible tenerIo en cuenta para la práctica a
pesar de los numerosos e interesantísimos trabajos
de ENGESSER, KIST, BLEICH, MAI'ER-LEIBNlTR
y otros.

Además es a las tensiones elásticau que se apli-
can la teoría de las escuelas y la mayor parte de
los métodos experimentales; la auscultación con
tensó metros puede ser de utilidad en estructuras
trabajando plásticamente, pero desde el punto de
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vista cualitativo. El estudio de la similitud (utiliza-
cro n de modelos a distinta escala que el prototipo)
y los métodos de observación, tensómetros, defor-
madores o dispositivos fotoelasticimétricos, se apo-
yan exclusivamente en las hipótesis básicas de la
teoría de la elasticidad: elasticidad de las defor-
maciones y proporcionalidad entre estas y las ten-
siones. Luego pues la experiencia \levada a la
ruptura no puede dar, con excepción de tratarse
de un exacto duplicado de la estructura a utilizar,
sino indicaciones cualitativas, con excepción de
los materiales netamente rígidos en que existe
prácticamente coincidencia entre el límite elástico
y la carga de rotura, es decir que no se aplica a
las estructuras en hierro ni en hormigón armado.

Se ha utilizado en cambio este procedimiento
en Estados Unidos como medio sencillo y de poco
costo para estudiar experimentalmente algunos
problemas simples de resistencia de materiales por
medio de ejemplares en yeso, y cuando no se ne-
cesitan sino resultados muy poco aproximados
(ver B. 12).

8) - Dejando de lado esta excepción de peque-
msrma importancia, se puede establecer que el
cálculo experimental de estructuras utiliza única-
mente modelos elásticos.

A estos se les puede hacer una cómoda distin-
ción en dos categorías, que siguiendo a C. C. GUl-
DI podremos llamar (B 12):

i) - Método de las cargas
a) - Con medida de deformaciones
b) -- Con medida de tensiones

ii) - Método de las deformaciones
a) - Debidas a desplazamientos
b) - Debidas a distorsiones.

según que la causa sea respectivamente, fuerzas
exteriores de magnitud conocida, o desplazamien-
tos o distorsiones determinadas, pero sin necesidad
de conocer la magnitud de la fuerza que las pro-
duce.

El caso elástico generaL-cuerpos. de forma y
disposición arbitraria, estado e1ástic~ a tres di-
mensiones,-es posible encararlo por ahora única-
mente con el método de las cargas con medida
de las deformaciones, ya que la utilización de la
medida directa de tensiones en este método, por
medio de instalaciones fotoelásticas no ha pasado
aún, considerando el punto de vista práctico, de
los sistemas elásticos a dos dimensiones

Por lo tanto en el caso general la resolución se
obtiene, expresado brevemente, construyendo un

modelo con la base de una similitud elástica rr-
gurosa, sobre' el' cual se aplican cargas semejantes,
en posición y magnitud, a las que soporta el pro-
totipo; - además es general, aunque no necesario,
utilizar el mismo material en el modelo y en el
prototipo.

El procedimiento de análisis consiste en obtener
en el modelo las características geométricas del
estado de tensiones, es decir las deformaciones
lineales y angulares en todos los puntos necesa-
rios por medio de extensómetros y en general me-
didores de desplazamientos: de inmediato se ha-
llan las deformaciones principales y a partir de
ellas las tensiones principales. Todo esto, claro
está, teniendo en cuenta los factores de reducción
dados por las escalas.

Puede observarse de inmediato que para conse-
guir los objetivos antedichos con exactitud, el mo-
delo debe ser generalmente de grandes dimensio-
nes y por lo tanto de ejecución difícil y costo ele-
vado; - se trata pues de un método de laborato-
rio exclusivamente. Su aplicación es muy corriente
en las obras de magnitud excepcional y en espe-
cial, como sucede con frecuencia en estos casos,
cuando los métodos de cálculo analíticos no pue-
den tener en cuenta en toda su amplitud la com-
plejidad del probl erna: se ha empleado en grandes
presas, en puentes suspendidos, etc.

También pertenece a esta categoría el estudio
experimental de detalles constructivos que se re-
sisten. por su Índole misma a toda reducción de
escala o simplificación, como por ejemplo, el estu-
dio de las uniones remachadas de vigas y colum-
nas que, con vistas a uti,1izar su continuidad par-
cial, efectúa el "Steel Structures Research Corn-
mittee" en Inglaterra.

En el laboratorio de estática experimental se ha
encarado ya utilización de este método para algu-
nos trabajos en vía de ejecución, proveyéndose
actualmente de los elementos necesarios, pero aún
no se tiene absolutamente ninguna experiencia al
respecto; - por esta causa no se detallará más el
procedimiento, aunque si aprovecharé para estable-
cer la teoría de las escalas para este caso más
general, del que las otras aplicaciones son casos
particulares.

9) - Siguiendo en orden decreciente de gene-
ralidad se tomará ahora en cuenta a las estructu-
ras planas, es decir estructuras asimilables a cha-
pas planas limitadas por superficies paralelas al
plano de las fuerzas exteriores, pero de contorno
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completamente arbitrario. Aún aquí es necesaria
la utilización del método de las cargas con mode-
los rigurosamente semejantes, pero además de la
utilización de las deformaciones como en el caso
anterior, se puede disponer ahora con toda su am-
plitud de la fotoelasticimetría siempre que se trate
de un estado doble como sucede generalmente.

Aquí es donde la fotoelasticimetría ha recibido
sus más extensas aplicaciones, debido no solo a
su mayor exactitud en las observaciones sino tam-
bién porque permite la observación individual de
regiones cuyas dimensiones son tan pequeñas que
pueden asimilarse prácticamente al punto geomé-
trico. (Aunque el poder "separador" varía algo
según el material utilizado y según el procedimien-
to de medida, podría establecerse que las dimen-
s.iones de la menor re gi ó n que puede individuali-
zarse es del árden del cuarto de milímetro, mientras
que el tensómetro más perfeccionado, uno de. los
modelos de HUGGENBERGER, tiene como base
mínima de medida una longitud de 10 mm.)

Naturalmente que no se entrará a detallar este
procedimiento ni sus propiedades porque la foto-
elasticimetría es un tema vastísimo y complejo,
aunque indicaré las particularidades de la teoría
de modelos para su caso porque es un tipo de
investigaciones a realizar en el lab o rator io y tam-
bién una breve reseña sobre' sus posibilidades en
el diseño de estructuras.

10)- Finalmente corresponde tratar el estudio
experimental de estructuras compuestas por ele-
meritos prismáticos o barras (estructuras a . fibra
media) planas y, salvo artificios especiales, conte-
nidos todos en el mismo plano que las fuerzas
exteriores. Se trata por lo tanto de las estructuras
que caen en el dominio corriente de la Resisten-
cia de Materiales y de la Estabilidad de las cans-

o trucciones. Aceptadas las hipótesis simplificadoras
de e stas ciencias como que responden a los he-
chos que se encuentran en la construcción de es-
tructuras, se puede poner como características prin-
cipales de los métodos experimentales de cálculo
que se ocupan de ellas.

i. - Obtención exclusivrs de las características
de solicitación para las diversas secciones trans-
versales de las barras, pero no' de la distribución
real de tensiones, las que se calcularán con los
métodos apro xirn vd os de la resistencia de mate-

riales;
n. - Dimensionado del modelo teniendo en

cuenta en forma rigurosa (teóricamente por lo me-

nos), únicamente la principal solicitación a que
está sometido cada elemento, generalmente f1exión
o esfuerzo normal. (1)

iii. - Costo relativamente pequeño y facilidad
de manejo; por lo tanto utilización posible tanto
en el laboratorio de investigación como en ofici-
nas técnicas.

iv. - Similitud de modelo y prototipo más res-
tringida y por lo tanto exactitud intrínseca menor
que en los métodos anteriores.

Para este tipo de estructuras se han utilizado
métodos experimentales pertenecientes a todas las
categorías mencionadas pero con frecuencia muy
diferente desde luego. El método de las cargas
con medidas de deformaciones por medio de ten-
sómetros parecería que en realidad no presenta
ventajas en estos casos sobre los otros procedi-
mientos más simples y, en efecto, se le ha em-
pleado muy poco; en realidad solo he visto la re-
ferencia de un estudio (B 8) de RITTER sobre
un modelo de viga triangulada.

La fotoelasticimetría en cambio presenta más
oportunidad de realizaciones porque puede dar
con facilidad no solamente las solicitaciones en
las regiones normales de los elementos sino tam-
bién las perturbaciones producidas en los nudos
de las estructuras, puntos singulares de enorme
importancia en ciertos casos especiales como en
las vigas Vierendeel, para cuyo asunto BAES ha
hecho un estudio detallado. No d'ebe olvidarse.
vuelvo a repetirlo, que la primera aplicación prác-
tica de la fotoelasticimetría que se debe a MES-
NACER fué precisamente sobre un problema de
este tipo.

Pero hasta ahora se trata siempre de procedi-
mientos de laboratorio. Más posibilidades puede
tener un método (B. 14) cuya idea original se de-
be a WILSON y MANEY de la Universidad de
IIIinois, pero perfeccionado por BAKER, aplicable
a las estructuras a fibra media formada por ele-
mentos de eje rectilíneo y sección cor¡¡stante. El

(1) Hay circunstancias en que la solicitación alamar
en cuenta varío según que se considere el elemento
en sírnismo o respecto a la estructura total: - en el
modelo del puente Sn. Francisco - Oakland estudia-
do por BEGGS, R. DAVIS y H. DAVIS (B. 13) la
viga de rigidez es de tipo triangulado, pero para el
modelo, y en lo que se refiere a la repartición de
las cargas entre ella y el cable, no interesaban los
esfuerzos en las barras sino su flexibilidad relativa,
por lo cual se la sustituyó, para la experiencia, por
una viga llena de igual rigidez flexional.

-10-



modelo es realizado en ·idéntica forma que los
modelos de BEGGS sobre una chapa de celuloide
o de bronce, con el plano de esta coincidiendo
con el plano de las cargas, y se le somete a fuer-
zas de magnitud conocida por medio de balanzas
de resorte, midiéndose los angulos de giro de nu-
dos y barras, [ig. 5, deduciéndose los momentos
de apoyo como en el método de KANN.

No sucede lo mismo con el método de las de-
formaciones, que pertenece Íntegramente a la ca-
tegoría de la experiencia corriente, y sobre la cual
nos extenderemos un poco más puesto que es en
tal dominio que se han realizado las experiencias
de que voy a dar cuenta en esta exposición.

zamientos relativos y se obtiene la linea de influen-
cia correspondiente a esa sección, de la solicita-
ción que produce el desplazamiento relativo. En
ambos casos el resultado se obtiene por la medi-
da de desplazamientos, relativos o absolutos, de di-
versos puntos del eje longitudinal de las piezas
del modelo.

En principio puede utilizarse este sistema expe-
rimental en estructuras trianguladas, elementos so- ~
metidos a esfuerzos normales, y en estructuras de
nudos rígidos, con elementos sometidos a esfuer-
zos de flexión. Para las primeras no existe actual-
mente ningún sistema experimental (con excep-
ción de un procedimiento por analogía eléctrica

En cualquiera de las dos subdivisiones el pro-
ceso sintetizado es el siguiente: Se construye un
modelo de la es-tructura por medio de la unión de
una serie de barras que representan los elementos
del prototipo en una escala de longitudes siempre
exacta pero con una similitud de sección trans-
versal cuya exactitud varía enormemente de un
método o aparato a otro. Luego se produce, o
bien un desplazamiento en el punto de aplicación
de una fuerza determinada representando, a una
escala que no interesa, la flecha que presenta la
estructura bajo la carga exterior, y se obtiene en-
tonces el diagrama de momentos flectores de la es-
tructura bajo esa carga, o bien se introduce una
distorsiáu por medio de una cortadura del modelo
a cuyas caras se hace sufrir determinados d es p la-

fig. 5

de BUSH, (B. 15) cuya aplicación práctica no co-
nozco) de resolución de estructuras hisperestáticas
que es en las que habría verdadero interés;-pa-

#
ra estructuras isostáticas no es difícil imaginar In-
fluenciómetros, pero es el caso precisamente de
un trazado analítico simple al extremo.

Para estructuras sometidas a f1exión puede ha-
cerse una clasificación de acuerdo con la magni-
tud absoluta de los desplazamientos provocados:

i - Con desplazamientos microscópicos
i i - Con desplazamientos macro scóp icos

En la categoría i) los desplazamientos experi-
mentados por el modelo se hacen de la menor
magnitud posible para mantenerse prácticamente-
dentro de las hipótesis fundamentales sobre su
magnitud: que la deformación del cuerpo sea tan
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pequeña que no modifique las dimensiones en ma-
nera apreciable, o sea que la forma, longitudes y
dimensiones transversales, del cuerpo antes y des-
pués de la deformación, sea la misma. Debido a
esa cir-:únstancia los desplazamientos deben me-
dirse por medio de microscopios, con lo cual es
posible emplear des pl az imientos máximos uor males
de los puntos del eje. generalmente del órden de
1 o 2 milímetros, pudiéndose apreciar corriente-
mente hasta 0.0 I milímetros, dentro de modelos
que por razones prácticas constarán de elementos
-cuya s dimensiones longitudinales son del órden
del decímetro.

Para la categoría i i) se ha tratado de dejar de
lado esta limitación que, sin duda alguna, encare-
ce y complica la utilización de los métodos expe-
rimentales, y con una extrapolación contraria com-
pletamente a las teorías de la estática, susceptible
únicamente de una justificación práctica, obtenida
con hechos, se ha ido al empleo de desplazamien-
tos medibles a simple vista, con doble decímetro
o sobre papel milimetrado.

Los desplazamientos máximos normales son del
-órd en de 1 decímetro y sobre observaciones en
que prácticamente puede obtenerse una apreciación
de I a 2 mm. Las dimensiones longitudinales de
los elementos son aproximadamente las mismas
que en los tipos anteriores, un poco mayores qui-
'zás será conveniente: aunque lógicamente con os-
-cilacio nes muy amplias, podría decirse que varían
entre 20 o 30 cm. a 70 u 80 cm.

Como consecuencia los desplazamientos son del
mismo órden que las dimensiones longitudinales
de los elementos, de doride alteración bastante
'grande de la forma geométrica del modelo y cam-
bio apreciable en la posición relativa de las fuer-
zas. Sobre un caso así la teoría dice forzosamente
que los resultados no son exactos, pero en la prác-
tica no puede utilizarse una definición tan categ ó-
rica. En la práctica sólo hay resultados con un
error mayor o menor y se necesita saber, única y
exclusivamente, si el error del método utilizado,
analítico o experimental, está dentro de lo corrien-
te o, mejor expresado, si está de acuerdo con la
aproximación obtenida en los datos del problema:
las características propias de la estructura (propie-
dades de los materiales empleados, dependencia
mutua entre los diversos elementos, etc.) y las cir-
cunstancias exteriores (calidad y condición de fun-
daciones, sobrecargas posibles, etc.)

Estas circunstancias unidas a la consideración

de la importancia de la. obra, en lo referente a su
aspecto económico, llevan a establecer la posibili-
dad de utilizar coeficientes de seguridad más o
menos reducidos para conducir las secciones re-
sistentes a un mínimo y por lo tanto a exigir una
exactitud creciente en el cálculo. Cada caso par-
ticular dirá pues si se puede o no facilitar 108

cálculos por medio de una reducción en la exac-
titud de los resultados.

Para permitir esos desplazamientos tan grandes
sin someter al material del modelo a deformacio-
nes permanentes durante la experiencia y sin ne-
cesidad de aplicar fuerzas apreciables, es indis-
pensable utilizar, para la rep re seritac io n de las ba-
rras, elementos que presenten muy pequeña rigi-
dez transversal, para lo que s.e ha elegido gene-
ralmente láminas de sección rectangular de muy
pequeño espesor, alrededor de 1 m m., y de 1 cm.
más o menos de ancho, colocadas normalmente al
plano de la estructura, en material que puede ser
cartón, celuloide o acero.

Estos modelos constituyen, según la feliz defi-
nición de KANN. los modelos en el eunci áu, por
oposición a los modelos a utilizar con deformacio-
nes microscópicas que permiten una rigidez apre-
ciable y que se cortan en una chapa del material
adecuado con la altura de la sección descansando
en ese plano, constituyendo los modelos planos,
El material utilizado es celuloide, cartón o cobre.

Inmediatamente se deduce que, mientras que a
los modelos planos se les puede dar sin compli-
cación alguna una sección variable, equivalente en
todos los puntos a la sección transversal del pro-
totipo, en los modelos en elevación la forma prác-
tica de hacerlo es por superposición de láminas,
es decir que, además que esto significa bastante
complicación, el momento de inercia variará según
un pequeño número de saltos en cambio de ha-
cerla continuamente. Además la ejecución de ba-
rras de eje curvo necesita, en los modelos en ele-
vación, hacerle sufrir a estas una deformación per-
manente en forma que sigan, con una exactitud
no muy grande, el eje teórico, para lo que es ne-
cesario utilizar barras de acero especial, capaces
de deformación plástica.

En este caso ni el celuloide I1I el cartón (en
elevación) pueden utilizarse, lo que limita a ba-
rras rectilíneas la utilización del método de KANN.

A la primera categoría, observaciones microscó-
picas, pertenecen el influenciómetro de BEGGS y
el de MAGNEL, destinados al trazado de líneas
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de influencia por aplicación del segundo principio
de r eciproc ida d: - y también el método de traza-
do de diagramas de momentos flectores de BAKER.

A la segunda los influenciómetros de COLON-
NETTl, GOTTSCHALK, RIECKHOF y KANN,
y los métodos de trazado de diagramas de GOTTS-
CHALK (métodos de las tangentes en los apoyos),

PAl~TE II '1'E O R I.A

de RlECKHOF (método de los puntos de momen-
to nulo) y de KANN (método de los ángulos de
giro de nudos y. barras).

Las características de cada uno de estos méto-
dos y sus condiciones de utilización así como su
exactitud probable, es lo que se verá en la última
parte de esta nota

DE LOS ~IODELOS

CAPITULO III - CASO DE UN CUERPO DE FORMA CU ALQO IERA

11)- La teoría de los modelos es el conjunto
.de normas que 'estalalecen los factores de reduc-
ción y relaciones que deben cumplir las caracte-
rísticas físicas y geométricas del modelo y del
prototipo y las fuerzas aplicadas (o distorsiones),
para que puedan transportarse de una a otra es-
tructura las características del estado elástico: ten-
.sio n es y deformaciones.

Los factores que deben tenerse en cuenta para
.este objeto son:

El material.
La escala geométrica.
Las fuerzas aplicadas.

Estos factores están ligad~s por una serie de
relaciones que permiten establecer algunos de ellos
en forma arbitraria y deducir los restantes; - la
categoría a la cual pertenecerá cada uno, depende
del tipo particular de la estructura y del procedi-
miento que se utilice para su estudio.

Para que sea posible el objeto enunciado se de-
be establecer que: "En puntos similarmente colo-
cados en el modelo y en el prototipo, las tensio-
nes o deformaciones provocadas por fuerzas simi-
lares, deben ser proporcionales entre sí con un

. cierto factor constante para toda la estructura".

12) - A este respecto el problema que hay que
resolver y que surge de inmediato a toda persona
que entra a considerar el estudio experimental con
modelos, es; ¿Que influencia tiene el material, de-
bido a sus diferentes características mecánicas, so-
bre la distribución de las tensiones en un cuerpo
determinado? No puede establecerse a prio ri en
efecto, que en un sistema sólido determinado so-
metido a fuerzas invariables, el sistema de te nsio-
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nes producido sea el mismo cualquiera que sea el
material de que está construí do, aunque las for-
mas y dimensiones sean exactamente las mismas.
La mayor parte de las veces es indispensable uti-
lizar diferentes materiales en el modelo y en el
prototipo, debido a que el procedimiento puede
ser capaz de aplicación con una categoría deter-
minada de materiales solamente como en la foto-
elasticimetría, o simplemente por razones de costo
v facilidad de construcción

La más vasta aplicación de los modelos de es-
tructuras, en la ingeniería civil, se presenta para
cuerpos con solicitación plana y, en el cálculo me-
cánico, para estructuras de barras, pero de cual-
quier manera, y aunque no fuera más que por
las excepciones, es conveniente encarar el estudio
de los modelos en caso elástico general.

El problema elástico a tres dimensiones queda
determinado en el caso general, de solicitación
estática por los siguientes grupos de ecuaciones
(B. 16):

a) - ecuociones indefinidas:

, J\ 2 R. +~ 0
2

( Rx + Ry + Rz ) = O
u x m+l ox2

(3.1 )

en función de las tensiones, o también:

J\ 2 + m o f) + F,
U u m-2 OX G = O



6,2v+
m a 0 I Fy =0 (3.2)

entre las fuerzas aplicadas y las tensiones del
-- Im-2 ay G triedro elemental en ese punto.

i i)- Vínculos' que obligan a determinadas de-

6,2w+ m a0
+

Fz =0 formaciones de los puntos del cuerpo que le p er-
m-2 az G tenecen y que generan fuerzas y tensiones funcio-

n es de ellas.

cuando aparecen los ~desplazamientos u, v, w se-

gún los ejes cordenados, y si se indica con 0 la

dilatación cúbica.

b) - Ecuaciones en los límites:

0.. R" + (3.5z + y5y = C(Jx

a.5. + p.Ry + y.S" = C(Jy

a. Sy + s.s, + yR" = C(Jz

(3.3)

para las tensiones, o mejor dicho en función de

las tensiones, y

2G.a. (a. u + ~)+ G P (~+ ~)+ax m-2 <iy ax

+ G. Y (~ + a W) epx
dz ax

C.a (av +~) +2G~(~ + ~)+ax ay ay m-2

+ G. Y ( ;; + aa;) (3.4 )

G. a (a W + ~) + G. ~ (a W + ~)ax az ay az +

(a W 0
+2 Gy -. + --)

(Jz m-2

cuando las condiciones en los límites se Imponen

por los desplazamientos.

Estas condiciones representan precisamente las

condiciones o circunstancias exteriores al cuerpo

mismo que se considera y que en uno u otro ea-

so (ecuaciones 33 o 3.4), pueden ser

i)-- Fuerzas de magnitud conocida y arbitraria,

en cuyo' caso la única condición en el equilibrio

Los cuerpos del p rrrn er tipo, condiciones en el
contorno que dependen de las fuerzas aplicadas
únicamente, son los cuerpos con couexián simple,
o sea los sistemas est.itica meute determinados de la
resistencia de materiales: los vínculos exteriores
existen solamente en número necesario y suficien-
te para impedir todo desplazamiento rig id o de
dicho sistema, y las discontinuidades internas son
tales que cuando el cuerpo se corta según una
sección transversal cualquiera, los dos trozos son
capaces de desplazamientos rígidos.

Cuando las condiciones en el contorno exigen
determinados desplazamientos, se trata en cambio,.
de los cuerpos con cone xt on ntúltipl e, dentro
de cuya categoría están incluídas las estructuras
inter namente o externamente hiperest áticas. En otras
palabras, se puede establecer que un cuerpo tiene
conexión simple cuando es tal que, "trazado un
circuito cerrado, dentro del cuerpo, en forma ar-·
bitraria, este puede reducirse por deformación
gradual hasta encerrar un área nula, sin que nin-
gún trozo de dicho circuito salga de los contor-
nos que limitan el cuerpo interior o exteriormen-
te". (8 17)

13) - Si ahora ob servarnos las ecuaciones ante-
no res, se deduce que en el caso de cuerpos con
conexión simple (ecuaciones 3.1 y 3.3), el reg i-

men ~e tensiones depende del módulo de Poisson
m, pero es independiente ::!el módulo de elastici-
dad longitudinal E o transversal G. Esta co nc lu-
sio n es muy importante porque además de que
su valor varía enormemente de un cuerpo a otro,
permite utilizar. para fabricar los modelos, mate-
riales mucho más deformables que los reales y
más fáciles de trabajar.

Por otra parte, puede establecerse que aún la
influencia de In desaparece prácticamente. En la
tabla adjunta se reproducen los valores de 111 y
derivados, para los materiales que interesan direc-
tamente por su empleo en las estructuras reales o
en los modelos, además de las const ant es mecá-
nicas más importantes (8.8, 12, 17 y 18):
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Material ak kg/cm2 kg/cm2 E kg/cm2 m
as m ---

m+l

Celuloide (1) 400 - 500 100 20000 2.40 0.71

I Bakelita 300 - 400 150 37000 3.00 0.75

Vidrio 150 (Ext.) 600000 400 0.80

>500 (Gompr.)

Yeso 25 60000 700 0.87

Cemento 6000 7.00 0.87

Hormigón 0.14/0.20 x 10r. "-' 8.00 "-' 0.90

Acero Estructural 2.IOxl06
I 3.40 0.77

m
Se deduce en efecto que la variación de

m+l'
parámetro a través del cual influye m, es muy
pequeña para todos estos cuerpos, generalmente
entre 0.75 y 0.85, o sea aproximadamente en un
10 0/ ...

Pero en los cuerpos con co n exro n múltiple, la
influencia de los desplazamientos hace que el es-

tado elástico dependa de In y de G ( = ~ ~~1)'
o sea de In y de E.

Será pues este un caso muy complejo en el que
deberá procederse con mucho cuidado.

14) - Los desplazamientos elásticos de! caso
general dependen, para cualquier tipo de condi-
ciones en e! contorno, de las dos constantes In y
G como puede verse en las ecuaciones (3.2) y
(3.3) o (3.4) que rigen esta solución,

Sin embargo en el caso que puedan despreciar-
se las fuerzas de masa, las ecuaciones (3.2) y (3.4)
quedan reducidos a los tipos

a 0
8x

y 2 a. (~ -.1-. ~) + ~ (~ +~) +ax I m-2 ay 8x

X
G

(1) Guidi (B. 12) indica valores más altos: 0". = 300 -
- 400 kg¡cm2; E = 2500 kgfcm2

; O"p = ~500 kg/cmi

de donde, si el valor de 111 en los dos materiales
no es muy diferente, se podrá obtener los mismos
desplazamientos con modelo y prototipo si las fuer-
zas exteriores se reducen en la misma relación
que los módulos tangenciales.

15) - Elasticidad plana. - Más interesa desde
nuestro punto de vista, e! estudio de cuerpos en
elasticidad plana, constituído prácticamente por
una "chapa" limitada por dos planos paralelos al
plano medio o "plano de deformación" en cuya
dirección se aplica la solicitación exterior; - ex-
cluyendo los casos de inestabilidad elástica, ese
plano medio será. por lo tanto un plano de sime-
tría cuyos puntos se desplazan en el mismo plano.

Dentro de la elasticidad plana pueden distin-
guirse dos casos diferentes según que estado pla-
no sea el de los desplazamientos o el de las ten-
siones.

a) - Deformación plana.

Admitimos que los desplazamientos son parale-
los a ese plano medio en todos los puntos del
cuerpo y que además son iguales en todos los
planos paralelos a ese, por cuya razón los esfuer-
zos serán independientes de Z Sin embargo se
se verá enseguida que la hipótesis w = O exige
que en general Rz sea diferente de cero, es decir
que este tipo de régimen de deformaciones exige
la presencia de algún medio que obre sobre e!
cuerpo considerado en sus caras laterales. Es el
caso de un cuerpo prácticamente "muy extendido"
en la dirección Z solicitado por fuerzas situadas
en el plano x y y estudiado en su parte media.

De acuerdo con lo expuesto SI sustituimos el
valor de la deformación segun Z tomado de la
expresión
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8w
8z

1
E,: (Rz-

en la primera ecuacro n (3.1) obtenemos:

e igualmente /\ 2R ' a2
( Rx + Ry) = Ou y 1" 8y2 (3.5 )

Por lo tanto si las ecuacroriee en los límites son
del tipo (3.3), cuerpos con conexión simple, las
tensiones son independiente de todo coeficiente
de elasticidad.

Las tensiones serán además

Rx
2G el +2Ga¡

m-2

R; + 2G el + 2 G a2
m-2

Rz
2G el

m-2

(3.6)

es decir que solo se tendrá Rz = O SI

el = al .+ a2 = O
16) - Tensiones planas' generalizadas.
Este tipo de régimen elástico que es indudable-

mente el que más interesa desde el punto de vis-
ta de la fotoelasticidad o de los modelos de es-
tructuras planas, supone una chapa de espesor in-
finitamente pequeño, limitada por dos planos
paralelos completamente libre de fuerzas y una
tensión Rz = O; análoga mente al caso anterior
podemos suponer que las tensiones son indepen-
dientes de Z (1)

En esta forma tenemos de las dos pnmeras
ecuacrories de (3.1)

(1) - Coker demuestra la posibilidad de este tipo de
solicitación estudiando una solución particular y
mostrando que no es incompatible con las ecuecio-
nes fundamentales. Ver B. 19, p. 131.

de donde sumando e indicando con

tenemos ya que

8 Rx
óz

O:

(3.7f

y de las ecuacio nes de equilibrio

O (3.8)

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) junto con las ecua-
ciones en los limites, para cuerpos con conexión
simple, resuelven el problema independientemente
de los constantes del material.

Sin embargo para estar más en la realidad de
los hechos conviene estudiar el desarrollo análo-
go para cuerpos que responden prácticamente a
las condiciones enunciadas, es decir para el caso
de una chapa de espesor moderado, limitada la-
teralmente por los planos paralelos Z = + e
(siendo 2 e el espesor de la chapa) En este caso,
aunque ya no. se puede considerar que las tensio-
nes y desplazamientos no dependen de Z, se pue-
de en cambio admitir (dado el pequeño espesor)
que dicha variación en Z es pequeña respecto a
su ualor medio en dicha extensión, que se defini-
rá asi:

1 J'+c~ u. dz
-c

u

(3.9 )

1 ¡"+ eV = ~ v. dz
" -c

1 J+cT = ~ S. dz
-c

Si se toma ahora las ecuaciones de equilibrio

(B. 16, ecuaciones 3) e integrando por ejemplo la

primera respecto a Z (suponiendo Xo = Yo = O):
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I t;, " -¡- e

dz + .1 i) S
dz + o

ax Ox
•..

-c -c

puesto que:
1

1 r~~ 1
-+c 'c-r

_. - dz S - S J O
2 c oz 2 e

-c

Sustituyendo los valores indicados re cien en es-
ta ecuación y su análoga queda

iJ NI o T
:\x + = Ou ,'¡y

(3.10)
iJT+ =0ox

Por otra parte, de las ecuaciones que
nan tensiones y deformaciones se tiene

relacio-

o u
ox

o = 2 G 01 + 2 G (1 +m-2
1

m-Z)
dw
az

Sacando el
aw

valor de iJ"t. de la última y susti-

tuyendo en las dos pnmeras:

(JuRx=GI01+2G
rJx

S=G (~U. + .!J5_)
dy ax

(3.1 1)

+ ':'¡v
R, =-= G I 01 2 G -ay

donde
2GGI=

m-2

Integrando estas ecuaciones según el espesor y
tomando el valor medio de los desplazamientos,
ya definido, así como los de las tensiones:

N¡=GI (au + aY) +2G aU
<'Ix ay dx

(a Uf-- aV aVN2=GI -ay) -j-2G --,)x ay

T GI (a,u + a,v)
dy ox

(3.12)

Se vé pues de las (3.10) y (3.12) que en el ca-
so de tensiones planas generalizadas, el problema
elástico se reduce al estado de deformaciones pla-
nas, cuando a las tensiones reales se sustituyen
las tensiones medias y al módulo de elasticidad
tangencial G se sustituye el módulo tangencial
rr duci.to GI•

Además las ecuaciones (3.12) nos dan directa-
mente las tensiones en función de las deformacio-
nes sin necesidad de tomar en cuenta la condi-
ción Rz = O que ya ha sido contemplada; - el
estado elástico depende pues exclusivamente de
ellas y de las (3.1) Sin nmguna otra condición
complementaria.

La influencia de las constantes elásticas se ob-
tiene de (3.10) derivando la primera respecto a x,
la segunda a y. y restando:

O (313)

Por otra parte la última ecuación (3 1) nos dá
cuando Rz O, e integrando con la variable Z co-
mo antes

6.2 (NI + N2) = O (3.14)

Tenemos en la (3.13) y la (3.14) la solución
completa del problema, o sea que los valores me-
dios de las tensiones son independientes de los
coeficientes elásticos del material siempre que el
cuerpo sea de conexión simple,

Fig.6

16) - Si el c uer p o es de co n exro n multipl e y
por lo tanto es necesario hacer intervenir las con-
diciones en el co ntor no de deformaciones (3.4).
puede verse desde ya que las constantes van a
intervenir en la distribución de tensiones, con ex-
cepción de situaciones o condiciones especiales.
que puedan existir. Estas condiciones especiales,
dentro de las cuales los cuerpos de conexión múl-
tiple se presentan con las ventajas de la otra ca-
tegoría, han sido encontradas por ]. H. M1CHELL
(1) y pueden expresarse en la siguiente forma:

1) - Ver B. 19, B. 17 Y 1.). 20.-MtSI'AGER dió pos-
teriormente una demostración muy simple aunque no
tan ngurosa del problema (5. '¡! 1).
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«, Las tensiones en un cuerpo de cualquier for-
« ma, perforado por cualquier número de orificios
« y sometido a fuerzas cualesquiera en sus con-
« tornos, son independientes de las constantes elás-
« ticas si, y solamente si, es nula cada resultante
« de las fuerzas exteriores que obran en cada
« contorno.»

Conviene hacer notar como lo hace COKER que
esto no significa que las fuerzas que obran en ca-
da contorno (sobre cada orificio en los cuerpos con
discontinuidades internas), deban constituir un sis-
tema en equilibrio: aquellas pueden formar un par
sin que dejen de ser válidas las concluciones.

Cuando se trata de una estructura isostática
(exterior e interiormente), las fuerzas aplicadas al
contorno deben formar un sistema en equilibrio,
lo mismo que sobre cualquier circuito interno; en
cambio si se trata de un cuerpo de conexión múl-
tiple, esa condición puede cumplirse solamente en
ciertas circunstancias (fig. 6 l.), mientras que en
otras no sea asi aunque el cuerpo esté equilibra-
do (Fig , 6b).

Para poder utilizar estas ventajas en el caso de
estructuras externamente hiperestáticas, como sis-
temas de arcos o pórticos continuos por ejemplo,
en que los poyos o empotramientos representan
restricciones a los desplazamientos en los contor-
nos, se utiliza un artificio que consiste en sustituir,
(fig. 7a.), al empotramiento rígido realmente exis-

t t
Fig. 7

tente, un ensanchamiento del mismo modelo (fig.7b)
cuyas dimensiones sean tales de impedir, como lo
exige el prototipo, todo desplazamiento lineal o
angular de la sección de empotramiento.

En cambio el modelo y su base pueden apoyar-

se a su vez en un sistema isostático como el indi-
cado en la figura que lleva todo el s,istema a ma n-
ten erse dentro del límite de validez del teorema
de MICHELL. a la vez que la parte del modelo
que nos interesa cumple con las condiciones de
deformación en el contorno impuestas por el pro-
totipo.

Para la demostración del teorema de MICHELL
conviene utilizar la "función de tensiones" de Airy
y la "función de los desplazamientos" en un esta-
do de tensiones planas generalizadas.

Sabemos que en elasticidad plana y cuando las
únicas fuerzas de masa son de gravedad, las ten-
siones están dadas por las expresiones siguientes
en que F es la función de Airy:

(3.15 )

S
(12 F
o "ox, ay

Mientras que dicha función debe cumplir a su
vez con la condición

\}4 F == O

(3.15')

Por otra parte los desplazamientos medios Uy V
están definidos por

2G.U=- aF + m aD
--
ax m+1 ay

(3.16)

2G.V=- aF
+

m aD
--
ay m+1 ax

Siendo D una función de x y de y que debe
cumplir con la condición

(3 17)

Sea ahora s un arco de curva trazado en el cuer-
po considerado y que puede también confundirse
con cualquiera de sus contornos; las componentes
X e Y que se ejercen sobre un elemento diferen-
cial de curva de, definida por los cosenos direc-
tores a y f1 de su normal 11 (fig. 8) están dadas
por las ecuaciones (3.3):

X = o. NI + fJ T
V = (J N2 I a T
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Colocando aquí la expresión (3.14) de las tensiones

o
C1 --ay

02 F ¿¡2 F o a ) aF
y = ~-- - a - = ( (J rtOX2 Bx. oy ax - a-; ()X

+3

d~

+x

pero a cos (/) = dy
+ ds y

~= sen (/; =
dx
ds ' por lo tanto:

a ~ + a dy) aF a (a F)
ds ay ~ a-; = ~ dyx=(+ dx

(318)

y=_ (+ dx + d dy) o F a (a F)
ex ds ay ds a;= - --¡; ax

Luego pues integrando a lo largo del arco S des-
de un origen o arbitrario hasta un punto cual-
quiera A:

j"~ds + 8 =j'~
• o . o

aF
ds + (d) s =0

(3.19)

Si el arco s se dispone de manera que forme
un circuito cerrado, volviendo al mismo punto
0, se tendrá:

óF
(Od'X

F
) s = O - C (y)ox

(3.19)
aF
oy (élF) +C(x)ay s =0

inclican do con e (1) = .!:' d, . la int egra l de

una función cualquiera f extendida a un circuito
cerrado, o sea "la función cíclica de la función f."

Tomando ahora las expresiones (3.16) y calcu-
lando la función cíclica de los desplazamientos:

2 G. C (U) = - C (oF) + ~ C (ao)ax m+l ay
(3.21)

2 G. C (V) = - C (aF) + ~ C (00)ay m+l ax

Las ec uacrones (3.18) y (3.21) dan de inmedia-
to la clem ostrac-ón del teorema de MICHELL. En
efecto, dejando de lado el caso de las "distors io-
n es" o "dislocaciones" de VOL TERRA, que sig-
nifican la posibilidad física de que exista una ex-
presión cíclica de los desplazamientos, y que apli-
caremos luego a la demostración del segundo prin-
cipio de reciprocidad, podremos establecer que
debe existir una solución única del problema para el
cuerpo dado, de la cu al resulten desplazamientos U y
V aciclicos, a partir de las funciones F y D. - (8.
16, p. 185).

Supongamos pues que se tiene una chapa A
(prototipo) de un material de constantes Go y m¿

y otra chapa B (modelo) de idéntica forma y di-
mensiones y sometida a las mismas cargas, pero
de un material de constantes G y In diferentes.

Los desplazamientos están dados por las expre-
sro nes (3.16) o sea

aFo mn aOo
2'GoUJ = - +ox mn + 1 ay

óFo2 Go Vo= - +,Jy
mo

mo+l
aDo
éJx

para la chapa A. y

2 G U aF + m nO
ox rn j-1 ay

JF m oD
- +--ay m+l ox2GV

para la chapa A.
La condición necesaria para que estos despla-

zamientos sean rnonodromos es de (3.21):
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(3.22)

C (oFo) = ~. C (oDo)oy mo,1 ox

y expr esro n análoga para la chapa B.
Veamos ahora en que circunstancias

les las tensiones en A y B; para ello
nerse desde luego:

serán rgua-

deberá te-

F = Fo y D = Do
Pero entonces puede observarse que las ec.uacro-

nes (3.22) y análogas no pueden cumplirse dado
que m y mo son diferentes, a menos que se tenga:

C (a,F O) = C (aF O) = C (oDo) = C (a?o) = O
dx (Jy ax ay

Volviendo a las ecuaciones (3.20) vemos que
para que se cumplan estas condiciones deberá
tenerse:

C (X) O

(3.23)

e (Y) = I: ds = o

o sea que para cualquier circuito cerrado
en el cuerpo, debe anularse la resultante
fuerzas que lo atraviesan, como lo expresa
rema de MICHELL.

En el caso que exista tal resultante, las tensio-
nes serán diferentes en el modelo y prototipo, de-

pendiendo exclusivamente de la relación m 4- l (1).

17) - Hasta ahora se ha tratado el cuerpo so-
metido a fuerzas exteriores únicamente Hay sin
embargo un tipo de solicitación de mucho interés
provocado por deformaciones de origen interior o
exterior, precisamente las tensiones provocadas
por un cambio de temperatura o por un despla-
zamiento no elástico de los vínculos.

trazado
de las
el teo-

(1) Aún en esle caso es posible llegar a las lensiones
en el protolipo mediante ensayos sobre modelo", por
superposición de las tensiones producidas por la so-
licitación exterior y por uno serie de dislocacioncs
provocadas en el modelo, En 5, 19 Y 5, 22 se pue-
de encontrar detallado este proceso,

Recordemos que un método apto para hallar la
solicitación provocada por la temperatura es, enca-
rando los conceptos físicos, destruir todos los vín-
culos hiperestáticos, provocar la deformación co-
rrespondiente a la variación de temperatura y lue-
go volver a colocar dichos vínculos por medio de
deformaciones forzadas: - es un caso elástico con
condiciones de deformación en el contorno. La
solución debe encontrarse por medio de las ecua-
ciones (3.15) en el medio interior y con las (3.16)
en el contorno:

u 1 ( aF m él D)
2 G - ox + m + 1 ay

(3,24)

1
V = 2G

o F
(- ily

m
+ m+l

oD)
ax

Siendo ún
y ún

las componentes del desplaza'x y
miento impuesto por los vínculos en ese punto.

La consecuencia rigurosa es que las tensiones
dependen de G. y m; pero si despreciamos la

m
de , se puede considerar que las

m+1
tensiones serán las mismas cuando los desplaza-
mientos impuestos al modelo son afectados por
un coeficiente igual a la relación de los módulos
de elasticidad t'angencial o, lo que es lo rmsrno,
del módulo de elasticidad longitudinal

variación

E 2 m+1 G.
m

18) - DlMENSIONADO DEL MODELO A ES-
CALA REDUCIDA.

Se ha estudiado proIijamente la influencia que
puede tener el material sobre la repartición y mag-
nitud de las tensiones de un cuerpo cualquiera
sometido a fuerzas o desplazamientos exteriores, y
que en muchos casos de ellos esa repartición di-
fiere de un cuerpo a otro; es necesario ahora es-
tudiar las Constantes e se a lar es que toman en cuen-
ta tanto el materia) como la reducción (o ampli-
ficación) de dimensiones entre modelo y prototi-
po Como caso más corriente en la técnica, para
cálculo experimental de estructuras, debe tomarse
aquel en que la distribución de tensiones es in de-
pendiente del material. es decir un cuerpo con
conexión simple, o que, como aproxirr.ació n, pue-
da asimilarse a tal
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Con las hipótesis establecidas al p rinc ip io po-
-dremos definir los siguientes coeficientes de re-
ducción principales:

Fm
(3.25)u

indicando con el subindice m las magnitudes co-
rrespondientes al modelo y con p las correspon-
dientes al prototipo; 1 las dimensiones lineales y F
las fuerzas superficiales aplicadas.

Por otra parte las tensiones estás dada, en uno
y otro, por:

NI =2 Cal + 2C
0--

m--2

(3.26)

SI -- C. bl
con

(lu
.... ,2 bl

Dv· Dw
al -- , -- -+ , .. ...

8x oz coY

0 -- a, + a2 + a3--

Además, ya que se admite que la "distribución" de
tensiones no es afectada por el pasaje del proto-
tipo al modelo, se tendrá siempre que

F
A

(a)N

indicando con A el área de la superficie que se
toma en cuenta, como puede verse fácilmente ha-
llando el equilibrio de la parte del cuerpo limita-
da por esa superficie, bajo la acción de F y de
las tensiones internas N y S.

Toman do una cualquiera de estas tensiones se
tiene de (3.25) y (a)

FIl'
AIl'

NpNm

y llamando entonces e el coeficiente de reducción
. de tensiones

c = (b)

Si d es el coeficiente para los desplazamientos,
_ se tiene que

d riup

u. éixp
d
u . ap ( e)

de donde las deformaciones están dadas por

.d
e = a

De la expresión de las tensiones dada en (3.26)
se saca:

2Cm (Nm = 2 Cm alll +- m_20m = Cm 2 au> +

Si se admite que m vale lo mismo en el mode-
lo y en el prototipo, o sea entonces que

Cm E", =)'

Luego pués:

Y e, ( 2 + _2 - 0 ).i. = y.d N
al' m-2 p u u p

y

jld
(e)e a

Igualando (b) y (e):

o sea d =
Ujl

y de (d)

c

Resumiendo se tiene (indicando con letras grie-
gas las relaciones de escala fundamentales):

1m l {Jlongitudes: a -- -' desp azamientos: d =-- lp , a.y

(J- _FIll . d ffuerzas: e ormaciones: e- F
p

, 0.27)

constantes elásticas: y
Cm

tensiones: e
dy
a

En el caso de similitud elástica estricta se ten-
drá am = ap, es decir e = 1, y de la (3.27)'

o sea como condición ~
y = a~ = c (3.28)

y también d = a
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Por otra parte cuando la solicitación de la es-
tructura no proviene de fuerzas exteriores sino de
dislocaciones, como sucede cuando se produce
una variación de temperatura, la escala de fuerzas
~ (fuerzas producidas por la deformación) no es
independiente, sino que es función de las otras.
Generalmente tendremos como escalas preestable-
cidas: la de longitudes (a), la de módulos ('Y) Y

finalmente la dedislocamientos (d), donde de
las (3.27):

~ d. a. y

d
(3.29)e a

dy
c - a

CAPI'l'IJLO IV ESTRUCTURAS MEDIA

19) - Dejaremos de lado ahora el problema gene-
ral de un cuerpo de forma arbitraria que, cuando
se limita a una chapa plana de espesor finito con
la solicitación contenida en el plano medio, inte-
resa especialmente a la fotoelasticimetría, para en-
carar el estudio más simple de estructuras consti-
tuídas por un número finito de elementos o pris-
mas a los que se supone aplicables los postulados
de la resistencia de materiales, y que entran en el
vastisimo campo de utilización de los modelos de
ba rr q s en general, y especialmente de los iuflueu-
ciámetros.

Definiremos como barras, aquellos sólidos PrIS-
máticos generados por una superficie plana, de
contorno constante o variable como función de su
posición, que se desplaza en. el espacio mante-
niéndose siempre normal a la línea, recta o curva,
descrita por su centro de gravedad, línea que to-
ma el nombre de "eje longitudinal" de la barra,
y cuya dimensión longitudinal s es mucho mayor
que la mayor dimensión transversal. Además se
supone que la superficie lateral de dicho cilíndro
no está sometida a ningún vínculo ni fuerza exte-
rior, o lo que significa lo mismo, se admite que
las barras componentes de la estructura solo están
solicitadas o vinculadas por sus bases.

También es sabido, de acuerdo con SAlNT VE-
NANT, que conocidas las seis características de
la solicitación sobre la base, - esfuerzo normal,
componentes del esfuerzo tangencial según los ejes
de la sección, componentes del momento f1ector
y momento torsor,-queda perfectamente determi-
nado el estado de tensiones en cualquier sección
transversal que no esté situada a una distancia
muy pequeña de las bases, en cuya vecindad in-
mediata ese estado de tensiones depende también
de la forma de distribución de las fuerzas aplica-
das;-sin embargo, de acuerdo con las proporcio-
nes supuestas para las barras, esa parte es des-

FIBRA

preciable y puede ser dejada de lado. De la mIS-
ma manera se puede considerar que la deforma-
ción que sufre la base, es despreciable respecto
a su desplazamiento, pudiendo admitirse por lo
tanto que es completamente indeformable; esas
traslaciones y rotaciones son además funciones li-
neales de la fuerza exterior.

En esas condiciones se tiene que el potencial
de un sistema formado por una ser re de 11 barras
unidas en forma arbitraria, esta dado por la ex-
presión conocida:

I ~ J.(:.: + Tx2 T, ~n 1- +2 -, c. A ty.G. A

+ Mx' + My! + Mt ) ds (4.1 )E.lx E.I)' g.
G.J

en la cual se indica con tx y t)' los factores de
corte y con q el factor de torsión de la sección
transversal.

Aplicando entonces el procedimiento general de
resolución de sistemas hisperestáticos basado en
la energía de deformación, las magnitudes de las
solicitaciones superabundantes están dadas por

unax = O (4.2)

para vínculos interiores y vínculos exteriores ind e-
formables, y por

aX
(4.3 )

para vínculos exteriores deformables, cuando se
indica indistintamente con X una fuerza o un par
y con ()" el desplazamiento o rotación correspon-
diente.

20) - Se puede deducir enseguida la influencia
que tiene el materia] sobre la distribución de las
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solicit aciones, análogamente a lo hecho antes para
el caso elástico general.

Cuando se trata de apoyos deformables (o aún
. en el caso menos probable de vínculos interiores
deformables), o de solicitación de temperatura, las
incógnitas hiperestáticas deducidas de las expr e-
s ro n es

aN +
aX

dT,·
aX +tx. C.A

Mt
G.J (4.3')

dependerán de las dos constantes elásticas E y G
m

E, es decir que será el mismo caso

que el de un cuerpo isótropo de forma arbitraria
tratado anteriormente. Pero, teniendo en cuenta
la expresión de G, y si se admite que el factor

m
m -+_1 es constante para cualquier material (ver

cuadro 1), se deduce que se tendrán las mismas
solicitaciones cuando se tome como desplazamien-
to del prototipo, a reducir si es necesario con la

escala corriente, un desplazamiento ideal o~ redu-

cido del real en la relación de los módulos de
elasticidad:

(4.4 )

Si, inversamente, los vínculos son indeforma-
bles se tendrá análogamente a la (4.3') la expresión

2(m+J) T;
m ix.A

aTx

iJA

+ ..... ) ds = O. (4 5)

que depende únicamente del coeficiente de Poisson

a través de la relación ~I ' es decir en unam+
c antidad despreciable prácticamente.

El tipo de solicitación completa que se acaba
de ver no es el tipo corriente en estructuras, sino
que con mucha frecuencia las barras que las cons-
tituyen están sometidas solamente a una so licita-
ción plana, caracterizada por:

i) - La fibra media o eje longitudinal de la ba-
.rra es una curva plana

ii) - La barra es de forma simétrica respecto
al plano medio (que contiene al eje long itudinal}.

iii) - Las fuerzas exteriores están contenidas en
ese mismo plano.

Por lo tanto en este importantísimo caso las
ecuaciones determinantes del estado de solicita-
ción se reducen a

I
2

aT +
aX(

N iJN + T
E A' sx t. C.A'

-+-~. aM) ds= ~O
I E.I aX" lo

según que se trate de vínculos deformables o In-
deformables. La forma de estas ecuaciones es la
misma que el tipo general indicado en (43') y la
influencia de las constantes elásticas idéntica.

Pero se puede, y es necesario, hacer una SIm-
plificación aún mayor en el tratamiento de los
modelos, teniendo en cuenta que la influencia del
esfuerzo cortante es siempre muy pequeña dada
la proporción corriente de las barras. Entonces
despreciando el término correspondiente de la (4.6):

(4.6)

aN
aX +

+ M ilM) ds
E.I 'aX

(4.7)

aN
ax +

+M
1

aM ) ds
aX

(4.7')

Se puede observar que:
i) - Si se trata de un vínculo deformable, se ob-

tendrá las mismas solicitaciones siempre que las
deformaciones se reduzcan de acuerdo con las ex-
presiones (4.4). (1)

(1) Esa deformación O que puede sufrir el vínculo cuan-
do se carga la estructura consiste en: al-Un vínculo
elástico cuya deformación es proporcional al esfuer-
zo que soporta. En ese caso se sustituye el vínculo
por una barra análoga a las de la estructura, di-
mensionada de manera que posea idéntica flexibili-
dad y se estudia la nueva estructura con vínculos
fijos.-b)-Una deformación determinada e indepen-
diente de la solicitación de la estructura, tal como la
producida por el fraguado del hormigón o por una
variación de tcrn peratura.

Por lo tanto este es el único tipo de deformación
de los vínculos que nos interesa conocer.
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ii) - Si son únicamente vínculos indeformables
el estado de solicitación es independiente de to-
da constante elástica.

Finalmente hay otro caso de solicitación que
puede presentarse alguna vez, que consiste en una
barra sometida a solicitaciones de fIexión según
los dos planos princ"ipales; despreciando todo otro
esfuerzo se llega entonces a la expresión

~I ( Mx aMx +E.Ix ax

+ -~y- aMy
) ds

(o
(4.8)r.r, ax ~

lo

que por ser enteramente análoga a la (4.7) sugiere
idénticos comentarios.

Es conveniente aclarar desde ahora la razón que
lleva también a darle especial importancia a estos
dos tipos de solicitación simple caracterizados por
las condiciones

My = M, = T x = T y = O o bien

N = T, = T, M, = O

respectivamente. Como se verá más adelante, en
la construcción de modelos de estructuras con
elementos a fibra media, se utilizan barras de sec-
ción rectangular, o con mucho menos frecuencia,
de sección circular: por lo tanto se podrá dispo-
ner de dos magnitudes como máximo (base y al-
tura), para su dimensionado, lo que exige pues
que se tenga en cuenta únicamente dos variables
independientes o sea dos tipos de solicitación, y
debiéndose elegir entonces en cada caso las más
importantes, que pare. los tipos que hemos visto
son el momento fIector M y el esfuerzo normal N
por una parte y las componentes del momento
flector según dos ejes Mx y My por otra. La inter-
vención de otra solicitación exigirá utilizar una
sección más complicada, por ejemplo un perfil 1,
que permitiera disponer de una tercera caracterís-
tica.

21) - SOLICIT ACION PLANA SIMPLE. - Se
ha visto que solamente se toma en consideración,
como solicitaciones importantes, el esfuerzo nor-
mal y un momento f1ector que descansa en uno
de los planos principales de la sección transver-
sal. Su estudio teórico está determinado por un
sistema de ecuaciones análogas a la (4.7'):

~( (~
aN +aX

s

+ M
~-~ ) ds

( E.o
(4.9}

1 ~
lo

En esta exp resro n puede incluírse también el
caso en que en la estructura haya barras de dife-
rente módulo, puesto que no habría más que sus-
tituir las características reales A e 1 por otros va-
lores ideales que mantuvieran invariable las rigide-
ces respectivas EA y El. Conviene también esta-
blecer desde ya las condiciones que afectan al
dimensionado, con vínculos deformables natural-
mente, cuando los mó dulo s son diferentes en el
modelo y en el prototipo. Si el modelo tuviera las
mrsmas dimensiones del prototipo se ve de (4.9)
que las solicitaciones con las mismas si ponemos
como en (4.4)-

(4.10)

Luego el pasaje a otra escala puede hacerse
manteniendo el mismo módulo Em; como o es un
desplazamiento, de (3.29) del capítulo anterior EC'

sabe que, siendo d la relación de desplazamientos:

d. - e a o sea que (i¡m-- -

- d. S' - a.
Ep

0"-
"

- e. Em

dv
om ~ (4.11 )Tv e. a.

En,

siendo Ov la constante de reducción de los desplaza-
mientos del vínculo que deber: aplicarse.

22) - De la ecuación fundamental recién apun-
tada se deduce que las solicitaciones no dependen
directamente de las dimensiones y forma de la
sección, sino únicamente de las características A,
superficie de la sección transversal, e 1 momento
de inercia de la misma, o sino del radio de giro

r = 11~ . Veremos enseguida las relaciones

que deben guardar la sección del modelo con la
del prototipo para que haya similitud elástica, es
decir que sean iguales las deformaciones en las
dos estructuras. Sin embargo para más generalidad
estableceré las condiciones para una cierta reduc-
ción de las deformaciones

am
e =
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Para los dos tipos de solicitación que obran Sl-•
multan eamer.te se tiene:

(4 12)

modelo Fm == Em. am. Am,

siendo Q el radio de
1 dy2

curvatura (- = - -)
9 dx~

Para similitud elástica Bm = e. a¡ luego de
las (4.12):

Fm E." Arn (l Am
Ep . A

p
. 1', o sea IJ = A

p
• (4.13)y. e

y análogamente por dicha similitud QIlI=
d
e

• Qp

de donde

Mp Ep Ip_ a
Pero siendo

Mm Em.Im e

{J Fm
tiene Mm= {J. Mp, luego

Fp
se a.

Ep.Ip a 1 ~ e
a~

o - (4.14)Em.Im e Em 1m a2{J

y dividiendo (4.13) por (4.14) miembro a miembro:

o rln == rp (J. (4 15)

que junto con la (4.13),
y. e

nos determinan las características de la secc ion
del modelo para que las deformaciones sean simi-
lares (alJl = e ap) en puntos homólogos (Cm =
= a Cp ).

Sin embargo como generalmente las barras utili-
zadas en los modelos son rectangulares se puede
precisar el climensionado aún más de lo que se ha
hecho; para la sección rectangular de an:ho b y
altura li se tiene

h = r V 12 A = b. h

y sustituyendo en (4.13) y (4.15)

h a. V12. rp

(3
(4.17)

(4.16)

b
a.y.e V12 rp

Las ecuaciones (4.13) y (4.15), o (4.16) y (4.17)

cuando la barra del modelo es de sección rectan-
gular. permiten hallar las dimensiones del modelo
a partir de:

i] - Magnitudes determinadas: A", rp, Ep .
i i) - Magnitudes más o menos variables en for-

ma a rb itrar ia: a, (3.
i i i) - Magnitudes que dependen del material

del modelo ( Em ) y de la ap re c iac ió n de los apa-
ratos a utilizar en las medidas de las deformacio-
nes (e) y del material del original.

La determinación de las constantes de reducción
debe hacerse pues por medio de aproximaciones
sucesivas, probando diversos materiales y escalas,
hasta llegar a la combinación más conveniente, que
en muchos casos, distará de ser idealmente per-
fecta debido a factores de costo del modelo, de
local disponible y aún de los materiales disponi-
bles.

23) - SOLICITACION POR FLEXION DES-
VIADA. - Las consideraciones generales hechas
en el artículo anterior sirven igualmente al propó-
sito actual. Esta solicitación está definida por

~J'
1 s

(
Mx
Elx

aMx

oX +
M M (E.~+ _y_ . _o_y_) ds = J

EIy' ex 1lo

Las expr esro n es determinantes son:

Ep. I'p Ep 1"
prototipo M'p M"p

p

gp g"p

modelo M'1lI
Em r,

M"m=
Em.I"1lI

Q'1ll g"m

Mm = a {3 Mp
u.

y según se vió: y Qm=-. gp
e

de donde ~. M'p
Em I'ma. a

g'p
e

r - a~{J M'ro
y m-

Q'p Eme

I'm =
u.~~ Ep 1'p (4.18)o sea

Eme

I I"m -_ a't.{J
y aná ogamente: . I"p (4.19)

e

Estas dos ec uac io ne s resuelven el problema en
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el caso de una barra de forma arbitraria, puesto
. que determinan los dos momentos de inercia prin-

cipales; cuando la barra es de sección rectangular
se tiene, calculando las dimensiones en una forma
más concreta aún:

(a)

se S8 admite que el momento M' obra en un p la-
no vertical, es decir en el mismo plano que des-
cansa h. Dividiendo (4.18) y (4.19) miembro a
miembro y sustituyendo (a) se tiene:

I'p h2 h ljI'p (b)o sea u = -I"p b2 b I"p

De la (4.18) se puede sacar:

bh3 a2~
l' ~ (b)

12
y con

e.Y

b
uS b3

a2~
. l' p o b4 =

12 a2.{3
I'p- ,

12 e.y u3.e. y

de donde

4V 12o'P
4 /

b l' V 12 u' ,'u 1'" (4.20)= -3-- p
U .e. y u e·Y

y análogamente:

h 12 a2 ~ u . l' p
e.Y

(4.21 )

Conviene hacer notar la independencia entre es-
tas expresiones y las deducidas en 1II- 18 (caso
general), o sea que las relaciones (327) dadas allí
no son válidas en este caso, puesto que mientras
que en las (3.27)/ las secciones deben ser similares
y por ello la constante e (relación de deformacio-
nes) queda determinada en función de las varia-
bles independientes a, ~, y, en las expresiones es-
critas recién se determina la forma y dimensiones
de la sección de manera de obtener un cierto va-
lor de e arbitrario, dentro de ciertos límites claro
está, lo que puede obtenerse gracias a las simpli-
ficaciones hechas respecto a las solicitaciones.

24) - SOLICITACiÓN POR FLEXIÓN PLANA
PROVOCADA POR UN D1SLOCAMIENTO T e-

E. l
Q

nemos que M

de donde indicando con

Qm Mm 1m EIlI
r , m

Mp Ip
'1 Y

EpQp

queda
Mm Em.11ll Qp y.i

m
Mp Ep.lpQm r

pero de los desplazamientos de f1exión tenemos que

I 12
0,=1.0=1.-= -

Q Q

de donde si d es la escala de desplazamientos
(impuestos y resultantes):

d
0,m 12m ~ a2

-- 0,p J2pQIll

y sustituyendo arriba:

y. i. d
(4.22)m = ~

25) - Las expresiones de reducción obtenidas
para la solicitación plana admiten que la tensión
total producida es de la forma

N = F +
A

Mc
I

Estamos pués evidentemente dentro del campo
de validez exclusivo de las estructuras de mate-
rial homogéneo (acero y madera aproximadamente),

'pero no en realidad en el de las estructuras de
hormigón armado en que se admite generalmente,
tanto en f1t>xión simple como en f1exión compues-
ta, que las partes extendidas del hormigón no con-
tribuyen a la estabilidad. Sin embargo, como ya
lo hizo notar MESNAGER (B. 23) el método es
aún aplicable a estas, si se sustituye a la sección
real la sección ficticia equivalente y si se admite
con toda razón, como se hace para el cálculo ana-
lítico de sistemas h iper estático s, que en lo que se
refiere a la determinación de magnitudes h ip eres-
táticas debe tomarse la sección totol reducida por-
que las fisuras son defectos locales, con pequeña
importancia sobre la deformación total.

H. CROSS (B. 24 y también B. 25) analiza la
influencia de las magnitudes E e 1 en las estruc-
turas hiperestáticas, dándole a E. l el verdadero
significado de una magnitud física, "constantes de
deformación" las llama, que traduce como la rota-
cián por unid ad de momento; por unidad de longitud;
en este sentido, y dada la sensibilidad de esta
constante respecto a las dimensiones de la sección,
la magnitud del momento y el tiempo de aplica-
ción, resulta bastante pretencioso obtener un valor
absoluto y exacto de la rigidez, así como los valores
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exactos de E e 1 que deben utilizarse. Lo que In-
teresa más generalmente es el valor relativo de
las constantes de deformación en las diversas sec-
ciones. y esa relación no es muy sensible al valor
que se le de a E o 1; - CROSS así como McCO-
LLOUGH. SANT ARELLA y otros. aceptan como
valor más conveniente en todos sentidos. el mo-
mento de inercia de la secció~ ideal completa.

Cuando se trata de hallar tensiones a partir de

las solicitaciones deducidas de las medidas efec-

tuadas en el modelo. deberá entonces utilizarse el

procedimiento corriente en hormigón armado sobre
la contribución del hormigón a las solicitaciones
de extensión: es decir que. al contrario de las es-
tructuras en hierro. o en hormigón armado cuyas
tensiones sean todas de corn pr esro n, en que se
puede pasar directamente de las deformaciones y
desplazamientos medidos. a las tensiones en el pro-
totipo por medio de las constantes adecuadas (1).
en el caso general del hormigón armado será ne-
cesario hallar primero las solicitaciones a partir de
las observaciones y luego volver a las tensiones
en el prototipo.

PARTE 111· MÉTODOS DE CÁLCULO
CAPÍTULO V - SEGUNDO PRINCIPIO DE

26)-El segundo principio de reciprocidad cons-
tituye uno de los principios .más fecundos de la
teoría de la elasticidad o de la resistencia de ma-
teriales para el cálculo práctico de estructuras. Su
aplicación permite. en efecto, el trazado más sim-
ple y rápido de las líneas de influencia para es-
tructuras sometidas a cargas móviles, cualquiera que
sea su tipo:-Si se trata de estructuras isostáticas,
especialmente trianguladas. facilita en grado sumo
la obtención de la unidad o escala correspondien-
te. y si debe utilizarse en un sistema hiperestático
será la mayoría de las veces el método más sim-
ple. especialmente cuando se le combina con la
aplicación de la elipse elástica. Además su cono-
cimiento significa en cualquier caso la posibilidad
de trazar en forma completamente intuitiva el as-
pecto general de cualquier línea de influencia.
ventaja enorme desde cualquier punto de vista.

Este principio ha sido utilizado muchas veces.
en su forma más sencilla. bajo aspectos diversos
y también ha sido encarado su estudio con diferen-
tes objetos. más o menos rigurosos y con mayor
o menor generalidad. pero puede establecerse con
bastante certeza que su principal difusión y apli-
cación se debe a COLONNETTI en el campo teó-
rico y a BEGGS en el campo experimental. dado
que este principio significa la base exclusiva de
los influenciómetros. Este solo hecho bastaría pues
para merecerle un puesto de preferencia en el es-
tudio que se está haciendo; también justifica que
no solamente se haga su demostración para las

RECIPROCIDAD

estructuras a fibra media en Ir s que se admiten
todos los postulados de aproximación de la resis-
tencia de materiales. demostración que tiene la
ventaja de su sencillez. sino que también se ex-
ponga su demostración rigurosa dentro del campo
de la teoría matemática de la elasticidad a pesar
sus extensos desarrollos.

27) - Es interesante estudiar el proceso de uti-
lización del segundo principio de reciprocidad pa-
ra ver también los lazos estrechísimos que lo unen
al estudio experimental de las estructuras: casi al
mismo tiempo que en Europa COLONNETTI pu-
blicaba sus investigaciones sobre este teorema.
dándole desde ya su demostración completamente
rigurosa basada en los trabajos de LANG y VOL-
TERRA. en Estados Unidos. BEGGS llegaba por
vía experimental e intuitiva a la aplicación de ese
mismo principio para el trazado mecánico de lí-
neas de influencia en estructuras a fibra media.

En efecto. COLONNETTI enunció su teorema
por primera vez en 1912 (B. 26. pág. 306). publi-
cando entre 1913 y 1915 una nueva demostración
más simple. así como algunas aplicaciones en las

(1) Por eiernplo en el caso general se tendrá según (3.27):

am
ap = --

e
a2v

j alll

(3

y de aquí dírecternenle:

Np Em a 111ap. Ep
fJ
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"Atti deIla Reale Accademia delle Scienze di To-
ri no" y en los "Rendiconti deIla Reale Accademia
dei Li nc ei ": - por su parte BEGGS, en el año
1916, aplicaba esa propiedad de los sistemas elás-
ticos en la forma que describió más tarde (B. 27,
pág .. 497) en los siguientes términos: "Esas líneas
de influencia (de las reacciones de una viga trian-
guiada continua sobre 4 apoyos) tenían semejan-
za con las deformadas de vigas continuas sujetas
a 3 soportes, a la que se le hubiera hecho sufrir
un desplazamiento unitario en e] apoyo restante
para cuya reacción se había trazado la línea de
influencia.

Para determinar la exactitud de esta observación
se utilizo una vara de madera de sección unifor-
me de 3 metros de largo y 3 clavos. Para trazar
la línea, etc,,"

Más adelante, después
Maxwell de reciprocidad
mental de la solución
dice aún:

de poner el teorema de
como p r inc ip io funda-
mecánica de estructuras,

"No deseando descansar completamente en con-
sideraciones tan teóricas ("philosaphical conside-
ratio ns"}, decidí en Enero de 1920. controlar el
principio establecido por medio de un ensayo prác-
tico", ensayo que efectuó sobre un modelo de es-
tructura de tamaño apreciable, -- eran barras de
1.25 mts. de l s rg o, - cargada con pesos que obra-
ban por medio de hilos y poleas constituidas por
ruedas de bicicleta.

A partir de ese momento BEGCS no cesó de
perfeccionar su método bajo todos los aspectos:
en la fabricación del modelo, en la producción del
dislocamiento inicial y en la medida de los des-
plazamientos experimentados por los puntos del
eje longitudinal de la estructura. Con tales traba-
jos quedaba abierto el camino para la difusión de
ese magnífico método de cálculo de estructuras,
carmrio que no tardaron en seguir otros inves t iga-
dores en su afán de mejorar aún su p r ecrsro n o
de hacerlo, por el contrario, de ejecución más fá-
cil y rápida; cualquiera de estas dos tendencias
ha sido de muy fecundos resultados puesto que
cada método o aparato tiene su campo de aplica-
ción bien definido.

28) - Demostraré la expresión más general del
SEGUNDO PRINCIPIO DE RECIPROCIDAD en
la forma que lo dedujo COLONNETTI utilizando
las "Distorsiones" de VOL TERRA (B. 26 p. 301
y B. 20 p. 221), y de cuya obra se traduce casi lite-
ralmente, aunque agregando la demostración de la

necesidad y suficiencia de las car acteristicas de
dislocación para definirIa, que tomamos de LOVE.

Supongamos trazada dentro del espacio V ocu-
pado por un cuerpo cualquiera. en equilibrio bajo
la acción de fuerzas exteriores. con conexión SIm-
ple o múltiple, una superficie o diafragma ~ cuyo
perímetro descanse en la superficie del sólido y
que esté contenida dentro de ese cuerpo sin cor-
tarse nunca a si misma. Si se efectúa un corte a
lo largo de esa superficie, separando así dos tro-
zos de sólido, unidos o no por otra parte, puede
conservarse el equilibrio del conjunto si sobre las
dos caras del corte se aplican dos sistemas de
fuerzas iguales y contrarias, que sean totalmente
equivalentes al sistema de tensiones internas que
existía alli antes del corte.

Indicando entonces con

Xn, Yn, Zn y - Xn, - Yn, - Zn

las componentes de dichas fuerzas de superficie,
que pueden considerarse como fuerzas exteriores
sobre el cuerpo, que existen en un punto cualquie-
ra de normal 11 en la superficie ~ sobre las dos
caras del corte. la co nclició n de equilibrio puede
indicarse utilizando la expresión conocida de las
deformaciones virtuales:

lv (F x Ou + F y Ov + F z I)w) dv +

+ ls (Px I)u + Py I)v + Pz I)w)ds

+ Js [XII (I)U¡-I)U2) + v, (I)VI-I)V2) +

(5.1 )

+

cuando (lul, ()vl, DWj Y DU2, (lV2' DW2son los valo-
res de las componentes Du, (\v, ()w de! desplaza-
miento virtual, de un punto cualquiera de la su-
perficie ~ según que se le considere como perte-
neciente a una u otra de las caras del corte.

Se convendrá en considerar como positiva la di-
recc ión de la normal de :!' que se dirige hacia e!
interior de V y entonces el subíndice 1 indica las
componentes del desplazamiento de un punto de
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1: SI se le considera como perteneciente a aquella
cara del corte respecto a la cuai la normal de 1:
entra en V y con el subíndice 2 el relativo al mis-
mo punto considerado como perteneciente a la
otra cara del corte. respecto a la cual la normal
a ~ sale de V.

Supondremos que el desplazamiento relativo de
las dos caras sea un desplazamiento rígido en el
espacio, es decir que se pueda poner:

OU2 ()UI = l' + q'z

~v ,,-- m' + r 'xu 2 UVI

()W2 - ()WI = n! + p'y

r'y

p'z

q'z

(5.2)

siendo 1'. m', 11', p', q', " constantes.

y tomaremos en consideración las var racro n es
de configuración que un desplazamiento relativo
de las dos caras del corte tal como este determi-
na en el sistema. supuesto provisoriamente' libre
de cualquier fuerza exterior. Se puede siempre pen-
sar en realizar físicamente tal variación de confi-
guración: Una variación de configuración semejan-
te implica en general una verdadera deformación
elástica. a la cual se le da el nombre de distorsión,
o según LOVE. dislocación.

Con esto no se excluye que. como caso especial.
la variación de configuración de que se trata pueda
sin embargo degenerar en un simple movimiento
rígido relativo de una parte respecto a la otra: es-
to puede pasar siempre que el espacio V sea de
conexión simple o sea una estructura isostática.
Vamos a demostrar ahora que dadas las seis

-caracter isticas de la dislocación

r. m', 11', p', a', r'
dicha dislocación queda perfectamente definida. es
decir que quedan determinadas las deformaciones
y tensiones en todos los puntos del sólido.

El desplazamiento (u. v, w) y las rotaciones
-(wl• w2• (3) no son necesariamente de un valor.
pero las componentes de deformación al' a2•...
tienen un valor definido en cada punto. Sean
(u . vo. wo) uno de los valores del desplazamien-
to en un punto Mo (xo. yo. zo); entonces uno de
los valores (ul• VI' w,) del desplazamiento en otro
punto MI (XI' y¡. Zl) se obtendrá por medio de
la integral lineal

au
oz

OU
Dy

iJU
ax dz (a)dx +
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obtenida a lo largo de cualquier linea que une los
puntos Mo y MI' Pero pueden obte nerae-difer entes
valores eligiendo distintas líneas de integración.
Ahora. se tiene en general

ou
ax =al

{)U 1---a. -way - 2'3 3

du
OZ

Por lo tanto

/MI
a¡ dx + 1

dz +u¡ -un - G2
I 2

.1
Mo

+ I
2

.MI

(l3 dy --1- 1(t)2 dz
/.,

(c)

Sean (co"., (J)02' CU03) uno de los valores de la
rotación en M¿ o el valor si hay uno solo. Entonces

~I~:d
Mo

e integrando por partes

(d)

donde por ejemplo:

oW3 dx +
ox

Ahora se tiene idéntica mente

2 oWs. oo.s 2 8a1
{)x 8x ay

2 aW2 2 da{ ao.2
dx 8z 8x

2 tiw3 2 8a2 2 aa~
ay ay ay

2 8w~ ao.
3 Oo.t

ay az dX



2 aW3 oat aa2
az ox ay

2 élW2 aa2 2 aa3
élz az ax

y sustituyendo en (d) y luego en (c)

¡MI

+ ~.
Mo

dx + 11 dy + ~dz (e)

Con

+ (n-y) (a at
ay

1 a a3) +
2 ax

+ ('1 al 1 a a2)(Zi-Z) -- -az 2 <'Jx

1 (1 a as él a2) +a3 + (YI-Y) --'
2 2 ay ax

+ (Zi-Z) (+ a Us 1 o al) (f)az 2 iJx

1
u2 + (YI-y) (-~ () a2 1 él al) +- -

2 ay 2 ax

+ (Zi-Z) (+ o U2 das)
oz. ox

y ecuacro nes análogas para VI y wr.

Ahora supongamos que la reg ron con co nexro n
múltiple se reduzca a una con conexión simple
por medio de un sistema de barreras o cortaduras.

Vamos a aplicar la ecuación (e) a un circuito,
de manera que coincidan M¿ y MI, tomando co-
mo línea de integración un circuito no-eua nesce ute,
o sea un circuito tal que no pueda ser reducido a
un punto sin salir fuera de la región en que es-
taba trazado. Tomaremos el circuito de manera
que corte una determinada barrera Q una vez, en
en el punto M, y no corte ninguna de las otras.

Entonces tomamos M¿ y .'11] cerca de M, en
lados (fig. 9) opuestos, y tratamos el circuito co-
mo si no cortara Q. Además se comprueba fácil-
mente que en virtud de las condiciones que deben
cumplir las expresiones al, .... , al, ... , como
funciones de los desplazamientos u, v, w, se tiene
que las expresiones (f) cumplen idénticamente:

n Fig.9.

~ = O, a~ - ~ = O,az . dy ux
a~
az

a~
()Z O

Ahora bien, según el teorema de Stokes se tie-
ne que:

/" ' dx + " dy + , dz

cl

+ ( a~ _ a~ ) m +( ~1l _ a? ) n -\ ds!
az ax ox ay _

siendo SI una superficie
cuito el del cual forma
Q; por lo tanto

es el cir-

abierto en
cuyo contorno
parte el trozo

Fig. 10

J ~dx + 11 dy -f - r d Z = O
cl

y entonces se

deduce que el valor de la integral

¡MI

? dx + 11 dy + r dz

Mo

es el mismo para todos los circuitos concordantes,
esto es para todos aquellos que puedeh deformar-
se uno en el otro sin pasar fuera de la regro n
(puesto que dentro de elIa es que se cumple la
irrotacionalidad de (t 11. r).

Luego pues, en cualquier punto de Q que se
tome como punto M, la integral curvilinea consi-
derada tiene el mismo valor para todos los circui-
tos que empiezan y terminan en M, siempre que
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-corten la barrera Q más que en M y no corten
ninguna otra.

Se deduce que lIl-lIO tiene en cada punto M de
Q un valor definido que depende de la po src io n
de M. Lo mismo sucede con VI-VO Y WI-WO·

Consideremos ahora la variación de UI-lIo cuan-
do M se mueve en Q.

Sean M y M' dos puntos arbitrarios de Q
(fig. 10), M« y Mi puntos cercanos a M en lados
opuestos de Q, M'¿ y M'I puntos cercanos a M' en
lados opuestos de SJ; (u'o, VIO,w'o) los desplaza-
mientos en M'o; (U'I, V'¡, w'¡) aquellos en M'I. El
teorema expresado por la ecuación (e) puede ser
aplicado al pasaje de M¿ a M'o, coincidiendo con
una curva trazada en Q y que une M a M'. Asi
se tiene

M'
+ f ~dx + 11 dy + ~dz.

. M
El mismo teorema puede aplicarse al paso .de

MI a MI', coincidiendo con la misma curva, y de alli

M'
+ J S dx + '1 dy + , dz

M

Desde que (Xl YI zr ) vale lo mismo que (xo y~ zo)
y (X'I y'l z'¡) lo mismo que (x'o y'o z'o), estas e cua-
ciones dan, restando miembro a miembro:

U'I-U'O = (UI-UO) + (w\-cu02) (z'o-zo)

- (01I
3--W03) (y'O- YO)

donde los coeficientes de (z'o-zo) e (y'O-yo) son
independientes de (x'o v'o z'o). Existen además
ecuaciones similares para V'I-V'O Y W'{-W'o.

Se deduce pues que las discontinuidades u, v, W
en Q están expresadas por ecuaciones de la forma

UI Uo l' + q' z - r! Y

m' + r! x p' z

n! + p ' Y q' x

VI vn

W{-Wo

como se dijo. Es decir que dadas estas 6 constan-
tes, quedan definidas completamente las compo-
nentes u, v , W del desplazamiento Y por co ns i-
.gui ente las deformaciones Y luego las tensiones.
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Se puede notar que, mientras que los desplaza-
mientos son discontinuos en :2:, el estado de de-
formación Y el de tensión se presentan en cambio
caracterizados por valores de sus componentes que
son siempre continuos en el espacio V, sin excluir
los puntos de la superficie :2:.

29) - Con estos valores (5.2), la expresro n (5.1)
quada (indicando con u', v'. w', etc., los despla-
zamientos, deformaciones Y tensiones producidas
por la dislocación):

I (F, u' + F, v ' + Fvw') dv +
v

+ / (P, u' + Py v ' + P, w') as

s

/ [X" (1' I qz - r'y) +T

s

J
'.

I
BIT Bn

a'2
éln

a'3 +a'l +- +Bal éla2 dag

v

+ BIT
0.'1 +

élCI.{
a'3 dv

Ahora bien, es fácil demostrar que el segundo
miembro de esta ecuación es nulo. Consideremos
por un momento que la dislocación se hubiera
efectuado sobre el cuerpo en su estado natural.
Para el equilibrio del sistema en estas condiciones
debe satisfacerse evidentemente una ecuación com-
pletamente análoga a la (5.1), pero en la cual se-
rán nulos todos los términos en F Y P

Nada impide aplicar esa expresión tomando
para 011, ov, ow, precisamente las componentes
11, v, w, de los desplazamientos que habíamos su-
puesto producidos en el sistema elástico por las
fuerzas exteriores,

Entonces, como estos desplazamientos son conti-
nuos en ~, en aquella ecuación se anulan no solo
las dos primeras integrales, sino también la terce-
ra. Se tiene pues la condición



-L
• I

+ dv = o

y como de acuerdo con una propiedad de las for-
mas cuadráticas

Jn '
at + (-) a2 + .....

Ja2

queda

J v

+ a'3 dv o

como se estableció antes,

Luego pues queda la (5.1) finalmente, poniendo
en evidencia las 6 características de la dislocación:

f (F; u' + F, v' + F, w') dv +
v

/ (P; u' + P, v! + P, w') ds =
s

(5.3)

l' J x, d ~+ m' J v, d ~+
~ ~

- Y, z ] d ~ + q' J (X, Z -
. ~

- Z, x) d ~ + r! J ~ ( y n X - X, y) d ~

Teniendo en cuenta que las se is integrales en
~ son las seis características del sistema de ten-
aion es que se desarrollan en el sólido dado, bajo
la acción del sistema de fuerzas exteriores que se
considera, se obtiene finalmente que:

"La suma de los productos de las seis característi-
cas del sistema de tensiones internas que se desarro-
llan en un cuerpo elástico en equilibrio, en correspon-
dencia de una sección dada, por las caracteristicas
correspondientes de una dislocación, es igual al trabajo

que las fuerzas exteriores, aplicadas al cuert o mis-mo,
r ealizarian en el cambio de configuración a la cual
daría origen aquella dislocaci áu,"

El mayor interés para nosotros existe cuando la
dislocación se reduce a un desplazamiento elemen-
tal, es decir una traslación o una rotación simple.

Por ejemplo si se toma una traslación pura, se-
gún el eje x, de magnitud unitaria, tendremos
de (53) con

l' = 1; m' n' g' r' o
que

/v (Fx u' + r, v' + r, w') dv + /s Px u' +

v' -t- Pz w') ds = j' x, d z.s
Y SI aún la carga se reduce a una fuerza única P
aplicada en cierto punto, ya que

P, u' + P, v' + Pz w ' = P. f

si f es el desplazamiento de dicho punto en la
dirección de P, queda

P. f = f;s XII d
..•. (5.4 )

Análogamente, SI

p' - I ; l' - mi ni ql rl O- -

queda

P. f =' (Zn y - YII z ] d ..•.
~

(5 5)

Es decir que:

"La compone ute del vector solicitación (fuerza o mo-
mento) del sistema de tensiones internas que se desa-
rrollan en un cuerpo elástico en equilibrio en COr1'(S-
pendencia de una sección dada, según una direccián
cualquiera, es medida por el mismo número que mide
el trabajo que realizaría la fuerza exterior aplicada
al cuerpo mismo cuando, cortado este en corresponden-
cia de la sección dada, se hiciere sufrir a las dos
caras del corte un desplazamiento relativo (traslación
o rotación) cuyo vector, de magnitud unitaria, coinci-
da COIl la dirección establecida".

30) - Se ha expuesto recién la demostración del
segundo principio de reciprocidad con toda su ge-
neralidad y rigurosidad aunque ello no es indispen-
sable para el objeto que se persigue en este trabajo,
puesto que el trazado de líneas de irífluencia, teó-
rico o experimental de estructuras utiliza única-
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mente el caso particular de las dislocaciones srrn-
p les (una traslación o una rotación no nula, sola-
mente, por determinación). El tema es muy intere-
sante y creo que no sea tiempo perdido el que
se dedique a. conocer tal principio en esa forma.
Sin embargo se puede también dar una demostra-
ción más simple y menos extensa como fundamen-
to de los métodos experimentales, para aquellos
que no desean entrar en tanto detalle.

La demostración del segundo principio de rec i-

procidad en su forma particular y limitada se ba-

sa simplemente en el teorema de Betti de recipro-

cidad de las deformaciones, o también en su forma

CAPÍTO LO

más simple establecida por Maxwell. Pero aún
can la aplicación de este teorema se han seguido
diversos camino~ por los varios autores que han
tratado el tema, que presentan diferencias de deta-
lle o procedimiento, o que encaran el problema
con mayor o menor generalidad;·- quizás a mi mo-
do de ver, el más interesante y más directo es el
método de ST ABILlNI, obtenido como generaliza-
ción del estudio de ALBENGA sobre el teorema
de reciprocidad de LANG (1 ), que se ha toma-
do como base para la demostración dada en la
publicación de la Facultad de Ciencias Matemáti-
cas de Rosario, a que hace referencia la nota co-
locada al pié del título de este trabajo.

V[ (~CO ..\..CIÓN GI<:NERAL DE ESTHOCTURAS POHT1CADAS

31) - Todos los métodos mecamcos de cálculo
para trazado de diagramas actualmente en uso, se
refieren exclusivamente a estructuras compuestas
por elementos rectílineos de sección constante, y,
desde luego, planas; - la justificación teórica que
sigue se limitará a estas condiciones.

Supongamos que se tiene una estructura conti-
nua de nudos rígidos compuesta por tales elemen-
tos, dispuestos y combinados en cualquier forma;
para cada uno de esos elementos, o mejor dicho,
para cada uno de sus extremos podremos aplicar
las expresiones conocidas

M, M,O + 2EK (21ro + fp¡

- M¡o + 2EK (2cPI + ero

3a)
(6 1)

3n)

en donde Mo y MI son los momentos existentes
en los apoyos O y 1; M.,'" Y MI" los mismos mo-
mentos si el elemento tuviera sus extremos perfec-
tamente empotrados; lPo y 'Ir los ángulos de giro
de las tangentes en los apoyos, y (f. el ángulo de
giro del eje del elemento.

Ahora bien En cada uno de los nudos obrarán
una serie de momentos M¡, M2' ..... , produci-
dos por las barras que llegan a él, pero para que
ese nudo esté en equilibrio después de producida
la carga y deformación correlativas de la estructu-
ra, la suma de dichos momentos debe ser nula:

n-l

~ M = O

Entonces SI en esta exp r esro n sustituimos 108 va-
lores de los momentos dados en (6.1), notando

que los ángulos ero que figuran allí y que cortes-
ponden al nudo cuyo equilibrio se establece, debe
ser igual para todas las barras (e igual al giro del
nud.o <:Pn), tendremos:

4E<:po (K¡ + K2 + ' I I I
-+- Kn-I) +

+ 2E (K¡ rp¡ + -+- Kn-l Irn-l) -

- 6E (KI ni + + K"-1 aO--I) +-
11-1

+ ~
MO" O (6.2)

Además la expresron de los momentos de apo-
yo MO se reduce a

2
J2 M (1 - 3x) dx

o

2
j2 IJl 3JIM. dx - M. x. dx

o o

2P (1. élm-3 ~m)

(1) L. STA51L1NI (5. 28). También han c!ado nemostre-
ciones algo diferentes McCULLOUGH y TliAYER
(5. 25), MESNAGER (5. 29), C. GUIDI (5. 12) Y
especialmente R. MA51LLEAU en su interesante obra
sobre "Deformaciones Ficticias" (5. 30) en pag 3 y 49._
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y M1=- 2
J2 (21- 3x) dx =

o

2
12 M. X dx

o O

.2Ip 2 1 élm - 3 ~ m ) (6.3)

cuando se indica con él m el área de la superficie
de momentos isóstáticos de las fuerzas exter iores
y con ~m el momento estático de la misma su-
perficie respecto a un apoyo.

Con cuyos valores queda la (6.2). SI admitimos
que todos los elementos tienen el mismo módulo
de elasticidad:

n-1 n-l n-l

2 <t'n
~

K+ ~Kp CPp - 3 s- ap +

n_l

+ ~
2 (l élm - 3 ~Ill ) O (6.4)P

De estas ecuaciones podremos escribir un núme-
ro n igual al número de nudos. o sea el número
de incógnitas !P. ángulo de giro de nudo; se ne-
cesitan pues un número de ecuaciones suplemen-
tarias igual al número r de ángulos a. no nulos
a pr iori, que existan. número que generalmente no
es igual al número b de barras. porque muchas
de estas no se desplazan (estructuras con nudos
de cordenadas fijas en el espacio) o se desplazan
paralelamente a si mismas. Estas r relaciones en-
tre los momentos de apoyo se obtienen estable-
ciendo el equilibrio de los momentos que obran
en los extremos de las barras cortadas por seccio-
nes de la estructura convenientemente elegidas.
de manera de aialar los elementos que poseen án-
gulos a diferentes de cero:

O (6.5)

En esa forma tendremos un sistema de (n + r )
ecuaciones lineales con (n + r) incógnitas. con
lo cual. teóricamente por lo menos. se hallan de

inmediato los ángulos cP y o; Y por las expresio-
nes (6.1) los momentos' de apoyo

32) - ESTRUCTURA DE NUDOS FIJOS EN
EL ESPACIO - Cuando los nudos están inmóvi-
les en el espacio. en posición pero no en d ir ec-
ción naturalmente. todos los ángulos a son nulos
y por lo tanto el sistema de ecuaciones (64) es
suficiente por si solo para resolver el problema
elástico. Ahora bien. como las fuerzas exte-
riores entonces figuran únicamente en el término
(1 élm - 3 ~ ni ). es decir por el área y el mo-
mento estático respecto a un apoyo. de la super-
ficie de momentos flectores isostáticos M (de la
viga simplemente apoyada). o lo que es lo mismo,
por su área y la vertical del centro de gravedad
de esta. se puede establecer que:

"Los momentos de apoyo de una estructura con-
tinua de nudos fijos en el espacio. tienen el mis-
mo valor cualquiera que sean las fuerzas exteriores
que la soliciten. siempre y solamente en el caso,
que los diagramas de momentos flectores de la viga
isostática equivalente. de los diversos sistemas. ten-
gan la misma área y la misma posición de la ver-
tical del centro de gravedad de dicha ár éa".

ESTRUCTURA DE NUDOS MÓVILES. - En es-
te caso que existen ángulos (J. no nulos se necesi-
tan tanto las ecuaciones (6.4) como las (6.5) en
número igual al de los (J.. De manera pues que en
este caso las fuerzas exteriores no solamente apa-
recen por su diagrama de momentos isostáticos
como en el anterior. sino que también figuran en
forma de momentos estáticos con respecto a cier-
tos puntos de su plano. ecuaciones (6.5). que pue-
den transformarse. haciendo intervenir en cambio
de las fuerzas F. resultantes de las cargas de ca-
da tramo. sus componentes en los nudos o sea las
reaccro nes isostáticas:

~ M + ~ (R S + RI SI) O (6.6)

Por lo tanto se puede establecer que:

"Los momentos de apoyo de una estructura con-
tinua de nudos móviles en el espacio. tienen el
mismo valor cualquiera que sean las fuerzas exte-
riores que la soliciten. siempre y solamente en el
caso que:

a) - Los diagramas de momentos Ilectores de la
viga isostática equivalente de los diversos sistemas
tengan la misma área y la misma posición de la'
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vertical del centro de gravedad de dicha área,
b) - Se agregue una fuerza en cada apoyo igual

a la diferencia de las reacciones isostáticas produ-
cidas por los sistemas que se sustituyen".

33) .- Es necesario también hallar un método
de repartición de un momento incidente entre las
diversas barras que concurren al nudo.

a) -- En el caso de un nudo fijo en el espacio
los momentos en los apoyos de un tramo sin car-
ga directa, como se puede oonsiderar siempre pa-
ra esta repartición, están dados por la expresión
siguiente, deducida de la (6.\), si se hace a = o:

ZEl
-1- (Z CPo + ep¡)

Hallando cp¡ en la segunda y sustituyendo en
la primera:

(
M¡p _ c.¡:;ZO)

MoP = Z E K Z CPo + 4 E K

o sea
M¡~MoP = 3 E K rp o + Z

Haciendo ahora

y haciendo las reducciones convenientes se tiene
finalmente:

MI'

"
6 EK (Po

(Z-c)
(6.7)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación de
n

equilibrio ~ MI' == MH y notando que el ángu-

1

lo CPo es el rmsrno para todas esas barras, se tiene

n
6 EK
(Z-c) CPo

que combinada con la (6.7) resulta

M/
K

Z-c

(68)n

Particularmente cuando la barra que' se conside-
ra tiene su otro extremo articulado, será e = O y-
por lo tanto:

(6.9)n

y cúando el diagrama de momentos es rectan-
gular, o sea con la convención de signos adopta-
da, M'p = - Mp , será e = - 1 y por tanto
también:

(6.10)n

b) - Tratándose de estructuras de nudos móvi-
les no puede hacerse la repartición del momento
incidente en la forma sencilla expuesta recren,
puesto que en las expresiones (b) de más arriba
entraría además el ángulo a que no es común a to-
das las barras. Es necesario pués recurrir a otro
parámetro observable, dependiente por supuesto
de la deformación.

Si tomamos como ejes cordenados para referir
la deformación de una barra, un par de ejes con
or ígen en un punto de la deformada y que sean
respectivamente tangente y normal a ella, se pue-
de poner enseguida por el teorema de Mohr, cuan-
do las medidas se refieren al punto de inflexión

y=
Xx
Z .

2
3

x
El

de donde el esfuerzo cortante será:

Q (6.11 )

En esta ec.uac ion, J es un dato del problema,
x e y son magnitudes observables en el modelo,
mientras que E es desconocido. Para levantar es-
ta indeterminación, se puede aplicar esta ecuación
a un tramo en que se conozca Q, como puede ser
en la barra incidente, y entonces comparando las
expresiones (6.1\) aplicadas a estos dos casos,
quedará como se ve fácilmente:

(6.12)

o también SI x = constante:

Q¡ = (Iy)¡ l. Q
(ly)o o
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PARTE IV METODOS E X P ~l!{1 M E NTAL E S

CAPITULO VII MICROINFLUENCIOMETROS

34) - De la discusión hecha en el capítulo 11 se
deduce que los microinfluenciámetr os (o defármetros
como los llama BEGGS), pueden considerarse como
representación teóricamente exacta de los fenóme-
nos elásticos, puesto que por oposición a los m-
fluenciómetros con grandes deformaciones, o de-
formaciones mac ro sco prca s, la magnitud de los
desplazamientos no significa ningún error, en
principio.

Luego pues, basándose en el segundo principio
de reciprocidad, y de acuerdo con la exposición
hecha, se puede definir el trabajo del influenció-
metro en la forma siguiente: En la sección de cu-
yas características (esfuerzo normal, esfuerzo tan-
gencial y momento flector) se desea trazar las lí-
neas de influencia, se efectúa un corte según la
sección transversal y entonces se miden los des-
plazamientos que sufren los puntos del eje lo ngitu-
dinal, en los cuales se desea la ordenada de in-
fluencia, cuando a las dos caras de dicho corte se
las somete por medio del deformador a ciertos
desplazamientos relativos correspondientes a la
característica que se desea hallar.

Este desplazamiento relativo, mejor definido co-
mo dislocacián, es la unidad a que hay que referir
los desplazamientos sufrid~s por los puntos del
eje, puntos de aplicación de las cargas:

ordenada de influencia =
desplazamiento del punto

dislocación

(7.1 )

Como se dijo al final del capítulo V la disloca-
-ción que debe producirse es aquella cuyo vector
-coincide con el de la solicitación que se busca.

El principio establecido es capaz de interpretar
estructuras espaciales. aunque siempre a fibra me-
dia, pero la aplicación práctica se reduce hasta
ahora, indudablemente por dificultades en la rea-
lización del deformador más que nada, a estruc-
turas planas.

De la misma definición (7.1) se deduce que no
interesa el valor de la escala de los desplazamien-
tos, puesto que lo que se obtiene es la relación
de ellos, pero en cambio es necesario asegurarse
que esa relación es la misma en modelo y proto-
tipo. ~_ sea, simplemente que los clesplazami entos
del modelo sean proporcionales a los del prototipo.

De acuerdo con esto, tomando la solicitación
plana completa (en el sentido corriente de los
cálculos prácticos) con momente flector y esfuerzo
normal, las escalas están determinadas por las (4.16)
y (4.17), pero ahora conviene colocar la escala de
desplazamientos d = e. a, o sea

hm - a. V 12. rp-

bm=
{J. a Ap {J ~

y. a. d rp y.d rp

Ahora bien, ~ en este caso no es un dato del
problema, sino que sería la escala de las fuerzas
internas que es desconocida, pero no interesa su
valor, sino solamente que permanezca constante a
lo largo de toda la estructura. Como d también
debe serio se podrá poner

Lb~prp := Cte. y de la (4.16)
Ap. a. V 12

= Cte.

o sea que las condiciones necesarias y suficientes
serán, cuando se indica con k una constante arbi-
traria, y suponiendo un material único en toda la
estructura (si no fuera así bastaría utilizar la sec-
ción reducida)~

hm a V 12. r"
(7.2)

~bm= K. hm

3S) - Este caso se i ia sin embargo bastante com-
plicado para realizar, no solo por las escalas smo
también por la confecc ió a del modelo con dos
variables, y, en efecto, no es utilizado por ningún
investigador. La construcción del modelo se efec-
túa cortándolo en una chapa de material de espe-
sor constante y dandole a las barras alturas varia-
bles. Es decir que se dispone en este caso de una

¡

sola variable escalar, lo que exige tomar en cuenta
una sola solicitación que es indudablemente, en
este caso de estructuras continuas flexionadas, el
momento flector.

De aquí, entonces, podemos simplificar más la
escala de lo que aparece en (7.2), si volvemos a
la (4 14) correspondiente- a la so licitaciórr de fle-
xión únicamente y d esp ejarn ss 1111 :

- 36



Ln Ep r, a~fJ
Em e

I,n = bm h3m
queda:pero como

12

12. a.2 ~

bm. e. y
o indicando con

k' otra constante arbitraria (puesto que todas las
magnitudes que cubre son constantes para un ca-
so dado y cuyo valor no interesa):

(7.3)

es decir que para tener desplazamientos similares
en el modelo y prototipo de una estructura a fi-
bra media sometida a esfuerzos de flexión en for-
ma principal, es suficiente darle al modelo, de es-
pesor constante, alturas proporcionales a la raíz
cúbica de los momentos de inercia correspondien-
tes del prototipo, sin tener en cuenta para ello la
escala a de longitudes.

Sin embargo hay veces que cierta parte de la
estructura, aunque trabajando en flexión, puede te·
ner un esfuerzo normal relativamente importante;
en este caso puede tomarse consideración, si bien
en forma bastante rúetica, pegando una chapa so-
bre otra en esas partes. El espesor necesario, pa-
ra una altura ya dimensionada de acuerdo. con la
(7.3), se puede hallar de la segunda de (7.2): pa-
ra el lugar que se toma como base con el espesor
de la chapa única y con hm ya determinado se ha-
lla 1, de la segunda (7.2), valor que se utiliza en-
tonces para el lugat al cual quiere aumentarse el
espesor de acuerdo con la altura determinada nor-
malmente.

Luego pues si bien el modelo de los m icro m-
fluenciómetros toma en cuenta el efecto de las de-
formaciones normales y tangenciales, además
de las flexionales, como dice BEGGS (B. 34), pues-
to que es del trabajo real de una estructura que
se deducen las incógnitas, no lo hace sin embargo
en forma completamente rigurosa, ya que la esca-
la verdadera de esas dos solicitaciones puede
diferir, mucho, a veces, de la teórica. Este error
se mantiene generalmente dentro de límites muy
pequeños debido a la importancia de la fIexión,
pero conviene emplear el aumento de sección por
superposición de chapas en aquellos casos en que,
como puede apr ec iarse cualitativamente con facili-
dad, las tensiones normales lleguen a- tener influen-
cia preponderante, y también conviene tratar de

mantener la relación altura de las barras del rno-
longitud

delo y del prototipo mas o menos constante para
hacer intervenir en forma semejante la influencia
del esfuerzo cortante en las solicitaciones, que có-
mo se sabe, aumenta rápidamente con el aumento
de esa relación.

Lo que es indudable, y es la gran superioridad
de estos métodos que introdujo BEGGS con mo-
delos planos, que en esta forma se tiene en cuen-
ta el efecto sobre las solicitaciones, de las dimen-
siones transversales de las barras, no asimilables
a líneas, y también el efecto de los nudos y cha-
pas de acordamiento que, como en las vigas Vi e-
rendeeI, pueden tener importancia decisiva, ya que
en esas regiones la distribuéión . de tensiones no
tiene semejanza alguna con las distribuciones sim-
ples del cuerpo de la barra.

Ya que se trata del dimensionado del modelo,
conviene además encarar el punto de vista de la
conveniencia del trabajo. Precisamente esa rela-
ción altura tiene gran importancia para la faci-

longitud
lidad de manejo, porque representa la rigidez de
la barra del modelo. Al producir la dislocación en
una sección, la fuerza que debe ejercer el defor-
mador crece con la rigidez y puede llegar a ser
completamente imposible de ejer cer con aparatos
prácticos, y también, como para un determinado
desplazamiento lineal o angular las tensiones pro-
ducidas en la barra crecen con la rigidez, podrían
llegar a superar el límite elástico del material, fal-
seando por lo tanto los resultados. Hay así tres
constantes que deben tenerse en cuenta:

Material

Magnitud de la dislocación

Rigidez de las barras.

El material conviene entonces que presente un
límite elástico relativamente alto y un pequeño mó-
dulo de elasticidad, que significa menor rigidez;
según OBERTI (B. 8) se puede establecer en ge-
neral que el pequeño valor de la relación' EfiJE
constituye el principal coeficiente de calidad de
un material para modelos. De acuerdo con estos
conceptos, así como por su homogeneidad, isotro-
pía y facilidad de trabajo, el celuloide es el me-
jor material, muy superior al papel, cartón y otros
materiales que han sido usados al comienzo. Se-
gún GUlDl (8. 12) esas constantes son:
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E 25000 k/cm~
m 2.4
()I( = 400 - 500 k/cm'i
()E = 250 kl cm~

La magnitud de la dislocación convendría que
fuese lo más pequeña posible por las razones da-
das recién y también para asimilarse más a las
hipótesis de cálculo, pero es fácil darse cuenta
que por otra parte tiende a aumentarla las con-
sideraciones del error de producción de la dislo-
cación y de lectura de los desplazamientos. En el

mrnurr todavía más la magnitud de la dislocación,
debido a. que la rigidez relativamente grande pue-
de producir los inconvenientes ya apuntados; suce-
de esto en estructuras muy complicadas, compues-
tas por barras de pequeña longitud, como sucede
en puentes en arco con tablero solidario, etc.;-
THOMPSON (B. 32) precisamente indica que du-
rante el estudio del puente sobre el río Yadkin.idel.
tipo nombrado, tuvo que emplear dislocaciones de
esfuerzo normal de 0.137 mm. en cambio del va- u .

lor normal, debido a la enorme rigidez, especial-

aparato de BEGGS por' ejemplo, las dislocaciones
normales son para el ejemplar utilizado en el la-
boratorio:

y=09J4 mm., x=J.293mm., <P=0.01007 radian es
con un error máximo de construcción entre
0.0007 (B. 3 J) y 0.005 mm (B. J 2). Admitien-
do como más probable este último valor y supo-
nierido que se agreguen los errores de los dos
juegos de fichas, se obtiene como error máximo
en la dislocación el 1 "l :

Hay veces no obstante en que es necesario dis-

Fig. 11

mente en la reg ion de la clave, que producía en
el modelo fenómenos de flambeo normalmente a
su plano; o bien los resortes eran incapaces de
llevar nuevamente a contacto las caras, según el
sentido

Las bar~as deben hacerse de la mayor flexibili-·
dad posible, aunque sin reducir demasiado las di-
mensiones debido a la exactitud del dimensionado;
-según McCOLLOl1G y THA YER (B. 2S) en los
casos de arcos, la altura del modelo en la clave
conviene que sea alrededor d~l 2 u/o de la luz,
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p roporcion que en los ensayos hechos en el labo-
ratorio ha dado buenos resultados, y a disminuir
aún en los modelos muy complicados.

39) - En las figuras 11 y 12, que reproducen
dos aspectos diferentes de la utilización del pro-
cedimiento de Beggs en un modelo de puente,
se pueden observar los elementos fundamentales.

El deformador o productor de dislocaciones es
la parte más delicada, por esa misma precisión que
se ha visto necesaria y está compuesto por dos
fuertes piezas de acero, móviles una respecto a la
otra, que se unen a las dos caras del corte res-
pectivamente; la interposición de un par de fichas
de acero entre dos entalladuras practicadas en ea-

miento. del modelo y en cambio es más
más seguro que . .soldar los bordes con
ción de celuloide.

La medida de los desplazamientos de los puntos
del eje longitudinal del modelo se hace con mi-
croscopio de ocular micrométrico, en los cuales
cada división del tambor es de O 005 milímetros
aproximadamente. Las lecturas se hacen sobre pun-
tos de dimensiones microscoPlca~ marcados en
pequeños discos de celuloide blanco que se pegan
al modelo en el lugar indicado, y la orientación
del retículo de los microscopios en la dirección
de las fuerzas aplicadas, se hace por medio de un
hilo que se hace coincidir con esa dirección marca-

rápido y
una so lu-

da pieza, p ro v oca los desplazamientos relativos
necesarios' sie rnp re en forma simétrica respecto a
la posición natural, en forma de compensar erro-
res de origen Ese par de fichas tiene una forma
y dimensiones determinadas para cada tipo de
dislocación.

También se ven unas pequeñas bridas de acero
que se utilizan cuando es ne cesar ro volverle la
continuidad a alguna sección cortada por utiliza-
ción anterior de un deformador; - según las ob-
servaciones de THO:\lIBSON (8. 32) tales bridas
no afectan en nada absolutamente el comporta-

fig I ~

da en el dibujo que sirve de base al montaje del
modelo, como puede verse en la figura 12.

MAGNEL, con el objeto de disminuir el costo
de los microscopios (ya que la rapidez del trabajo
exige el mayor número posible de estos, debido a
que la mayor parte del tiempo, relativamente, es
absorbida por la operación de los deformadores).
emplea microscopios con ejes fijos y coloca en los
puntos de observació f" unos (1 tests" constituidos
por pequeñas placas de vidrio sobre las que se
ha grabado un par de ejes rectangulares de 1 mm.
de largo divididos en 100 partes; en tal . forma
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puede apreciarse hasta 0.0025 mm. más o menos.
La lectura debe hacerse asi indudablemente más

rápida, pero quizás, no hemos trabajado con e!
MACNEL, la colocación y orientación de los tests
sea un poco complicada. Una comparación funda-
da solo podrá hacerse trabajando con los dos apa-
ratos, pero parece que tanto uno como otro méto-
do poseen las mj srnas magníficas propiedades, y
que con los dos puede trabajarse con facilidad y
sencillez.

37) -- El corte del celuloide debe hacerse en
dos etapas para poder hacer]o suficientemente exac-
to: primero se corta a una distancia de 0.5 a 1 mm.
de la línea definitiva con una pequeña sierra al-
ternativa para madera y luego se afina con lima.
Según BECCS ("Rules of technique for testing
celluloid models with deformeter apparatus") las
dimensiones finales deben responder a las teóricas
con un error máximo de 0.025 mm.; McCULLOUCH
y THA YER, sin dar cifras concretas, expresan
que es n ec esa rro una gran exactitud y muestran
que para una se ccro n de 12.5 mm. de altura, si la
altura real de!' modelo varía 0.25 mm. en más o
en menos, es decir la altura entre 12.25 y 12.75 mm.
el momento d-e inercia varía, entre esos extremos,
de un 15 0/0, que es indudablemente una diferen-
cia apreciable (1).

Sin embargo un error local en la altura, como
serían los producidos en el trabajo, tienen una in-
fluencia en los resultados me no r de lo que parece
a simple vista por el valor de l, puesto que real-

~s
mente interviene por su peso elástico El ,y por lo

tanto podrá alterar el peso elástico total en una
proporción despreciable.

Aunque en realidad es posible obtener la exac-
titud deseada por BECCS, parece que aún [irnitán-
do la a un error máximo de 1/10 de milímetro, con
lo que se abrevia el tiempo destinado a la fabrica-
cro n, o sea un error en el valor de 1, para una
altura de sección de 10 mm. digamos como míni-
mo, igual a 3 "j" el error en el dimensionado de
la estructura debe llegar a lo sumo a una peque-
ña fracción de 1 0/0' Claro está que tal será el
caso cuando se trate de variaciones locales acci-
dentales y no de un exceso o defecto sistemático.

(1) En realidad no debe tomarse esa variación sino la
variación respecto al valor teórico para tener una
idea del error cometido respecto al ideal; sería pues
entre 12.75 y 12.50 mrn. de donde el error de l
sería de 6 0/0.

El montaje también requiere mucho cuidado y
para ello conviene cuando e! modelo' está consti-
tuido por varios trozos, dibujarIo en un papel de
base con sus ejes y alturas como referencia, así
como con la ubicación exacta de los deformadores
y las direcciones de las fuerzas exteriores para
cada punto de lectura. Para evitar todo frotamien-
to que impida la deformación del mo.delo, este se
coloca sobre pequeñas esferas de acero que des-
cansan en cristales, así como los deformado res que
no son de apoyo (figs. 11 y 12); también para evi-
tar que e! modelo sufra deformaciones fuera de su
plano, se le carga en esos lugares con arandelas
de plomo.

38) - Aparte de estos cuidados de montaje hay
una causa exterior que puede producir errores
apreciables, pero cuya influencia es fácil descubrir:
la temperatura. En efecto, siendo estructuras' hipe-
restáticas toda variación de temperatura del mode-
lo significa la producción de' tensiones correlati-
vas, que, dada la' pequeña magnitud de los des-
plazamientos a medir, representan porcentajes ele-
vados, Esas variaciones pueden ser debidas a la
iluminación de la mesa de trabajo, y por eso
BECCS recomienda la utilización de una batería
de lámparas colocadas a un metro más o menos
sobre la mesa, de manera de producir una ilumi-
nación uniforme y sin sombras pronunciadas, y
por supuesto evitar la luz del sol directo, cor rren-
tes de aire, etc.

Para dar una idea de esta influencia, extracto
enseguida algunos valores obtenidos en experien-
cias realizadas en el laboratorio, en las que el
termómetro estaba colocado sobre el mismo modelo:

lecturas
1

Tiempo Temperatura
I

llbservactcnes

- 16°0 c. 431.5 1- Se prende la luz general

2' 16°3 429.0 I
4' 16°4 428.0

15, 16°7 426.0

30' 16°8 426,0 - Se prende 'una luz de ob-

40' 17 '3 4235 vación de efecto local.

Como puede apreciarse los primeros O 7' C pro-
ducen una diferencia de lectura de 5 puntos, y sien-
do la lectura de la unidad de dislocación 250 pun-
to s aproximadamente (para las fuerzas), resulta un
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porcentaje de errores completamente inadmisible,
más aún teniendo en cuenta que puede llegarse a
admitir como diferencia máxima en las dos lectu-
ras de comprobación, por superposiciáu de todas las
causas de error, entre 2 y 3 puntos.

THOMPSON mantuvo un control muy seve-
ro, despreciando toda lectura durante la cual
se hubiera producido un cambio de temperatura
de más de 0,1 0c, pero lo hace notar, debido al
destino especial de la inv eatig ac ió n en que in-
teresaban mucho las pequeñas lecturas: la línea de
influencia de clave de un arco muestra una varia-
ción, para 0,5 ·C de cambio de temperatura, de
B % en la lectura máxima, hasta 100 % en las
pequeñas. Pero para la utilización corriente del
método, en que influyen especialmente'las ordena-
das mayores, quizás pudiera admitirse hasta 0,2
o 0,3 0c.

En el laboratorio, dadas las pésimas condiciones
del local para estas observaciones, es imposible
mantener un control rígido de temperatura, pero
aquellos días en que por causas anormales (que
muchas veces pudieron relacionarse directamente
con condiciones del ambiente) las primeras lectu-
ras arrojaban variaciones no solo de magnitud ma-
yor a la admitida, sino que esa variación seguía
progresivamente durante varios ciclos, se abando-
naba la lectura.

39) - Las causas tráricas de error en general
han sido ampliamente discutidas por McCULLOUGH
y THA YER (B 25) y MAGNEL (B. 33), a cuyas
publicaciones me referiré para no alargar demasia-
do la exposición. Las causas de error más irnp or-
tantes son:

Inexactitud 'de fabricación y montaje del mo-
delo En este sentido es de especial importancia
conocer exactamente la orientación del deformador,
debido no tanto a los esfuerzos producidos en esa
sección, porque el cambio de componentes sería
muy pequeño para el error posible, sino para las
secciones alejadas cuyo momento flector se calcu-
la analíticamente a partir del deformador. En el
laboratorio se midió simplemente en forma gráfica
trabajando COn las componentes directas, pero en
los casos en que se necesita una exactitud ex-
tremada, conviene medirla con los microscopios
y efectuar la corrección.

- Error de colocación del punto de lectura:
MAGNEL demuestra que, debido a la reducida
magnitud de 108 giros elásticos productores de es-
ta diferencia (1/100), un error de 0,5 mm. en la

colocación, produce un error máximo de 0,005 mm.
- Utilizaci6n de pocos deformadores y cálculo

analítico consiguiente en secciones alejadas. Según
McCULLOUGH en arcos conviene no ir más allá
del 1/4 de la luz. Un error de un punto (0,005
mm.) en cada lectura puede llegar, si no se toma
esta precaución. a producir errores de 5 o 6 "l :

- Error en la orientación de los microscopios:
es muy importante y puede alcanzar magnítudes
apreciables cuando el punto observado se despla-
za con mucha inclinación sobre la dirección de
la fuerza. Según MAGNEL (B. 33) es necesario
orientar con una aproximación de 1/40 y entonces
el error es menor de 0,005 en el caso de las ma-
yores lecturas. Cerca de apoyos una inclinación
de 10 puede producir un error de 23 O! O'

- Error de temperatura.
- Factor personal.

- En el método de MAGNEL se agrega ade-
más el error de orientación del "test" y el error
producido por este debido al giro elástico. Sin
embargo el primero no llega a 0,005 mrn. para
un error de 1/4", error fácilmente evitable, y el
segundo es siempre despreciable.

40) - Finalmente se estudiará la exactitud prác-
tien capaz de obtenerse con el microinfluencióme-
tro de BEGGS de acuerdo con las investigaciones
hechas en el laboratorio, así como las diversas re-
ferencias al respecto. La comparación se hace siem-
pre respecto a un método analítico, en la forma
utilizada corrientemente; pero si se piensa en la
serie de hipótesis sirnp lificativas que encierra cual-
quiera de ellos, aún los más completos como la
elipse elástica, y las influencias que, como la de
repartición de tensiones en los nudos, afectan el
valor de las solicitaciones, que no pueden tenerse
en cuenta por ahora, y también los pequeños erro-
res numéricos acumulables inevitables, se llega casi
a admitir que la comprobación es más para el
método analítico que para el mecánico.

Por eso tomando primero casos simples en que
es menos probable que existan esas inexactitudes

f
analíticas y demostrado que el microinfluencióme-
tro coincide prácticamente con la teoría, en los
casos complicados las diferencias halladas pueden
ser atribuidas a cualquier procedimiento indistin-
tamente. Es así por ejemplo, que en la viga Vie-
rendeel se compara el BEGGS con los valores
analíticos de MAGNEL (B. 35) hallados por un
procedimiento de aproximaciones sucesivas que él
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mismo comprobó que era exacto por medio de su
microinfluenciómetro.

MAGNEL (B. 33) habla para el BEGGS de erro-
res máximos del 5 010. pero con exactitud decre-
ciente con la complejidad del modelo; GUlDI
(B. 12) se expresa en idéntica forma pero qurzas
basándose en la referencia anterior. OBERTI (B. 8)
establec el 2 010 como error máximo de los rm-
croinfluenciómetros. aunque refiriéndose induda-
blemente al MAGNEL. que es el utilizado en el
laboratorio de Milán.

BEGGS (B. 34) dice; "El error experimental en
soluciones por medio de modelos no debe exce-
der 1 %". pero es posible que se refiera a un va-
lor medio porque en ese mismo párrafo da como
comprobación de la bondad del método una Figu-

en la cornpar acro n un error máximo. en el momen-
to Ilector, de 5.3 010. también aproximadamente.
mientras que en otra del mismo origen sobre un
sistema de arcos sobre pilas elásticas. presenta
pequeños errores. con un máximo en el momento
f1ector de 3 a 4 "l :

McCULLOUGH y THA YER (B 25. fig. 20.
pág. 234) en la comparación de un sistema de
arcos sobre pilas elásticas tiene para el momento
flector una diferencia que. para el pico de la cur-
va. llega a 12/14 % y que en esa r eg io n oscila
entre 8/10 %. HAYDEN (B. 31. fig. 81.pág. 178)
muestra para un pórtico simple una diferencia de
5 o / o en el pico a 10 o/. en la región adyacente.
para el momento flector.

Veamos ahora nuestra propia experiencia. En la

ra en la que están representadas las líneas de in-
fluencia. analíticas y mecánicas. para las reaccio-
nes de apoyo de un arco doblemente empotrado.
y que muestran en el momento flector una dife-
rencia máxima (cantidad aproximada desde luego
pues es medida graficamente) de 6.8 %, (1) Otra
hoja del mismo BEGGS con las líneas de influen-
cia de otro arco doblemente empotrado. muestra

(1) En estas comparaciones, como en las de nuestras
dererrnínectones, el porcentaje se loma en la región
de ordenadas máximas, que coincide generalmente
con las mayores diferencias.

Lámina I

lámina I están dibujadas las líneas de influencia
de apoyo de un arco sobre una pila elástica. con
empotramiento doble. que muestra la coincidencia
general del trazado del BEGGS y el obtenido por
la elipse elástica. Los errores máxim os son:

- Momento flector: 2.8 a 7.4 '/0
- Fuerzas: 2.6 a 6.7 "l ».

Las láminas 1I y III muestra las líneas de in-
fluencia de las solicitaciones en varias secc io ne s
de una viga Vierendeel: - los valores analíticos
de MAGNEL como ya se dijo. para la misma for-
ma de viga aunque CO\l montante.s un poco más
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esbeltos. Los errores son aqui un poco mayores,
especialmente para el momento M34 (nudo 3 de
la barra 3.4), pero sin embargo puede pensarse
que la diferencia es debida a que el deformador
clel cual se dedujeron los valores estaba colocado
muy dentro del nudo y por lo tanto la repartición
<le las tensiones muy alterada. Los errores máxi-
mas son:

- Momento f1ector: 2,6 a 8,3 o/ •.
- Fuerzas: O a 5 "I.:
Otro ejemplo de estructura compleja es la de la

láminas IV y V cuyas características geométricas
son tomadas de HA YDEN, cuyos valores analíti-
cos hallados por una sistematización del teorema
clel trabajo mínimo, se reproducen, así como ¡os

mientras que el gráfico es más inexacto aun-
que muy rápido. En el caso de barras eectae
podría ser este el indicado, pero en barras cur-
vas, en que hay que hacer, con el procedimien-
to normal, la distribución de empujes. etc., -con-
viene más la elipse de elasticidad cuyos ejes dan
ya inmediatamente los puntos neutros. con los
cuales puede distribuirse el esfuerzo cortante entre
las columnas sin tener en cuenta el efecto del arco.

Dichas líneas comparadas con los valores teóri-
cos arrojan los siguientes errores máximos:

- Momento flector: O a 8,5 ",•.
- Fuerzas: 2 a 4 °/0'
Se puede notar además que en este caso y en

el anterior, solo en una líneas de influencia sobre

TABLA 11
Rigidez l n d u c c i ó n

Barra Punto Elipse I columna análoga Elipse I columna análoga
I

elástica I analítica I gráfica elástica analítica I gráfica
._---_._-

I I
I«1-

articulación I 0.844x 10_2; 0.844x 0.833x 0.976 0.988 1.027¡::: «16 !: I~ ¡:::
- 4J Io u neutro

1U superior 1.620x I 1.670x 1.935x . 0512 0.512 0513
I

neutro 0.249x I 0.239x 0.2J2x 0917 0.916 0.918 1«1 izquierdo
I.~ I> neutro

0.310xderecho 0.292x 0.272x 0.748 0.770 0.750

~

valores hallados por nosotros utilizando el méto-
do de CROSS, tomando en cuenta claro está, la
sección variable y la carvatura del eje de la viga.
Creo no sin interés indicar que la determinación
de las constantes de las barras, rigidez y coefi-
ciente de inducción de los dos extremos, fué he-
cha por tres métodos diferentes con objeto de
comparar su exactitud y su rapidez: Elipse de
elasticidad y analogía de la columna analítica y
gráfica (f1exión compuesta); en esta última se ad-
mitió dada la pequeña curvatura, p.tra la determi-
nacián de constantes, que se podía asimilar a una
pieza recta por proyección.

Algunos resultados reproducidos en la tabla 1I
muestran que la elipse elástica y e] :método de la
columna análoga dan resultados muy exactos,

CInCOY doce líneas respectivamente. ese error lle-
ga al 8 %, pues en general, no pasa de 5 -o 6 "I.:
También tanto para nuestras investigaciones como
para las extrañas cuyos resultados he reproducido,
se nota que los errores mayores corresponden al
momento f1ector, siendo el esfuerzo norma'[ y et
esfuerzo cortante de valores bastante más exactos.
En realidad es difícil asegurar cual puede su la
causa, puesto que por una parte el tarado 'de las
de las fichas se hace directamente en puntos del
micrométro (sin basarse en los diámetros medidos).
de manera que no puede ser error de unidad de
dislocación y por otra parte un defecto probable co-
mo es el defecto de orientación del deformador.

afecta a las fuerzas pero no a los momentos (de
las mismas secciones); solo cabe la explicació.

45 -



- 46-

>

'"e
E

,'"
J



-que la dislocación de momento f1ector es más pe-
-queña, con lecturas del orden de 150 a 200 pun-
to como máximo en los casos estudiados, contra
250 o 300 puntos en las fuerzas y por lo tanto
-cualquier error tiene mayor valor relativo.

Resumiendo lo expuesto puede estab lecerse co-
mo resultado práctico para el microinfluenciómetro
de BEGGS, cuando se considera además que el
error de cálculo o dimensionado de una estructura
no es el error máximo único sino el promedio de
los errores de las mayores ordenadas:

i)- El error es mayor para los momentos que
para las fuerzas y aumenta con la complicación
-de la estructura.

ii) - Como error máximo absoluto puede tomarse
de 8 a 10 % para el momento f1ector y 5 a 6 0/.
para las fuerzas.

iii) - El error maxtm o normal, prácticamente
considerado es de 5 a 6 010 para el momento f1ec·
tor y de 2 a 3 010 para las fuerzas.

Los resuítados justifican pues la enorme confian-
za que dan los microinfluencrómetros en todo
aquel que lo maneja alguna vez; no hay que olvi-
dar que este método, debido al espíritu creador
y verdaderamente técnico del profesor BEGGS, y
en general todos los influenciómetros, aislan, por
así decir, cualquier error, que se produce raramen-

CAPÍTOLO

te, de lectura o transcripción, y que su corrección
se hace rápidamente.

En cuanto al tiempo empleado no se han hecho
comparaciones, pero es indudable que en los ca-
sos simples, por ejemplo arcos aislados simétricos,
pórticos simples, o estructuras más complicadas
pero con barras de sección constante capaces de
ser tratados por el Cross corriente o por Gehler.
etc, no hay ventajas debido al tiempo empleado
en la fabricación y montado del modelo. Según
HA YDEN, que efectuó el cálculo de una larga
serie de puentes en la "Westchester County Cornrn .",
el método mecánico sería útil para estructuras con
más de 3 o 4 indeterminaciones.

Las ventajas aumentan mucho también cuando
es necesario estudiar diversas variantes de secc ion

de una misma estructura, que en el método analí-
tico significan cálculos nuevos totalmente. mientras
que con modelos solo es necesario hacer modifi-
caciones pequeñas y hay que repetir únicamente
las lecturas.

En cuanto a estructuras complejas pero con ba-
rras de sección constante veremos más adelante
que en general los métodos macroscoprcos dan
resultados perfectamente aceptables y más rápida-
mente

VIII· INFLUENCIÓ.HETHOS C()~ DEFORMACIONES

41) - En el capítulo anterior se discutió la ana-
logía mecánica del segundo principio de recipro-
cidad en su forma más exacta. Cuando las disloca-
c ion es son de magnitud apreciable, prácticamente
finitas diríamos, de magnitud del órden de las di-
mensiones longitudinales de los elementos, fallan
las bases teóricas rigurosas, y como ya se anotó,
debe basarse cada caso en la experiencia para
conocer sus límites de validez,

El estudio comparativo hecho en nuestro labo-
ratorio se refiere a tres diferentes dispositivos, de
los cuales dos son aparatos más o menos perfec-
cionados y que han entrado en el comercio fa:
bricados por sus inventores ("Continostat" y "Nu-
pubest"), mientras que el tercero utiliza una serie
de elementos que pueden y deben ser fabricados
por quien lo emplea, ya que no exige smo un
"outillage" muy rudimentario (Kann).

La formación de los modelos del "Co ntinostat"
(B. 10 y 36 a 39) y del "Nupubest " (8. 11) es en-

GHANDES

teramente semejante, puesto que en ambos las
barras o elementos de la estructura se represen-
tan por varillas de acero de acuerdo con las ca-
racterísticas que se expusieron en la primera par-
te. Los nudos se ejecutan con pinzas o grampas
metálicas que mantienen invariables los ángulos
que forman las tangentes a las diversas barras en
cada uno, que, en el caso que la estructura d'e
nudos móv iles en el espacio se colocan sobre pe-
queñas esferas de acero.

En la figura 13 se reproduce un modelo de
pórtico doble con apoyos empotrados, ejecutado
con el Continostat, en el que puede observarse
que en este aparato la movilidad relativa de los
nudos del pórtico respecto a los apoyos, se obtie-
ne montando estos sobre una regla, que los man-
tiene en una posición invariable entre si. pero que
permite el movimiento por estar colocada sobre
rodillos. En cambio los nudos están en p osrcio n
invariable apoyados sobre guías que descansan en
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la regla de base, que sirve a su vez para aplicar
las fuerzas solicitantes.

En uno de los modelos se ha colocado una
pieza de deformación angular unidad para trazar
la línea de influencia del momento de empotra-
miento de la barra izquierda. Las líneas de In-

fluencia de fuerzas se obtienen .simplemente va-
riando las longitudes de las barras.

Debido a la forma de la grampa de nudo, el
Continostat solo puede aplicarse a estructuras de.
malla rectangular, por lo cual, posteriormente
GOTTSCHALK ha fabricado un dispositivo corn-

f i g 1I r a

p lern e nt ar io , el "Mecanostat" (figura 14) (8. 38 y
40) que permite, aunque basado en los rmsrno s
elementos, tratar estructuras de cualquier malla.

Los elementos principales del Nupubest están
reproducidos en la figura 15; - en la parte supe-
rior está el modelo dispuesto para trazar una línea
de influencia del momento flector en un punto
intermedio de una viga continua sobre 3 apoyos,
y en la parte inferior la línea. de influencia del
esfuerzo cortante en una sección de la traviesa de
un pórtico disimétrico, así como las piezas más

- 49-

importantes para la construcción de los diversos
tipos de nudos y apoyos.

Como ejemplo más completo, la figura 16 mues-
tra la línea de influencia del momento flector en
el apoyo derecho.

En el método de KANN (B 41 l, las varillas son
sacadas de una lámina de celuloide de 1 mm. de
espesor más o menos y una altura de 10 mrn , y
los nudos se cortan en madera de 3 o 4 mm. de
espesor, como puede apreciarse en la figura J 7.
que es un modelo aplicado al trazado de diagra-
mas; - las dislocaciones angulares pueden produ_

1 3

ducirse ejecutando nudos especiales en que las ra-
nuras que reciben los extremos de la varillas (que
se mantienen firmes por simple presión y sin ne-
cesidad de cola alguna) ya están 'ejecutadas for-
mando los ángulos relativos n ece sar io s .. La varia-
ción de momento de inercia no ha sido encarada
por KANN, puesto que la utilización de celuloides
de diversos espesores complicaría la ejecución de
los nudos, y por otra parte la variación del mo-
mento de inercia por variación de altura no sería
posible lIevarla a los valores que interesan, porque



sobresaldrían demasiado del nudo, p er dl en do efi-
cacra

es necesario por lo tanto establecer un cierto equi-
librio entre esos factores, pero existe la ventaja de
poder adaptar la dislocaci6n a cada caso particu-
lar, disminuyendo su magnitud a medida que au-
menta la complicación de la estructura. Conviene,
en general, para obtener buenos resultados, esta-
blecer un máximo de dislocación en función de la
longitud de las barras adyacentes, y especialmente

42) - La magitud de las dislocaciones de fuer-
zas, de acuerdo con la disposición expuesta, se ve
que queda sometida al criterio del operador, pues
se produce por traslación del apoyo en la direc-
ción conveniente. Como en los microinfluencióme-
tro, hay factores que obran en sentido opuesto y

Figura 14

F i g u r am 1 5
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de la distancia al apoyo fijo más cercano situado
en dirección normal a la de la dislocación. Ade-
más generalmente conviene que sea mayor de
+ 25 mm .• de manera que si se aprecia 0.5 mm.
en la lectura sobre papel milimetrado. representa
una apreciación de medida igual a 1 u/.·

Esa relación oscila. para obtener los mejores re-
sultados. entre 1/4 y 1/6. y solo en el caso en que
no se puede mantener la magnitud absoluta recién
anotada. se llega hasta J /3 o 1/2.5 pero con ma-
yor probabilidad de error. GOTTSCHALK (8. 36)
recomienda no exceder l/S. ya que el error au-
mentaría al doble (B. J O) para un valor igual a J /3.

La dislocación angular para el momento f1ector
está predeterminada en los aparatos comerciales
Nupubest y Continostat por la utilización de las
grampas o deformadores correspondientes; sólo en

.J

figura 16

el Kann es posible variarla. En este caso sin em-
bargo su determinación no es tan elemental como
en el Beggs porque ahora se trata de deformacio-
nes finitas de magnitud apreciable respecto de las
dimensiones longitudinales. con lo cual:

a) - El ángulo de dislocación y su
son completamente diferentes. y
tanto de imposible s imp lif icac ió n.

tangente
por lo

figura 17

b) - Las flechas adquiridas son influenciadas
por las longitudes.

Teóricamente. y de acuerdo con la expresión de
trabajo del momento flector. laclislocació n unitaria
es aquella para la cual las caras del corte sufren
un desplazamiento angular relativo igual a un ra-
dian. Pero. con deformaciones finitas. ya no suce-
de esto. como puede comprobarse de inmediato
estudiando el trazado analítico de una línea de
Influencia de Momento Flector de una vrga srrn-
pl ernerite apoyada en la cual el ángulo 'P de dis-
locación vale (fig. J 8):
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1 8

tg 4J
1:1 - a.b

de donde, para

a o 1 y <p = 45·

tg <P =-= 1.33 y cP = 57'2

tg <P

1
2

GOTTSCHALK (B. 36) estudia en detalle este
aspecto, calculando ese ángulo para aJI = 0.1,
0.2, .... 0.9, 1.0, en una viga simplemente apo-
yada, en una viga con un apoyo y un empotra-
miento, y en una viga doblemente empotrada, lle-
gando a la conclusión de que para esos tres ca-
sos la variación máxima es la ya expuesta, es de-
cir un 6.5 uJo. y que además, con un') tolerancia
del 1 o/" se puede considerar constante el error
para los 0.5 1 en el tramo simple, 0.7 I en la

viga empotrada y apoyada, y 0.87 1 en la viga

doblemente empotrada. Recordaremos que el án-
gulo unitario teórico en grados (1 radian) es de
57° 20'.

Si se mide el ángulo colocando dos varillas rec-
tas en 108 deformadores, se obtiene:

a b

Lugar I Dislocación ¡CONTINOST A TI NUPUBES~

apoyo 0.5 28.1\ 7

52° 2

26.0 2

53.0 2centro

Es decir que no responden a un valor teOrICO
definido sino que deben ser hallados, más bien,
por condiciones prácticas. Para el método de
KANN, en cuya publicación el autor no dá datos
sobre esta magnitud (porque encara sus modelos
desde el punto de vista de los diagramas más que
desde el de las Líneas de Influencia, y además
con nudos notablemente grandes), se verá que en
el Laboratorio se hicieron determinaciones - des-
pués de varios tanteos - con dos valores de <P d i-
ferentes: primero con el valor teórico cP = 570 00',
y luego con un valor cp = 53° 00' reducido
de aquel en la relación de las rotaciones finitas

45° 00'
530 16' = 0.845. Más adelante veremos que en

esa forma se obtiene una aproximación apreciable.
No hay que olvidar aquí que la longitud de las

piezas deformadoras introducen un error de relati-
va magnitud, que tiende a reducir el efecto de la
dislocación.

43) - La escala de fabricación del modelo tiene
también cierta influencia sobre los resultados, di-
rectamente o a través de la esbeltez de las barras.
Según CAROT y RIECKHOF (B 11): "es reco-
mendable el ,elegir la escala mayor posible, pa-
ra aumentar la precisión de las determinacionesr.
cada vez que sea posible se adoptará una escala
de IJIO y en ningún caso deberá de descenderse
a menos de lJ20". Ni GOTTSCHALK ni KANN
hacen referencia a tal problema, pero en cuanto
al primero puede deducirse de las figuras que tra-
baja con escalas hasta de f J50 o IJ60 y con lon-
gitudes de elementos hasta de 15 o 20 centímetros.

De las dos posiciones parece más lógica la de
GOTTSCHALK porque el criterio nos dice que lo
que más interesa no es la escala, que no
tiene mayor importancia porque un mismo modelo
SIrve para todas las estructuras de esquema seme-
jante y con igurl distribución r elativa de Momen-
tos de Inercia; esta independencia existe natural-·
mente hasta cierto punto. Pero en realidad hay
tres factores· que influyen en las dimensiones del
modelo y que pueden tener preponderancia - uno
u otro - según las circunstancias:

i) - La escala en sí misma, porque las medidas
que se tomen con un cierto error absoluto te ndrán .
en definitiva un error relativo tanto menor cuanto·
menor sea la escala. (1)

ii) - Una longitud mínima de las barras, para
que la relacíón de las dimensiones del nudo a la
longitud libre no pase del valor que tiene en las
estructuras reales, aproximadamente. Es decir que
cuanto menor sea el nudo tanto menor podrá ser-
Ia longitud de las barras del modelo: en el Con-
tinostat podrá descenderse más que en el Nupubest.

iii) - Una esbeltez máxima, debido a que la po-
sición de equilibrio no es muy d~fin~da cuando
no hay suficiente rigidez en el modelo. Por otra
parte una esbeltez demasiado pequeña somete a
las barras a esfuerzos demasiado fuertes, aunque-

(1) En el procedimiento de momento nulo influye tern-
bIén la escala por la menor distancia apreciable aL
nudo del punto de lnflexión.:
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este efecto no llega generalmente a controlar el
dimensionado.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, y
otras de índole práctica que no es del caso men-
cionar aquí, creo que podrían establecerse los pun-
tos siguientes:

1) - La escala mínima conviene que sea de
1/40 para el Nupubest y el Kann, y 1/60 para el
Continostat.

2) - La dimensión mínima de las barras debe
ser aproximadamente. de 20 a 25 cmts. para el
Nupubest; 18 a 20 para el Kann; y 12 a 15 crnts,
para el Continostat.

3) - La esbeltez debe de limitarse principalmen-
te por su máximo, caracterizándola por la relación
longitud----- = A , cuyo valor aproximado conviene
espesor

que sea:
Nupubest y Continostat:

•
Kann:

650 a 700
350 a 400

notando que a veces - por ejemplo en estr.ucturas
con nudos móviles - la esbeltez que interesa pue-
de no ser la de cada barra sino la de un conjun-
to de barras sucesivas sin nudo fijo intermedio.

44) - Con los influenciómetros ma cro scoprcos
no es posible, ni necesario, una discusión teórica
de los errores que pueden producirse, tal corno
sucede para los microinfluenciómetros. En el caso
actual hay una causa de error innata. que es la
magnitud de las deformaciones, la que cubre to-
da otra causa que pudiera existir, siempre que no
sobrepase los límites corrientes y facilmente acce-
sibles.

Las circunstancias que deben tenerse en cuenta,
en general, son la perfecta movilidad de los nudos,
con esferas de acero si es necesario, la conserva-
ció n invariable de la tangente en los empotra-
mientas, y rectificación de las barras para evitar
el f1ambeo.

La exactitud que es posible obtener, o en otras
palabras el error máximo que puede esperarse con
los macroinfluencióm~tros varía algo de un ap ara-
to a otro, y según las circunstancias, aumentando
indudablemente como en el Beggs con la co mp li-
cac io n de la estructura.

Con el Continostat, según GOTTSCHALK, en
las vigas contínuas puede esperarse un error hasta
5 % si la deformación relativa es de 1/4, y hasta
10 % si se llega a 1/3 (B. 10); para los Momentos
Flectores de secciones comprendidas en los 3/5
interiores de las barras, se obtiene un error máxi-

mo sm mayor precaucio n del 2 % Y para [as fuer-
zas el 4 % (B. 36); cuando se utilizan cintas va-
riables, barras no-rec til ín eas, los errores quedan
dentro del 5 o/. (B. 38).

CAROT y RIECKHOF no establecen el valor
del error máximo posible; - en los ejemplares tra-
tados, 'el error oscila entre 3 y 4 o /. para vigas
continuas a 3 y 8. o/. para pórticos simples. En la
admisión oficial del Nupubest para el Estado Ale-
mán (B. 11) se establece ellO % como diferen-
cia máxima entre la determinación principal y su
ver ificació n

Por el contrario otros investigadores que traba-
jan más bién con microinfluenciómetros les atri-
buyen a los modelos en e leva ción, aún para vigas
continuas, un error de 30 a 35 "l •. (B. 33). Vere-
mos que un error tan grande solo se produce en
casos enormemente desfavorables.

44) - A continuación expondremos la magnitud
de los errores que pueden deducirse de nuestra
experiencia. Lo único que debe tenerse en cuen-
ta, es encarar separadamente los diversos tipos de
estructuras, ya que las condiciones en que deben
trabajar los modelo; pueden diferir mucho, y tam-
bién influir en mayor o menor grado las grandes
deformaciones.

Las vigas contínuas son los sistemas más Sim-
ples y para los cuales es dado esperar mayor exac-
titud, ya que, entre otras condiciones [os nudos
son fijos. En la lámina VI están indicadas algunas
líneas de influencia para una viga contínua de dos
tramos con sección constante, entresacadas, como
característica media, de trazados hechos para di-
ferentes estructuras con diversas proporciones.

Las líneas representan los valores analíticos. Co-
mo puede verse la exactitud del Nupubest y del
Continostat es casi perfecta, especialmente para la
fuerza, y un poco menos para el momento de
apoyo.

En cada aparato, y para una esbeltez que varía
entre 340 y 430, se tienen los siguientes errores
máximos:

CONTINOSTAT: Momento f1ector: 3 a 6 '],
Fuerzas: 1 ..

NUPUBEST: Momento f1ector: 4 5 ..
a

Fuerazs: 1 2 ..a

con un promedio, de todos los valores del tramo
que contiene la sección dislocada, igual a 4.25 o

(máximo) y 2.02 % (medio) para el Continostat,
y 6.25 0/o (máximo) y 362' (medio) para el Nu-
pubest.
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En cuanto al KANN, utilizando como disloca-
ción unitaria para el momento flector, los valores
de <p = 57° para el centro del tramo y <P = 53°
para los apoyos, deducidos de algunas experien-
cias, se obtienen (como se ve en la misma lámi-
na que 105 anteriores) errores máximos del órclen de:

Momentos flectores:
Fuerzas:

2 aS·'.
O a 2 "

En la lámina VII se trata ahora un pórtico doble
empotrado con momento de inercia constante, en
modelos de 25 cm de longitud de barras. La coin-
cidencia es aún bastante buena, a pesar de tratarse
de una estructura de nudos móviles en el espacio,
aunque menor que en la viga continua; - como
siempre la coincidencia es mayor para las fuerzas
que para los momentos

Los errores máximos obtenidos son:

CONTINOST A T: Momento flector: 1,5 a
Fuerzas: 1.5 a

NUPUBEST Momento flector: 3. a
Fuerzas: 1.5 a

KANN Momento flector: 9.5 a

Fuerzas: ""

7,5 °/0
8

10
4.5 ..

10.5 "
3.5 ••

si se deja de lado, para el método KANN, el mo-
mento de empotra miento de la columna, que no
fué hallado con deformador sino girando el apo-
yo, a cuya causa puede atribuirse el valor exage-
rado. De cualquier manera, p a ra llegar a conclu-
siones definitivas sobre esta utilización de los mo-
delos de KANN, es necesario seguir las investi-
gacro nes,

45) - Hasta hora se han considerado estructu-
ras con momento de inercia constante dentro de
cada barra, en la forma corriente en edificios,
y también de eje recto. El método de KAN N no
alcanza nada más que este caso, y además debe
ser de momento de inercia constante en toda la
estructura; el Nupubest y el Continostat permiten
·en cambio, encarar, aunque sea en forma menos
precisa, también el caso de sección variable y ba-
rras curvas.

Veamos pues los errores que se introducen
con ello.

En las láminas VIIl y IX se replantean las lí-
neas de influencia del modelo F. 1'. C, ya estu-
diado con el BEGGS (primer ejemplo) y del mo-
delo F. 1'. A, halladas con el Nupubest. Como pue-
de verse en el esquema de la ~lámina VIIl, se trata

de un arco con sección sumamente variable que
descansa, en el modelo F. 1'. A sobre una pila
muy rígida (60 u 80 veces la rigidez de clave),
y en el F. 1'. C sobre una pila del mismo orden
de rigidez que la clave.

La pr im era in vest ig ac ió n se hizo sobre el
F. 1'. A; - los modelos tenían todos el eje lo ng i-
tudinal coincidiendo con el eje teórico, pero el
dimensionado de la sección se hizo en tres formas
diferentes. El? la lámina VIII se ve que en el Nu-
pubes "A" se utilizó una varilla sola, es decir
que se tomó un momento de m er cra constante
sensiblemente proporcional, respecto del de la pila,
al de la región de clave; - en el Nupube st HB*'
se agregó otra varilla desde los riñones al empo-
tramiento, y en el "C" se colocó una tercera que
da una sección aproximadamente equivalente a la
del prototipo.

De manera que el orden A-B-C debería indicar
orden creciente de exactitud y sin embargo cuan-
do se replantearon los resultados no se obtuvo ese
resultado sino todo lo contrario y con grandes
errores, como puede verse en las líneas de influen-
cia para NI' MI y S2 del modelo F. 1'. A. Este
resultado desconcertante a primera vista fué estu-
diado cuidadosamente, y después de diversos tan-
teos pudo llegarse a la conclusión que era debido
a que las grandes deformaciones que sufre el modelo
de arco, dejan de ser proporcionales porque se
extiende a tal punto que su eje llega a ser casr
rectilíneo y trabaja más bien como tirante; -- este
fenómeno estaba exagerado por la gran rigidez de
la pila. Inclinaba a tal creencia el hecho de que
la línea de influencia de N2, cuyo trazado no pro-
vocaba e-sta circunstancia era mucho más exacta:
como comprobación se trazó la línea de influen-
cia de la reacción vertical en el apoyo izquierdo
R, (lámina VIII), con resultados perfectamente
aceptables

La verificación final se hizo construyendo un
modelo (F. 1'. C) con el mismo arco pero con una
pila de rigidez semejante a la rigidez media de
aquel. cuyas líneas de influencia se han replantea-
do en las láminas VIII y IX. a la derecha de las
correspondientes al F. 1'. A. En ellas ha desapa-
recido toda anomalía.

Los errores maxrmo s del F. 1', C (respecto a los
valores analíticos, aunque en la figura se hayan
replanteado los valores del Beggs) para los tres
tipos de modelo fueron:
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Momento fIector Fuerzas
NUPUBEST "A": rv 30 % rv 15 %

NUPUBELT "8": rv 25 rv 10 "

NUPUBEST "e": rv B rv B "

es decir que, especialmentte para el momento
flector como podría preverse por razones teóricas,
el error del "A" y del "B" es muy grande, pero
que el "e' daría resultados muy buenos; - para
las fuerzas aún el más simple da resultados rela-
tivamente exactos.

Sin embargo debe hacerse notar que en estos
modelos en que el dimensionado, contrariamente
al del Beggs, se hace en forma un poco arbitraria,
pudo haber influido algo la casualidad en su elec-
ción. Quizás sería más firme considerar errores
del 10 al 15 -i:

Otro ejemplo semejante es el modelo F. 2 de
un pórtico doble articulado, ya estudiado para el
Beggs, cuyas características geométricas se ven
en la lámina X y que tiene una sección enorme-
mente variable. Con el Nupubest se hicieron tres
modelos diferentes, en cuanto a las traviesas, ca-
racterizados por:

- Nupubest "A". - Eje recto en posición m-
termedia; 1 constante

- Nupubest "B". - Eje recto en posición inte r-
media; 1 variable en L-es etapas

- Nupubest ·'C". - Eje curvo exacto; 1 constante.

- Nupubest "O" - Eje curvo exacto; [ variable
como el "B", - para ver especialmente la 'influen-
cia de la curvatura del eje del modelo, cuando en
el prototipo es pequeña. En las láminas X y Xl
se pueden observar algunas de las líneas de m-
fluencia obtenidas, de donde se deduce la gran
importancia que tiene la exactitud de la curvatura
aún en este caso, y que indican que su empleo,
representa un mejoramiento casr tan grande como,
el de la sección variable, y que la coexistencia
de estas dos aproximaciones permite reducir los,
errores en una magnitud apreciable.

Aún asi, con el modelo realizado en la forma
más exacta posible los errores para este tipo de
estructura son mayores que los admjsibles para un
cálculo definitivo y solo podría adaptarse como,
primera aproximación del dimensionado, si se pie n-
za que su montaje y operación es mucho más rá-
pida que la del Beggs. Los errores máximos del
Nupubest "O" son de lOa 20 % en las fuerzas
y de 15 a 25 % en los momentos, con exc epcro n
del momento en clave en que llega al 60 o/ .: - la



anomalía de esta sección ya apareció, aunque no

tan pronunciada, con el Beggs.

Finalmente en la lámina XII se dan las líneas
de influencia de un sistema de arcos sobre p
elásticas estudiado con el BEGGS y con el Nupu-
best con momento de inercia constante; en este
caso en que las pilas son mucho más rígidas que
el arco, la sección variable de este tiene en rea-
lidad una importancia un poco menor. Los errores
máximos son de orden de:

CAPITULO IX TRAZADO DIAGHAlUáS

46) - El trazado de diagrama s de momentos
flectores, y a partir de ellos las otras dos solicita-
ciones, por medio de la aplicación simple de la
estática, es también uno de los campos de apli-
cación en el que los métodos experimentales pue-
den ser de positivos resultados prácticos. Su utili-
zación, sin embargo, no es tan corriente como la
de los trazados de líneas de influencia debido por
una parte, a que sus ventajas sobre estos últimos
aparecen únicamente en pocas oportunidades, y
por otra, a que solo algunos de los aparatos para
cálculos experimental, son capaces de ello; es in-
dudable además que el principio de los influen-
ciómetros es mucho más simple y permite perfec-
cionar en mayor grado su manipulación, pudién-
dose obtener resultados más exactos.

El problema considerado es hallar los momentos
de apoyo de una estructura sometida a cargas de-
terminadas, a partir de ciertos datos experimenta-
les obtenidos en un modelo a escala reducida, en
forma tal de eliminar de los cálculos, tanto la esca-
la elástica absoluta del. modelo, como también, y
a causa de la condición anterior, la magnitud de
la fuerza aplicada para deformar el modelo, fac-
tores que introducirían complicaciones de orden
práctico e inexactitudes consiguientes; no debe
perderse de vista que los métodos experimentales
que estamos considerando, son destinados princi-
palmente al calculo práctico de estructuras.

Tales estructuras, además, deben ser sistemas
reticulados de elementos pr ismáticos rectos en los
que la solicitación primordial es la flexión plana
(aunque no tienen por que ser siempre estructuras
planas), puesto que los fundamentos teóricos de
tales métodos que hemos visto, se apoyan en ex-
presiones deducidas para elementos de eje rectilí-
neo sometidos puramente a deformaciones flexio-

Momento flector:
fuerzas:

25 a 35 0/0
5 a 30 0/.

muy grandes por lo tanto; sin embargo como la
distribución es bastante parecida, puede servir
como primer tanteo, de orden cualitativo. Pero pue-
de ser interesante notar que recíen en estos dos
últimos tipos de estructuras, los más complicados
que pueden presentarse, llegamos a una magnitud
de error de 30 a 35 • l., contrariamente a lo esta-
blecido por MAGNEL, que supone estos errores
aún para vigas continuas, como se expresó antes.

DE

nales. Además, por lo menos dentro del estado
actual de estos métodos, se emplean para ello las
deformaciones macr oscó pic as, y es necesario utili-
zar los modelos en "elevación"; quedan pues des-
cartadas en absoluto la influencia de la fueza nor-
mal y de la fuerza tangencial en la distribución
de las solicitaciones, ya que el valor de las rigi-
deces correspondientes es, relativamente a la es-
tructura real, muchísimo mayor que la rigidez a
la flexión.

Planteado el problema en estos términos, tendre-
mos como elementos observables en el modelo,
las características de deformación de los elementos
prismáticos rectos sometidcs a flexión:

- Flecha o deformación transversal,
- Inclinación del eje longitudinal,

Radio de curvatura del mismo,
a partir de los cuales debe poderse obtener el va-
lor del momento f1ector en cualquier punto. T arn-
bién es necesario hacer notar que, para poder
independizarse de la magnitud de la fuerza defor-
madora aplicada al modelo, no podrá estudiarse
la solicitación correspondiente a varias fuerzas si-
multáneas obrando en la estructura, sino que ha-
brá que estudiarla sucesivamente para cada una
de las cargas aisladamente y luego superponer los
resultados. Solo es posible dejar de lado esta re-
gla fundamental cuando las diversas cargas' obran
en un mismo tramo de la estructura, gracias a a
utilización de la "fuerza ficticia de reemplazo",
equivalente a la carga real en cuanto a la magni-
tud de los momentos de apoyo, o aún al sistema
de GOTTSCHALK, que utiliza un hilo sobre pe-
queñas poleas que permite aplicar simultáneamen-
te varias fuerzas de igual magnitud.

Siguiendo estas directivas se han desarrollado tres
métodos experimentales destinados al uso práctico;
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La escala se elimina puesto que estas expresio-
nes son la relación de dos funciones lineales en
fo y t. y tr. El procedimiento práctico es producir
la deformación en un modelo como el de la fig. 14
con una de las guías aplicada en el mismo lugar
que la fuerza real, y entonces dibujar en el papel
la línea elástica en la región de los apoyo pasan-
do un lápiz contra las varillas y también marcar
el punto medio; retirado el modelo se busca con
toda facilidad, y con una exactitud suficiente, la
tangente a dicha línea.

La trasmisión de los momentos en los tramos
descargados y la repartición de un momento inci-
dente entre las diversas barras que llegan a un

nudo, se hace utilizando las mismas magni-
tudes que en los coeficientes de empotra-
miento, y por medio de expresiones deri-
vadas de la (6.8)

El método de las tangentes se aplica para
estructuras con nudos fijos en posición y
especialmente para vigas continuas, siendo
sus mayores ventajas la rapidez del traza-
do, las pequeñas dimensiones que es po-
sible darle al modelo y su exactitud: solo
podría objetarse la necesidad de cálculos
numéricos relativamente extensos para de-
terminar aquellos coeficientes.

En este caso como en los infIuencióme-
tsbeltez máxima (f) tros y en los otros métodos de trazado de

diagramas, es útil estudiar la importancia
de las escalas o esbelteces del modelo; aun-
que la esbeltez máxima pierde algo su im-
portancia por no tratarse de nudos móviles.
en cambio puede ser inconveniente porque

la varilla debe servir de guía al lápiz. En la
figura 19 se reproduce d iag rarna de errores de es-
te método obtenido en vigas continuas de 2 y 3
tramos para diferentes esbelteces y escalas, en que
puede verse un agrupamiento de valores menores
en los errores de las experiencias, en la región de
las esbelteces medias; del recuadro marcado más
fuerte se puede deducir que utilizando esbelteces
entre 300 y 700 (naturalmente que sin mayor pre-

El método de los coeficientes de empotra-
miento, de GOTTSCHALK (B.9.10 y 36.a 39).
El método de los puntos de momento nulo
de RIECKHOF (B. 11).
El método de los ángulos de giro de nudos
y barras de KANN (B. 40)

ordenados según la fecha de su apar icro n, y de
los cuales IOf>dos primeros permiten la resolución
completa de cualquier problema, mientras que el
último puede más bien considerarse como un pro-
cedimiento rápido de control.

47) - CONTINOST AT. - Para determinar los
momentos f1ectores, GOTTSCHALK halla los mo-
mentos de apoyo Mo y MI en el tramo cargado,
con la expresión:

M, = mn. P. l
MI = mI' P. l

donde P es la carga total que obra en el tramo,
1 su longitud, y mn Y m, son los co Ilciel/tes de
empotro miento; estos son función de

a) - Magnitudes que dependen del diagrama de
momentos de la viga isostática equivalente, es de-
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cir que pueden calcularse previamente para los ti-
pos de carga más comunes, como lo ha hecho
GOTTSCHALK.

b) - Magnitudes observables: Ordenada de la
línea elást,ica h en el medio de la luz, y los seg-
mentos I« y J, interceptados en la vertical media
por las tangentes a la línea elástica en los apoyos.

Por ejemplo cuando la fuerza está colocada a

los 2/5 de la luz a partir del apoyo izquierdo. los
coeficientes de empotramiento son:

mo=
8

375

8
375

27 h - 13.75 fo- 3.25 fl
4 h - fo - fl

18 h - 11.50 fo - fl
4 h - fl - foml=

61 -



figura 20

cisión de los límites); el error máximo probable

no pasa de 6 a 8 "/".

48) - NUPUBEST - Este método utiliza el pro-
cedimiento de simplificación de una estructura
compleja e hiperestática, por medio de su subdi-
visión en una ser ie de estructuras simples iso st á-

ticas, tramo simplemente apoyado y ménsula, se-
gún los puntos de momento nulo de la estructura
original, cuyas reacciones mutuas se van obtenien-
do a partir del tramo directamente cargado.

La repartición de un momento incidente sobre
las diversas barras de un nudo, se hace, conocien-
do del punto de momento nulo, aplicando direc-
tamente la (6.7), cuando es una estructura de nu-
dos fijos en el espacio. En caso contrario se ne-
cesita, para aplicar la eco (6.10), hallar la flecha o
Índice de rigidez y en dichos puntos.

La determinación de los puntos de momento
nulo, o puntos de inflexión de la elástica, se hace
con un simple indicador de curvatura o esfe rorn e-
tro, como puede verse en la figura 20, que repre-
senta una parte del modelo de pórtico de la figu-
ra I 3, dispuesto para hallar el diagrama de mo-
mentos correspondiente a una fuerza aplicada en
la viga inferior. También se ve en esta, el indica-
dor de tangentes con el que se mide el índice de
rigidez.

Como el aparato' Nupubest es el que permite

encarar mejor las estructuras complicadas, de nu-
dos móviles' en el espacio, al tipo de nudos fijos
y vigas continuas no se le dió mayor importancia
en este estudio comparativo, por lo cual solo da-
remo sra título de indicación algunos resultados:

-- Viga continua: 6
- Pórtico fijo: 6

4 a 7 0/ •.
4,5 a 5 0/0'

Pero en cambio se encaró el estudio a fondo de
un modelo que pudiera representar, desde el pun-
to de vista de la movilidad de los nudos y de las
formas (malla no rectangular), el caso más general
de trazado de diagramas, cuyas características y
tipos de carga son los de la figura 21.

La comparación de resultados, respecto a los
valores analíticos, se hizo con los momentos de
apoyo, utilizando como procedimiento experimen-
tal también el de líneas de influencia, que aún en
estos casos de cargas fijas puede dar resultados
ventajosos; - no debe olvidarse además que mien-
tras que el segundo principio de reciprocidad per-
mite tratar piezas de sección variable, ello no es.
pasible en el trazado de diagramas.

I1 -1.00
n- t60
h'}.'4.

p. 1. O ton
p'. o.'} ton.
P"· f.O ton.

F"

IC- '57'1
I
11-

~.75

p
1')0'--'&'>--- 7.')0

10.50'

J
J 1~I'"----1')00 ------.;-1

F i g II r a 2
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En la tabla adjunta se dan los errores relevados
en dichos momentos de apoyo, dejando de lado
solo los valores absolutos demasiado pequeños (ge-
neralmente solo uno), para diversas escalas y por
10 tanto diferente sbelteces, y también con varias
flechas provocadas, para apreciar si dentro de los
valores establecidos, f/u = 1/4 a 1/6, había dife-
rencias apreciables, lo que no sucede como puede
deducirse. Se observará que las escalas comienzan
precisamente a partir del valor límite de RIE-
CKHOF (1/20), hacia valores aún menores, debi-
do a que la magnitud del prototipo hacía imposi-

nes, porque su exagerada flexibilidad dificulta ba
las medidas y provocaba errores mayores, como
puede notarse c¡arament~ en las láminas, llegando
a valores inadmisibles tanto los máximos como los
promedios. También puede notarse ese efecto en
las líneas de influen c ia, aunque observando que
estas son siempre más exactas.

Una consideración de estos factores y el del
espesor de las varillas, nos ha llevado a estable-
cer que, dentro de las condiciones indicadas en-
seguida, el error probable es:

Carga r 1 ton. '1 ton.Carga P' 0.5 ton. Carga P"
I

-- ----------

N: Determinación Escala I Flecha
Error 'l,

Flecha I
Error '],

FIecha
Error o / o

Máximo Medio Máximo Medio Máximo I Medio
I ---- - - - ---- ---- ---- -------
I

l Gehler - - 3.0, - - 1.5 - (l) 6.3 -

2 Cross - - - (2)

3 Línea de Influencia 1/20 - 8.0 4.2 - 19.0 84 - 21.0 5.5

4 .. .. 1/25 - 10.0 60 - 5.0 3.0 -- " .0 6.3

5 .. .. 1/33 - 11.0 7.8 - 100 7.0 I - 10.0 4.5I

6 .. " 1/40 - 7.0 4.0 -

I
20.0 13.0 - 9.5 2.1

7 Punto de momentonulo 1/20 - 42.0 18.6 - 18.0 10.6 - 32.0 12.7

8 " " 1/25 1/4 13.0 78 1/4 11.0 60 1/5 14.5 6.3

9 " 11 1/33 l/S 22.0 10.4 1/5 15 O 7.2 1/5 13.0 4.5,

10 " " 1/40 1/6.5 8.0 5.2
I

1/4 20 O 10 O 1/625 12,0 4.5
I I I

(1) Método de Cross COI1 distribución drl c eIue rz o cortante
(2) Método de Cross con fuerzas de fijación.

ble ir más allá. (Aún así, el modelo de esta es-
tructura en escala de 1/20 medía 0.75 por 1.20 mts.).

Todavía para la escala 1/40 los resultados .son
buenos, pero este podría considerarse como un
mínimo debido a que ya aqui, el error provocado
en la determinación de los puntos de momento
nulo a causa de que el centro de medida del es-
ferómetro no puede llegar a menos de 38 mm.
del nudo teórico, por las dimensiones de estos dos
elementos es relativamente importante; es decir
que es imposible determinar exactamente la ubica-
ción de ese punto cuando dista, para la escala
1/40, meno s de 1.52 mts. del apoyo.

El efecto de la rigidez en el modelo mayor
(1/20) se notaba claramente en las determinacio-

Máximo Medio
Líneas de Influencia 10.0 7 O o / o

Punto de momento nulo 15.0 10.0 0/.
para una esbeltez 450 < < 750

e

y una escala En > 0025.
No debe perderse de vista además, que la dife-

rencia entre dos valores analíticos llega en uno
de los casos a 6.3 "/ ,.

Un punto de interés es el tiempo necesario pa-
ra el cálculo de una estructura según los diversos
sistemas; así tenemos para este modelo con las
cargas iniciadas:

- EXPERIMENTALES. - PARA LAS TRES
FUERZAS.
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Método de los puntos de momento nu-
lo: (media) 175 minutos.

Método de las líneas de influencia: (me-
dia) 135 minutos.

- ANALÍTICOS. - FUERZA P" (Asimétrica).
Cross. Distribución de esfuerzo cortan-

te: 125 minutos.
Cross. Fuerzas de fijación: 240 minutos.

- ANALÍTICO. - FUERZAS P o P' (Simétrica).
Cross 70 minutos.

En este cuadro puede apreciarse la rapidez ma-
yor del método experimental respecto al analítico,
aún el más simple como es el Cross con distribu-
ción de esfuerzo cortante, cuando se trata de una
solicitación asimétrica, así como también la supe-
rioridad, en este caso, de las líneas de influencia
sobre trazado de diagramas. Es indudable que la lí-
nea de influencia es tanto más rápida que el otro,
cuanto mayor es el número de fuerzas solicitantes
y menor el número de incógnitas, relativamente.
La economía de tiempo en un sistema 8 veces
hiperestático llega a un 70 o/ •. con menor posibili-
dad de errores, y con un error probable máximo
(J O %), no mucho mayor que el de los métodos
analíticos.

49) - KANN. - En el estudio de los modelos
de celuloide en elevación con nudos de madera,
figuras J 6 y 22, merece mucho más tiempo que
el que se le ha podido dedicar hasta ahora, y se-
rá profundizado en el futuro, haciéndosele objeto
de un nuevo trabajo en el que se tomarán en cuen-
ta las diversas variables que pueden influir en su
exactitud, principalmente la esbeltez de las barras,
la longitud de los nudos y la flecha aplicada.
También puede preverse la posibilidad de ampliar
su campo de aplicación.

El procedimiento de KANN se basa en lo si-
guiente. Vimos en el capítulo VI, que los momen-
tos de apoyo están dados por las ec (6.1):

Mo Moo + 2EK (2ero erj 3(()
(a)

Mj MIo + 2EK (Zerj I
,(O 3u)I

o sea cuando no hay carga directa:

Mo 2EK (2ero + er¡ 3(()
(b)

MI 2EK (2erI + ero - 3(()

y observando que (B. 40, p. 193):
1) - No se conoce el valor de las fuerzas que

obran sobre el modelo, por lo cual no pueden cal-
cularse los momentos M,? y M,".

2) - La rigidez El de las barras del modelo es
desconocido.

3) - Solo pueden medirse los ángulos de giro
de nudos y barras con cierta exactitud cuando las:
deformaciones son grandes, se deduce que, a cau-
sa de 1), debe cargarse un tramo por vez, como
con los otros ~étodos, para utilizar las eco (b) y
entonces deducir los momentos de extremidad de
los tramos cargados por el equilibrio .del nudo; a.
causa de 2) no es posible calcular el momento
mismo sino momentos reducidos o proporcionales.
a los reales:

mil 2'r" I «('1 3ni'
(e),

mi 2lP¡ + epo 3((

¡= i g u r d ~:2

pudiendose hallar en todo caso los valores abso-
lutos si se determina uno de ellos por medio de
una línea de influencia. La causa 3) exige utilizar
modelos en "elevación".

KANN utiliza nudos de grandes dimensiones,.
con una longitud igual a 1/5 de la luz de la ba-
rra, y: entonces los valores analíticos. de los mo-
mentos son:
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mo 1.5 <Po + <Pi 2.5 a
(d)

mi 1.5 rpl + <Yo - 2.5 u

tratando de representar aSI el acartelamiento de
las vigas, aunque ese valor parece excesivo, por
lo cual algunos de nuestros ensayos han sido he-
chos con valores menores.

De acuerdo con los ejemplos de la memona OrI-
ginal (8. 40, p. 195 y sig }, obtiene para los mo-
delos en elevación (ese autor encara la utilización
de los modelos planos cuando el grado de hiper-
estaticidad es pequeño, con lo cual obtiene' enton-
ces mayor exactitud), los errores siguientes, halla-
dos en diversos modelos de pórtico sometidos SIem-
pre a una carga horizontal:

Dmax=7.5 a 26.0 ./.; Dmedio=5.0 a 90 'l,
calculado sin acartelamiento

Dmax = 6.0 a 35 O "l : Dmedio = 3.8 a 19.0 "l,
calculado con acartelamien to

y en mayor número de casos el error es un poco
mayor cuando se compara con el cálculo analítico
teniendo en cuenta el acartelamiento.

Sobre las experiencias efectuadas en el labora-
torio nuestro se volverá en un proximo trabajo
en el que se tomará en cuenta las diversas varia-
bles pue pueden influir en su exactitud, princi-
palmente:

- Esbeltez de barras,
-- Longitud de nudos,
- Desplazamiento aplicado,

pues pueden se objeto de variaciones aún mayor
que en el Nupubest y Continostat, como sucedía
también con las líneas de influencia; - se dará
pues únicamente algunos resultados globales, pero
en campos más diversos que los de KANN (úni-
camente pórticos sometidos a fuerzas horizontales),
estructuras que, en general, pueden dar mayor

CA.PITULO x ESFOEHZ,;OS SECUNDA.RIOS

El problema de la determinación de los esfuer-
zos secundarios de las estructuras trianguladas,
aunque no se presenta corrientemente en la prác-
tica, puede llegar a tener en ciertos casos especia-
les una importancia fundamental, que hace nece-
sario encarar su estudio.

Por otra parte su cálculo analítico no ofrece di-
ficultad alguna, ni es tampoco de una longitud

exactitud debido a su posición de equilibrio bien
definida.

Tenemos así que en las vigas continuas los erro-
res medidos han oscilado entre 10 y 30 o I o, y en
pórticos de nudos fijos, entre 5 y 20 0/.; sin em-
bargo en este tipo se ha visto la posibilidad, a
confirmar posteriormente, que con nudos más pe-
queños, hasta 1/10 de la luz, y con ciertos valores
de los ángulos deducidos teoricamente, ese error
podría reducirse al 5 o 10 o / ••

En pórticos de dos pisos con nudos móviles, so-
metidos a fuerzas horizontales el error máximo
osciló entre 5 y 8 •/ o y su valor medio entre 3 y
5 u/más o menos, utilizando nudos de 1/13. En
cambio ese mismo pórtico sometido a cargas ver-
ticales arrojó errores máximos del órden de 20 %

para carga simétrica, y de 30 a 40 % para carga
asimétrica.

Finalmente en un modelo de pórtico de dos na-
ves con fuerza vertical aairnétrica, los errores de
momentos (los de ángulo de giro, especialmente el
ángulo de corrimiento lateral, dan valores bastan-
te más altos, hasta 50 y 55 %), oscilan en los
máximos entre 20 y 35 0/ o, y los promedios entre
15 y 25 ·/0; con fuerza horizontal el error máximo
se reduce a 5 u/o para el momento y 12 "], para
los ángulos.

De acuerdo con lo expuesto puede aceptarse el
método de KANN como instrumento de control,
pero además tengo la firme convicción, que espe-
ro confirmar, de que bajo ciertas condiciones y
con suficientes precauciones, esos errores se po-
drán llevar a 15 o 20 % como maxrrno, en los
casos más desfavorables, es decir convertirlo en
un método de cálculo aceptable. En esta forma, y
gracias al gran sentido teórico-práctico del Prof.
KANN, que ha aportado con esto una gran con-
tribución al cálculo experimental, cualquier estudio
de estructuras podrá disponer a muy poco costo
un procedimiento de cálculo mecánico.

desesperante. En lo que se refiere al cálculo ex-
perimental, es uno de los casos que más dificul-
tades presenta, por cuya causa todavía no se ha
utilizado prácticamente. Esas dificultades empiezan
cuando se encara el problema con toda generali-
dad, debido al dimensiónado del modelo; - en
efecto. dejando de lado el modelo en gran escala,
el modelo pl a n o o en eteuacián permite tener en
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cuenta' para su dimensionado, únicamente una va-
riable o tipo de solicitación, que generalmente es
el momento flector, y precisamente las tensiones
secundarias son producto de solicitaciones de fle-
xión originadas a su vez por deformaciones nor-
males. Es pues necesario tener similitud tanto para
flexión como para esfuerzo normaL

El único intento práctico de determinación ex-
perimental de tensiones secundarias ha sido efec-
tuado por RlECKHOF con el Nupubest, valiéndo-
se de una subdivisión del problema que le permi-
te eliminar del modelo la similitud para fuerzas
longitudinales y utilizando el procedimientc. del

t~~~?O~de diagramas en cambio del de las líneas
de influencia. Para ello, en lugar de aplicar una

Q = 3 El

Pero según la (4.22) se tiene que

QI' ~ a3
-- Qm ---

al' y.dj

y combinando con la anterior se obtiene finalmente

La sistematización del cálculo o medición de y,
(/111 Y luego del Q producido en una barra deter-
minada por la sumació n de deformaciones elemen-
tales significa la ejecución de cálculos numéricos
de una extensi6n considerable,. mayor que la de
cualquier método analítico.

fuerza exterior al modelo, correspondiente a la del
prototipo, como se hace en la aplicación corriente
del método de los puntos de momento nulo, in-
troduce en una barra una deformación longitudinal
proporcional a la que sufre la barra correspon-
diente del prototipo cuando se carga, (fig. 23) y
se determina entonces por medio de dichos pun-
tos y de los indices de rigidez las solicitaciones
de f1exión en todas las barras afectadas. Haciendo
esto sucesivamente para todas las barras y luego
sumando para cada una las solicitaciones elemen-
tales producidas, se obtienen los momentos secun-
darios de la estructura a través de los esfuerzos
cortantes en cada barra, que, según la (6.1 1) son

Figura 20

Pard apreciar bien esta aplicación del Nupubest
se hicieron dos determinaciones experimentales
de un puente metálico tipo Warren de vía supe-
rior sin tablero. Simultáneamente con la primera
determinación experimental (1) se hizo también el
cálculo analítico de las mismas líneas de influen-
cia utilizando el método de Winkle.r. Para este ti-
po de solicitación esta es la única contribución
que se podrá tomar en cuenta, pues la obra cita-

(1) Esta determinación, así como el cálculo teórico fue-
ron hecho por los estudiantes Sres. Julio Etchart y
Sergio Pisano como trabajo práctico del curso de
Estructuras Metálicas.
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da de CAROT y RIECKHOF, el método se expo-
ne con ayuda de un ejemplo que consiste única-
mente en la determinación correspondiente a la
deformación de una barra, y sin co mpa rac ió n con

valores teóricos.

El resultado de la comparación ha sido desfa-
vorable para el método experimental desde cual-
quier punto de vista que se le considere, puesto
que además de que la exactitud de los resultados
deja mucho que desear, el. método analítico utili-
zando es más simple y más breve que el exp er i-

mental.

Las líneas de influencia de las láminas XIII y
XIV permiten observar, comparando con los valo-
res analíticos.

En las láminas XIII y XIV se reproducen algu-
nas líneas de influencia elegidas entre todas las
halladas, como las más típicas y que representan
las condiciones extremas alcanzadas; - se indican
allí dos experiencias debido a que durante la eje-
cución de la primera se observaron dos motivos
de error muy importantes que podían subsanarse.
Por una parte, una de las variables a tener en
cuenta era la magnitud de la deformación a pro-
ducir en el modelo; en la primera experiencia se
tomó un porcentaje medio de 15 (respecto a la
longitud de la barra), siguiendo el ejemplo referi-
do, y variando entre 10 y 20 "1 ú aproximadamen-
te. Para la segunda, en vista de los errores, se
hicieron determinaciones individuales de ensayo
en algunas barras y se comprobó que una defor-
mación del 20 °/. podía llegar a invertir la curva-
tura de la barra, por lo cual era aconsejable tomar
el 10 01, como magnitud conveniente.

Como otra causa de erzo r probable se indicó el
dimensionado del modelo: - en la primera expe-
riencia se empleó en el cordón superior una barra
compuesta de dos varillas de acero superpuestas
para conseguir el gran momento de inercia relati-
vo que, debido al tipo de puente, poseía el proto-
tipo, respecto a las otras barras. Sin embargo, co-
mo las varillas no deslizaban bien una sobre otra
como se había supuesto, y la disposición dificul-
taba además la determinación de las característi-
cas geométricas, los errores consigientes sobrepa-
saban las ventajas de un dimensionado exacto,
por lo cual en la segunda experiencia, se prefirió
utilizar barras simples, aunque no dimensionadas
exactamente.

Pero si bien en esta forma desaparecieron una

serie de anormalidades cnalitatiuas, los errores
sin embargo permanecieron enormemente altos,
imposibilitando su empleo eficaz: en la primera
determinación el e rr or medio es de 20 01, y el
máximo de 60 0/0, mientras que en la segunda pa-
san a 10 °/, y 40 0/0 respectivamente.

Luego pues, la exactitud del método experimen-
tal no es suficiente; y más que eso aún, no es
conveniente ni práctico porque requiere más tiem-
po que los métodos analíticos, conservando ade-
más el inconveniente grave, que no poseen las otras
aplicaciones experimentales, de requerir un nú-
mero tan grande de cálculos nurnerrco s, que man-
tienen las posibilidades de error de aquellos.

Con motivo de estas experiencias se hicieron
una serie de determinaciones analíticas, por diver-
sos métodos, de los esfuerzos secundarios en dos
vigas indicadas en la figura 24 Me parece no des-

F i g ti r Cl 2-+

provisto de interés indicar los resultados compa-
rativos obtenidos. Los métodos generalmente en
uso son los de Winkler, Mohr y Cross, especial-
mente los dos primeros, y la primera etapa de la
determina-:ión, común a los tres, es la determina-
ción del ángulo de giro e de las barras, que pue-
de hacerse analíticamente, por las expresro ne s

conocidas

o bien por medio de un Williot.
Empleados los dos pr~cedimientos a las dos es-

tructuras se comprobó que el tiempo empleado
es aproximadamente el mismo (25 minutos para
la estructura e}, aunque el método analítico da
una mayor exactitud, pudiendo convenir también
cuando el triangulado contiene ángulos rectos que
eliminan alguno de los términos a calcular

El método de Winkler llega directamente a las
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tensiones secundarias RlIlu y RnllJ que se producen
en los extremos de las barras m n, por medio de
un sistema de ecuaciones en número igual al de
los nudos. cuyo término ge nér ic o es

\
III m p

2 Ln s Knp +s (Knp s da) +(
2

ID pn

+~ x., (Lp + s da) O

p

en donde se indica con n el número del nudo
para el cual se establece la ecuación. con In el
número de barras que llegan alli y con p un nudo
cualquiera de los que están unidos a aquel (fig. 25).

m

1L~~~o......,J.---------'2 4 Posicidn finol

Fig'ura 25

Los ángulos L son los ángulos de giro de las tan-
gentes en los extremos de las barras. dados a par-
tir de un ángulo de referencia Ln por la expresión:

p

Lnp Ln + ~ da

Como puede verse enseguida por la expresión
dada. aunque el procedimiento no ofrece dificultad
de método ninguna. es sin embargo un poco con-
fuso para su aplicación. debido a las sumacro nes
dobles. etc .• especialmente para el calculista que
no tiene ocasión de aplicar lo corrientemente. co-
mo se comprobó en el cálculo analítico compara-
tivo con el experimental. Es la opinión de johrrson.
Bryan y Turneaure cuando dicen: "Para el novi-
cio el método de Mohr es más ventajoso (que el
de Winkler) a causa del proceso más obvio y más
simple utilizado en la formulación del sistema de
ecuacio nes".

Para el empleo normal el método de Winkler.
pues. puede descartarse. y la elección debe refe-

rirse a los métodos de Cross o de Mohr, que go-
zan de la ventaja de utilizar ecuaciones y concep-
tos perfectamente conocidos y fáciles de recordar.

El método de Mohr utiliza directamente las ecua-
ciones (6.4). en las que desaparece el último tér-
mino función de las fuerzas exteriores aplicadas
a la viga:

III III III

2 lfJn ~ x., + ~ x., lfJp - 3~ Knp Bop = O
1

La simple observación comparativa de esta ecua-
ción con la de Winkler. confirma de inmediato
los conceptos expuestos. La resolución del sistema
se hace por aproximaciones sucesivas. como el de
Winkler. necesitándose en general 5 o 6 ciclos
para obtener una buena aproximación.

En el método de Cross (B. 44) se comienza cal-
culando los momentos de empotramiento ¡,t produ-
cidos por los desplazamientos 0 del eje de la
barra:

¡,t 6 E K 0

MOMENTOS SECUNDARIOS
NUDOS MORR CROSS WIBKLER

1/2 * 254.8 ... 2'5.0 ... 266.0
+ 15'.' ... 1'5.5 ... 155.2

2/4 - 91.5 - 82.5 - 92.2
- 151.3 - 128.5 - 161.5

4/7 + 1553.0 ... 1526.0 ... 1544wO
+ 301O~0 ... 2996.0 ... 2993.0

1/".1 - 273.0 - 235.0 - 265.0- 618.0 - 69°·5 - 606.5

3/5 + 1031.5 .•.1018.0 ... 1030.0
+ 561.5 + 562.5 ... 567.5

5/6 + 621.0 ... 6'8.0 ... 647.0
+ 4030.0 ... 4036.0 ... 4012.0

3/2 - 66.1 - 52.5 - 63.4- 64.1 - 54.0 - 61.4

3/4 - 363.5 - 358.5 - 363.5--- 376.6 - 361.5 - 379.5

5/4 - 1080.0 - 1112.0 - 1063.0
- 1019.0 - 1035.0 - 1006.0

5/1 - 115.7 - 91.5 - 149.3
+ 85.1 ... 97.0 ... 48.2

6/7 O (Momentos en kg.cm) O
O O

- I
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y distribuyendo luego en la forma acostumbrada.
En este método se saltea pues la etapa de cálculo
de ángulos y luego los momentos a partir de estos.
siendo indudablemente el método más simple y
d irecto, pero sin embargo en este tipo de estruc-
tura de malla cerrada. más aún que en la viga
Vjerenrleel, las ventajas del Cross disminuyen de·
bido a que la convergencia no es tan rápida co-
mo en los casos corrientes y se necesita un nú-

me ro de ciclos bastante grande para llegar a la

exactitud conveniente. En los ejemplos tratados.
que se eligieron de características distintas (uno
malla Warren y otro malla Pra tt) y bajo diferen-
tes sistemas de cargas. se pudo observar la nece-
sidad de llegar a 7 u 8 ciclos como mínimo. En
la tabla adjunta se indican las tensiones secunda-
rias de la estructura b) de la figura 24. calculada
en la obra de joh nson, Bryan y Turneaure por
el método de Winkler. cuyos resultados reducidos
a unidades métricas se indican. y calculadas nue-

Á
I "

/ "- -,
/ -,

~_8 ------ __ o - ~,

I
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vamente con Mohr y Cross para estudiar tiempos
y exactitudes.

La concordancia entre Mohr y Winkler es per-
fecta, a pesar de los pequeños errores que se in-
troducen en el pasaje mencionado. y puede apre-
ciarse la exactitud satisfactoria del Cross, especial-
mente para los momentos importantes.

En cuanto al tiempo necesario para efectuar un
cálculo por el método de Cross o por el de Mohr,
con una práctica corriente en cualquiera de los
dos, no parece que haya mucha diferencia entre
ellos, aunque en los ejemplos tratados. para una

misma exactitud de resultados, fué más rápido el
método de Mohr:

Mohr Cross
Estructura a) 235 245 minutos
Estructura b) 185 205
Resumiendo puede establecerse que, para el cál-

culo de las tensiones secundarias no existe actual-
mente un método experimental conveniente. O·e
los métodos analíticos, los de Mohr y Cross son
de fácil y rápida aplicación para cualquier calcu-
lista sin experiencia continuada, siendo ligeramen-
te superior en exactitud y rapidez el método de
Mohr.
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