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1) — Cuando una ciencia ha llegado a un gra-
do tal de desarrollo como para constituir por si
misma una especializacién completa y por lo tan-
to de exigir la total dedicacién de las energias
del que la cultiva, se hace necesario sacarle a los
conocimientos scbre los que se apoya, el caracter
de problemas capaces de desviar la atencién del
fin primordial de la investigacién, para permitir
asi el estudio mas a fondo de los conceptos e
ideas directrices. La técnica de la construccion
ha llegado precisamente a ese punto, debido a
que la complejidad y magnitud de las obras que
se emprenden, significan primero que todo, pro-
blemas dc concepcion y de creacién, pasando los
problemas de calculo a ser una segunda etapa cu-
yas dificultades no deben limitar nunca los princi-
pios directivos; desde el punto de vista de la filo-
sofia de la técnica como la llama CARDELLACH,
se hace necesario metolizar 'y mecanizar el cdlculo
de las estructuras.

Por otra parte, y al mismo tiempo, el problema
econdémico influye en forma cada vez mas intensa
sobre la construccién. Es indispensable pues re-
ducir los elementos componentes hasta donde sea
posible, llevando al maximo el aprovechamiento de
las ventajas que presentan los nuevos materiales y
la especializacién creciente de la mano de obra.
Estos factores exigen pues la utilizaci?n de es-
tructuras con un rendimiento que tienda a la uni-
dad, ya sea gracias a un dimensionado de los de-
talles con una gran exactitud, ya sea empleando
disenos tales de conseguir una reparticién lo mas
uniforme que se pueda entre todos los elementos
que la componen, de manera de favorecer los ele-
mentos mas solicitados por la colaboracién con
los elementos que lo son menos.

(1) Un resumen de este trabajo fué el tema de un cur~
sillo dictado en la Facultad de Ciencias Matematicas
de Rosario (R. Argentina) durante los dias 3, 4 y &
de Agosto de 1938, como iniciacion del intercambio
entre las Facultades de Rosario y Montevideo. Ese
restimen aparecera simultaneamente en la serie de
Conferencias de publicaciones de aquella Facultad.
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INTRODUCCION

Es decir que, desde el punto de vista de la
economia de la construccion el problema que se
presenta actualmente es obtener la homogeneidad y
la continuidad del complejo estructural, en sus deta-
lles y en el conjunto.

La necesidad de satisfacer estas dos aspiracio-
nes ha sido la causa del nacimiento y del rdpido
desarrollo de los métodos de calculo experimenta-
les, qgue, por lo tanto, no constituyen una rama
aislada de la técnica de las estructuras sino que,
v no creo dejarme llevar por un criterio parcial,
debe llegar a constituir un capitulo fundamental

e indispensable de su estudio.

Los ejemplos que apoyan esta afirmacién se pue-
den encontrar en gran nidmero, pero quizas no
pueda presentarse uno tan categdrico, especial-
mente por tratarse de un caso de colaboracién de
todos los métodos experimentales sin excepcion,
como el de la utilizacién de la soldadura autégena
para la construccién de estructuras metalicas. Es,
en efecto, muy facil comprobar, recorriendo las
publicaciones técnicas de estos iltimos afos, la
enorme cantidad de estudios experimentales que
se estin ejecutando sobre las uniones soldadas,
en si mismas, por medio de la fotoelasticidad, las
auscultaciones tensométricas, los modelos plasticos
y los ensayos estaticos y de fatiga, y también so-
bre su influencia en los esquemas estiticos, lleva-
dos a la continuidad, por medio de modelos elas-
ticos y métodos de calculo mecénicos.

Los métodos experimentales de calculo contri-
buirdn por lo tanto a pasar a una nueva etapa de
la utilizacién de las estructuras, en la cual se ha-
bran independizado de todos los procesos anterio-
res que han ido dejando prejuicios y costumbres
adquiridas, acumuladas unas sobre otras: llegare-
mos asi a abandonar el aislamiento resistente y
las discontinuidades de los sistemas rigidos que se
heredaron, a través de la antigua Roma, de las
civilizaciones egipcias y fenicias del segundo ©
tercer milenio antes de Jesucristo, y la complica-
cién y vaguedad de esos bosques de barras de al-
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gunos sistemas triangulados de acero en los que
se reconoce la construccién en madera cuyos prin-
cipios no han variado notablemente desde que se
construyeron las terrazas de Persépolis y las mas
recientes arcadas indias. Nuestros materiales ac-
tuales, acero y hormigén armado, son capaces de
la continuidad fisica y geométrica, y su aptitud
para desprenderse, sin mengua de la economia,
de la linea potencial de las cargas, gracias a su
biresistencia, permiten las realizaciones mas auda-
ces. La teoria yla experiencia lo conseguiran sin
duda alguna.

2) — Antes de dejar este aspecto general del
tema que se trata debo referirme a otra ventaja
de los métodos experimentales, que no por alejar-
se de su aplicacién practica, carece de importan-
cia fundamental, y que es su aplicacién a la ense-
fianza. Los métodos experimentales constituyen el
medio de darle realidad y permitir la visualiza-
ciéon de los fendmenos resistentes; el aspecto fisi-
co de estos se pierde generalmente entre el com-
plicado andamiaje matemaéatico que, aunque nece-
sario, es muchas veces exagerado y llevado al lu-
gar de preferencia.

Como consecuencia la resistencia de materiales,
o la estabilidad de las estructuras, se convierte en
una ciencia abstracta y exacta, una ciencia en la
que no hay discontinuidades ni incertidumbres,
cuando en realidad es una ciencia de aplicacién
que solo tiene valor en cuanto no se separa de la
experiencia y que vive controlada y limitada por
esta.

Aunque no se acepte por completo el conocido
criterio de BOUASSE, indudablemente exagerado,
sobre los peligros de la ensenanza matematica de
las ciencias fisicas, no hay duda que cuando es-
cribe que “la abstraccién, generalizacién, horror
de lo real y del caso particular son las caracteris-

ticas del matematico y las razones de su nefasto

rol cuando se mezcla de profesar las ciencias ex-
perimentales y las matematicas encaradas como un
itil”, pone en evidencia un hecho innegable: la
resolucién de un problema fisico es algo mas que
la solucién de una ecuacién, es ante todo la inter-
pretacién de un fendémeno que tiene existencia
real y que como tal es necesario hacer primero un
estudio de conceptos. Esto es precisamente lo que
se obtiene con el examen viviente de las estructu-
ras que permiten los modelos de estructuras.

3) — Al comienzo de la utilizacién de las es-
tructuras, en que se buscaba simplemente la esta-

bilidad de la obra sin preocuparse en absoluto de
la economia y que las necesidades eran pequefias,
la ciencia de la construccién era completamente
empirica: la ciencia de la construccién se basaba
en la experiencia para la solucién de los proble-
mas nuevos. Era pues el estudio experimental li-
mitado, de acuerdo con los medios, a la obra en
su conjunto, sin anilisis de detalle, y hecho sobre
las mismas obras a emplear. Una misma cons-
trucciéon se rehacia, con modificaciones indicadas
por el ensayo anterior, tantas veces como era ne-
cesario para llegar al fin. Y en esa forma se iban
acumulando /%echos; no se fabricaban teorias, de
manera que el método experimental quedaba limi-
tado estrictamente al conjunto estructural al que
se aplicaba, sin poder sacar de alli conclusiones
generales.

Tal fué el procedimiento que utilizaron los ar-
quitectos de las bévedas y cipulas del Renaci-
miento o los ingenieros de los puentes romanos.

Los principios del método experimental para el
estudio de las estructuras, en el concepto que me-
rece actualmente, puede decirse que aparecieron
simultdneamente con las primeras investigaciones
tebricas sobre la Resistencia de los Sélidos.

Se ha establecido que se debe a GALILEO los
primeros estudios sobre esta ciencia, puesto que
en uno de sus didlogos (1638) discute el proble-
ma de una viga empotrada sometida a flexién, ¥
también, ya entonces, piensa en utilizar modelos
para tales estudios, aungue le corresponde a
NEWTON a fines de ese siglo, el honor de esta-
blecer los principios fundamentales de su apli-

cacion.

Es también en la segunda mitad del siglo XVII
que aparecen los trabajos fundamentales de HOO-
KE y MARIOTTE, y los de BERNOUILLI, EU-
LER, COULOMB y otros en el siglo siguiente,
conjuntamente con las primeras experiencias sobre
dichos temas. Estas, sin embargo, iniciadas por el
fisico sueco WURTIUS (aproximadamente en 1650)
y por el mismo HOOKE en 1680, destinadas a
verificar o investigar las caracteristicas mecanicas
de los materiales, pertenecen mas bien al campo
actual del Ensayo Mecanico de Materiales. En
cambio las experiencias de DUPIN en 1811 sobre
piezas en madera y de DULEAU en 1813 sobre
piezas de hierro sometidas a flexién, parecerian
ser los primeros trabajos experimentales de contiol
de teorias resistentes o de reparticién de tensiones:
se estaria pues dentro del concepto moderno de
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calculo experimental, ya que esas investigaciones
se referian a la existencia de fibras comprimidas
y alargadas (negada por GALILEO y otros), del
eje neutro, de la conservacion plana de las sec-

ciones, etc.
Poco después que NAVIER, en 1821, presenta

sus Memorias sobre las ecuaciones fundamentales
de elasticidad, poniendo asi la piedra fundamental
de la teoria matematica, y que él mismo en 1824,
y DE SAINT - VENANT en 1838 dan solucién a
los primeros casos de estructuras hiperestaticas,
(vigas rectas con empotramientos o sobre varios
apoyos, y estructuras reticuladas superabundantes
respectivamente), se realizan los primeros estudios
experimentales sobre estructuras complejas.

De entre ellas, generalmente constituidas por el
control de puentes, merece destacarse a nuestros
fines las investigaciones realizadas en 1845 por
STEPHENSON para la construccién de los puen-
tes sobre el estrecho de Menai (el célebre puente
Britannia) y sobre el rio Conway. En esa ocasién,
en efecto, se utilizé por vez primera un modelo a
escala reducida de la estructura, que fué, por su
forma y dimensiones, viga de alma llena tubular
con pasaje interior, de 90 y 100 metros de luz,
una obra extraordinaria. Sobre el modelo, cons-
truido con una escala de 1/6, se hicieron sucesi-
vas cargas hasta la rotura, modificando las dispo-
siciones constructivas de acuerdo con los resulta-
dos, y también al final algunas medidas de fle-
chas elasticas. Los medios existentes no permi-
tian adn una verdadera auscultacién de tensiones.

A partir de esta iniciacién no es facil seguir la
historia y la evolucién del estudio experimental
sobre modelos de estructuras, debido a las escasas
referencias de un asunto que,
de enorme interés.

Lo que es indudable es que su utilizacién in-
tensiva para la determinacién de la reparticién de
tensiones, como modelo elastico, no ha podido ha-
cerse con cierta precision hasta la dltima década
del siglo pasado. En efecto; la medida de la de-
formaciéon local de un cuerpo bajo tensiones fué
resuelta, dentro de ciertos limites, mucho tiempo
después que la medida de los desplazamientos, uti-
lizada ya en 1845 como se vi6 recién, debido a
la magnitud de los desplazamientos a medir.

Pertenece al francés DUPUY el primer intento
de resolver dicho problema por medio de un apa-
rato presentado a la exposicién de Viena de 1873,
en el cual la base minima de medida era igual a

sin embargo, seria.

I metro y la amplificacién, obtenida por medio de
palancas, alcanzaba a 20: en esas condiciones pa-
rece que el error maximo estaba entre 1/10 y 1/20
de la lectura correspondiente al trabajo maximo

del material En la figura |1 se reproduce de la

memoria original (B. 3) el plano de este tensé-
metro.
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Fig. 1

A partir de este momento se obtienen sucesivos
perfeccionamientos en los dispositivos de medida
de los desplazamientos, lo que permite, al mismo
tiempo que aumentar la exactitud, disminuir la ba-
se minima de medida, condicién indispensable pa-
ra un estudio detallado. Aparecen asi posterior-
mente el aparato de MANET (aproximadamente
en 1890), que sustituye la aguja de DUPUY por
un sistema de engranajes y consigue llevar la am-
plificacién a 1 x 60, pero manteniendo la base de
I metro; el MANET - RABUT - MANTEL en
1895 (y el de USTERRI muy semejante) en el
cual combinando el engranaje con una segunda
palanca se consigue una amplificacién de 1 x 450,
con lo cual puede utilizar una base de 20 centi-
metros. Es también de esta época el tensémetro

de SCHREDER VAN DER KOLK y VIST con
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una amplificacién de | x 150 pero con la notable
caracteristica de ser registrador
tenian como

Sin embargo todos estos aparatos

defecto comiin el que, debido a sus dispositivos
de aplicacién, la medida se efectuaba entre dos
puntos distantes de la superficie de la pieza en
cambio de hacerlo entre dos puntos de la superficie
misma, lo que significaba un error apreciable en
cuanto existiera una cierta flexion en la pieza. En
1903 MESNAGER construye un aparato que re-
presenta un progreso enorme sobre los anteriores,
puesto que al mismo tiempo que resuelve el pro-
blema recién indicado llevando las puntas del apa-
rato al contacto con el elemento a medir, reduce
la base de medida a 50 milimetros, permitiendo
alin el registro grafico. La amplificacién alcanza-
ba a | x 1100 con una precision maxima de 0.001
mm., pero tenia el inconveniente de su peso y sus
dimensiones relativamente considerables (mas o
menos 10 cm. por 20 cm.)

En la actualidad el progreso alcanzado es enor-
me, tanto por las cualidades de los tensémetros
como por su reducido volimen; de los diversos ti-
pos existentes creo que lo mas perfecto que existe

HUGGENBERGER,

producimos en la figura 2

es el tensémetro de que re-

como comparacion in-

Ademas de este tipo de tensémetros de lectura
directa, existen actualmente otros tipos para lectu-
ra a distancia y que son indispensables para estu-
diar las tensiones en lugares de dificil o imposible
acceso como los puntos del interior de un macizo
de hormigén, basados en la trasmisiéon eléctrica
de fenémenos magnéticos, electrostaticos o acisti-
cos. Su detalle nos llevaria muy

obra de BAES (B. 5) se hace una
detallada de

notaremos el empleo extensivo que se ha hecho

lejos; en la
descripcién
que ahora solo

ellos, de manera

de uno de ellos en la investigacién que efectia la
(B. 6,7)

sistemas rema-

Research Committee”
sobre la continuidad de los
chados. Las caracteristicas de estos tensometros
MAIHAK, que utilizan la propiedad de que

tendida entre

“Steel Structures
real

si se
hace vibrar una cuerda de acero
dos puntos la nota emitida es funcién directa de
(figu-

la tensién que soporta, son las siguientes

ra 3):
—Base de medida: 12 a 15 cm.

—Aproximacién normal (en el acero): 5 a 7 kjcm.?

—Capacidad total (en el acero); 5000 k/cm.%

También hay que hacer mencién de otro tipo
de extensémetro destinado mas bien a la medida

DUPUY. Las caracteristicas

de un modelo corriente de estos aparatos, basados

teresante con el de

en la amplificacion por medio de dos sistemas de
palancas sucesivas y con indicacién directa de una
aguja sobre un cuadrante, son las siguientes:

—Dimensiones: 16.5 x 5.2 x 2.0 cm.
—Anmplificacién: 1 x 1200.
—Base minima: 1.0 cm.

Fig.

<)

de la variacién del espesor de los cuerpos, espe-
cialmente empleados como complemento a los es-
tudios fotoelasticimétricos. A estos pertenece el
latémetro de MESNAGER, que utiliza las*franjas
de interferencia por la separacion de dos cristales
de caras paralelas unidos a los puntos cuyo movi-
miento relativo se desea medir, y el latémetro de
COKER que emplea con el mismo objeto una pa-

lanca amplificadora que trasmite la variacién de
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espesor a un espejo sobre el que incide un haz
luminoso, midiéndose los dzsplazamientos del haz

reflejado sobre una regla graduada.

La precisién de medida de estos aparatos se
aprecia con decir, por ejemplo, que el latémetro
de COKER tiene una amplificacién de 1 x 10 000
y que sobre un ejemplar de 6 mm. de espesor
permite medir un desplazamiento relativo de dos

-puntos igual a 0.000] mm con un error maximo

probable de 1 “/,.

Dentro de la categoria de calculo experimental
que se estd considerando ahora, modelos comple-
‘tamente similares al prototipo bajo la accién de
cargas exteriores, seria imperdonable no indicar una
realizacién muy poco conocida pero de verdadero
valor Mas o menos a fines del siglo pasado o pri-
meros anos del actual, el arquitecto catalan GAUDI,
figura interesantisima de artista y técnico, empled
un método de calculo, o mas propiamente de disefo,
~completamente original, para el estudio estructural
de la Iglesia del Sagrado Corazén en Barcelona y

.otras obras analogas. Los edificios citados tienen

una estructura portante de mamposteria ideada en
un principio muy semejante al del estilo gético,
es decir que en cambio de absorber los empujes
de arcos y bévedas por medio de grandes maci-
zos, los manejaba y Jirigia hacia las fundaciones
gracias a un trazado adecuado del eje longitudinal
de los elementos de soporte, que siguiera la curva
de presiones.

Aprovechando entonces lo que podriamos llamar
la “analogia del poligono funicular”, GAUDI in-
vertia simplemente los signos de los esfuerzos,
cambiando las compresiones por extensiones y las
cargas de gravedad por cargas dirigidas hacia arri-
ba: en esa forma representando en el modelo los
ejes longitudinales de los elementos con hilos, y
aplicAndole a estos cargas semejantes enteramente
a las reales (pero de signo invertido), tomaran los
hilos, la forma del poligono de equilibrio, que a
su vez serd la forma que deberd tener el eje lon-
gitudinal de los elementos. En la figura 4 se re-
produce uno de los modelos construidos por GAU-
DI, que demuestra las concepciones técnicas y
plasticas de dicho arquitecto.

Este procedimiento no es de importancia tan
limitada ni de aplicacién en sistemas en desuso
como podria parecer; en efécto, puede aplicarse a
todo ese nuevo tipo de estructuras superficiales que
dieron actualidad las bévedas delgadas de ZEISS-
DYWIDAG, y que también se han realizado en
laminas delgadas de acero con el nombre de su-
perficies autoportantes, en las cuales se somete el
material Gnicamente a compresién simple en el
primer caso, o a extension simple en el otro. Pa-
ra su utilizacién no habra mas que sustituir en el
modelo los hilos por papeles o telas: es el cambio
del arco por la béveda, del cable suspendido por
el “velarium’.

El desarrollo actual de la Estatica Experimental
con empleo de modelos de grandes dimensiones y
con medida de deformaciones o desplazamientos
que hemos visto hasta ahora, es muy grande. Su
enumeracién y descripcién escapa al alcance
de esta nota en que se ha querido solamente

esbozar el proceso histérico, puesto que el
estudio con este tipo de modelos no ha sido ain
emprendido por el Laboratorio. En la interesante
obra de OBERTI (B. 8) que utilizaré mas adelan-
te muchas veces, se encuentra una descripcién y

bibliografia del asunto muy completa.

4) — La fotoelasticimetria, que puede conside-
rarse una subdivision del método anterior, es, des-
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de el punto de vista practico, de origen muy re-
ciente. Aunque la doble refraccion accidental es
conocida desde hace mas de cien anos, puesto que
BREWSTER realizé las primeras observaciones en
1815 a 1820, recién a fines del siglo pasado fué
utilizado como control de las tensiones en los
cuerpos por WILSON y KERR, y un poco des-
pués, en 1901, por MESNAGER.

Fig.

Pero fué ellmismo MESNAGER el que, algunos
afios mas tarde, en 1913, di6 los medios comple-
tos para su utilizacién técnica, inicidndola magni-
ficamente con un estudio completo de verificacién
de un puente en arco sobre un modelo de vidrio.
A partir de ese momento y mediante los trabajos
tedricos y experimentalesde MESNAGER, COKER
y FILON, esta ciencia tomé un vuelo admirable
permitiendo el estudio mas exacto de las tensio-

‘

nes, que se ha obtenido hasta ahora.

5) — La historia del cdlculo mecdnico por el
método de las distorsiones y las deformaciones es
ain mas corta. Los propédsitos perseguidos con
su creacién han sido, mas que su aplicaciéon a la
investigacidén, al estudio de estructuras excepcio-
nales o de estructuras - tipo, los de disponer de
un método mecanico de calculo de estructuras

normales, adaptable a la rutina del ingeniero pro-
yectista. y presentando por lo tanto como caracte-
risticas :

— Simplicidad de manejo

— Costo relativamente pequeno

— Reduccion casi absoluta de los céalculos nu-

méricos.
El factor determinante, sin duda alguna, fué la

utilizacién dia a dia mas general de las estructu-
ras continuas; como lo vimos en el primer articu-
lo la época actual es la de los sistemas elasticos
con utilizacién de materiales biresistentes. Pero,
al principio, el dGnico material adaptable era el
hierro: los medios de unién eran los pernos de
articulacién o los remaches. Aunque aquellos, es-
pecialmente en Estados Unidos, se traté de apli-
carlos corrientemente como medio de unién de
los elementos de las estructuras trianguladas, para
realizar asi la articulacién tedrica de los esquemas,
poco a poco ha ido desapareciendo debido a una
serie de consideraciones tebricas y practicas que
no hay porque analizar aqui, limitindose su em-
pleo a las articulaciones de apoyo o de enlace de

las diversas partes de la estructura.

Quedd asi como medio de unién de los elemen-
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tos de estructuras elasticas el remachado, medio
eminentemente deformable, aunque solo parcial-
mente elastico, e incapaz por lo tanto de realizar
una verdadera continuidad si no era gracias a
complicaciones técnicas y econdémicas bastante

grandes.

Se hubiera seguido en esas condiciones si no
aparece un nuevo material y sistema constructivo,
también biresistente pero que posee en cambio
como cualidad intrinseca el de la continuidad: el
hormigén armado. Sus posibilidades fueron apa-
reciendo poco a poco a la luz de las investiga-
ciones tedricas y experimentales actuando simulta-
neamente: los técnicos descubrian horizontes im-
previstos para la economia y rigidez de la estruc-
tura en esa continuidad inherente, que no solo in-
sinuaba sino que imponia sus virtudes. Descono-
cerla es no solo antieconémico sino también peli-
groso debido a la trasposicién de los puntos cri-

ticos.

Transportadas asi las estructuras continuas al
plano de las construcciones corrientes, a las cua-
les no es posible dedicarles estudios largos y pro-
fundos de verificacién, se mostraron insuficientes,
desde ese punto de vista, los métodos clasicos,
enormemente exactos, pero largos y pesados. Los
teoremas del trabajo y de las derivadas parciales
se encontraban un poco fuera de lugar, en las
aplicaciones, para el calculo de estructuras porti-
cadas y para el trazado de lineas de influencia.

El esfuerzo de los ingenieros se dedicé enton-
ces a deducir, de esos principios basicos, procedi-
mientos de calculo graficos o analiticos que per-
mitieran, alin a expensas de una pequena reduc-
cion en la exactitud, initil la mayoria de las ve-
ces, realizar un trabajo maéas rapido y menos ex-
puesto a errores. Debido a esa demanda fué que
surgieron los procedimientos de GEHLER, CROSS,
el método de los puntos fijos, el de la elipse de
elasticidad, el de las deformaciones ficticias y
tantos otros con pequehas variaciones de detalle,
que, coino por ejemplo el de la distribucién de
momentos de CROSS y el grafico de la elipse
elastica permitian libertarse de los sistemas de
ecuaciones, siempre incémodos y muchas veces
casi fuera del alcance de la paciencia del calcu-
lista .

El calculo de solicitaciones o trazado de lineas
de influencia en estructuras porticadas y adn en
estructuras mas complejas como los arcos conti-

nuos sobre pilas elasticas, tenian pues sus proce-

dimientos practicos de calculo. Pero nadie podia
eliminar de ellos las posibilidades de error, recién
descubiertos al final del proceso, ni las simplifica-
ciones indispensables no siempre tedricamente jus-
tificadas, ni tampoco el cansancio mental de cual-
quier método analitico ni la rapidez mucho mayor
de los métodos mecénicos.

De esa manera fué que a partir del afio 1910
empezaron a colocarse timidamente las bases de
los métodos mecanicos de calculo, siendo BEGGS,
GOTTSCHALK y COLONNETTI los que, por
una u otra via, dieron las normas fundamentales
tedricas o experimentales, que mvuchos otros hu-
bieron de seguir y que llegaron a poner en su
punto una serie de aparatos y procedimientos ca-
paces de ser utilizados por ingenieros y oficinas
técnicas.

El primer aparato correspondiente a esta cate-
goria parece ser el influencidgrafo de COLONNE-
TTI (1914), destinado al trazado de lineas de in-
fluencia de vigas continuas de seccién constante
dnicamente, como materializacién del segundo
principio de reciprocidad que habia demostrado
teéricamente. Casi simultdneamente, alld por 1916,
BEGGS comenzaba a aplicar el mismo principio
con modelos de varillas primero e inmediatamente
con modelos de celuloide o cartén sometidos a
deformaciones microscépicas.

En 1922 GOTT3CHALK presenta en Buenos
Aires el Continostat, (B. 9) también para lineas de
influencia de vigas continuas, pero en una publi-
cacién de 1923 (B. 10) ya queda resuelto el tra-
zado para estructuras porticadas, aunque simples,
y el calculo de momentos flectores por el método
de las tangentes. Es a GOTTSCHALK, segin lo
hacen notar CAROT y RIECKHOF (B. 11), a
quien se debe el empleo intensivo de las defor-
maciones macroscopicas, que COLONNETTI solo
habia intentado enlas vigas continuas, y que permi-
ten la medida de las ordenadas de influencia con
el doble decimetro simplemente, asi como también
ha sido el primero que discutié en sus publica-
ciones las probables causas de error y su magni-
tud y correccion.

Derivado precisamente del Continostat y muy
perfeccionado, permitiendo un empleo mas amplio,
aparece el Nupubest de RIECKHOF en 1925 o
1927 aproximadamente.

Los otros aparatos o disposiciones utilizadas ac-
tualmente con mayor o menor amplitud, son ge-

neralmente perfeccionamientos de esos, como su-
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cede con el Microinfluenciémetro de MAGNEL, o,
por el contrario, para facilitar la ejecuciéon de los
modelos, dedicandolo entonces, debido a su me-
nor exactitud, a control de céalculos como en el
método de KANN (1930).

6)—Como pudo apreciarse a través de este es-
quema histérico, el calculo experimental de estruc-

turas ha alcanzado ya su pleno desarrollo; tanto

la teoria correspondiente como los elementos dis-’

ponibles permiten encarar con plena seguridad de
éxito los mas complicados problemas. Desde la
fotoelasticimetria, que representa la diseccién del
estado de tensiones de una chapa llevado al mas
alto grado de precisién en cuanto a su poder se-
parador y a la exactitud de sus medidas, hasta el
estudio de modelos por medio de tensémetros de
precisién, pasando por los influencidgrafos y siste-
mas derivados, tales métodos han tenido aplica-
cién en infinidad de circunstancias a trabajos de
investigacion o de indole practica, mereciendo ca-
da vez mas la confianza de los técnicos.

Pero es necesaria una aclaracién destinada a
colocar en su verdadero plano al tema que estoy
tratando. Y es la siguiente: No hay que ver en la
estatica experimental un sustituto a la teoria, ni

un medio de limitar el estudio tedrico de los fe-
némenos resistentes. Los resultados de los méto-
dos experimentales, como los de los ensayos me-
canicos en general, solo pueden dar todo lo que
en si mismos significan gracias a un profundo co-
nocimiento de la teoria de la elasticidad y de la
resistencia de materiales. En el establecimiento de
las condiciones de experiencia primero y en la
interpretacion de los resultados después, se nece-
sitan los conocimientos tedricos en forma primor-
dial, y también solamente la teoria puede dar el
criterio a seguir para pasar de los modelos a la
realizacién de las estructuras y para tener wuna
idea sobre la aproximacién mantenida durante esa
trasposicion.

Al terminar creo oportuno, para apoyarme en
una autoridad, reproducir las siguientes palabras
del prof. BAES:

Ha pasado la época en que el constructor de
obras de arte, de edificios, de maquinas podia
satisfacerse con una educacién de simple prac-

Y no ha llegado, ni llegara jamas, la época en

«
«
«
« tico.
«
« la cual el constructor pueda satisfacerse con una
«

educacion de ciencia pura®.

CAPITULO II - CLASIFICACION. GENERALIDADES

7) — Como el titulo lo indica no se tendran en
cuenta las fuerzas dindmicas sino solamente las
cargas aplicadas lentamente, dejando de lado cho-
ques, vibraciones, etc. Es de hacer notar sin em-
bargo que esta limitacion no afecta en nada el
calculo de estructuras, puesto que cuando existen
tales solicitaciones, como en los puentes, su efec-
to puede tomarse en cuenta eomo se hace en el
calculo analitico, por medio de un coeficiente de
aumento de la carga estatica.

El problema general a considerar comprende
dos campos perfectamente distintos y de impor-
tancia semejante, que corresponden respectivamen-
te al estudio de detalles constructivos y al de los
esquemas estdticos.

El primero pertenece al dominio de la reparti-
ticién de las tensiones dentro de cada seccién y a
las caracteristicas fisicas de los materiales; el se-
gundo se refiere a la determinacion de las solici-
taciones en las diversas secciones. El primero uti-
liza la teoria de la elasticidad, Ia resistencia de
materiales y la fisica; el segundo necesita de la

resistencia de ‘materiales y de la estabilidad de las
construcciones.

Los métodos experimentales que actualmente
son utilizados para el cilculo de estructuras se
refieren casi undnimemente a solicitaciones com-
prendidas dentro del periodo elastico de los ma-
teriales, puesto que es dentro de ese periodo que
se adinite que estdn comprendidas las tensiones
de trabajo efectivas. La utilizacién de las ventajas
que puedan ofrecer los materiales dictiles cuando
se les hace trabajar en el periodo de plasticidad
no puede considerarse sino como un problema
que recién comienza a considerarse y que aidn no
es posible tenerlo en cuenta para la practica a
pesar de los numerosos e interesantisimos trabajos
de ENGESSER, KIST, BLEICH, MAIER-LEIBNITR

y otros.

Ademas es a las tensiones elasticau que se apli-
can la teoria de las escuelas y la mayor parte de
los métodos experimentales; la auscultacién con
tensometros puede ser de utilidad en estructuras
trabajando plasticamente, pero desde el punto de
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vista cualitativo. El estudio de la similitud (utiliza-
cién de modelos a distinta escala que el prototipo)
v los' métodos de observacién, tensémetros, defor-
madores o dispositivos fotoelasticimétricos, se apo-
yan exclusivamente en las hipétesis basicas de la
teoria de la elasticidad: elasticidad de las defor-
maciones y proporcionalidad entre estas y las ten-
siones. Luego pues la experiencia llevada a la
ruptura no puede dar, con excepcién de tratarse
de un exacto duplicado de la estructura a utilizar,
sino indicaciones cualitativas, con excepcién de
los materiales netamente rigidos en que existe
practicamente coincidencia entre el limite elastico
y la carga de rotura, es decir que no se aplica a
las estructuras en hierro ni en hormigén armado.

Se ha utilizado en cambio este procedimiento
en Estados Unidos como medio sencillo y de poco
costo para estudiar experimentalmente algunos
problemas simples de resistencia de materiales por
medio de ejemplares en yeso, y cuando no se ne-
cesitan sino resultados muy  poco

(ver B. 12).

8) — Dejando de lado esta excepcion de peque-

aproximados

nisima importancia, se puede establecer que el
calculo experimental de estructuras utiliza tnica-
mente modelos eldsticos.

A estos se les puede hacer una cémoda distin-
cién en dos categoiias, que siguiendo a C.C. GUI-

DI podremos llamar (B 12):

1) — Método de las cargas
a) — Con medida de deformaciones
b) -— Con medida de tensiones
i1) — Método de las deformaciones
a) — Debidas a desplazamientos
b) — Debidas a distorsiones.

seglin que la causa sea respectivamente, fuerzas
exteriores de magnitud conocida, o desplazamien-
tos o distorsiones determinadas, pero sin necesidad
de conocer la magnitud de la fuerza que las pro-
duce.

El caso elastico general,—cuerpos de forma y
disposicién arbitraria, estado elastico a tres di-
mensiones,—es posible encararlo por ahora iinica-
mente con el método de las cargas con medida
de las deformaciones, ya que la utilizacién de la
medida directa de tensiones en este método, por
medio de instalaciones fotoelasticas no ha pasado
ain, considerando el punto de vista practico, de
los sistemas elasticos a dos dimensiones

Por lo tanto en el caso general la resolucién se

obtiene, expresado brevemente, construyendo un

modelo con la base de una similitud elastica ri-
gurosa, sobre el cual se aplican cargas semejantes,
en posiciéon y magnitud, a las que soporta el pro-

totipo; — ademas es general, aunque no necesario,
utilizar el mismo material en el modelo y en el

prototipo.

El procedimiento deanalisis consiste en obtener
en el modelo las caracteristicas geométricas del
estado de tensiones, es decir las deformaciones
lineales y angulares en todos los puntos necesa-
rios por medio de extensémetros y en general me-
didores de desplazamientos: de inmediato se ha-
llan las deformaciones principales y a partir de
ellas las tensiones principales. Todo esto, claro
esta, teniendo en cuenta los factores de reduccién
dados por las escalas.

Puede observarse de inmediato que para conse-
guir los objetivos antedichos con exactitud, el mo-
delo debe ser generalmente de grandes dimensio-
nes y por lo tanto de ejecucién dificil y costo ele-
vado; — se trata pues de un método de laborato-
rio exclusivamente. Su aplicacién es muy corriente
en las obras de magnitud excepcional y en espe-
cial, como sucede con frecuencia en estos casos,
cuando los métodos de calculo analiticos no pue-
den tener en cuenta en toda su amplitud la com-
plejidad del problema: se ha empleado en grandes
presas, en puentes suspendidos, etc.

También pertenece a esta categoria el estudio
experimental de detalles constructivos que se re-
sisten por su indole misma a toda reduccién de
escala o simplificacién, como por ejemplo, el estu-
dio de las uniones remachadas de vigas y colum-
nas que, con vistas a utilizar su continuidad par-
cial, efectiia el ‘“‘Steel Structures Research Com-
mittee”’ en Inglaterra.

En el laboratorio de estitica experimental se ha
encarado ya utilizacién de este método para algu-
nos trabajos en via de ejecuciéon, proveyéndose
actualmente de los elementos necesarios, pero ain
no se tiene absolutamente ninguna experiencia al
respecto; — por esta causa no se detallard mas el
procedimiento, aunque si aprovecharé para estable-
cer la teoria de las escalas para este caso mas
general, del que las otras aplicaciones son casos
particulares.

9) — Siguiendo en orden decreciente de gene-
ralidad se tomara ahora en cuenta a las estructu-
ras planas, es decir estructuras asimilables a cha-
pas planas limitadas por superficies paralelas al

plano de las fuerzas exteriores, pero de contorno
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completamente arbitrario. Adn aqui es necesaria
la utilizacién del m3todo de las cargas con mode-
los rigurosamente semejantes, pero ademas de la
utilizacién de las deformaciones como en el caso
anterior, se puede disponer ahora con toda su am-
plitud de la fotoelasticimetria siempre que se trate

de un estado doble como sucede generalmente.

Aqui es donde la fotoelasticimstria ha recibido
sus mas extensas aplicaciones, debido no solo a
su mayor exactitud en las observaciones sino tam-
bién porque permite la observacién individual de
regiones cuyas dimensiones son tan pequenas que
pueden asimilarse practicamente al punto geomé-
trico. (Aunque el poder ‘“separador’ varia algo
segin el material utilizado y segiin el procedimien-
to de medida, podria establecerse que las dimen-
siones de la menor regién que puede individuali-
zarse es deldrden del cuarto de milimetro, mientras
que el tensémetro mas perfeccionado, uno de los
modelos de HUGGENBERGER, tiene como base

minima de medida una longitud de 10 mm.)

Naturalmente que no se entrara a detallar este
procedimiento ni sus propiedades porque la foto-
elasticimetria es un tema vastisimo y complejo,
aunque indicaré las particularidades de la teoria
de modelos para su caso porque es un tipo de
investigaciones a realizar en el laboratorio y tam-
bién una breve resena sobre sus posibilidades en
el disenio de estructuras.

10) — Finalmente corresponde tratar el estudio
experimental de estructuras compuestas por ele-
mentos prismaticos o barras (estructuras a fibra
media) planas y, salvo artificios especiales, conte-
nidos todos en el mismo plano que las fuerzas
exteriores. Se trata por lo tanto de las estructuras
que caen en el dominio corriente de la Resisten-
cia de Materiales y de la Estabilidad de las cons-
“trucciones. Aceptadas las hipétesis simplificadoras
de estas ciencias como que responden a los he-
chos que se encuentran en la construccién de es-
tructuras, se puede poner como caracteristicas prin-
cipales de los métodos experimentales de calculo
que se ocupan de ellas.

1. — Obtencién exclusives de las caracteristicas
de solicitacién para las diversas secciones trans-
versales de las barras, pero no de la distribucién
real de tensiones, las que se calcularAn con los
métodos aproximados de la resistencia de mate-
riales;

i1. — Dimensionado del modelo teniendo en

cuenta en forma rigurosa (tedricamente por lo me-

nos), Gnicamente la principal solicitacién a que
estd sometido cada elemento, generalmente flexién
o esfuerzo normal. (1)

iii. — Costo relativamente pequeno y facilidad
de manejo; por lo tanto utilizacién posible tanto
en el laboratorio de investigacidon como en ofici-
nas técnicas.

iv. — Similitud de modelo y prototipo mas res-
tringida y por lo tanto exactitud intrinseca menor
que en los métodos anteriores.

Para este tipo de estructuras se han utilizado
métodos experimentales pertenecientes a todas las
categorias mencionadas pero con frecuencia muy
diferente desde luego. El método de las cargas
con medidas de deformaciones por medio de ten-
sometros pareceria que en realidad no presenta
ventajas en estos casos sobre los otros procedi-
mientos mas simples y, en efecto, se le ha em-
pleado muy poco; en realidad solo he visto la re-
ferencia de un estudio (B 8) de RITTER sobre

un modelo de viga triangulada.

La fotoelasticimetria en cambio presenta mas
oportunidad de realizaciones porque puede dar
con facilidad no solamente las solicitaciones en
las regiones normales de los elementos sino tam-
bién las perturbaciones producidas en los nudos
de las estructuras, puntos singulares de enorme
importancia en ciertos casos especiales como en
las vigas Vierendeel, para cuyo asunto BAES ha
hecho un estudio detallado. No debe olvidarse,
vuelvo a repetirlo, que la primera aplicacién prac-
tica de la fotoelasticimetria que se debe a MES-
NAGER fué precisamente sobre un problema de
este tipo.

Pero hasta ahora se trata siempre de procedi-
mientos de laboratorio. Mas posibilidades puede
tener un método (B. 14) cuya idea original se de-
be a WILSON y MANEY de la Universidad de
Illinois, pero perfeccionado por BAKER, aplicable
a las estructuras a fibra media formada por ele-

mentos de eje rectilineo y seccién constante. El

(1) Hay circunstancias en que la solicitacién a tomar
en cuenta varia segun que se considere el elemento
en simismo o respecto a la estructura total: —en el
modelo del puente Sn. Francisco — Oakland estudia~
do por BEGGS, R. DAVIS y H. DAVIS (B. 13) la
viga de rigidez es de fipo friangulado, pero para el
modelo, y en lo que se refiere a la reparticiéon de
las cargas entre ella y el cable, no interesaban los
esfuerzos en las barras sino su flexibilidad relativa,
por lo cual se la sustituyd, para la experiencia, por
una viga llena de igual rigidez flexional.
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modelo es realizado en idéntica forma que los
modelos de BEGGS sobre una chapa de celuloide
o de bronce, con el plano de esta coincidiendo
con el plano de las cargas, y se le somete a fuer-
zas de magnitud conocida por medio de balanzas
de resorte, midiéndose los angulos de giro de nu-
dos y barras, fig. 5, deduciéndose los momentos
de apoyo como en el método de KANN.

No sucede lo mismo con el método de las de-
formaciones, que pertenece integramente a la ca-
tegoria de la experiencia corriente, y sobre la cual
nos extenderemos un poco mas puesto que es en
tal dominio que se han realizado las experiencias

de que voy a dar cuenta en esta exposicién.

Fig. d

En cualquiera de las dos subdivisiones el pro-
ceso sintetizado es el siguiente: Se construye un
modelo de la estructura por medio de la unién de
una serie de barras que representan los elementos
del prototipo en una escala de longitudes siempre
exacta pero con una similitud de seccién trans-
versal cuya exactitud varia enormemente de un
método o aparato a otro. Luego se produce, o
bien un desplazamiento en el punto de aplicacién
de una fuerza determinada representando, a una
escala que no interesa, la flecha que presenta la
estructura bajo la carga exterior, y se obtiene en-
tonces el diagrama de momentos flectores de la es-
tructura bajo esa carga, o bien se introduce una
distorsion por medio de una cortadura del modelo

a cuyas caras se hace sufrir determinados despla-

zamientos relativos y se obtiene la linea de influen-
cia correspondiente a esa secciéon, de la solicita-
cién que produce el desplazamiento relativo. En
ambos casos el resultado se obtiene por la medi-
da de desplazamientos, relativos o absolutos, de di-
versos puntos del eje longitudinal de las piezas
del modelo.

En principio puede utilizarse este sistema expe-
rimental en estructuras trianguladas, elementos so- |
metidos a esfuerzos normales, y en estructuras de
nudos rigidos, con elementos sometidos a esfuer-
zos de flexién. Para las primeras no existe actual-
mente ningidn sistema experimental (con excep-

ci6n de un procedimiento por analogia eléctrica

de BUSH, (B. 15) cuya aplicacién practica no co-
nozco) de resolucién de estructuras hisperestaticas
que es en las que habria verdadero interés;—pa-
ra estructuras isostaticas no es dificil imaginar in-
fluencidémetros, pero es el caso precisamente de
un trazado analitico simple al extremo.

Para estructuras sometidas a flexién puede ha-
cerse una clasificacion de acuerdo con la magni-
tud absoluta de los desplazamientos provocados:

i— Con desplazamientos microscopicos
11 — Con desplazamientos macroscépicos

En la categoria i) los desplazamientos experi-
mentados por el modelo se hacen de la menor
magnitud posible para mantenerse practicamente
dentro de las hipotesis fundamentales sobre su
magnitud: que la deformacién del cuerpo sea tan



pequena que no modifique las dimensiones en ma-
nera apreciable, o sea que la forma, longitudes y
dimensiones transversales, del cuerpo antes y des-
pués de la deformacion, sea la misma. Debido a
esa cirzunstancia los desplazamientos deben me-
dirse por medio de microscopios, con lo cual es
posible emplear despluz imientos mdximos normales
de los puntos del eje, generalmente del 6rden de
I o 2 milimetros, pudiéndose apreciar corriente-
mente hasta 0.01 milimetros, dentro de modelos
que por razones practicas constaran de elementos
cuyas dimensiones longitudinales son del 6rden
del decimetro.

Para la categoria ii) se ha tratado de dejar de
lado esta limitacion que, sin duda alguna, encare-
ce y complica la utilizacién de los métodos expe-
rimentales, y con una extrapolacién contraria com-
pletamente a las teorias de la estatica, susceptible
dnicamente de una justificacién practica, obtenida
con hechos, se ha ido al empleo de desplazamien-
tos medibles a simple vista, con doble dscimetro
o sobre papel milimetrado.

l.os desplazamientos maximos normales son del
6rden de | decimetro y sobre observaciones en
que practicamente puede obtenerse una apreciacién
de | a 2 mm. Las dimensiones longitudinales de
los elementos son aproximadamente las mismas
gue en los tipos anteriores, un poco mayores qui-
zas serad conveniente: aunque légicamente con os-

cilaciones muy amplias, podria decirse que varian

entre 20 o 30 cm. a 70 u 80 cm.

Como consecuencia los desplazamientos son del
mismo 6rden que las dimensiones longitudinales
de los elementos, de donde alteracién bastante
grande de la forma geométrica del modelo y cam-
bio apreciable en la posicién relativa de las fuer-
zas. Sobre un caso asi la teoria dice forzosamente
que los resultados no son exactos, pero en la prac-
tica no puede utilizarse una definicién tan categé-
rica. En la practica sélo hay resultados con un
error mayor o menor y se necesita saber, tnica y
exclusivamente, si el error del método utilizado,
analitico o experimental, esta dentro de lo corrien-
te o, mejor expresado, si estd de acuerdo con la
aproximacién obtenida en los datos del problema:
las caracteristicas propias de la estructura (propie-
dades de los materiales empleados, dependencia
mutua entre los diversos elementos, etc.) y las cir-
cunstancias exteriores (calidad y condicién de fun-
daciones, sobrecargas posibles, etc.)

Estas circunstancias unidas a la consideracién

de la importancia de la obra, en lo referente a su
aspecto economico, llevan a establecer la posibili-
dad de utilizar coeficientes de seguridad mas o
menos reducidos para conducir las secciones re-
sistentes a un minimo y por lo tanto a exigir una
exactitud creciente en el cidlculo. Cada caso par-
ticular dird pues si se puede o no facilitar los
calculos por medio de una reducciéon en la exac-
titud de los resultados.

Para permitir esos desplazamientos tan grandes
sin someter al material del modelo a deformacio-
nes permanentes durante la experiencia y sin ne-
cesidad de aplicar fuerzas apreciables, es indis-
pensable utilizar, para la representacion de las ba-
rras, elementos que presenten muy pequefia rigi-
dez transversal, para lo que se ha elegido gene-
ralmente laminas de seccién rectangular de muy
pequefio espesor, alrededor de | mm., y de 1 cm.
mas o menos de ancho, colocadas normalmente al
plano de la estructura, en material que puede ser
carton, celuloide o acero.

Estos modelos constituyen, segin la feliz defi-
nicion de KANN. los modelos en elevacién, por
oposicién a los modelos a utilizar con deformacio-
nes microscopicas que permiten una rigidez apre-
ciable y que se cortan en una chapa del material
adecuado con la altura de la seccién descansando
en ese plano, constituyendo los modelos planos.

El material utilizado es celuloide, cartén o cobre.

Inmediatamente se deduce que, mientras que a
los modelos planos se les puede dar sin compli-
cacion alguna una seccién variable, equivalente en
todos los puntos a la seccién transversal del pro-
totipo, en los modelos en elevacién la forma prac-
tica de hacerlo es por superposicién de laminas,
es decir que, ademas que esto significa bastante
complicacién, el momento de inercia variard segin
un pequenio nimero de saltos en cambio de ha-

" cerlo continuamente. Ademas la ejecucién de ba-

rras de eje curvo necesita, en los modelos en ele-
vacion, hacerle sufrir a estas una deformacion per-
manente en forma que sigan, con una exactitud
no muy grande, el eje tedrico, para lo que es ne-
cesario utilizar barras de acero especial, capaces
de deformacién plastica. i

En este caso ni el celuloide ni el cartén (en
elevaciéon) pueden utilizarse, lo que limita a ba-
rras rectilineas la utilizacién del método de KANN.

A la primera categoria, observaciones microscé-
picas, pertenecen el influenciémetro de BEGGS ¥

el de MAGNEL, destinados al trazado de lineas
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de influencia por aplicacién del segundo principio
de reciprocidad; — y también el método de traza-
do de diagramas de momentos flectores de BAKER.

A la segunda los influencidmetros de COLON-
NETTI, GOTTSCHALK, RIECKHOF y KANN,
y los métodos de trazado de diagramas de GOTTS-
CHALK (métodos de las tangentes en los apoyos),

PARTE T1 -

TEORIA DE LOS

de RIECKHOF (método de los puntos de momen-
to nulo) y de KANN (método de los &angulos de
giro de nudos y barras).

Las caracteristicas de cada uno de estos méto-
dos y sus condiciones de utilizacién asi como su
exactitud probable, es lo que se vera en la iltima
parte de esta nota

MODEILOS

CAPITULO III - CASO DE UN CUERPO DE FORMA CUALQUIERA

11) —La teoria de los modelos es el conjunto
de normas que ‘establecen los factores de reduc-
cidén y relaciones que deben cumplir las caracte-
risticas fisicas y geométricas del modelo y del
prototipo y las fuerzas aplicadas (o distorsiones),
para que puedan transportarse de una a otra es-
tructura las caracteristicas del estado elastico: ten-
siones y deformaciones.

Los factores que deben tenerse en cuenta para

este objeto son:

— EIl material.
— La escala geométrica.
— Las fuerzas aplicadas.

Estos factores estan ligados por una serie de
relaciones que permiten establecer algunos de ellos
en forma arbitraria y deducir los restantes; — la
categoria a la cual pertenecera cada uno, depende
del tipo particular de la estructura y del procedi-
miento que se utilice para su estudio.

Para que sea posible el objeto enunciado se de-
be establecer que: “En puntos similarmente colo-
cados en el modelo y en el prototipo, las tensio-
nes o deformaciones provocadas por fuerzas simi-
lares, deben ser proporcionales entre si con un
cierto factor constante para toda la estructura’.

12) — A este respecto el problema que hay que
resolver y que surge de inmediato a toda persona
que entra a considerar el estudio experimental con
modelos, es: ¢Que influencia tiene el material, de-
bido a sus diferentes caracteristicas mecanicas, so-
bre la distribucién de las tensiones en un cuerpo
determinado? No puede establecerse a priori en
efecto, que en un sistema solido determinado so-
metido a fuerzas invariables, el sistema de tensio-

nes producido sea el mismo cualquiera que sea el
material de que estd construido, aunque las for-
mas y dimensiones sean exactamente las mismas.
La mayor parte de las veces es indispensable uti-
lizar diferentes materiales en el modelo y en el
prototipo, debido a que el procedimiento puede
ser capaz de aplicacién con una categoria deter-
minada de materiales solamente como en la foto-
elasticimetria, o simplemente por razones de costo
v facilidad de construccién

La mas vasta aplicacién de los modelos de es-
tructuras, en la ingenieria civil, se presenta para

cuerpos con solicitacién plana y, en el cdlculo me-
cdnico, para estructuras de barras, pero de cual-

quier manera, y aunque no fuera mas que por
las excepciones, es conveniente encarar el estudio
de los modelos en caso elastico general.

El problema elastico a tres dimensiones queda
determinado en el caso general, de solicitacién
estatica por los siguientes grupos de ecuaciones

(B. 16):

a) — ecuaciones indefinidus:

m 62(Rx+Ry+Rz)

2
AFRe m 1 ox? =
9 m aE(RX+Ry+RZ)_
a2 x R+ Z
ARt PR R B
m 1 oz
en funcién de las tensiones, o también:
2 i, (00 e e
Alu m—2 0x s i
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cuando aparecen los fdesplazamientos #, v, w se-
gin los ejes cordenados, y si se indica con @ la

dilatacién cibica.

b) — Ecuaciones en los limites:

., Rx + ﬁSz + )/Sy — Px
a. Sz + [gRy _*_ Y.Sx — (Py (3.3)
a, Sy “I— B.Sx + YR/ = @y

para las tensiones, o mejor dicho en funcién de

las tensiones, y

a
s dd—u *)Lcﬂ(aa; _5)_1—
+ G. 7y %+% — @x
J 0}
Gl + ) hieh(F b s

+er (24T =w 64

cuando las condiciones en los limites se imponen

por los desplazamientos.

Estas condiciones representan precisamente las
condiciones o circunstancias exteriores al cuerpo
mismo que se considera ¥y gue en uno u otro ca-

so (ecuaciones 33 o 3.4), pueden ser

i) — Fuerzas de magnitud conocida y arbitraria,

en cuyo caso la dnica condicion en el equilibrio

entre las fuerzas aplicadas y las tensiones del
triedro elemental en ese punto.

i1) — Vinculos que obligan a determinadas de-
formaciones de los puntos del cuerpo que le per-
tenecen y que generan fuerzas y tensiones funcio-
nes de ellas.

Los cuerpos del primer tipo, condiciones en el
contorno que dependen de las fuerzas aplicadas
dnicamente, son los cuerpos con conexién simple,
o sea los sistemas estiticamente determinados de la
resistencia de materiales: los vinculos exteriores
existen solamente en nimero necesario y suficien-
te para impedir todo desplazamiento rigido de
dicho sistema, y las discontinuidades internas son
tales que cuando el cuerpo se corta seglin una
seccidén transversal cualquiera, los dos trozos son
capaces de desplazamientos rigidos.

Cuando las condiciones en el contorno exigen
determinados desp]azamientos, se trata en cambio,
de los cuerpos con conexién mitltiple, dentro
de cuya categoria estin incluidas las estructuras
internamente o externamente hiperestdticas. En otras
palabras, se puede establecer que un cuerpo tiene
conexién simple cuando es tal que, ‘‘trazado un
circuito cerrado, dentro del cuerpo, en forma ar-
bitraria, este puede reducirse por deformacién
gradual hasta encerrar un area nula, sin que nin-
glin trozo de dicho circuito salga de los contor-

nos que limitan el cuerpo interior o exteriormen-

(B 17)

13) — Si ahora observamos las ecuaciones ante-
riores, se deduce que en el caso de cuerpos con
conexién simple (ecuaciones 3.1 y 3.3), el régi-
men de tensiones depende del médulo de Poisson
m, pero es independiente 2el médulo de elastici-
dad longitudinal £ o transversal G. Esta conclu-
sion es muy importante porque ademas de que
su valor varia enormemente de un cuerpo a otro,
permite utilizar, para fabricar los modelos, mate-
riales mucho méas deformables que lcs reales y
mas faciles de trabajar.

Por otra parte, puede establecerse que atn la

En la

tabla adjunta se reproducen los valores de mw y

influencia de /n desaparece practicamente.

derivados, para los materiales que interesan direc-
tamente por su empleo en las estructuras reales o
en los modelos, ademas de las constantes meca-
nicas mas importantes (B. 8, 12, 17 y 18):
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Material ok kg/em? | os kg/cm? E kg/cm? m ;:?——l
Celuloide (1) 400 — 500 100 20000 2.40 0.71
Bakelita 300 — 400 150 37000 3.00 0.75
Vidrio 150 (Ext.) 600000 400 0.80

=500 (Compr.) |

Yeso 25 60000 7 00 0.87
Cemento 6000 7.00 0.87
Hormigén 0.14/0.20x 105 | ~ 8.00 ~ .90
Acero Estructural 2.10 x 10¢ 3.40 0.77

Fe m
Se deduce en efecto que la variacién de ——,
m-1

parametro a través del cual influye m, es muy
pequena para todos estos cuerpos, generalmente
entre 0.75 y 0.85, o sea aproximadamente en un

10 °/..

Pero en los cuerpos con conexién miiltiple, la
influencia de los desplazamientos hace que el es-

tado elastico dependa de m y de G ( — E m

2 m+1/’

o sea de m y de E.

Sera pues este un caso muy complejo en el que
debera procederse con mucho cuidado.

14) — Los desplazamientos elasticos del caso
general dependen, para cualquier tipo de condi-
ciones en el contorno, de las dos constantes m y
G como puede verse en las ecuaciones (3.2) y

(3.3) o (3.4) que rigen esta solucién.

Sin embargo en el caso que puedan despreciar-
se las fuerzas de masa, las ecuaciones (3.2) y (3.4)
quedan reducidos a los tipos

;2e (e e (5 5 ¢

X

dw X

Jd u
+Y(0—z+ oxt:T G

(1) Guidi (B. 12) indica valores mas alfos: 6s = 300 —
— 400 kg/em® E = 2500 kg/em? 0, = 2500 kg/cm?

de donde, si el valor de # en los dos materiales
no es muy diferente, se podrd obtener los mismos
desplazamientos con modelo y prototipo si las fuer-
zas exteriores se reducen en la misma relacién

que los médulos tangenciales.

15) — Elasticidad plana. — Mas interesa desde
nuestro punto de vista, el estudio de cuerpos en
elasticidad plana, constituido practicamente por
una ‘‘chapa” limitada por dos planos paralelos al
plano medio o “plano de deformacién” en cuya
direccion se aplica la solicitacién exterior; — ex-
cluyendo los casos de inestabilidad elastica, ese
plano medio sera por lo tanto un plano de sime-
tria cuyos puntos se desplazan en el mismo plano.

Dentro de la elasticidad plana pueden distin-
guirse dos casos diferentes segiin que estado pla-
no sea el de los desplazamientos o el de las ten-

siones.
a) — Deformacién plana.

Admitimos que los desplazamientos son parale-
los a ese plano medio en todos los puntos del

cuerpo y que ademas son iguales en todos los
planos paralelos a ese, por cuya razén los esfuer-
zos seran independientes de Z. Sin embargo se
se vera enseguida que la hipdtesis w=—0 exige
que en general R, sea diferente de cero, es decir
que este tipo de régimen de deformaciones exige
obre sobre el

Es el

caso de un cuerpo practicamente ‘“‘muy extendido™

la presencia de algin medio que
cuerpo considerado en sus caras laterales.
en la direccién Z solicitado por fuerzas situadas
en el plano x y y estudiado en su parte media.
De acuerdo con lo expuesto si sustituimos' el
valor de la deformacién segin Z tomado de la

expresion
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en la primera ecuacién (3.1) obtenemos:

92 x
ARy + ._.(R_j_&) 0
ax
2 b ; -
e igualmente /ARy + LR{;yﬁ—y—) =0 (3:5)
a2 Ly ey
pom o PREED)
z

Por lo tanto si las ecuaciones en los limites son
del tipo (3.3), cuerpos con conexién simple, las
tensiones son independiente de todo coeficiente
de elasticidad.

Las tensiones seran ademas

2G

Ry = 6+ 2Ga,

5 1

Rywids B L 2k (3.6)

3
.

N
o

Re. — ——. @&

3
N

es decir que solo se tendra R, — 0 si
Ol =05 a0

16) — Tensiones planas generalizadas.

Este tipo de régimen elastico que es indudable-
mente el que mas interesa desde el punto de vis-
ta de la fotoelasticidad o de los modelos de es-
tructuras planas, supone una chapa de espesor in-
finitamente pequefio, limitada por dos planos
paralelos completamente libre de fuerzas y una
tensién R, = 0; analogamente al caso anterior
podemos suponer que las tensiones son indepen-
dientes de Z (1)

En esta forma tenemos de las dos primeras
ecuaciones de (3.1)

m 62(Rx+Ry):

2
LRt oy = 0
m 62 ( Rx "{— R ')
2R Y/ —
A y+ m—+1 dy? E
(1) — Coker demuestra la posibilidad de este tipo de

solicitacion estudiando una solucién particular y
mosirando que no es incompatible con las ecuacios
nes fundamentales. Ver B. 19, p. 131.

de donde sumando e indicando con

Ll 62 82
ATl = AE 5 tenemos ya que
aBs oy 0.
9z 0z
Alg (Rx + Ry ) = (3-7}
y de las ecuaciones de equilibrio
9% Rx ARy,
e e 0 (3.8)

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) junto con las ecua-
ciones en los limites, para cuerpos con conexidn
simple, resuelven el problema independientemente
de los constantes del material.

Sin embargo para estar mas en la realidad de
los hechos conviene estudiar el desarrollo analo-
go para cuerpos que responden practicamente a
las condiciones enunciadas, es decir para el caso
de una chapa de espesor moderado, limitada la-
teralmente por los planos paralelos Z = + ¢
(siendo 2 c el espesor de la chapa) En este caso,
aunque ya no se puede considerar que las tensio-
nes y desplazamientos no dependen de Z, se pue-
de en cambio admitir (dado el pequefio espesor)
que dicha variacién en Z es pequeha respecto a
su wvalor medio en dicha extensién, que se defini-

ra asi:
e
N1 :E—E Rx dZ .
-c ; _+_ o
U= 2ec u. dz
I a_,r < -
Ng = i; Ry dz (39)
-c | + ¢
V= 2e v. dz
| +c Vi e
== 7e S. dz
“c

Si se toma ahora las ecuaciones de equilibrio
(B. 16, ecuaciones 3) e integrando por ejemplo la

primera respecto a Z (suponiendo Xy = Y, = 0):

RS



+ ¢ poic
3 Ry P
AL Rl S 4 40
0x (9]
Skl ' “c
puesto que:
|
T C —
T c
1 oS = 1 B
2c 0z il 2c B s =
-c — ~

Sustituyendo los valores indicados recien en es-

ta ecuacién y su analoga queda

LRI
()x ()y
(3.10)
d N, 9
Nz "i“ ‘TI =0
Ay (%4

Por otra parte, de las ecuaciones que relacio-

nan tensiones y deformaciones se tiene

_ 26 (g, dw 0 u
Rx £ m—2 (O ! 762) +2G Jx
2 0 d
Ry — 28 (o+ 5¥) +20 27
m oz 6y
2G ] dw
= 22 g F—) —
L m—2 2k (I T M2 0z

w . .
Sacando el valor de o de la tdltima y susti-
dz

tuyendo en las dos primeras:

ou
ax

R«=G'@'+2G

P (au, kS ,@,‘1) (3.11)

4 dy 9x
R;==G'@--2C e
dy

2G

m—2

donde G'=—

Integrando estas ecuaciones segiin el espesor y
tomando el valor medio de los desplazamientos,
ya definido, asi como los de las tensiones:

o (Y LYy L0 Y
N=a (G, T 5,) 26
™ oU | aVy aVv
N, =G} (éx : éy) 4-2 G oy (3.12)

Se vé pues de las (3.10) y (3.12) que en el ca-
so de tensiones planas generalizadas, el problema
elastico se reduce al estado de deformaciones pla-
nas, cuando a las tensiones reales se sustituyen
las tensiones medias y al médulo de elasticidad
tangencial G se sustituye el médulo tangencial
reducido G'.

Ademas las ecuaciones (3.12) nos dan directa-
mente las tensiones en funcién de las deformacio-
nes sin necesidad de tomar en cuenta la condi-
cién R, = 0 que ya ha sido contemplada; — el
estado elastico depende pues exclusivamente de
ellas y de las (3.1) sin ninguna otra condicién
complementaria.

La influencia de las constantes elasticas se ob-
tiene de (3.10) derivando la primera respecto a x,
la segunda a y, y restando:

92 N 92 N A
'a—x;‘ — ay22 —10 (3 13)

Por otra parte la dltima ecuacién (3 1) nos da
cuando R, =— 0, e integrando con la variable Z co-
mo antes

A*(N, + N;) =0 (3.14)

Tenemos en la (3.13) y la (3.14) la solucién
completa del problema, o sea que los valores me-
dios de las tensiones son independientes de los
coeficientes elasticos del material siempre que el

cuerpo sea de conexién simple.

Fig. 6

16) — Si el cuerpo es de conexién multiple y
por lo tanto es necesario hacer intervenir las con-
diciones en el contorno de deformaciones (3.4),
puede verse desde ya que las constantes van a
intervenir en la distribucién de tensiones, con ex-
cepcion de situaciones o condiciones especiales
que puedan existir. Estas condiciones especiales,
dentro de las cuales los cuerpos de conexién maiil-
tiple se presentan con las ventajas de la otra ca-
tegoria, han sido encontradas por J. H. MICHELL

(1) v pueden expresarse en la siguiente forma:

1) — Ver B. 19, B. 17 y B. 20—MESNAGER di6 pos-
teriormente una demostracion muy simple aunque no
tan rigurosa del problema (B. 21).

li7—



« Las tensiones en un cuerpo de cualquier for-
ma, perforado por cualquier nimero de orificios
y sometido a fuerzas cualesquiera en sus con-
tornos, son independientes de las constantes elas-
ticas si, y solamente si, es nula cada resultante

de las fuerzas exteriores que obran en cada

A A A A A A

contorno.»

Conviene hacer notar como lo hace COKER que
esto no significa que las fuerzas que obran en ca-
da contorno (sobre cada orificio en los cuerpos con
discontinuidades internas), deban constituir un sis-
tema en equilibrio: aquellas pueden formar un par
sin que dejen de ser validas las concluciones.

Cuando se trata de una estructura isostatica
(exterior e interiormente), las fuerzas aplicadas al
contorno deben formar un sistema en equilibrio,
lo mismo que sobre cualquier circuito interno; en
cambio si se trata de un cuerpo de conexién mil-
tiple, esa condicién puede cumplirse solamente en
ciertas circunstancias (fig. 6:.), mientras que en
otras no sea asi aunque el cuerpo esté equilibra-
do (fig. 60).

Para poder utilizar estas ventajas en el caso de
estructuras externamente hiperestaticas, como sis-
temas de arcos o porticos continuos por ejemplo,
en que los poyos o empotramientos representan
restricciones a los desplazamientos en los contor-
nos, se utiliza un artificio que consiste en sustituir,

{fig. 7a.), al empotramiento rigido realmente exis-

Fig. 7

tente, un ecnsanchamiento del mismo modelo (fig.75)
cuyas dimensiones sean tales de impedir, como lo
exige el prototipo, todo desplazamiento lineal o
angular de la seccién de empotramiento.

En cambio el modelo y su base pueden apoyar-

se a su vez en un sistema isostatico como el indi-
cado en la figura que lleva todo el sistema a man-
tenerse dentro del limite de validez del teorema
de MICHELL, a la vez que la parte del modelo
que nos interesa cumple con las condiciones de
deformacién en el contorno impuestas por el pro-
totipo.

Para la demostracion del teorema de MICHELL
conviene utilizar la “funcién de tensiones” de Airy
y la “funcién de los desplazamientos” en un esta-
do de tensiones planas generalizadas.

Sabemos que en elasticidad plana y cuando las
dnicas fuerzas de masa son de gravedad, las ten-
siones estdn dadas por las expresiones siguientes
en que [ es la funcién de Airy:

9* F
N= o
9*F
N2 E 73;2 (3'5)
2
it
0x, Oy

Mientras que dicha funcién debe cumplir a su
vez con la condicién

V“l F==0
6—{ 64 2 6-1
CRVI = o ay* 9x?, 9y> v

Por otra parte los desplazamientos medios Uy V'
estan definidos por

. gF - w9l

26 U= 0x | m-1 dy
(3.16)

<y, 9F , m @D

2G.V—— — +m+| =

Siendo D una funcién de x y de y que debe
cumplir con la condicién

VD=0 317)

Sea ahora s un arco de curva trazado en el cuer-
po considerado y que puede también confundirse
con cualquiera de sus contornos; las componentes
X eY que se ejercen sobre un elemento diferen-
cial de curva s, definida por los cosenos direc-
tores @ y 3 de su normal # (fig. 8) estdn dadas
por las ecuaciones (3.3):

X:(I.Nl + 8T
V=gN, +aT

18 —



Colocando aqui la expresion (3.14) de las tensiones

__9%F 9 9*F o6 yoF
S ay’® "o ay ( ax dy
2 F a* F 9 9\ oF
— _ — G e e
X b ox? aax. dy ( T oox ) dy 1 ¢x
=+I
Fig 8
pero ¢ — cos © = -} dy
ds
= sen & = — dx , por lo tanto:
ds
) dx d dyy oF a2 ,9F
e 9 dx , o©° 4dy — % fo b
X%(T x dsirdy ds / 9y 3s dy)
(3.18)
— (0 dx , & dy _ 9 qdF
= 0x ds. ' dy ds) - ds \ 9x

Luego pues integrando alo largo del arco s des-
de un origen O arbitrario hasta un punto cual-
quiera A:

2]

s ‘s
oF g oF
s [ Xds = de+(ay)sz0
(o] . (o]
(3.19)
. e
aF oF
=== [ Yds+C=— | Y. ds+(§)s:0
e (o] (o]

Si el arco s se dispone de manera que forme
un circuito cerrado, volviendo al mismo punto
O, se tendra:

oF oF
ox (dx) s=0 —C®

(3.19)
oF  4oF

oy  \dy

) g e

indicando con C (f) == f. ds

S

la integral de

una funcién cualquiera f/ extendida a un circuito
cerrado, o sea “la funcién ciclica de la funcién f.”

Tomando ahora las expresiones (3.16) y calcu-
lando la funcién ciclica de los desplazamientos:

2G.C(U) = —c( )+m+| g?)
(3.21)

éD

2c.cv=—c () + 55 ¢ (D)

Las ecuaciones (3.18) y (3.21) dan de inmedia-
to la demostracion del teorema de MICHELL. En
efecto, dejando de lado el caso de las ‘“‘distorsio-
nes’’ o ‘‘dislocaciones” de VOLTERRA, que sig-
nifican la posibilidad fisica de que exista una ex-
presién ciclica de los desplazamientos, y que apli-
caremos luego a la demostracion del segundo prin-
cipio de reciprocidad, podremos establecer que
debe existir una solucion iinica del problema para el
cuerpo dado, de la cual resulten desplazamientos U y
V aciclicos, a partir de las funciones F y D.— (B.
16, p. 185).

Supongamos pues que se tiene una chapa A
(prototipo) de un material de constantes G, y m,
y otra chapa B (modelo) de idéntica forma y di-
mensiones y sometida a las mismas cargas, pero
de un material de constantes G y m diferentes.

Los desplazamientos estan dados por las expre-
siones (3.16) o sea

G Uy = — 659 ,i‘]) dDo
(0):4 mQTI ay
0Fo mg 9D

iy - BF 3

25 Vo Ay mo—1 @8x

para la chapa A, y
oF )

3 G ol A

ox m K'l oy
- =1 aE : m 4D
s oy [ m-+1 ox

para la chapa A.
La condiciéon necesaria para que estos despla-
zamientos sean monodromos es de (3.21):

19: —



F oD

C (d 0) _— m0+] e ( 0
(3.22)

JdF, oD

el ) = i)

y expresién analoga para la chapa B.

Veamos ahora en que circunstancias seran igua-
les las tensiones en A y B; para ello debera te-
nerse desde luego:

F=Foy D =Dy

Pero entonces puede observarse que las ecuacio-
nes (3.22) y anilogas no pueden cumplirse dado

que m y mg son diferentes, a menos que se tenga:

s (- e bl e e

Oy
Volviendo a las ecuaciones (3.20) vemos que
para que se cumplan estas condiciones debera
tenerse: )

C (X) = X ds =0
. o
(3.23)
s
C(Y)= [ yds=0
(o]

rY

o sea que para cualquier circuito cerrado trazado
en el cuerpo, debe anularse la resultante de las
fuerzas que lo atraviesan, como lo expresa el teo-
rema de MICHELL.

En el caso que exista tal resultante, las tensio-
nes seran diferentes en el modelo y prototipo, de-

. e m
pendiendo exclusivamente de la relacién —q_l .
M

17) — Hasta ahora se ha tratado el cuerpo so-
metido a fuerzas exteriores tnicamente Hay sin
embargo un tipo de solicitacién de mucho interés
provocado por deformaciones de origen interior o
exterior, precisamente las tensiones provocadas
por un cambio de temperatura o por un despla-

zamiento no elastico de los vinculos.

(1) Atn en este caso es posible llegar a las fensiones
en ¢l profotipo mediante ensayos sobre modelos, por
superposicion de las fensiones producidas por la so-
licitacion exterior y por una serie de dislocaciones
provocadas en el modelo. En B. 19 y B. 22 se pue~
de encontrar detallado este proceso.

Recordemos que un método apto para hallar la
solicitacién provocada por la temperatura es, enca-
rando los conceptos fisicos, destruir todos los vin-
culos hiperestaticos, provocar la deformacion co-
rrespondiente a la variacién de temperatura y lue-
go volver a colocar dichos vinculos por medio de
deformaciones forzadas: — es un caso elastico con
condiciones de deformacién en el contorno. La
solucién debe encontrarse por medio de las ecua-
ciones (3.15) en el medio interior y con las (3.16)
en el contorno:

| aF m oD n
= — s e I o O —
Lk 2G ( 9x  m-+1 dy %%
(3.24)
1 oF m oD n
= it S S
i 2G ay ¥ m+1 §x ) ¢ y

; n n
Siendo 6x y 8y

las componentes del desplaza-

miento impuesto por los vinculos en ese punto.
La consecuencia rigurosa es que las tensiones
dependen de G. y m; pero si despreciamos la

e m :
variacién de —  — , se puede considerar que las

m 1
tensiones seran las mismas cuando los desplaza-
mientos impuestos al modelo son afectados por
un coeficiente igual a la relacién de los mddulos
de elasticidad tangencial o, lo que es lo mismo,
del médulo de elasticidad longitudinal

E =2 ‘-“—Jr—'- 6.

18) — DIMENSIONADO DEL MODELO A ES-
CALA REDUCIDA.

Se ha estudiado prolijamente la influencia que
puede tener ¢l material sobre la reparticién y mag-
nitud de las tensiones de un cuerpo cualquiera
sometido a fuerzas o desplazamientos exteriores, y
gue en muchos casos de ellos esa reparticién di-
fiere de un cuerpo a otro; es necesario ahora es-
tudiar las constantes escalares que toman en cuen-
ta tanto el material como la reduccidn (o ampli-
ficacion) de dimensiones entre modelo y prototi-
po Como caso mas corriente en la técnica, para
cilculo experimental de estructuras, debe tomarse
aquel en que la distribucién de tensiones es inde-
pendiente del material, es decir un cuerpo con
conexién simple, o que, como aproximacion, pue-
da asimilarse a tal



Con las hipétesis establecidas al principio po-
-dremos definir los siguientes coeficientes de re-

duccién principales:

= In (3.25)
I Ep
indicando con el subindice m las magnitudes co-
rrespondientes al modelo v con p las correspon-
dientes al prototipo; / las dimensiones lineales y #
las fuerzas superficiales aplicadas.
Por otra parte las tensiones estas dada, en uno
y otro, por:

N, =2 Ga; + i (O]
-
(3.26)
S, = G. b,
con
S _ v ow
a, = 5 n2. by s R

Ademas, ya que se admite quela “distribucién’ de
tensiones no es afectada por el pasaje del proto-
tipo al modelo, se tendra siempre que

N

[

F
= \ (a)

indicando con 4 el area de la superficie que se
toma en cuenta, como puede verse facilmente ha-
llando el equilibrio de la parte del cuerpo limita-
da por esa superficie, bajo la accién de F y de
las tensiones internas N y S.

Tomando una cualquiera de estas tensiones se

tiene de (3.25) y (a)

. Fa

Mo e Fuess 8 Hooe 8

Aos - 12 A, ToleA Np

y llamando entonces ¢ el coeficiente de reduccién
- de tensiones
p

o2

(b)

Si d es el coeficiente para los desplazamientos,

. se tiene que

e f”um 220y d (I“UD % d
A== T =2 L e
a

> E: . ap (C)
JXm o dXp ;
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de donde las deformaciones estan dadas por
els=2 : (dy

De la expresiéon de las tensiones dada en (3.26)
se saca:

Nm —=2 Gm am }‘ ZGYH

m—2

Bri== Gy (z fn -

+ 727 )

Si se admite que m vale lo mismo en el mode-
lo y en el prototipo, o sea entonces que

Gm_ T ﬁEIL

G]) El]

= 7

Luego pués:
2

d /. d
Nm =Y Gp(Z ap+m OD)Z:“\T Np
hg

Igualando (b) y (e):
vd _ 8

= o sead— —
o o oy

y de (d)
= “5)

Resumiendo se tiene (indicando con letras grie-

gas las relaciones de escala fundamentales):

llll '9

; desplazamientos: d —

longitudes: o —

== l[, oy
fuerzas: = o | deformaciones: e — —— (3.27)
L Fp ’ e (L,’Y G
constantes elasticas: Ylize En _ Gn
S CaBR. e
p dy

fensiones: ci— - —
a? o

En el caso de similitud elastica estricta se ten-

dra lam. = 4, es deeir e =, yide 1a"(3127)
i
ay

o sea como condicién e %: c (3.28)

y también



Por otra parte cuando la solicitacién de la es-
tructura no proviene de fuerzas exteriores sino de
dislocaciones, como sucede cuando se produce
una variacién de temperatura, la escala de fuerzas
B (fuerzas producidas por la deformacién) no es
independiente, sino que es funcién de las otras.
Generalmente tendremos como escalas preestable-
cidas: la de longitudes (@), la de médulos (v) y

finalmente la de dislocamientos (d), donde de

las (3.27):

Po==d: oy
ad
s = (3.29)
dy
c —_—
o

CAPITULO 1V - ESTRUCTURAS A FIBRA MEDIA

19) — Dejaremos de lado ahora el problema gene-
ral de un cuerpo de forma arbitraria que, cuando
se limita a una chapa plana de espesor finito con
la solicitacién contenida en el plano medio, inte-
resa especialmente a la fotoelasticimetria, para en-
carar el estudio mas simple de estructuras consti-
tuidas por un nidmero finito de elementos o pris-
mas a los que se supone aplicables los postulados
de la resistencia de materiales, y que entran en el
vastisimo campo de utilizacion de los modelos de
barras en general, y especialmente de los influen-
ciometros.

Definiremos como barras, aquellos sélidos pris-
maticos generados por una superficie plana, de
contorno constante o variable como funcién de su
posicidn, que se desplaza en. el espacio mante-
niéndose siempre normal a la linea, recta o curva,
descrita por su centro de gravedad, linea que to-
ma el nombre de “eje longitudinal” de la barra,
y cuya dimensién longitudinal s es mucho mayor
que la mayor dimensiéon transversal. Ademas se
supone que la superficie lateral de dicho cilindro
no estd sometida a ningiin vinculo ni fuerza exte-
rior, o lo que significa lo mismo, se admite que
las barras componentes de la estructura solo estan
solicitadas o vinculadas por sus bases.

También es sabido, de acuerdo con SAINT-VE-
NANT, que conocidas las seis caracteristicas de
la solicitacién sobre la base, — esfuerzo normal,
componentes del esfuerzo tangencial segiin los ejes
de la seccién, componentes del momento flector
y momento torsor,—queda perfectamente determi-
nado el estado de tensiones en cualquier seccién
transversal que no esté situada a una distancia
muy pequefa de las bases, en cuya vecindad in-
mediata ese estado de tensiones depende también
de la forma de distribucién de las fuerzas aplica-
das;—sin embargo, de acuerdo con las proporcio-
nes supuestas para las barras, esa parte es des-

preciable y puede ser dejada de lado. De la mis-
ma manera se puede considerar que la deforma-
cién que sufre la base, es despreciable respecto
a su desplazamiento, pudiendo admitirse por lo
tanto que es completamente indeformable; esas
traslaciones y rotaciones son ademas funciones li-
neales de la fuerza exterior.

En esas condiciones se tiene que el potencial
de un sistema formado por una serie de n barras
unidas en forma arbitraria, esta dado por la ex-
presién conocida:

iinl ) RS o0 | e IR Y M
] 2 BEA T he A CA
) s
Mx, lv.[y2 Mt
T EL tel, tegp)d @D

en la cual se indica con tx y ty los factores de
corte y con ¢ el factor de torsién de la seccién
transversal.

Aplicando entonces el procedimiento general de
resolucién de sistemas hisperestaticos basado en
la energia de deformacién, las magnitudes de las
solicitaciones superabundantes estin dadas por

o

i 0 (4.2)
para vinculos interiores y vinculos exteriores inde-
formables, y por

om

5‘2 = 8x (4.3)

para vinculos exteriores deformables, cuando se
indica indistintamente con X una fuerza o un par
y con Oy el desplazamiento o rotacién correspon-
diente.

20) — Se puede deducir enseguida la influencia
que tiene el material sobre la distribucién de las



solicitaciones, analogamente a lo hecho antes para
el caso elastico general.

Cuando se trata de apoyos deformables (o aiin
‘en el caso menos probable de vinculos interiores
deformables), o de solicitacién de temperatura, las
incégnitas hiperestaticas deducidas de las expre-
siones

N N Tx oTx
2/ 7y e v T
3 S

' b : 6Mt)ds

x (4.3")

dependeran de las dos constantes elasticas £ y G

m . £ s
= ———— E, es decir que sera el mismo caso
2(m—1)

que el de un cuerpo isétropo de forma arbitraria
tratado anteriormente. Pero, teniendo en cuenta
la expresion de G, y si se admite que el factor
m )

—— es constante para cualquler material (ver
m—+1

cuadro I), se deduce que se tendran las mismas
solicitaciones cuando se tome como desplazamien-

to del prototipo, a reducir si es necesario con la
: : : i

escala corriente, un desplazamiento ideal 6p redu-

cido del real en la relacion de los médulos de

elasticidad:

i E
6p == E:] 6p (44)

Si, inversamente, los vinculos son indeforma-
bles se tendra andlogamente a la (4.3') la expresién

[ (N N | 2mtl) T aTe
2,/ (A‘axT m A A
S
Fowva ) de=0 (45)

que depende dinicamente del coeficiente de Poisson
m
m -1

cantidad despreciable practicamente.

a través de la relacién , es decir en una

El tipo de solicitacién completa que se acaba
de ver no es el tipo corriente en estructuras, sino
que con mucha frecuencia las barras que las cons-
tituyen estdn sometidas solamente a una solicita-
cién plana, caracterizada por:

i) — La fibra media o eje longitudinal de la ba-
rra es una curva plana

=2

11) — La barra es de forma simétrica respecto
al plano medio (que contiene al eje longitudinal).

ii1) — Las fuerzas exteriores estan contenidas en
ese mismo plano.

Por lo tanto en este importantisimo caso las
ecuaciones determinantes del estado de solicita-
ci6on se reducen a

B oT
2 2/ (EA ax+t.G.A' aX

‘aM)d 6

<1

(4.6)
lo
segiin que se trate de vinculos deformables o in-
deformables. La forma de estas ecuaciones es la
misma que el tipo general indicado en (43') y la
influencia de las constantes elasticas idéntica.
Pero se puede, y es necesario, hacer una sim-
plificacién atn mayor en el tratamiento de los
modelos, teniendo en cuenta que la influencia del
esfuerzo cortante es siempre muy pequena dada
la proporcién corriente de las barras. Entonces
despreciando el término correspondiente de la (4.6):

1 S
M oM =0
. N aN
> (== T*
{8 oS
M oM __[ED ;
-+ g 5 ) dss— {Lo (4.7)

Se puede observar que:
i) — Si se trata de un vinculo deformable, se ob-
tendra las mismas solicitaciones siempre que las

deformaciones se reduzcan de acuerdo con las ex-

presiones (4.4). (1)

(1) Esa deformacion & que puede sufrir el vinculo cuan=~
do se carga la estructura consiste en: a)—Un vinculo
elastico cuya deformacion es proporcional al esfuer-
zo que soporta. En ese caso se sustituye el vinculo
por una barra andloga a las de la esfructura, di-
mensionada de manera que posea idéntica flexibili~
dad y se estudia la nueva estructura con vinculos
fijos.—b)—Una deformacién determinada e indepen-
diente de la solicitacion de la estructura, tal como la
producida por el fraguado del hormigén o por una
variacion de temperatura.

Por lo tanto este es el unico tipo de deformacion
de los vinculos que nos interesa conocer.



11) — Si son tdnicamente vinculos indeformables
el estado de solicitacién es independiente de to-
" da constante elastica.

Finalmente hay otro caso de solicitacién que
puede presentarse alguna vez, que consiste en una
barra sometida a solicitaciones de flexiéon segiin
los dos planos principales; despreciando todo otro

esfuerzo se llega entonces a la expresién

1 S
My oMy 2= 0
IR ey (4:5)

que por ser enteramente analoga a la(4.7) sugiere
idénticos comentarios.

Es conveniente aclarar desde ahora la razén que
lleva también a darle especial importancia a estos
dos tipos de solicitacién simple caracterizados por
las condiciones

My =M = Tx = Ty = 0 o bien
N=Tx=Ty= M =0

respectivamente. Como se vera mas adelante, en
la construccién de modelos de estructuras con
elementos a fibra media, se utilizan barras de sec-
cidn rectangular, o con mucho menos frecuencia,
de seccién circular: por lo tanto se podra dispo-
ner de dos magnitudes como maximo (base y al-
tura), para su dimensionado, lo que exige pues
que se tenga en cuenta Unicamente dos variables
independientes o sea dos tipos de solicitacion, y
debiéndose elegir entonces en cada caso las mas
importantes, que para los tipos que hemos visto
son el momento flector M y el esfuerzo normal N
por una parie y las componentes del momento
flector seglin dos ejes Mx y My por otra. La inter-
vencién de otra solicitacién exigird utilizar una
seccién mas complicada, por ejemplo un perfil 7,
que permitiera disponer de una tercera caracteris-
tica.

21) — SOLICITACION PLANA SIMPLE. — Se
ha visto que solamente se toma en consideracidn,
como solicitaciones importantes, el esfuerzo nor-
mal y un momento flector que descansa en uno
de los planos principales de la seccién transver-
sal. Su estudio tedérico estd determinado por un
sistema de ecuaciones anilogas a la (4.7'):

= f N &N
= / (et
i o T S
M- .8 D ‘
s 5}—() a2 <L0 (4.9)

En esta expresién puede incluirse también el
caso en. que en la estructura haya barras de dife-
rente médulo, puesto que no habria mas que sus-
tituir las caracteristicas reales 4 e / por otros va-
lores ideales que mantuvieran invariable las rigide-
ces respectivas £A y EI. Conviene también esta-
blecer desde ya las condiciones que afectan al
dimensionado, con vinculos deformables natural-
mente, cuando los médulos son diferentes en el
modelo y en el prototipo. Si el modelo tuviera las
mismas dimensiones del prototipo se ve de (4.9)
que las solicitaciones con las mismas si ponemos
como en (4.4)-

! E,

e dp

(4.10)

Luego el pasaje a otra escala puede hacerse
manteniendo el mismo médulo En; como 0 es un
desplazamiento, de (3.29) del capitulo anterior se
sabe que, siendo d la relacién de desplazamientos:

di = e:0i o sealque. O —
Ly N - E‘p &
Swta éip BT el 00 Em 5 DI’
6r)'] i Ep \
dv = - ap — e. Q. TE.: (4.11)

siendo Ov la constante de reduccién de los desplaza-
mientos del vinculo que deber aplicarse.

22) — De la ecuaciéon fundamental recién apun-
tada se deduce que las solicitaciones no dependen
directamente de las dimensiones y forma de la
seccién, sino Gnicamente de las caracteristicas A,
superficie de la seccion transversal, e / momento

de inercia de la misma, o sino del radio de giro

I : ;
— ]/K . Veremos enseguida las relaciones

que deben guardar la seccién del modelo con la
del prototipo para que haya similitud elastica, es
decir que sean iguales las deformaciones en las
dos estructuras. Sin embargo para mas generalidad
estableceré las condiciones para una cierta reduc-
cion de las deformaciones

am

e =
ap

SNy ) e



Para los dps tipos de solicitacién que obran si-

multaneame:ute se tiene:

Ip
prototipe. F, = E; ap Apn, Ms = Eip;*I*
SP
(412)
modelo Fm — Em. am, Am: Mm —_— E’”(‘)Jm
; . oo [ rdy®
siendo 0 el radio de curvatura (? = )
Para similitud elastica am = e. a; luego de
las (4.12):
F]n E'Il A"l m
Ep’ — Ep’*. A[} . ¢, O sea B: :p .1 e (4]3)
y anadlogamente por dicha similitud om =— — . Op
e
de donde
M _ E.l, o :
M Bl e Pero siendo
F]ll . ) 4
g B se tiene Mun = a. . M, luego
Eply, o 1 Eylp i e
Bl s b E. L Eiﬁ (4.14)
y dividiendo (4.13) por (4.14) miembro a miembro:
I‘jm o (L2
%)
o Lk == T O (4 15)
; §
que junto con la (4.13), A, — A, %
. e

nos determinan las caracteristicas de la seccién
del modelo para que las deformaciones sean simi-
lares (am — e a;, ) en puntos homélogos (cm =
= Ocp ) ‘

Sin embargo como generalmente las barras utili-
zadas en los modelos son rectangulares se puede
precisar el dimensionado atin mas de lo que se ha
hecho; para la seccién rectangular de< ancho 6 y
altura /I se tiene

=" Y12 4 sB&=—"bh
y sustituyendo en (4.13) y (4.15)
h = a. Vﬁ Ip y
== A — Ap (4.17)
o.v.e )12 Ip

Las ecuaciones (4.13) y (4.15), o (4.16) y (4.17)

(4.16)

cuando la barra del modelo es de seccién rectan-
gular, permiten hallar las dimensiones del modelo
a partir de:

i) — Magnitudes determinadas: A,, r,, E; .

11) — Magnitudes mas o menos variables en for-
ma arbitraria: o, f.

i11) — Magnitudes que dependen del material
del modelo (En ) y de la apreciacién de los apa-
ratos a utilizar en las medidas de las deformacio-
nes (e) y del material del original.

[La determinacién de las constantes de reduccién
debe hacerse pues por medio de aproximaciones
sucesivas, probando diversos materiales y escalas,
hasta llegar a la combinacién mas conveniente, que
en muchos casos, distard de ser idealmente per-
fecta debido a factores de cosio del modelo, de
local disponible y aiin de los materiales disponi-
bles. :

23) — SOLICITACION POR FLEXION DES-
VIADA. — Las consideraciones generales hechas
en el articulo anterior sirven igualmente al propé-
sito actual. Esta solicitacién esta definida por

- g M M
2/ El: . “9X &

1 S

(E.®
o
Lo

My oMy
T TEn R

) ae

Las expresiones determinantes son:

Bl Epells
prototipo.  M!, = —W‘Qp L, M, = — p@"pl_
1 n
modelo M = ’—-“Em|lm oM — Emn'l"’“
Q m Q m
y segiin se vi6: Mm=aBM, y Ouw=— % . 0p
!
de donde aspaMine— s L
o
- igh
e
i Mk
y m. = & & Q'p 4 Em
i3
o sea I'm = Eét ; El:n = (4.18)
2
y anédlogamente: I"w = OLT‘B . —EL « 1 (4.19)

Estas dos ecuaciones resuelven el problema en



el caso de una barra de forma arbitraria, puesto
que determinan los dos momentos de inercia prin-
cipales; cuando la barra es de seccion rectangular
se tiene, calculando las dimensiones en una forma

mas concreta ain:

I'm bhﬁ ‘2 1’12 :
M 12 “hb B (a)

se se admite que el momento M' obra en un pla-
no vertical, es decir en el mismo plano que des-
cansa . Dividiendo (4.18) v (4.19) miembro a
miembro y sustituyendo (a) se tiene:

I'y h? h /iy

I = gD BRIt i (b)

b ’/ I“p

De la (4.18) se puede sacar:

bh® a2B
W == ; I'p y con (b)
b fae @D 1 PR i
12 u b - ’Y lp SO b = use y lp
de donde
4 4 /‘—a*
+ 1208F iy 120 fu
b = Py Lis— = e I', (4.20)
y analogamente:
4
2
h = e s (4.21)
e.Y

Conviene hacer notar la independencia entre es-
tas expresiones y las deducidas en llI-18 (caso
general), o sea que las relaciones (3.27) dadas alli
no son validas en este caso, puesto que mientras
que en las (3.27), las secciones deben ser similares
y por ello la constante ¢ (relacién de deformacio-
nes) queda determinada en funcién de las varia-
bies independientes ¢, {3, ¥, en las expresiones es-
critas recién se determina la forma y dimensiones
de la seccién de manera de obtener un cierto va-
lor de ¢ arbitrario, dentro de ciertos limites claro
esta, lo que puede obtenerse gracias a las simpli-
ficaciones hechas respecto a las solicitaciones.

24) — SOLICITACION POR FLEXION PLANA
PROVOCADA POR UN DISLOCAMIENTO. Te-
El

Q

nemos que M =

de donde indicando con

¥ Om Mm ; Im v Em

= =l = R LY = —
QD Mp Ip 4 Ep
d s Mm o Em. Im kai il E

s i Mp " 2 Om Ep, Ip ¥

pero de los desplazamientos de flexién tenemos que
12

— @ —al
= 0

o | —

de donde si d es la escala de desplazamientos
(impuestos y resultantes):

q = Am il lzm Op i (ig
AD Qm : 12[) I
y sustituyendo arriba:
v.i.d
A=l = : (4.22)

25) — Las expresiones de reduccién obtenidas
para la solicitacién plana admiten que la tensién

total producida es de la forma

Estamos pués evidentemente dentro del campo
de validez exclusivo de las estructuras de mate-

rial homogéneo (acero y madera aproximadamente),

‘pero no en realidad en el de las estructuras de

hormigén armado en que se admite generalmente,
tanto en flexién simple como en flexién compues-
ta, que las partes extendidas del hormigén no con-
tribuyen a la estabilidad. Sin embargo, como ya
lo hizo notar MESNAGER (B. 23) el método es
atdn aplicable a estas, si se sustituye a la seccién
real la secciéon ficticia equivalente y si se admite
con toda razén, como se hace para el calculo ana-
litico de sistemas hiperestaticos, que en lo que se
refiere a la determinaciéon de magnitudes hiperes-
taticas debe tomarse la seccién fotal reducida por-
que las fisuras son defectos locales, con pequefia
importancia sobre la deformacién total.

H. CROSS (B. 24 y también B. 25) analiza la
influencia de las magnitudes E e I en las estruc-
turas hiperestaticas, dandole a E. I el verdadero
significado de una magnitud fisica, “constantes de
deformacién” las llama, que traduce como la 7ota-
cion por unidad de miomenta por unidad de longitud;
en este sentido, y dada la sensibilidad de esta
constante respecto a las dimensiones de la seccién,
la magnitud del momento y el tiempo de aplica-
ci6én, resulta bastante pretencioso obtener un valor
absoluto y exacto de la rigidez, asi como los valores



exactos de E e | que deben utilizarse. Lo que in-
teresa mas generalmente es el valor relativo de
_las constantes de deformacién en las diversas sec-

ciones, y esa relacién no es muy sensible al valor
que se le de a E o I;— CROSS asi como McCO-
LLOUGH, SANTARELLA y otros, aceptan como

valor mas conveniente en todos sentidos, el mo-

mento de inercia de la seccién ideal completa.

Cuando se trata de hallar tensiones a partir de
las solicitaciones deducidas de las medidas efec-

tuadas en el modelo, debera entonces utilizarse el

procedimiento corriente en hormigdén armado sobre
la contribucion del hormigén a las solicitaciones
de extensién: es decir que, al contrario de las es-
tructuras en hierro, o en hormigén armado cuyas
tensiones sean todas de compresién, en que se
puede pasar directamente de las deformaciones y
desplazamientos medidos, a las tensiones en el pro-
totipo por medio de las constantes adecuadas (1),
en el caso general del hormigén armado sera ne-
cesario hallar primero las solicitaciones a partir de
las observaciones y luego volver a las tensiones
en el prototipo.

PARTE III1-METODOS DE CALCULO

CAPITULO V = SEGUNDO PRINCIPIO DE RECIPROCIDAD

26)—El segundo principio de reciprocidad cons-
tituye uno de los principios.mas fecundos de la
teoria de la elasticidad o de la resistencia de ma-
teriales para el calculo practico de estructuras. Su
aplicacién permite, en efecto, el trazado mas sim-
ple y rapido de las lineas de influencia para es-
tructuras sometidas a cargas méviles, cualquiera que
sea su tipo:—3Si se trata de estructuras isostaticas,
especialmente trianguladas, facilita en grado sumo
la obtencién de la unidad o escala correspondien-
te, y si debe utilizarse en un sistema hiperestatico
serd la mayoria de las veces el método mas sim-
ple, especialmente cuando se le combina con la
aplicacién de la elipse elastica. Ademas su cono-
cimiento significa en cualquier caso la posibilidad
de trazar en forma completamente intuitiva el as-
pecto general de cualquier linea de influencia,

ventaja enorme desde cualquier punto de vista.

Este principio ha sido utilizado muchas veces,
en su forma mas sencilla, bajo aspectos diversos
y también ha sido encarado su estudio con diferen-
tes objetos, mas o menos rigurosos y con mayor
o menor generalidad, pero puede establecerse con
bastante certeza que su principal difusién y apli-
cacion se debe a COLONNETTI en el campo teé-
rico y a BEGGS en el campo experimental, dado
que este principio significa la base exclusiva de
los influenciémetros. Este solo hecho bastaria pues
para merecerle un puesto de preferencia en el es-
tudio que se esta haciendo; también justifica que
no solamente se haga su demostracién para las

estructuras a fibra media en les que se admiten
todos los postulados de aproximacién de la resis-
tencia de materiales, demostracién que tiene la
ventaja de su sencillez, sino que también se ex-
ponga su demostracién rigurosa dentro del campo
de la teoria matematica de la elasticidad a pesar
sus extensos desarrollos.

27) — Es interesante estudiar el proceso de uti-
lizacién del segundo principio de reciprocidad pa-
ra ver también los lazos estrechisimos que lo unen
al estudio experimental de las estructuras: casi al
mismo tiempo que en Europa COLONNETTI pu-
blicaba sus investigaciones sobre este teorema,
dandole desde ya su demostracién completamente
rigurosa basada en los trabajos de LANG y VOL-
TERRA, en Estados Unidos, BEGGS llegaba por
via experimental e intuitiva a la aplicacion de ese
mismo principio para el trazado mecanico de li-
neas de influencia en estructuras a fibra media.

En efecto, COLONNETTI enuncié su teorema
por primera vez en 1912 (B. 26, pag. 306), publi-
cando entre 1913 y 1915 una nueva demostracién

mas simple, asl como algunas aplicaciones en las

(1) Porejemplo en el caso general se fendrda segun (3.27):

2
a a“y
i = ' am

dp =
e
y de aqui directamente:

o2
Np = ap. Ep = B — - @an

s



“Atti della Reale Accademia delle Scienze di To-
rino” y en los “Rendiconti della Reale Accademia
dei Lincei”’; — por su parte BEGGS, en el afio
1916, aplicaba esa propiedad de los sistemas elas-
ticos en la forma que describié mas tarde (B. 27,
pag. . 497) en los siguientes términos: ‘‘Esas lineas
de influencia (de las reacciones de una viga trian-
gulada continua sobre 4 apoyos) tenian semejan-
za con las deformadas de vigas continuas sujetas
a 3 soportes, a la que se le hubiera hecho sufrir
un desplazamiento wunitario en el apoyo restante
para cuya reacciéon se habia trazado la linea de
influencia.

Para determinar la exactitud de esta observacién
se utilizo una vara de madera de seccién unifor-
me de 3 metros de largo y 3 clavos. Para trazar
la linea, etc,,”

Mas adelante, después de poner el teorema de
Maxwell de reciprocidad como principio funda-
mental de la solucidn mecéanica de estructuras,
dice atin:

“No deseando descansar completamente en con-
sideraciones tan tedricas (‘“‘philossphical conside-
rations”’), decidi en Enero de 1920, controlar el
principio establecido por medio de un ensayo prac-
tico’’, ensayo que efectud sobre un modelo de es-
tructura de tamano apreciable, — eran barras de
1.25 mts. de largo, — cargada con pesos que obra-
ban por medio de hilos y poleas constituidas por
ruedas de bicicleta.

A partir de ese momento BEGCS no cesé de
perfeccionar su método bajo todos los aspectos:
en la fabricacién del modelo, en la produccién del
dislocamiento inicial y en la medida de los des-
plazamientos experimentados por los puntos del
eje longitudinal de la estructura. Con tales traba-
jos quedaba abierto el camino para la difusién de
ese magnifico método de calculo de estructuras,
camino que no tardaron en seguir otros investiga-
dores en su afian de mejorar adin su precisién o
de hacerlo, por el contrario, de ejecucién mas fa-
cil y rapida; cualquiera de estas dos tendencias
ha sido de muy fecundos resultados puesto que
cada método o aparato tiene su campo de aplica-
cién bien definido.

28) — Demostraré la expresién mas general del
SEGUNDO PRINCIPIO DE RECIPROCIDAD en
la forma que lo dedujo COLONNETTI utilizando
las “Distorsiones” de VOLTERRA (B. 26 p. 301
y B. 20 p. 221), y de cuya obra se traduce casi lite-
ralmente, aunque agregando la demostracién de la

necesidad y suficiencia de las caracteristicas de
dislocacion para definirla, que tomamos de [.OVE.

Supongamos trazada dentro del espacio V ocu-
pado por un cuerpo cualquiera, en equilibrio bajo
la accion de fuerzas exteriores, con conexién sim-
ple o miiltiple, una superficie o diafragma 2 cuyo
perimetro descanse en la superficie del sélido y
que esté contenida dentro de ese cuerpo sin cor-
tarse nunca a si misma. Si se efectda un corte a
lo largo de esa superficie, separando asi dos tro-
zos de sélido, unidos o no por otra parte, puede
conservarse el equilibrio del conjunto si sobre las
dos caras del corte se aplican dos sistemas de
fuerzas iguales y contrarias, que sean totalmente
equivalentes al sistema de tensiones internas que
existia alli antes del corte.

Indicando entonces con

Xn, Yn, Zn y — Xn, — Yn, — Zn

las componentes de dichas fuerzas de superficie,
que pueden considerarse como fuerzas exteriores
sobre el cuerpo, que existen en un punto cualquie-
ra de normal 2 en la superficie 2 sobre las dos
caras del corte, la condicién de equilibrio puede
indicarse utilizando la expresién conocida de las
deformaciones virtuales:

/v LR By P de

+ [, (Podu 4 Py £ Pbwds

+

/ L [X (Buduy) + Yo (dudwy) +

+ Zu (dw-dw, )] d2 =
(5.1)

g &I 9m
— — da —— day, + —— Oa
1 O back g e e
AN
3 am &y T
PP PR B TS R -
o By a0y a%y - T _|

cuando Ou;, Ov;, dw, y Ou,, Ov,, Ow, son los valo-
res de las componentes Ou, v, dw del desplaza-
miento virtual, de un punto cualquiera de la su-
perficie 2 segln que se le considere como perte-
neciente a una u otra de las caras del corte.

Se convendra en considerar como positiva la di-
reccion de la normal de = que se dirige hacia el
interior de V' y entonces el subindice / indica las
componentes del desplazamiento de un punto de



2 si se le considera como perteneciente a aquella
cara del corte respecto a la cual la normal de Z
entra en I y con el subindice 2 el relativo al mis-
mo punto considerado como perteneciente a la
otra cara del corte, respecto a la cual la normal
a 2 sale de V.

Supondremos que el desplazamiento relativo de
las dos caras sea un desplazamiento rigido en el

espacio, es decir que se pueda poner:

duy — du, = 1"+ g'z — 1y
Ovy — Ov; = m' + r'x — p'z 5:2)
6W2 LA 8W1 — nl + ply Sl C]|Z .

siendo /', m', #', p', ¢', 7' constantes.

Y tomaremos en consideracién las variaciones
de configuracién que un desplazamiento relativo
de las dos caras del corte tal como este determi-
na en el sistema, supuesto provisoriamente libre
de cualquier fuerza exterior. Se puede siempre pen-
sar en realizar fisicamente tal variacién de confi-
guracion: Una variacién de configuracion semejan-
te implica en general una verdadera deformacién
elastica, a la cual se le da el nombre de distorsion,
o segin LOVE, dislocacion.

Con esto no se excluye que, como caso especial,
la variacién de configuracién de que se trata pueda
sin embargo degenerar en un simple movimiento
rigido relativo de una parte respecto a la otra: es-
to puede pasar siempre que el espacio I/ sea de
conexidén simple o sea una estructura isostatica.

Vamos a demostrar ahora que dadas las seis
caracteristicas de la dislocacidn

Iom', ', P, g, r
dicha dislocacién queda perfectamente definida, es
decir que quedan detérminadas las deformaciones
y tensiones en todos los puntos del sélido.

El desplazamiento (u, v, w) y las rotaciones
{w,, ®,, ®,) no son necesariamente de un valor,
pero las componentes de deformacién a;, a,, . . .
tienen un valor definido en cada punto. Sean
(u, vy, wp) uno de los valores del desplazamien-
to en un punto Mo (xo. Yo zo); entonces uno de
los valores (u;, v;, w;) del desplazamiento en otro
punto M; (%, y;, z;) se obtendrd por medio de
la integral lineal

M,
gu o Lo
= dy + 5 dz (a)

M()

obtenida a lo largo de cualquier linea que une los
puntos M, y M,. Pero pueden obtenerse diferentes
valores eligiendo distintas lineas de integracién.
Ahora, se tiene en general

Ou__ gu | du

1
ax—al % ’(:);:‘2“03‘033 '(Tz: 2’0‘2 + o, (b)
Por lo tanto
- M,
LC L e fiasis / a, dx + o oy dz -
7 M
- M,
' @ ek oo, At dy (©)
; /
Sean (0%, ®%, ®%) uno de los valores de la

rotacién en M, o ¢/ valor si hay uno solo. Entonces

M, | -M,
W5 dz — 0, dy = 0, d (y,—y) —
> =My My
— 0, d (z;—2z) e integrando por partes
= @% (z;—z) — 0% (y,—vyo) —
M,
v (yi—y) dog — (z,—z) do, (d)
7 M,

donde por ejemplo:

10} g aw
dw — 3 d 3 d 3
* ax i oy v+ 0z -
Ahora se tiene idénticamente
2 3(1)3 iy doy e 2 fzﬁ
ax 0x ay :
2 owy, 2 day 3%
ox 0z Jx
2 Jdwy 2 9a L 2 o0y
ay ay dy
2 9wy a4 g
Oy dz x



2 Owg 00y i o0,

dz ox Ay
2 9wy, 90y 2 a4
9z 9z ox

y sustituyendo en (d) y luego en (c)

w = up + 0% (zi—z0) — 0% (y1—yo) +
M,
-4 §dx 4+ ndy -} C de (e)
Mo
Con
0 1 0a
£ —say - (yr—Y)( s 76(:) =
9 ay 1 g a
+ Dy )

LaTs e 6a2
%= 0‘3+(YA—Y)(2 e ) +

1 9 o4 1 doy
feed (- 15 o
B e T ooy 1 day
L == iy y)(z = e oy

A B (% aﬁaz o dAAaa)

0z ox
y ecuaciones analogas para vi y wi.

Ahora supongamos que la regién con conexidén
miiltiple se reduzca a una con conexién simple
por medio de un sistema de barreras o cortaduras.

Vamos a aplicar la ecuacién (c) a un circuito,
de manera que coincidan My, y My, tomando co-
mo linea de integracién un circuito no-evanescente,
o sea un circuito tal que no pueda ser reducido a
un punto sin salir fuera de la regién en que es-
taba trazado. Tomaremos el circuito de manera
que corte una determinada barrera £ una vez, en
en el punto M, y no corte ninguna de las otras.

Entonces tomamos M, y M, cerca de M, en
lados (fig. 9) opuestos, y tratamos el circuito co-
mo si no cortara £. Ademdis se comprueba facil-
mente que en virtud de las condiciones que deben
cumplir las expresiones ag, . . .., ¢4, . . ., como
funciones de los desplazamientos u#, v, w, se tiene

gue las expresiones (f) cumplen idénticamente:

Mo
Q My [ Fig. 9.
e TERRN RO BT N
oy e’ dy Pzt irai s V0 0z

Ahora bien, segiin el teorema de Stokes se tie-
ne que:

o5 ; < 17 ¥
€dx +ndy+ Cdz = ' G C])l

B

siendo s' una superficie cuyo contorno es el cir-

cuito ¢' del cual forma parte el trozo abierto en

2; por lo tanto

Fig. 10

r

/ 'fdx+1] dy 4¢fdz =0
c

y entonces se

deduce que el valor de la integral
~M,
Edx + 1M dy + ¢ dz
Mo

es el mismo para todos los circuitos concordantes,
esto es para todos aquellos que pueden deformar-
se uno en el otro sin pasar fuera de la regidn
(puesto que dentro de ella es que se cumple la

irrotacionalidad de (& m. ¢).

Luego pues, en cualquier punto de £ que se
tome como punto M, la integral curvilinea consi-
derada tiene el mismo valor para todos los circui-
tos que empiezan y terminan en M, siempre que

) T



corten la barrera 2 mas que en M y no corten
ninguna otra.

Se deduce que u,—1g tiene en cada punto M de
£ un valor definido que depende de la posicién
de M. Lo mismo sucede con vi—v) y Wi—Wg.

Consideremos ahora la variaciéon de u;—1ug cuan-
do M se mueve en £.

My M' dos puntos

{fig. 10), Moy y M, puntos cercanos a M en

Sean arbitrarios de £
lados
opuestos de 2, M'y y M'; puntos cercanosa M'en
(U'o, v'o, W'o)
mientos en M'y; (u'y, v'y, w't) aquellos en M'y. El

lados opuestos de £; los desplaza-
teorema expresado por la ecuacién (e) puede ser
aplicado al pasaje de M, a M';, coincidiendo con
una curva trazada en £ y que une M a M' Asi

se tiene
ulg—up = 0% (z'o—z0) — 0% (y'v—y0) +
M!
gt £dx + 1 dy o € dz
‘ M

El mismo teorema puede aplicarse al paso .de
My a M, coincidiendo con la misma curva, y de alli

wi—wm = 0 (hi—=z) — 0% (Yi—w) +
. M!
a5 Edx + n dy + C dz
Y M

Desde que (x4 yi z1) valelo mismo que (x, vy 2z)
y ('t y'1 z'1) lo mismo que (x'o y'¢ z'o), estas ecua-
ciones dan, restando miembro a miembro:

u'y—u'y = (w—ug) + (0'y;—w%) (z'o—20) —

1
— (0'y—n%) (y'o—yo)

donde los coeficientes de (z'¢—zy) e (y'¢—yo) son
(x'o y'o z'0).
ecuaciones similares para vii—v'o y w'i—w'o.

independientes de Existen ademas

Se deduce pues que las discontinuidades u, v, w

en £ estin expresadas por ecuaciones de la forma
y —uy=11'+qdz—1ry

m' _{_ !
n'

l

Vi — Vo x — p'z

wi—wy = n' -+ p'y — q' x

como se dijo. Es decir que dadas estas 6 constan-
tes, quedan definidas completamente las compo-
nentes u, v, w del desplazamiento y por consi-

guiente las deformaciones y luego las tensiones.

~— .5l

Se puede notar que, mientras que los desplaza-
mientos son discontinuos en 2, el estado de de-
formaciéon y el de tensién se presentan en cambio
caracterizados por valores de sus componentes que
son siempre continuos en el espacio V, sin excluir
los puntos de la superficie 2.

29) — Con estos valores (5.2), la expresién (5.1)
guada (indicando con u', v', w', etc., los despla-
zamientos, deformaciones y tensiones producidas

por la dislocacién):

(Fx u' + Fy v' + Fo.. w') dv +

v

‘}‘ (P\ U' + Py v! ‘;' Pz W') as
S

— [ IX 4 gz — ey +
2

+ Yy (m'-Fr's—p'z) + Zu (0'+p'y—qg'x) ] d2 =

ar 9T I
i 1 LN O
. al P 5 3 -
day dag dag
v
' a7 T an |
Foos dih o g dy dy
90y CIe day
Ahora bien, es facil demostrar que el segundo
miembro de esta ecuacién es nulo. Consideremos
por un momento que la dislocacién se hubiera
efectuado sobre el cuerpo en su estado natural.

Para el equilibrio del sistema en estas condiciones
debe satisfacerse evidentemente una ecuacién com-
pletamente aniloga a la (5.1), pero en la cual se-
ran nulos todos los términos en F y P.

Nada
para Ou, Ov, dw,

impide aplicar esa expresion, tomando
precisamente las componentes
u, v, w, de los desplazamientos que habiamos su-
puesto producidos en el sistema elastico por las

fuerzas exteriores.

Entonces, como estos desplazamientos son conti-
nuos en =, en aquella ecuacién se anulan no solo
las dos primeras integrales, sino también la terce-
ra. Se tiene pues la condicién



(a—”)' it (25) a 4.

daiy 2

() =

y como de acuerdo con una propiedad de las for-
mas cuadraticas

9 ! 9m !
= S a R e —
Ga;) a + (aa2 2+
a7 o
. ! 1
=5 a'y By e
queda
JTT [o X
| Taia't—i‘ = By M= +
2
v
aT
I ' —
S da, s dv 0

como se establecié antes.

Luego pues queda la (5.1) finalmente, poniendo
en evidencia las 6 caracteristicas de la dislocacion:

/(qu'+Fyv'+Fz w') dv +

v

/(qu'—l—Pyv'jLPzw')ds: (5.3)
S

=1 [ XedZ4m' [_YadZ+
+n'/2 znd2+p'/z (Zny —
—Ynz) dE.—‘!—q' fV (an_

—Zix)dZ+ 1 [ _(Yax— Xay)d =

Teniendo en cuenta que las seis integrales en
2 son las seis caracteristicas del sistema de ten-
siones que se desarrollan en el sélido dado, bajo
la accién del sistema de fuerzas exteriores que se
considera, se obtiene finalmente que:

“La suma de los productos de las seis caracteristi-
cas del sistema de tensiones internas que se desarro-
llan en un cuerpo eldstico en equilibrio, en correspon-
dencia de una seccion dada, por las caracteristicas
correspondientes de una dislocacion, es igual al trabajo

que las fuerzas exteriorves, aplicadas al cuerfo mis<mo,
realizarian en el cambio de configuracion a la cual
daria origen aquella dislocacién.’’

El mayor interés para nosotros existe cuando la
dislocacién se reduce a un desplazamiento elemen-

tal, es decir una traslacién o una rotacién simple.

Por ejemplo si se toma una traslacién pura, se-

gin el eje x, de magnitud unitaria, tendremos

de (5.3) con
Y= 1"z m

que

/ (Fxu' 4+ Fy v' +F, w') dv +/ Peul -
v s

+ Py v' 4 P, w') ds = /2 Xod =

y si aGn la carga se reduce a una fuerza dnica P
aplicada en cierto punto, ya que

Peu' -} Byiwh - Py w! = P.f

si f es el desplazamiento de dicho punto en la
direccion de P, queda

2 :»/2 Xod = (5.4)
Anéalogamente, si
pl—= 1wl — ml'—= ' =g —71 =0
queda
P'f::_/z(zny_Y“Z)dE (55)

Es decir que:

“La componente del vector solicitacién (fuerza o mo-
mento) del sistema de tensiones internas que se desa-
rrollan en un cuerpo eldstico en cquilibrio en corres-
pondencia de una seccion dada, segin una direccion
cualquiera, es medida por el mismo nimero que mide
el trabajo que realizaria la fuerza exterior aplicada
al cuerpo mismo cuando, cortado este en corresponden-
cia de la seccion dada, se hiciere sufrir a lus dos
caras del corte un desplazamiento relativo (traslacién
o rotacién! cuyo vector, de magnitud unitaria, coinci-
da con la direccidn establecida’ .

30) — Se ha expuesto recién la demostracién del
segundo principio de reciprocidad con toda su ge-
neralidad y rigurosidad aunque ello no es indispen-
sable para el objeto que se persigue en este trabajo,
puesto que el trazado de lineas de influencia, teé-
rico o experimental de estructuras utiliza tnica-

e G A



mente el caso particular de las dislocaciones sim-
ples (una traslacién o una rotacién no nula, sola-
mente, por determinacién). El tema es muy intere-
sante y creo que no sea tiempo perdido el que
se dedique a conocer tal principio en esa forma.
Sin embargo se puede también dar una demostra-
cién mas simple y menos extensa como fundamen-
to de los métodos experimentales, para aquellos
que no desean entrar en tanto detalle.

La demostracién del segundo principio de reci-
procidad en su forma particular y limitada se ba-
sa simplemente en el teorema de Betti de recipro-

cidad de las deformaciones, o también en su forma

CAPITULO VI -

31) — Todos los métodos mecanicos de calculo
para trazado de diagramas actualmente en uso, se
refieren exclusivamente a estructuras compuestas
por elementos rectilineos de seccién constante, y,
desde luego, planas;— la justificacién tedrica que
sigue se limitard a estas condiciones.

Supongamos que se tiene una estructura conti-
nua de nudos rigidos compuesta por tales elemen-
tos, dispuestos y combinados en cualquier forma;
para cada uno de esos elementos, o mejor dicho,
para cada uno de sus extremos podremos aplicar

las expresiones conocidas

M, = M,? 4+ 2EK (2o + @, — 30)
(6.1)

M, = — le0 + 2EK 29; “F w55 30)

en donde M, y M, son los momentos existentes
en los apoyos 0 y I; M," y M," los mismos mo-
mentos si el elemento tuviera sus extremos perfec-
tamente empotrados; ¢y y '(; los angulos de giro
de las tangentes en los apoyos, y @ el angulo de
giro del eje del elemento.

Ahora bien En cada uno de los nudos obraran
una serie de momentos M;, M,, . .. .. , produci-
dos por las barras que llegan a él, pero para que
ese nudo esté en equilibrio después de producida
la carga y deformacién correlativas de la estructu-
ra, la suma de dichos momentos debe ser nula:

Entonces si en esta expresion sustituimos los va-
lores de los momentos dados en (6.1), notando

EKCUACION GENERAL

mas simple establecida por Maxwell. Pero aiin
con la aplicacién de este teorema se han seguido
diversos caminos por los varios autores que han
tratado el tema, que presentan diferencias de deta-
lle o procedimiento, o que encaran el problema
con mayor o menor generalidad;— quizds a mi mo-

do de ver, el mas interesante y mas directo es el

método de STABILINI, obtenido como generaliza-
cién del estudio de ALBENGA sobre el teorema
de reciprocidad de LANG (1), que se ha toma-
do como base para la demostracién dada en la
publicacién de la Facultad de Ciencias Matemati-
cas de Rosario, a que hace referencia la nota co-
locada al pié del titulo de este trabajo.

DE ESTRUCTURAS PORTICADAS

que los angulos @9 que figuran alli y que corres-
ponden al nudo cuyo equilibrio se establece, debe
ser igual para todas las barras (e igual al giro del
nudo @, ), tendremos:

4Epy (K, + Ky + . ... + Kuo)) +
-+ 2E (Kl Py + B B o ((n—l) =
=0 K, @ e 4+ Ku-1 @n1) +

n—I

E% 2 MO, — 0 (6.2)

Ademas la expresiéon de los momentos de apo-
yo M’ se reduce a

1
Bl <o ]22/ NE (h—3%) sdx ==
r

—_— 12‘, (l am_‘a mm)

(1) L. STABILINI (B. 28). También han dado demosira-
ciones algo diferentes McCULLOUGH y THAYER
(B. 25), MESNAGER (B. 29), C. GUIDI (B. 12) y
especialmente R. MABILLEAU en su inferesante obra
sobre “Deformaciones Ficticias” (B. 30) en pag 3v 49..
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cuando se indica con & el drea de la superficie
de momentos iséstaticos de las fuerzas exterioles
y con M, el momento estidtico de la misma su-
perficie respecto a un apoyo.

Con cuyos valores queda la (6.2), si admitimos
que todos los elementos tienen el mismo médulo
de elasticidad:

n—1

n—1 n—1
% i 2 K + EKp P —3 §Kp @ +
1 L 1

- z E (l . — 3 @/Km.) =2() (64)

De estas ecuaciones podremos escribir un nime-
ro n igual al nimero de nudos, o sea el nimero
de incdégnitas P, angulo de giro de nudo; se ne-
cesitan pues un nimero de ecuaciones suplemen-
tarias igual al ndmero r de &angulos @, no nulos
a priori, que existan, nimero que generalmente no
es igual al nimero b de barras, porque muchas
de estas no se desplazan (estructuras con nudos
de cordenadas fijas en el espacio) o se desplazan
paralelamente a si mismas. Estas r relaciones en-
tre los momentos de apoyo se obtienen estable-
ciendo el equilibrio de los momentos que obran
en los extremos de las barras cortadas por seccio-
nes de la estructura convenientemente elegidas,
de manera de aislar los elementos que poseen an-
gulos o diferentes de cero:

ESMP+§F.8:0 (6.5)

En esa forma tendremos un sistema de (n -+ r)
ecuaciones lineales con (n -+ r) incégnitas, con
lo cual, tedricamente por lo menos, se hallan de

inmediato los angulos ¥ y ¢, y por las expresio-
nes (6.1) los momentos de apoyo

32) — ESTRUCTURA DE NUDOS FIJOS EN
EL ESPACIO — Cuando los nudos estin inmévi-
les en el espacio, en posicién pero no en direc-
cion naturalmente, todos los angulos @ son nulos
y por lo tanto el sistema de ecuaciones (64) es
suficiente por si solo para resolver el problema
elastico. Ahora bien, como las fuerzas exte-
riores entonces figuran tdnicamente en el término
(1 Gn— 3 97w ), es decir por el drea y el mo-
mento estatico respecto a un apoyo, de la super-
ficie de momentos flectores isostaticos M (de la
viga simplemente apoyada), o lo que es lo mismo,
por su area y la vertical del centro de gravedad
de esta, se puede establecer que:

“Los momentos de apoyo de una estructura con-
tinua de nudos fijos en el espacio, tienen el mis-
mo valor cualquiera que sean las fuerzas exteriores
que la soliciten, siempre y solamente en el caso,
gue los diagramas de momentos flectoresde la viga
isostatica equivalente, de los diversos sistemas, ten-
gan la misma area y la misma posiciéon de la ver-
tical del centro de gravedad de dicha aréa”.

ESTRUCTURA DE NUDOS MOVILES. — En es-
te caso que existen angulos @ no nulos se necesi-
tan tanto las ecuaciones (6.4) como las (6.5) en
nimero igual al de los ¢. De manera pues que en
este caso las fuerzas exteriores no solamente apa-
recen por su diagrama de momentos isostaticos
como en el anterior, sino que también figuran en
forma de momentos estiticos con respecto a cier-
tos puntos de su plano, ecuaciones (6.5), que pue-
den transformarse, haciendo intervenir en cambio
de las fuerzas F, resultantes de las cargas de ca-
da tramo, sus componentes en los nudos o sea las

reacciones Isostaticas:
§M+§(R§+R'6'):0 (6.6)

Por lo tanto se puede establecer que:

“Los momentos de apoyo de una estructura con-
tinua de nudos méviles en el espacio, tienen el
mismo valor cualquiera que sean las fuerzas exte-
riores que la soliciten, siempre y solamente en el
caso que:

a) — Los diagramas de momentos flectores de la
viga isostatica equivalente de los diversos sistemas
tengan la misma area y la misma posicién de la

-

ey’



vertical del centro de gravedad de dicha area.

b) — Se agregue una fuerza en cada apoyo igual
a la diferencia de las reacciones isostaticas produ-
cidas por los sistemas que se sustituyen'.

33) — Es necesario también hallar un método
de reparticiéon de un momento incidente entre las
diversas barras que concurren al nudo.

a) —En el caso de un nudo fijo en el espacio
los momentos en los apoyos de un tramo sin car-
ga directa, como se puede eonsiderar siempre pa-
ra esta reparticién, estan dados por la expresién
siguiente, deducida de la (6.1), si se hace o = 0:

2El

M = 2:;] (2 9o+ @,) M,? :h(ch %) (b)

Hallando ®, en la segunda y sustituyendo en
la primera:

p e Po
o ZEK(2‘p°+4EK 2
p
o sea M =3EK®,+ MZI*

Haciendo ahora

M? = c. M¢®

y haciendo las reducciones convenientes se tiene
finalmente:

6 EK ‘
b (2—0) 4 (6.7)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de
n

equilibrio § M, == Mg y notando que el angu-
lo 9) es el mismo para todas esas barras, se tiene

- 6EK7 L2 \ K_
Mp =~ i getilas O B et 2o
1

que combinada con la (6.7) resulta

M — ( K ) Mg

2¥—c¢ n K (6 8)
2—c¢

1

Particularmente cuando la barra que se conside-
ra tiene su_otro extremo articulado, serda ¢=—20 y-
por lo tanto:

u ' (6.9)

Y cuando el diagrama de momentos es rectan-
gular, o sea con la convencién de signos adopta-

daj sVl =My’ ; serac:—= — | 'y por- tanto
también:
K Mrg Mg
Pl o — oo ok L
o 3 = R (6.10)
2 Mo

b) — Tratdndose de estructuras de nudos mébvi-
les no puede hacerse la reparticién del momento
incidente en la forma sencilla expuesta recién,
puesto que en las expresiones (b) de mas arriba
entraria ademas el angulo @ que no es comin a to-
das las barras. Es necesario pués recurrir a otro
parametro observable, dependiente por supuesto
de la deformacion.

Si tomamos como ejes cordenados para referir
la deformacién de una barra, un par de ejes con
origen en un punto de la deformada y que sean
respectivamente tangente y normal a ella, se pue-
de poner enseguida por el teoremade Mohr, cuan-
do las medidas se refieren al punto de inflexién

e DX LR
T Y 3B AEY - 3 F

de donde el esfuerzo cortante sera:
Yy
OF =531 s (6.11)

En esta ecuacion, / es un dato del problema,
X e y son magnitudes observables en el modelo,
mientras que E es desconocido. Para levantar es-
ta indeterminacién, se puede aplicar esta ecuacién
a un tramo en que se conozca (J, como puede ser
en la barra incidente, y entonces comparando las
expresiones (6.11) aplicadas a estos dos casos,
quedara como se ve facilmente: )

Q = (IY)I xo3

> : 6.12
(IY)o X13 Q ( )
o también si x — constante:
I
g = v o (6.12')
(lY)o

ot - Sl



PARTE 1IV. -

CAPITULO viio -

34) — De la discusiéon hecha en el capitulo II se
deduce que los microinfluenciémetros (o deférmetros
como los llama BEGGS), pueden considerarse como
representacién teéricamente exacta de los fenéme-
nos elasticos, puesto que por oposicién a los in-
fluenciémetros con grandes deformaciones, o de-
formaciones macroscépicas, la magnitud de los
desplazamientos no significa ningldn error, en
principio.

Luego pues, basandose en el segundo principio
de reciprocidad, y de acuerdo con la exposicién
hecha, se puede definir el trabajo del influencié-
metro en la forma siguiente: En la seccién de cu-
yas caracteristicas (esfuerzo normal, esfuerzo tan-
gencial y momento flector) se desea trazar las li-
neas de influencia, se efectia un corte segin la
seccién transversal y entonces se miden los des-
plazamientos que sufren los puntos del eje longitu-
dinal, en los cuales se desea la ordenada de in-
fluencia, cuando a las dos caras de dicho corte se
las somete por medio del deformador a ciertos
desplazamientos relativos correspondientes a la
caracteristica que se desea hallar.

Este desplazamiento relativo, mejor definido co-
mo dislocacién, es la unidad a que hay que referir
los desplazamientos sufridos por los puntos del
eje, puntos de aplicacién de las cargas:

ordenada de influencia —

— desplazamiento del punto (7.1)

dislocacién

Como se dijo al final del capitulo V la disloca-
<cién que debe producirse es aquella cuyo vector
coincide con el de la solicitacién que se busca.

El principio establecido es capaz de interpretar
estructuras espaciales, aunque siempre a fibra me-
dia, pero la aplicacién practica se reduce hasta
ahora, indudablemente por dificultades en la rea-
lizacién del deformador mas que nada, a estruc-
turas planas.

De la misma definicién (7.1) se deduce que no
interesa el valor de la escala de los desplazamien-
tos, puesto que lo que se obtiene es la relacién
de ellos, pero en cambio es necesario asegurarse
que esa relacién es la misma en modelo y proto-
tipo, o sea, simplemente que los desplazamientos
del modelo sean proporcionales a los del prototipo.

METODOS

EXPERIMENTALES

MICROINFLUENCIOMETROS

De acuerdo con esto, tomando la solicitacion
plana completa (en el sentido corriente de los
calculos practicos) con momente flector y esfuerzo
normal, las escalas estin determinadas por las (4.16)
v (4.17), pero ahora conviene colocar la escala de
desplazamientos d = e¢. ¢, o sea

Ry =0 VE I'p

ﬁ.a Ap B ‘3 A!‘
y.o. d j Ip Yd § I'p

bm e

Ahora bien,  en este caso no es un dato del
problema, sino que seria la escala de las fuerzas
internas que es desconocida, pero no interesa su
valor, sino solamente gque permanezca constante a
lo largo de toda la estructura. Como d también
debe serlo se podra poner

L'Eﬁ:cte_ v de la (4.16) _Ybn hT_ —=iGte:

Ap Ay a V12

o sea que las condiciones necesarias y suficientes
seran, cuando se indica con % una constante arbi-
traria, y suponiendo un material dnico en toda la
estructura (si no fuera asi bastaria utilizar la sec-
cién reducida):

B =t s,

(7.2)
A,
hl'll

bm: K.

35) — Este caso seiia sin embargo bastante com-
plicado para realizar, no solo por las escalas sino
también por la confeccién del modelo con dos
variables, y, en efecto, no es utilizado por ningin
investigador. LLa construccion del modelo se efec-
tda cortandolo en una chapa de material de espe-
sor constante y dandole a las barras alturas varia-
bles. Es decir que se dispone en este caso de una
sola variable escalar, lo que exige tomar en cuenta
una sola solicitacién que es indudablemente, en
este caso de estructuras continuas flexionadas, el
momento flector.

De aqui, entonces, podemos simplificar mas la
escala de lo que aparece en (7.2), si volvemos a
la (4 14) correspondiente a la solicitacion de fle-
xi6n tnicamente y despejamss I :

— 36 —



Ep CL?‘S

Ip. STK

I

Em = e
bln h:}ln
pero como Iy = T queda:
12. a2 =
hins = b'iﬁ 5 o indicando con
m. €. j

k' otra constante arbitraria (puesto que todas las
magnitudes que cubre son constantes para un ca-
so dado y cuyo valor no interesa):

ES R 3]/1,,_ (7:3)

es decir que para tener desplazamientos similares
en el modelo y prototipo de una estructura a fi-
bra media sometida a esfuerzos de flexién en for-
ma principal, es suficiente darle al modelo, de es-
pesor constante, alturas proporcionalss a la raiz
cibica de los momentos de inercia correspondien-
tes del prototipo, sin tener en cuenta para ello la

escala @ de longitudes.

Sin embargo hay veces que cierta parte de la
estructura, aunque trabajando en flexién, puede te-
ner un esfuerzo normal relativamente importante;
en este caso puede tomarse consideracién, si bien
en forma bastante rdstica, pegando una chapa sO-
bre otra en esas partes. El espesor necesario, pa-
ra una altura ya dimensionada de acuerdo con la
(7.3), se puede hallar de la segunda de (7.2): pa-
ra el lugar que se toma como base con el espesor
de la chapa tnica y con /m ya determinado se ha-
lla # de la segunda (7.2), valor que se utiliza en-
tonces para el lugar al cual quiere aumentarse el
espesor de acuerdo con la altura determinada nor-
malmente.

Luego pues si bien el modelo de los microin-
fluenciometros toma en cuenta el efecto de las de-
formaciones normales y tangenciales, ademas
de las flexionales, como dice BEGGS (B. 34), pues-
to que es del trabajo real de una estructura que
se deducen las incégnitas, no lo hace sin embargo
en forma completamente rigurosa, ya que la esca-
la verdadera de esas dos solicitaciones puede
diferir, mucho, a veces, de la tebrica. Este error
se mantiene generalmente dentro de limites muy
pequeiios debido a la importancia de la flexion,
pero conviene emplear el aumento de seccién por
superposicién de chapas en aquellos casos en que,
como puede apreciarse cualitativamente con facili-
dad, las tensiones normales lleguen a tener influen-
cia preponderante, y también conviene tratar de

mantener Ja relacion altura de las barras del mo-
longitud

delo y del prototipo mas o menos constante para

hacer intervenir en forma semejante la influencia

del esfuerzo cortante en las solicitaciones, que co-

mo se sabe, aumenta rapidamente con el aumento

de esa relacién.

Lo que es indudable, y es la gran superioridad
de estos métodos que introdujo BEGGS con mo-
delos planos, que en esta forma se tiene en cuen-
ta el efecto sobre las solicitaciones, de las dimen-
siones transversales de las barras, no asimilables
a lineas, y también el efecto de los nudos y cha-
pas de acordamiento que, como en las vigas Vie-
rendeel, pueden tener importancia decisiva, ya que
en esas regiones la distribu¢ién de tensiones no
tiene semejanza alguna con las distribuciones sim-
ples del cuerpo de la barra.

Ya que se trata del dimensionado del modelo,
conviene ademas encarar el punto de vista de la
conveniencia del trabajo. Precisamente esa rela-

cién altura tiene gran importancia para la faci-

longitud

lidad de manejo, porque representa la rigidez de
la barra del modelo. Al producir la dislocacién en
una seccién, la fuerza que debe ejercer el defor-
mador crece con la rigidez y puede llegar a ser
completamente imposible de ejercer con aparatos
practicos, y también, como para un determinado
desplazamiento lineal o angular las tensiones pro-
ducidas en la barra crecen con la rigidez, podrian
llegar a superar el limite elastico del material, fal-
seando por lo tanto los resultados. Hay asi tres
constantes que deben tenerse en cuenta:

— Material ;
— Magnitud de la dislocacién

— Rigidez de las barras.

El material conviene entonces que presente un
limite elastico relativamente alto y un pequefio mé-
dulo de elasticidad, que significa menor rigidez;
segin OBERTI (B. 8) se puede establecer en ge-
neral que el pequefio valor de la relaciéon E[og
constituye el principal coeficiente de calidad de
un material para modelos. De acuerdo con estos
conceptos, asi como por su homogeneidad, isotro-
pia y facilidad de trabajo, el celuloide es el me-
jor material, muy superior al papel, cartén y otros
materiales que han sido usados al comienzo. Se-
gin GUIDI (B. 12) esas constantes son:

ol Bt



E =— 25000 k/cm?
m-— 2.4

ox = 400 — 500 k/cm?

og = 250 k/cm?

La magnitud de la dislocacién convendria que
fuese lo mas pequefia posible por las razones da-
das recién y también para asimilarse mas a las
hipétesis de calculo, pero es facil darse cuenta
que por otra parte tiende a aumentarla las con-
sideraciones del error de produccién de la dislo-

cacidon y de lectura de los desplazamientos. En el

aparato de BEGGS por ejemplo, las dislocaciones
normales son para el ejemplar utilizado en el la-
boratorio:

y —=0914 mm., x=1.293mm., ?=0.01007 radianes
con un error maximo de construccién entre
0.0007 (B. 31) y 0005 mm (B. 12). Admitien-
do como mas probable este iltimo valor y supo-
niendo que se agreguen los errores de los dos
juegos de fichas, se obtiene como error maximo
en la dislocacién el 1 °/..

Hay veces no obstante en que es necesario dis-

minuir todavia més la magnitud de la dislocacion,
debido a que la rigidez relativamente grande pue-
de producir los inconvenientes ya apuntados; suce-
de esto en estructuras muy complicadas, compues-
tas por barras de pequena longitud, como sucede
en puentes en arco con tablero solidario, etc.; —
THOMPSON (B. 32) precisamente indica que du-
rante el estudic del puente sobre el rio Yadkin, del.
tipo nombrado, tuvo que emplear dislocaciones de
esfuerzo normal de 0.137 mm. en cambio del va-""
lor normal, debido a la enorme rigidez, especiat-

Fig. 11

mente en la regiéon de la clave, que producia en
el modelo fenémenos de flambeo normalmente a
su plano; o bien los resortes eran incapaces de
llevar nuevamente a contacto las caras, segin el
sentido

Las barras deben hacerse de la mayor flexibili--
dad posible, aunque sin reducir demasiado las di-
mensiones debido a la exactitud del dimensionado;
—segin McCOLLOUG y THAYER (B. 25) en los
casos de arcos, la altura del modelo en la clave

conviene que sea alrededor del 2 */, de la luz,



proporcion que en los ensayos hechos en el labo-
ratorio ha dado buenos resultados, y a disminuir
ain en los modelos muy complicados.

39) — En las figuras 11 y 12, que reproducen
dos aspectos diferentes de la utilizacién del pro-
cedimiento de Beggs en un modelo de puente,
se pueden observar los elementos fundamentales.

El deformador o productor de dislocaciones es
la parte mas delicada, por esa misma precisién que
se ha visto necesaria y estd compuesto por dos
fuertes piezas de acero, moéviles una respecto a la
otra, que se unen a las dos caras del corte res-
pectivamente; la interposicién de un par de fichas

de acero entre dos entalladuras practicadas en ca-

Fig

da pieza, provoca los desplazamientos relativos
necesarios’ siempre en forma simétrica respecto a
la posicién natural, en forma de compensar erro-
res de origen Ese par de fichas tiene una forma
para cada tipo de

y dimensiones determinadas

dislocacién.

También se ven unas pequeinas bridas de acero

que se utilizan cuando es necesario volverle la
continuidad a alguna seccién cortada por utiliza-
cién anterior de un deformador;— segin las ob-

servaciones de THOMBSON (B. 32) tales bridas

no afectan en nada absolutamente el comporta-

miento. del modelo y en cambio es mas rapido y
mas seguro que soldar los bordes con una solu-
cién de celuloide.

La medida de los desplazamientos de los puntos
del eje longitudinal del modelo se hace con mi-
cuales
0005 milimetros
aproximadamente. Las lecturas se hacen sobre pun-
tos de ~

croscopio de ocular micrométrico, en los

cada divisién del tambor es de
dimensiones microscépicas marcados en
pequenos discos de celuloide blanco que se pegan
al modelo en el lugar indicado, y la orientacién
del reticulo de los microscopios en la direccién
de las fuerzas aplicadas, se hace por medio de un

hilo que se hace coincidir con esa direccién marca-

12

da en el dibujo que sirve de base al montaje del
modelo, como puede verse en la figura 12.

" MAGNEL., con el objeto

de los microscopios (ya que la rapidez del trabajo

de disminuir el costo

exige el mayor nimero posible de estos, debido a
que la mayor parte del tiempo, relativamente, es
absorbida por la operacién de los deformadores),
emplea microscopios con ejes fijos y coloca en los
“tests”’

por pequenas placas de vidrio sobre

puntos de observacién, unos constituidos

las que se

ha grabado un par de ejes rectangulares de | mm.

de largo divididos en 100 partes; en tal forma



puede apreciarse hasta 0.0025 mm. méas o menos.

La lectura debe hacerse asiindudablemente mas
rapida, pero quizds, no hemos trabajado con el
MAGNEL, la colocacién y orientacién de los tests
sea un poco complicada. Una comparacién funda-
da solo podra hacerse trabajando con los dos apa-
ratos, pero parece que tanto uno como otro méto-
do poseen las mismas magnificas propiedades, y
que con los dos puede trabajarse con facilidad y
sencillez.

37) — El corte del celuloide debe hacerse en
dos etapas para poder hacerlo suficientemente exac-
to: primero se corta a una distancia de 0.5 a | mm.
de la linea definitiva con una pequefia sierra al-
ternativa para madera y luego se afina con lima.
Segiin BEGGS (“Rules of technique for testing
celluloid models with deformeter apparatus’™) las
dimensiones finales deben responder a las tedricas
con un error maximo de 0.025 mm.; McCULLOUGH
y THAYER,

gue es necesario una gran exactitud y muesiran

sin dar cifras concretas, expresan
que para una seccién de 12.5 mm. de altura, sila
altura real del modelo varia 0.25 mm. en mas o
en menos, es decir la altura entre 12.25 y 12.75 mm.
el momento de inercia varia, entre esos extremos,
de un 15 °/,, que es indudablemente una diferen-
cia apreciable (1).

Sin embargo un error local en la altura, como
serian los producidos en el trabajo, tienen una in-
fluencia en los resultados menor de lo que parece

a simple vista por el valor de /, puesto que real-

mente interviene por su peso elastico , ¥y por lo

As
El
tanto podra alterar el peso elastico total en una
proporcién despreciable.

Aunque en realidad es posible obtener la exac-
titud deseada por BEGGS, parece que aiin limitan-
dola a un error maximo de 1/10 de milimetro, con
lo que se abrevia el tiempo destinado a la fabrica-
cién, o sea un error en el valor de I, para una
altura de seccion de 10 mm. digamos como mini-
mo, igual a 3 °|,, el error en el dimensionado de
la estructura debe llegar a lo sumo a una peque-

fia fraccién de 1 °/..

Claro estd que tal sera el

caso cuando se trate de variaciones locales acci-

dentales y no de un exceso o defecto sistematico.

(1) En realidad no debe tomarse esa variacion sino la
variacion respecto al valor fedrico para fener una
idea del error cometido respecto al ideal; seria pues
enfre 1275 y 1280 mm. de donde el error de |
serfa de 6 °/o.

El montaje también requiere mucho cuidado y
para ello conviene cuando el modelo estd consti-
tuido por varios trozos, dibujarlo en un papel de
base con sus ejes y alturas como referencia, asi
como con la ubicacién exacta de los deformadores
y las direcciones de las fuerzas exteriores para
cada punto de lectura. Para evitar todo frotamien-
to que impida la deformacién del modelo, este se
coloca sobre pequefias esferas de acero que des-
cansan en cristales, asicomo los deformadores que
no son de apoyo (figs. 11 y 12); también para evi-
tar que el modelo sufra deformaciones fuera de su
plano, se le carga en esos lugares con arandelas
de plomo.

38) — Aparte de estos cuidados de montaje hay
una causa exterior que puede producir errores
apreciables, pero cuya influencia es facil descubrir:
la temperatura. En efecto, siendo estructuras hipe-
restaticas toda variacién de temperatura del mode-
lo significa la produccién de tensiones correlati-
vas, que, dada la pequefia magnitud de los des-
plazamientos a medir, representan porcentajes ele-
vados. Esas variaciones pueden ser debidas a la
iluminacién de la mesa de trabajo, y por eso
BEGGS recomienda la utilizacién de una bateria
de lamparas colocadas a un metro mas o menos
sobre la mesa, de manera de producir una ilumi-
nacién uniforme y sin sombras pronunciadas, y
por supuesto evitar la luz del sol directo, corrien-
tes de aire, etc.

Para dar una idea de esta influencia, extiacto
enseguida algunos valores obtenidos en experien-
cias realizadas en el laboratorio, en las que el

termémetro estaba colocado sobre el mismo modelo:

Tiempo| Temperatura Lecturas Observaciones

— 1690 c. | 431.5 — $Se prende la luz general
21 1603 429.0

4! 16%4 428.0

15, 1697 426.0

30! 1698 426.0 — Se prende una luz de ob-
40! 17-3 4235 vacion de efecto local.

Como puede apreciarse los primeros 0 7° C pro-
ducen una diferencia de lectura de 5 puntos, y sien-
do la lectura de la unidad de dislocacién 250 pun-

tos aproximadamente (para las fuerzas), resulta un

LA



porcentaje de errores completamente inadmisible,
mas aln teniendo en cuenta que puede llegarse a
admitir como diferencia maxima en las dos lectu-
ras de comprobacién, por superposicion de todas las
causas de error, entre 2 y 3 puntos.

THOMPSON mantuvo un control muy

ro, despreciando

seve-
toda lectura durante la cual
se hubiera producido un cambio de temperatura
de mas de 0,1 °C, pero lo hace notar, debido al
destino especial de la investigacién en que in-
teresaban mucho las pequefias lecturas: la linea de
influencia de clave de un arco muestra una varia-
cién, para 0,5 °C de cambio de

8 °/, en la lectura maxima, hasta 100 °/, en las

temperatura, de

pequenas. Pero para la utilizacién corriente del
método, en que influyen especialmente'las ordena-

das mayores, quizds pudiera admitirse hasta 0,2

o 0,3 °C.

En el laboratorio, dadas las pésimas condiciones
del local para estas observaciones, es imposible
mantener un control rigido de temperatura, pero
aquellos dias en que por causas anormales (que
muchas veces pudieron relacionarse directamente
con condiciones del ambiente) las primeras lectu-
ras arrojaban variaciones no solo de magnitud ma-
yor a la admitida, sino que esa variacion seguia
progresivamente durante varios ciclos, se abando-
naba la lectura. :

39) — Las causas tcéricas de error en general
han sido ampliamente discutidas por Mc CULLOUGH
y THAYER (B 25) y MAGNEL (B. 33), a cuyas
publicaciones me referiré para no alargar demasia-
do la exposicion. Las causas de error mas impor-

tantes son:

— Inexactitud "de fabricacién y montaje del mo-
delo. En este sentido es de especial importancia
conocer exactamente la orientacién del deformador,
debido no tanto a los esfuerzos producidos en esa
seccién, porque el cambio de componentes seria
muy pequeno para el error posible, sino para las
secciones alejadas cuyo momento flector se calcu-
En el

laboratorio se midié6 simplemente en forma grafica

la analiticamente a partir del deformador.

trabajando con las componentes directas, pero en
los casos en que se necesita una exactitud ex-
tremada, conviene medirla con los microscopios

y efectvar la correccién.

— Error de colocacién del punto de lectura:
MAGNEL demuestra que, debido a la reducida
magnitud de los giros elasticos productores de es-

ta diferencia (1/100), un error de 0,5 mm. en la

=2

 producido por este debido al giro

colocacién, produce un error maximo de 0,005 mm.
— Utilizacién de pocos deformadores y calculo

analitico consiguiente en secciones alejadas. Segiin
McCULLOUGH en arcos conviene no ir mas alla
del 1/4 de la luz. (0,005

mm.) en cada lectura puede llegar, si no se toma

Un error de un punto

esta precaucién. a producir errores de 5 o 6 °/,.

— Error en la orientacién de los microscopios:
es muy importante y puede alcanzar magnitudes
apreciables cuando el punto observado se despla-
za con mucha inclinacién sobre la direccién de
la fuerza. Segiin MAGNEL (B. 33) es necesario
orientar con una aproximacién de 1/4° y entonces
el error es menor de 0,005 en el caso de las ma-
yores lecturas. Cerca de apoyos una inclinacién
de I° puede producir un error de 23 °/..

— Error de temperatura.
— Factor personal.

— En el método de MAGNEL se agrega ade-
mas el error de orientacién del “test” y el error
elastico. Sin

0,005 mm. para
evitable, y el

embargo el primero no llega a
un error de 1/4°, error facilmente
segundo es siempre despreciable.

40) — Finalmente se estudiarad la exactitud prdc-
tica capaz de obtenerse con el microinfluenciéme-
tro de BEGGS de acuerdo con las investigaciones
hechas en el laboratorio, asi como las diversas re-
ferencias al respecto. Lacomparacién se hace siem-
pre respecto a un método analitico, en la forma
utilizada corrientemente; pero si se piensa en la
serie de hipétesis simplificativas que encierra cual-
quiera de ellos, aiin los mas completos como la
elipse elastica, y las influencias que, como la de
reparticién de tensiones en los nudos, afectan el
valor de las solicitaciones, que no pueden tenerse
en cuenta por ahora, y también los pequefios erro-
res numéricos acumulables inevitables, se llega casi
para el

a admitir que la comprobacién es mas

método analitico que para el mecanico.

Por eso tomando primero casos simples en que
es menos probable que existan esas inexactitudes
analiticas y demostrado que el microinfluenciome-
tro coincide practicamente con la teoria, en los
casos complicados las diferencias halladas pueden
indistin-
tamente. Es asi por ejemplo, que en la viga Vie-
rendeel se compara el BEGGS con los valores

analiticos de MAGNEL (B. 35) hallados por un

procedimiento de aproximaciones sucesivas que él

ser atribuidas a cualquier procedimiento



mismo comprobd que era exacto por medio de su
microinfluenciémetro.

MAGNEL (B. 33) habla para el BEGGS de erro-
res maximos del 5 °/,, pero con exactitud decre-
ciente con la complejidad del modelo; GUIDI
(B. 12) se expresa en idéntica forma pero quizas
basandose en la referencia anterior. OBERTI (B. 8)
establec el 2 °/, como error méaximo de los mi-
croinfluenciémetros, aunque refiriéndose induda-
blemente al MAGNEL, que es el utilizado en el
laboratorio de Milan.

BEGGS (B. 34) dice; “El error experimental en
soluciones por medio de modelos no debe exce-
der 1 °/.,”, pero es posible que se refiera a un va-
lor medio porque en ese mismo parrafo da como
comprobacién de la bondad del método una figu-
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en la comparacién un error maximo, en el momen-
to flector, de 5,3 °/,, también aproximadamente,
mientras que en otra del mismo origen sobre un
sistema de arcos sobre pilas elasticas, presenta
pequefios errores, con un maximo en el momento

flector de 3 a 4 °/..
McCULLOUGH y THAYER (B 25, fig. 20,

pag. 234) en la comparacién de un sistema de
arcos sobre pilas elasticas tiene para el momento
flector una diferencia que, para el pico de la cur-
va, llega a 12/14 °/, y que en esa regién oscila
entre 8/10 °/,. HAYDEN (B. 31, fig. 81, pag. 178)
muestra para un poértico simple una diferencia de
5 °|, en el pico a 10 °/, en la regién adyacente,
para el momento flector.

Veamos ahora nuestra propia experiencia. En la

=Tz X

Lamina |

ra en la que estin representadas las lineas de in-
fluencia, analiticas y mecanicas, para las reaccio-
nes de apoyo de un arco doblemente empotrado,
y que muestran en el momento flector una dife-
rencia maxima (cantidad aproximada desde luego
pues es medida graficamente) de 6.8 °/,. (1) Otra
hoja del mismo BEGGS con las lineas de influen-

cia de otro arco doblemente empotrado, muestra

(1) En estas comparaciones, como en las de nuestras
determinaciones, el porcentaje se toma en la region
de ordenadas maximas, que coincide generalmente
con las mayores diferencias.

lamina | estdn dibujadas las lineas de influencia
de apoyo de un arco sobre una pila elastica, con
empotramiento doble, que muestra la coincidencia

general del trazado del BEGGS y el obtenido por

la elipse elastica. Los errores maximosi son:

— Momento flector: 2.8 a 7.4 °/,
— Fuerzas: 2,6 a 6,7 °/..

Las laminas Il y Il muestra las lineas de in-
fluencia de las solicitaciones en varias secciones
de una viga Vierendeel: — los valores analiticos
de MAGNEL como ya se dijo, para la misma for-

ma de viga aunque con montantes un poco mas
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esbeltos. Los errores son aqui un poco mayores,
(nudo 3 de

pero sin embargo puede

especialmente para el momento M,
la barra 3.4),

que la diferencia es debida a que el

pensarse
deformador
del cual se dedujeron los valores estaba colocado
muy dentro del nudo y por lo tanto la reparticién
de las tensiones muy alterada. Los errores maxi-
mos son:

— Momento flector: 2,6 a 8,3 °/..

— Fuerzas: 0 a 5 °/..

Otro ejemplo de estructura complejaes la de la
laminas IV y V cuyas caracteristicas geométricas
son tomadas de HAYDEN, cuyos valores analiti-
cos hallados por una sistematizacién del teorema

del trabajo minimo, se reproducen, asi como los

mientras que el griafico es mas inexacto =aun-

que muy rapide. En el caso de barras rectas

podria ser este el indicado, pero en barras cur-
vas, en que hay que hacer, con el procedimien-
to normal, la distribucién de empujes, etc., con-
viene mas la elipse de elasticidad cuyos ejes dam
ya inmediatamente los puntos neutros, <on los
cuales puede distribuirse el esfuerzo cortante entre
las columnas sin tener en cuenta el efecto del arco.

Dichas lineas comparadas con los valores teéri-
cos arrojan los siguientes errores maximos:

— Momento flector: 0 a 8,5 °/..

— Fuerzas: 2 a 4 °/,.

Se puede notar ademas que en este caso y emn

el anterior, solo en una lineas de influencia sobre

{ | legriclez In diuw.icic 1. 6.n !
Barra Punto ‘ Elipse ’ columna analoga Elipse columna analoga
elastica | analitica l grafica elastica | analitica ’ grafica
| | | |
é E articulacién | 0.844x10-2 | 0.844x 0.833x 0.976 0.988 i 1.027 ;
3 g :%
© o neutro i
S . !
superior | 1.620x | .670x 1935x | .0512 - 0.512 0513 |
| neutro |
: }
o e L 0.239x . 0.2125 10917 0916 0918 |
oo
> :
neutro §
derecho: 10310z 0.292x | 0.272x | 0.748 0.770 0.750 |
valores hallados por nosotros utilizando el méto- cinco y doce lineas respectivamente, ese error lle-

do de CROSS, tomando en cuenta claro esta, la
seccién variable y la curvatura del eje de la viga.
Creo no sin interés indicar que la determinacién
de las constantes de las barras, rigidez y coefi-
ciente de induccién de los dos extremos, fué he-
diferentes con objeto de

Elipse de

analitica y

cha por tres métodos

comparar su exactitud y su rapidez:

elasticidad y analogia de la columna
grafica (flexién compuesta); en esta idltima se ad-
miti6 dada la pequena curvatura, para la determi-
nacién de constantes, que se podia asimilar a una

pleza recta por proyeccion.

Algunos resultados reproducidos en la tabla Il
muestran que la elipse elastica y el método de la

columna analoga dan resultados muy exactos,

ga al 8 °/,, pues en general, no pasa de 5 o 6 °/..
También tanto para nuestras investigaciones como
para las extrafias cuyos resultados he reproducido,
se nota que los errores mayores corresponden al
momento flector, siendo el esfuerzo mnormal y el
esfuerzo cortante de valores bastante mas exactos.
En realidad es dificil asegurar cual puede ser la
causa, puesto que por una parte el tarado ‘de las
de las fichas se hace directamente en puntos del
micrométro (sin basarse en los didmetros medidos),
de manera que no puede ser error de unidad de
dislocacién y por otra parte un defecto probable co-

deformader,

afecta a las fuerzas pero no a los momentos (de

mo es el defecto de orientaciéon del

las mismas secciones); solo cabe la explicaciém

A5 —
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que la dislocacién de momento flector es mas pe-
quena, con lecturas del orden de 150 a 200 pun-
to como maximo en los casos estudiados, contra
250 o 300 puntos en las fuerzas y  por lo tanto
cualquier error tiene mayor valor relativo.

Resumiendo lo expuesto puede establecerse co-
mo resultado practico para el microinfluenciémetro
de BEGGS, cuando se considera ademés que el
error de céalculo o dimensionado de una estructura
no es el error maximo tnico sino el promedio de
los errores de las mayores ordenadas:

i) — El error es mayor para los momentos que
para las fuerzas y aumenta con la complicacién
de la estructura.

i1) — Como error mdximo absoluto puede tomarse
de 8 a 10 °/, para el momento flector y 5 a 6 °/,
para las fuerzas.

ii1) — El error mdximo normal, practicamente
considerado es de 5 a 6 °/, para el momento flec-
tor y de 2 a 3 °/, para las fuerzas.

Los resuitados justifican pues la enorme confian-
za que dan los microinfluencrémetros en todo
aquel que lo maneja alguna vez; no hay que olvi-
dar que este método, debido al espiritu creador
y verdaderamente técnico del profesor BEGGS, y
en general todos los influenciémetros, aislan, por

asi decir, cualquier error, que se produce raramen-

te, de lectura o transcripcién, y que su correcciéon
se hace rapidamente.

En cuanto al tiempo empleado no se han hecho
comparaciones, pero es indudable que en los ca-
sos simples, por ejemplo arcos aislados simétricos,
pérticos simples, o estructuras mas complicadas
pero con barras de seccién constante capaces de
ser tratados por el Cross corriente o por Gehler,
etc, no hay ventajas debido al tiempo empleado
en la fabricacién y montado del modelo. Segin
HAYDEN, que efectué el calculo de una larga
serie de puentes en la “Westchester County Comm.”,
el método mecanico seria Gtil para estructuras con

méas de 3 o 4 indeterminaciones.

L as ventajas aumentan mucho también cuando
es necesario estudiar diversas variantes de seccién
de una misma estructura, que en el método anali-
tico significan céalculos nuevos totalmente, mientras
que con modelos solo es necesario hacer modifi-
caciones pequenas y hay que repetir {dnicamente

las lecturas.

En cuanto a estructuras complejas pero con ba-
rras de seccién constante veremos mas adelante
que en general los métodos macroscépicos dan
resultados perfectamente aceptables y mas rapida-

mente.

CAPITULO VIII - INFLUENCIOMETROS CON GRANDES DEFORMACIONES

41) — En el capitulo anterior se discutié la ana-
logia mecanica del segundo principio de recipro-
cidad en su forma mas exacta. Cuando las disloca-
ciones son de magnitud apreciable, practicamente
finitas diriamos, de magnitud del érden de las di-
mensiones longitudinales de los elementos, fallan
las bases teéricas rigurosas, y como ya se anotod,
debe basarse cada caso en la experiencia para

conocer sus limites de validez.

El estudio comparativo hecho en nuestro labo-
ratorio se refiere a tres diferentes dispositivos, de
los cuales dos son aparatos mas o menos perfec-
cionados y que han entrado en el comercio fa-
bricados por sus inventores (“Continostat” y ‘“Nu-
pubest”), mientras que el tercero utiliza una serie
de elementos que pueden y deben ser fabricados
por quien lo emplea, ya que no exige sino un
“outillage” muy rudimentario (Kann).

La formacién de los modelos del ‘“Continostat”

(B. 10 y 36 a 39) y del “Nupubest” (B. 11) es en-

teramente semejante, puesto que en ambos las
barras o elementos de la estructura se represen-
tan por varillas de acero de acuerdo con las ca-
racteristicas que se expusieron en la primera par-
te. Los nudos se ejecutan con pinzas o grampas
metalicas que mantienen invariables los &angulos
que forman las tangentes a las diversas barras en
cada uno, que, en el caso que la estructura de
nudos moviles en el espacio se colocan sobre pe-
quehas esferas de acero.

En la figura 13 se reproduce un modelo de
pbrtico doble con apoyos empotrados, ejecutado
con el Continostat, en el que puede observarse
que en este aparato la movilidad relativa de los
nudos del pértico respecto a los apoyos, se obtie-
ne montando estos sobre una regla, que los man-
tiene en una posicién invariable entre si, pero que
permite el movimiento por estar colocada sobre
rodillos. En cambio los nudos estan en posicién
invariable apoyados sobre guias que descansan en

— 47 —
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la regla de base, que sirve a su vez para aplicar
las fuerzas solicitantes.

En uno de los modelos se ha colocado wuna
pieza de deformacién angular unidad para trazar
la linea de influencia del momento de empotra-
miento de la barra izquierda. lLas lineas d= in-
fluencia de fuerzas se obtienen ‘simplemente va-

riando las longitudes de las barras.

Debido a la forma de la grampa de nudo, el
Continostat solo puede aplicarse a estructuras de

malla rectangular, por lo cual, posteriormente

GOTTSCHALK ha fabricado un dispositivo com-

Figura

plementario, el “Mecanostat” (figura 14) (B. 38 y
40) que permite, aunque basado en los

elementos, tratar estructuras de cualquier malla.

mismos

Los elementos principales del Nupubest estan
reproducidos en la figura 15; — en la parte supe-
rior estd el modelo dispuesto para trazar una linea
de influencia del momento flector en un punto
intermedio de una viga continua sobre 3 apoyos,
y en la parte inferior la linea de influencia del
esfuerzo cortante en una seccidén de la traviesa de

un poértico disimétrico, asi como las piezas mas

— 49

importantes para la construccién de los diversos
tipos de nudos y apoyos.

Como ejemplo mas completo, la figura 16 mues-
tra la linea de influencia del momento flector en
el apoyo derecho.

En el método de KANN (B 41), las varillas son
sacadas de una lamina de celuloide de | mm. de
espesor mas o menos y una altura de 10 mm, y
los nudos se cortan en madera de 3 o 4 mm. de
espesor, como puede apreciarse en la figura 17,
que es un modelo aplicado al trazado de diagra-
mas; — las dislocaciones angulares pueden produ_

13

ducirse ejecutando nudos especiales en que las ra-
nuras que reciben los extremos de la varillas (que
se mantienen firmes por simple presién y sin ne-
cesidad de cola alguna) ya estin ‘ejecutadas for-
mando los angulos relativos necesarios. La varia-
cién de momento de inercia no ha sido encarada
por KANN, puesto que la utilizacién de celuloides
de diversos espesores complicaria la ejecucién de
los nudos, y por otra parte la variacién del mo-
mento de inercia por variacién de altura no seria

posible llevarla a los valores que interesan, porque
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de la distancia al apoyo fijo méas cercano situado
en direccién normal a la de la dislocacién. Ade-
mas generalmente conviene que sea mayor de
+ 25 mm., de manera que si se aprecia 0.5 mm.
en la lectura sobre papel milimetrado, representa

una apreciacién de medida igual a | °/,.

Esa relacién oscila, para obtener los mejores re-
sultados, entre 1/4 y 1/6, y solo en el caso en que
no se puede mantener la magnitud absoluta recién
anotada, se llega hasta 1/3 o 1/2.5 pero con ma-
yor probabilidad de error. GOTTSCHALK (B. 36)
recomienda no exceder /5, ya que el error au-
mentaria al doble (B. 10) para un valor igual a 1/3.

La dislocacién angular para el momento flector
esta predeterminada en los aparatos comerciales
Nupubest y Continostat por la utilizacién de las
grampas o deformadores correspondientes; sélo en

Edeg ninzaiatl 6

el Kann es posible variarla. En este caso sin em-
bargo su determinacién no es tan elemental como
en el Beggs porque ahora se trata de deformacio-
nes finitas de magnitud apreciable respecto de las

dimensiones longitudinales, con lo cual:

a) — El angulo de dislocacién y su tangente
son completamente diferentes, y por lo

tanto de imposible simplificacion.

Eiogsavrcal 7

b) — Las flechas adquiridas son influenciadas
por las longitudes.

Teéricamente, y de acuerdo con la expresién de
trabajo del momento flector, la dislocacién unitaria
es aquella para la cual las caras del corte sufren
un desplazamiento angular relativo igual a un ra-
dian. Pero, con deformaciones finitas, ya no suce-
de esto, como puede comprobarse de inmediato
estudiando el trazado analitico de una linea de
Influencia de Momento Flector de una viga sim-
plemente apoyada en la cual el angulo ¢ de dis-
locacién vale (fig. 18):
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de donde, para
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GOTTSCHALK (B. 36) estudia en detalle este
aspecto, calculando ese angulo para a/l = 0.1,
0.2,....09, 1.0, en una viga simplemente apo-

yada, en una viga con un apoyo y un empotra-
miento, y en una viga doblemente empotrada, lle-
gando a la conclusién de que para esos tres ca-
sos la variacién maxima es la ya expuesta, es de-
cir un 6.5 °/,. Y que ademas, con una tolerancia
del 1 °/, se puede considerar constante el error
para los 0.5 1 en el tramo simple, 0.7 1 en la

viga empotrada y apoyada, y 0.87 1 en la viga

doblemente empotrada. Recordaremos que el an-
gulo unitario tedrico en grados (I radian) es de

57° 20N
Si se mide el angulo colocando dos varillas rec-

tas en los deformadores, se obtiene:

Lugar | Dislocacién |[CONTINOSTAT|NUPUBEST
apoyo 0.5 26.9 2 2817
centro ] 53:0°0 52102

Es decir que no responden a un valor teérico
definido sino que deben ser hallados, mas bien,
por condiciones practicas. Para el método de
KANN, en cuya publicacién el autor no da datos
sobre esta magnitud (porque encara sus modelos
desde el punto de vista de los diagramas mas que
desde el de las Lineas de Influencia, y ademaés
con nudos notablemente grandes), se vera que en
el Laboratorio se hicieron determinaciones — des-
pués de varios tanteos — con dos valores de @ di-
ferentes: primero con el valor teérico ® =570 00',
@ — 53% 00' reducido

de aquel en la relacién de las rotaciones finitas

y luego con un valor

45" 00'
53716}

esa forma se obtiene una aproximacién apreciable.

— (0.845. Mas adelante veremos que en

No hay que olvidar aqui que la longitud de las
piezas deformadoras introducen un error de relati-
va magnitud, que tiende a reducir el efecto de la
dislocacion.

43) — La escala de fabricacién del modelo tiene
también cierta influencia sobre los resultados, di-
rectamente o a través de la esbeltez de las barras.
Segiin CAROT y RIECKHOF (B 11): “es reco-
mendable el elegir la escala mayor posible, pa-
ra aumentar la precisién de las determinaciones;
cada vez que sea posible se adoptara una escala
de 1/10 y en ningiin caso debera de descenderse
a menos de 1/20”. Ni GOTTSCHALK ni KANN
hacen referencia a tal problema, pero en cuanto
al primero puede deducirse de las figuras que tra-
baja con escalas hasta de 1/50 o 1/60 y con lon-
gitudes de elementos hasta de 15 o 20 centimetros.

De las dos posiciones parece mas légica la de
GOTTSCHALK porque el criterio nos dice que lo
que mas interesa no es la escala, que no
tiene mayor importancia porque un mismo modelo
sirve para todas las estructuras de esquema seme-
jante y con iguel distribucién relotiva de Momen-
tos de Inercia; esta independencia existe natural-
mente hasta cierto punto. Pero en realidad hay
tres factores que influyen en las dimensiones del
modelo y que pueden tener preponderancia — uno
u otro — segia las circunstancias:

i) — La escala en si misma, porque las medidas
que se tomen con un cierto error absoluto tendran.
en definitiva un error relativo tanto menor cuanto
menor sea la escala. (1)

i) — Una longitud minima de las barras, para
que la relacién de las dimensiones del nudo a la
longitud libre no pase del valor que tieme en las:
estructuras reales, aproximadamente. Es decir que
cuanto menor sea el nudo tanto menor podré ser-
la longitud de las barras del modelo: en el Con-
tinostat podra descenderse mas que en el Nupubest.

iii) — Una esbeltez maxima, debido a que la po-
sicién de equilibrio no es muy definida cuando-
no hay suficiente rigidez en el modelo. Por otra.
parte una esbeltez demasiado pequefia somete a
las barras a esfuerzos demasiado fuertes, aunque-

(1) En el procedimiento de momento nulo influye fam-
blén la escala por la menor distancia apreciable alt
nudo del puntfo de Inflexion.-
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este efecto no llega generalmente a controlar el
dimensionado.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, y
otras de indole practica que no es del caso men-
cionar aqui, creo que podrian establecerse los pun-
tos siguientes:

1) — La escala minima conviene que sea de
1/40 para el Nupubest y el Kann, y 1/60 para el
Continostat.

2) — La dimensién minima de las barras debe
ser aproximadamente de 20 a 25 cmts. para el
Nupubest; 18 a 20 para el Kann; y 12 a 15 cmts.
para el Continostat.

3) — La esbeltez debe de limitarse principalmen-
te por su maximo, caracterizandola por la relacién

longitud . : :
—=—— — A, cuyo valor aproximado conviene

espesor
que sea:
Nupubest y Continostat: A = 650 a 700
Kann: * A = 350 a 400
notando que a veces — por ejemplo en estructuras

con nudos méviles — la esbeltez que interesa pue-
de no ser la de cada barra sino la de un conjun-
to de barras sucesivas sin nudo fijo intermedio.

44) — Con los influenciémetros macroscépicos
no es posible, ni necesario, una discusién teérica
de los errores que pueden producirse, tal como
sucede para los microinfluenciémetros. En el caso
actual hay una causa de error innata., que es la
magnitud de las deformaciones, la que cubre to-
da otra causa que pudiera existir, siempre que no
sobrepase los limites corrientes y facilmente acce-
sibles.

Las circunstancias que deben tenerse en cuenta,
en general, son la perfecta movilidad de los nudos,
con esferas de acero si es necesario, la conserva-
cion invariable de la tangente en los empotra-
mientos, y rectificacién de las barras para evitar
el flambeo.

La exactitud que es posible obtener, o en otras
palabras el error maximo que puede esperarse con
los macroinfluenciémetros varia algo de un apara-
to a otro, y segin las circunstancias, aumentando
indudablemente como en el Beggs con la compli-
cacion de la estructura.

Con el Continostat, segin GOTTSCHALK, en
las vigas continuas puede esperarse un error hasta
5 °/, si la deformacién relativa es de 1/4, y hasta
10 °/, si se llega a 1/3 (B.10); para los Momentos
Flectores de secciones comprendidas en los 3/5

interiores de las barras, se obtiene un error maxi-

mo sin mayor precaucién del 2 °/, y para las fuer-
zas el 4 °/, (B. 36); cuando se utilizan cintas va-
riables, barras no-rectilineas, los errores quedan
dentro del 5 °/, (B. 38).

CAROT y RIECKHOF no establecen el valor
del error maximo posible; — en los ejemplares tra-
tados, el error oscila entre 3 y 4 °/, para vigas
continuas a 3 y 8 °/, para pérticos simples. En la
admisién oficial del Nupubest para el Estado Ale-
man (B. 11) se establece el 10 °/, como diferen-
cia maxima entre la determinacién principal y su
verificacion

Por el contrario otros investigadores que traba-
jan mas bién con microinfluenciometros les atri-
buyen a los modelos en elevacion, atin para vigas
continuas, un error de 30 a 35 °/,. (B. 33). Vere-
mos que un error tan grande solo se produce en

' casos enormemente desfavorables.

44) — A continuacién expondremos la magnitud
de los errores que pueden deducirse de nuestra
experiencia. Lo dnico que debe tenerse en cuen-
ta, es encarar separadamente los diversos tipos de
estructuras, ya que las condiciones en que deben
trabajar los modelos pueden diferir mucho, y tam-
bién influir en mayor o menor grado las grandes
deformaciones.

Las vigas continuas son los sistemas méas sim-
ples y para los cuales es dado esperar mayor exac-
titud, ya que, entre otras condiciones los nudos
son fijos. En la lamina VI estan indicadas algunas
lineas de influencia para una viga continua de dos
tramos con seccién constante, entresacadas, como
caracteristica media, de trazados hechos para di-

ferentes estructuras con diversas proporciones.

LLas lineas representan los valores analiticos. Co-
mo puede verse la exactitud del Nupubest y del
Continostat es casi perfecta, especialmente para la
fuerza, y un poco menos para el momento de
apoyo.

En cada aparato, y para una esbeltez que varia
entre 340 y 430, se tienen los siguientes errores

maximos:
CONTINOSTAT: Momento flector: 3 a 6 °/,
Fuerzas: i [
NUPUBEST: Momento flector: 4 a 5 ”

awZ ai

con un promedio, de todos los valores del tramo
que contiene la seccién dislocada, igual a 4.25 ¢/,
(maximo) y 2.02 %)y (medio) para el Continostat,
y 6.25 9/y (maximo) y 3.62 (medio) para el Nu-
pubest.

Fuerazs:
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En cuanto al KANN, utilizando como disloca-
cién unitaria para el momento flector, los valores
de ® = 57° para el centro del tramo v @ — 530
para los apoyos, deducidos de algunas experien-
cias, se obtienen (como se ve en la misma lami-

na que los anteriores) errores maximos del drden de:

Momentos flectores: 2 a 5 °/.

a2

Fuerzas:

En la lamina VIl se trata ahora un pértico doble
empotrado con momento de inercia constante, en
modelos de 25 c¢cm de longitud de barras. La coin-
cidencia es ain bastante buena, a pesar de tratarse
de una estructura de nudos méviles en el espacio,
aunque menor que en la viga continua; — como
siempre la coincidencia es mayor para las fuerzas

gue para los momentos.

Los errores maximos obtenidos son:

CONTINOSTAT: Momento flector: 1,5 a 7,5 9/,
Fuerzas: 155 at. 8. 7
NUPUBEST Momento flector: 3. a 10 7
Fuerzas: 5 4.5
KANN Momento flector: 9.5 a 10.5 "
Fuerzas: ~ b

si se deja de lado, para el método KANN, el mo-
mento de empotramiento de la columna, que no
fué hallado con deformador sino girando el apo-
yo, a cuya causa puede atribuirse el valor exage-
rado. De cualquier manera, para llegar a conclu-
siones definitivas sobre esta utilizacién de los mo-
delos de KANN, es necesario seguir las investi-

gaciones.

45) — Hasta hora se han considerado estructu-
ras con momento de inercia constante dentro de
cada barra, en la forma corriente en edificios,
y también de eje recto. El método de KANN no
alcanza nada mas que este caso, y ademas debe
ser de momento de inercia constante en toda la
estructura; el Nupubest y el Continostat permiten
en cambio, encarar, aunque sea en forma menos
precisa, también el caso de seccion variable y ba-

rras curvas.

Veamos pues los errores que se introducen
con ello.

En las laminas VIIl y IX se replantean las li-
neas de influencia del modelo F. I' C, ya estu-
diado con el BEGGS (primer ejemplo) y del mo-
delo F. I'. A, halladas con el Nupubest. Como pue-
de verse en el esquema de la lamina VIII, se trata

de un arco con seccién sumamente variable que
descansa, en el modelo F. 1. A sobre una pila
muy rigida (60 u 80 veces la rigidez de clave),
y en el F. I'' C sobre una pila del mismo orden

de rigidez que la clave.

LLa primera investigacién se - hizo sobre el
F. I'' A; — los modelos tenian todos el eje longi-
tudinal coincidiendo con el eje tedrico, pero el
dimensionado de la seccién se hizo en tres formas
diferentes. En la lamina VIII se ve que en el Nu-
pubes “A” se utilizé6 una varilla sola, es decir
que se tomé un momento de Inercia constante
sensiblemente proporcional, respecto del de la pila,
al de la region de clave; — en el Nupubest “B”
se agregd otra varilla desde los rinones al empo-
tramiento, y en el “C” se colocé una tercera que
da una seccién aproximadamente equivalente a la

del prototipo.

De manera que el orden A-B-C deberia indicar
orden creciente de exactitud y sin embargo cuan-
do se replantearon los resultados no se obtuvo ese
resultado sino todo lo contrario y con grandes
errores, como puede verse en las lineas de influen-
cia para N;, M, y S; del modelo F. 1. A. Este
resultado desconcertante a primera vista fué estu-
diado cuidadosamente, y después de diversos tan-
teos pudo llegarse a la conclusién que era debido
a que las grandes deformaciones que sufre el modelo
de arco, dejan de - ser proporcionales porque se
extiende a tal punto que su eje llega a ser casi
rectilineo y trabaja mas bien como tirante; — este
fenémeno estaba exagerado por la gran rigidez de
la pila. Inclinaba a tal creencia el hecho de que
la linea de influencia de N,, cuyo trazado no pro-
vocaba esta circunstancia era mucho mas exacta:
como comprobacién se trazé la linea de influen-
cia de la reaccidn vertical en el apoyo izquierdo
R, (lamina VIII), con resultados perfectamente

aceptables

La verificacién final se hizo construyendo un
modelo (F. 1'." C) con el mismo arco pero con una
pila de rigidez semejante a la rigidez media de
aquel, cuyas lineas de influencia se han replantea-
do en las laminas VIl y IX, a la derecha de las
correspondientes al F. I'. A. En ellas ha desapa-

recido toda anomalia.

Los errores maximos del F. 1'.C (respecto a los
valores analiticos, aunque en la figura se hayan
replanteado los valores del Beggs) para los tres
tipos de modelo fueron:

— 5
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NUPUBEST « “A’’: ~ 30 9/, ~ 15 9
NUPUBELT “B”: =i 5. ~ 10
NUPUBEST “C”: ~ 807 ~ 8
es decir que, especialmentte para el momento

flector como podria preverse por razones tedricas,
el error del “A” y del “B” es muy grande, pero
que el “C”’ daria resultados muy buenos; — para
las fuerzas atin el mas simple da resultados rela-
tivamente exactos.

Sin embargo debe hacerse notar que en estos

modelos en que el dimensionado, contrariamente
al del Beggs, se hace en forma un poco arbitraria,
pudo haber influido algo la casualidad en su elec-
cion. Quizas seria méas firme considerar errores
del 10 al 15 9/,.

Otro ejemplo semejante es el

F. 2 de

un pértico doble articulado, ya estudiado para el

modelo

Beggs, cuyas caracteristicas geométricas se ven

en la lamina X y que tiene una seccién enorme-

mente variable. Con el Nupubest se hicieron tres
modelos diferentes, en cuanto a las traviesas, ca-
racterizados por:

— Nupubest “A’”. —Eje recto en posicidon in-
termedia; / constante

— Nupubest “B”. — Eje recto en posicién inter-
media; / variable en ties etapas

— Nupubest “C". — Eje curvo exacto; / constante.

— Nupubest “D”— Eje curvo exacto; / variable
como el “B”, — para ver especialmente la influen-

cia de la curvatura del eje del modelo, cuando en
laminas X y XI
se pueden observar algunas de las

el prototipo es pequena. En las
lineas de in-
fluencia obtenidas, de donde se deduce la gran
importancia que tiene la exactitud de la curvatura
atin en este caso, y que indican que

su empleo

.. representa un mejoramiento casi tan grande como

el de la seccién variable, y que la coexistencia

de estas dos aproximaciones permite reducir los

errores en una magnitud apreciable.

Adn asi, con el modelo realizado en la forma
mas exacta posible los errores para este tipo de
estructura son mayores que los admisibles para un
calculo definitivo y solo podria adoptarse como
primera aproximacién del dimensionado, si se pien-
za que su montaje y operacién es mucho mas ra-

pida que la del Beggs. Los errores ‘maximos del

Nupubest “D” son de 10 a 20 °/,

y de 15 a 25 °/, en los momentos, con excepcién

€en ]as fuerzas:

del momento en clave en que llega al 60 °/,; — la

595



anomalia de esta seccién ya aparecié, aunque no

tan pronunciada, con el Beggs.

Finalmente en la lamina XII se dan las lineas
de influencia de un sistema de arcos sobre p s
elasticas estudiado con el BEGGS y con el Nupu-
best con momento de inercia constante; en este
caso en que las pilas son mucho mas rigidas que
el arco, la seccién variable de este tiene en rea-
lidad una importancia un poco menor. Los errores

maximos son de orden de:

CAPITULO IX - TRAZADO DE

46) — El trazado de diagramas de momentos
flectores, y a partir de ellos las otras dos solicita-
ciones, por medio de la aplicacién simple de la
estdtica, es también uno de los campos de apli-
cacién en el que los métodos experimentales pue-
den ser de positivos resultados practicos. Su utili-
zacién, sin embargo, no es tan corriente como la
de los trazados de lineas de influencia debido por
una parte, a que sus ventajas sobre estos tltimos
aparecen lnicamente en pocas oportunidades, y
por otra, a que solo algunos de los aparatos para
calculos experimental, son capaces de ello; es in-
dudable ademas que el principio de los influen-
cidmetros es mucho mas simple y permite perfec-
cionar en mayor grado su manipulacién, pudién-
dose obtener resultados mas exactos.

El problema considerado es hallar los momentos
de apoyo de una estructura somstida a cargas de-
terminadas, a partir de ciertos datos experimenta-
les obtenidos en un modelo a escala reducida, en
forma tal de eliminar de los célculos, tanto la esca-
la elastica absoluta del modelo, como también,. y
a causa de la condicién anterior, la magnitud de
la fuerza aplicada para deformar el modelo, fac-
tores que introducirian complicaciones de orden
practico e inexactitudes consiguientes; no debe
perderse de vista que los métodos experimentales
que estamos considerando, son destinados princi-
palmente al calculo practico de estructuras.

Tales estructuras, ademas, deben ser sistemas
reticulados de elementos prismaticos rectos en los
que la solicitacién primordial es la flexién plana
(aunque no tienen por que ser siempre estructuras
planas), puesto que los fundamentos tedricos de
tales métodos que hemos visto, se apoyan en ex-
presiones deducidas para elementos de eje rectili-
neo sometidos puramente a deformaciones flexio-

Momento flector: 25% lg w851 "
Fuerzas: Bicsans 30 <.

muy grandes por lo tanto; sin embargo como la
distribucién es bastante parecida, puede servir
como primer tanteo, de orden cualitativo. Pero pue-
de ser interesante notar que recien en estos dos
dltimos tipos de estructuras, los mas complicados
qgue pueden presentarse, llegamos a una magnitud
de error de 30 a 35 °/., contrariamente a lo esta-
blecido por MAGNEL, que supone estos errores
aliin para vigas continuas, como se expres0 antes.

DIAGRAMAS

nales. Ademais, por lo menos dentro del estado
actual de estos métodos, se emplean para ello las
deformaciones macroscépicas, y es necesario utili-
zar los modelos en ‘“‘elevaciéon’; quedan pues des-
cartadas en absoluto la influencia de la fueza nor-
mal y de la fuerza tangencial en la distribucién
de las solicitaciones, ya que el valor de las rigi-
deces correspondientes es, relativamente a la es-
tructura real, muchisimo mayor que la rigidez a
la flexién.

Planteado el problema en estos términos, tendre-
mos como elementos observables en el modelo,
las caracteristicas de deformacién de los elementos
prismaticos rectos sometidcs a flexion:

— Flecha o deformacién transversal,

— Inclinacién del eje longitudinal,

— Radio de curvatura del mismo,
a partir de los cuales debe poderse obtener el va-
lor del momento flector en cualquier punto. Tam-
bién es necesario hacer notar que, para poder
independizarse de la magnitud de la fuerza defor-
madora aplicada al modelo, no podrd estudiarse
la solicitacién correspondiente a varias fuerzas si-
multaneas obrando en la estructura, sino que ha-
brd que estudiarla sucesivamente para cada una
de las cargas aisladamente y luego superponer los
resultados. Solo es posible dejar de lado esta re-
gla fundamental cuando las diversas cargas obran
en un mismo tramo de la estructura, gracias a a
utilizacién de la “fuerza ficticia de reemplazo”,
equivalente a la carga real en cuanto a la magni-
tud de los momentos de apoyo, o atin al sistema
de GOTTSCHALK, que utiliza un hilo sobre pe-
quefias poleas que permite aplicar simultineamen-
te varias fuerzas de igual magnitud.

Siguiendo estas directivas se han desarrollado tres
métodos experimentales destinados al uso practico:

— B0
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— EIl método de los coeficientes de empotra-
miento, de GOTTSCHALK (B.9,10 y 36.a 39).
— EIl método de los puntos de momento nulo
de RIECKHOF (B. 11).
— EIl método de los angulos de giro de nudos
y barras de KANN (B. 40)
ordenados segiin la fecha de su aparicién, y de
los cuales los dos primeros permiten la resolucién
completa de cualquier problema, mientras que el
tltimo puede méas bien considerarse como un pro-
cedimiento rapido de control.

47) — CONTINOSTAT. — Para determinar los
momentos flectores, GOTTSCHALK halla los mo-
mentos de apoyo My, y M, en el tramo cargado,
con la expresién:

My = mo. P. 1

My = mgi Pl
donde P es la carga total que obra en el tramo,
I su longitud, y mg y m, son los co ficientes de
empolramiento; estos son funcién de

a) — Magnitudes que dependen del diagrama de
momentos de la viga isostatica equivalente, es de-
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cir que pueden calcularse previamente para los ti-

pos de carga mas comunes, como lo ha hecho

GOTTSCHALK.

b) — Magnitudes observables: Ordenada de la
linea elastica 7 en el medio de la luz, y los seg-
mentos f, v f1 interceptados en la vertical media
por las tangentes a la linea elastica en losapoyos.

Por ejemplo cuando la fuerza estda colocada a

los 2/5 de la luz a partir del apoyo izquierdo, los
coeficientes de empotramiento son:

_ 8 27h—13.756—3.25
375 FhvEe ¢

B I8.h—1h50 fo—f
375 4h—4:—¥§

miyj- ===

La escala se elimina puesto que estas expresio-

nes son la relacién de dos funciones lineales en

fo v fi v h. El procedimiento practico es producir

la deformacién en un modelo como el de lafig. 14
con una de las guias aplicada en el mismo lugar
que la fuerza real, y entonces dibujar en el papel
la linea elastica en la regién de los apoyo pasan-
do un lapiz contra las varillas y también marcar
el punto medio; retirado el modelo se busca con
toda facilidad, y con una exactitud suficiente, la
tangente a dicha linea.

[.a trasmisién de los momentos en los tramos
descargados y la reparticion de un momento inci-
dente entre las diversas barras que llegan a un

nudo, se hace utilizando las mismas magni-
tudes que en los coeficientes de empotra-
miento, y por medio de expresiones deri- -
vadas de la (6.8)

El método de las tangentes se aplica para
estructuras con nudos fijos en posicién y
especialmente para vigas continuas, siendo
sus mayores ventajas la rapidez del traza-
do, las pequenas dimensiones que es po-
sible darle al modelo y su exactitud: solo
podria objetarse la necesidad de calculos
numéricos relativamente extensos para de-

terminar aquellos coeficientes.

En este caso como en los influenciéme-

Esbeltez maxima (‘e!‘) tros y en los otros métodos de trazado de

diagramas, es itil estudiar la importancia
de las escalas o esbelteces del modelo; aun-
que la esbeltez maxima pierde algo su im-
portancia por no tratarse de nudos moéviles,
en cambio puede ser inconveniente porque

la wvarilla debe servir de guia al lapiz. En la
figura 19 se reproduce diagrama de errores de es-
te método obtenido en vigas continuas de 2 y 3
tramos para diferentes esbelteces y escalas, en que
puede verse un agrupamiento de valores menores
en los errores de las experiencias, en la regién de
las esbelteces medias; del recuadro marcado mas
fuerte se puede deducir que utilizando esbelteces
entre 300 y 700 (naturalmente que sin mayor pre-

NS (PR
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cision de los limites); el error maximo probable
no pasa de 6 a 8 “/,.

48) — NUPUBEST. — Este método utiliza el pro-
cedimiento de simplificacién de una estructura
compleja e hiperestatica, por medio de su subdi-
visién en una serie de estructuras simples isosta-
ticas, tramo simplemente apoyado y ménsula, se-
gin los puntos de momento nulo de la estructura
original, cuyas reacciones mutuas se van obtenien-

do a partir del tramo directamente cargado.

La reparticién de un momento incidente sobre
las diversas barras de un nudo, se hace, conocien-
do del punto de momento nulo, aplicando direc-
tamente la (6.7), cuando es una estructura de nu-
dos fijos en el espacio. En caso contrario se ne-
cesita, para aplicar la ec. (6.10), hallar la flecha o
indice de rigidez y en dichos puntos.

La determinacién de los puntos de momento
nulo, o puntos de inflexién de la elastica, se hace
con un simple indicador de curvatura o esferome-
tro, como puede verse en la figura 20, que repre-
senta una parte del modelo de pértico de la figu-
ra |3, dispuesto para hallar el diagrama de mo-
mentos correspondiente a una fuerza aplicada en
la viga inferior. También se ve en esta, el indica-
dor de tangentes con el que se mide el indice de
rigidez. "

Como el aparato Nupubest es el que permite

encarar mejor las estructuras complicadas, de nu-
dos méviles én el espacio, al tipo de nudos fijos
y vigas continuas no se le did mayor importancia
en este estudio comparativo, por lo cual solo da-
remos} a titulo de indicacién algunos resultados:

Tty i
NS a5

Pero en cambio se encaré el estudio a fondo de

-— Viga continua:

— Pértico fijo:

un modelo que pudiera representar, desde el pun-
to de vista de la movilidad de los nudos y de las
formas (malla no rectangular), el caso mas general
de trazado de diagramas, cuyas caracteristicas y
tipos de carga son los de la figura 21.

La comparacién de resultados, respecto a los
valores analiticos, se hizo con los momentos de
apoyo, utilizando como procedimiento experimen-
tal también el de lineas de influencia, que aiin en
estos casos de cargas fijas puede dar resultados
ventajosos; — no debe olvidarse ademas que mien-
tras que el segundo principio de reciprocidad per-
mite tratar piezas de seccién variable, ello no es

pasible en el trazado de diagramas.

11 =100

12« 160

13=334
P= 40 ton
P= 05 ton
P™= 10 ton
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En la tabla adjunta se dan los errores relevados
lado

solo los valores absolutos demasiado pequefios (ge-

en dichos momentos de apoyo, dejando de

neralmente solo uno), para diversas escalas y por
lo tanto diferente ®sbelteces, y también con varias
flechas provocadas, para apreciar si dentro de los

valores establecidos, f/lu = 1/4 a 1/6, habia dife-

rencias apreciables, lo que no sucede como puede

exagerada flexibilidad dificultaba
las medidas y provocaba errores mayores,

nes, porque su
como
puede notarse claramente en las laminas, llegando
a valores inadmisibles tanto los maximos como los
promedios. También puede notarse ese efecto en
las lineas de infiuencia, aunque observando que

estas son siempre mas exactas.

deducirse. Se observara que las escalas comienzan Una consideracién de estos factores y el del
precisamente a partir del valor limite de RIE- espesor de las varillas, nos ha llevado a estable-
CKHOF (1/20), hacia valores aiin menores, debi- cer que, dentro de las condiciones indicadss en-
do a que la magnitud del prototipo hacia imposi- seguida, el error probable es:
' Carga P = 1 ton. _.l- Carga P' — 0.5 ton. Carga P" — 1 ton.
Error °/, o Error °/, s Error ¢/,
N.° | Determinacidn Escala Flecha Flecha Flecha
M’a'ximo Medio Maximo Medio Maximo | Medio
1 | Gehler — = 3.0 . — — =5 — (8 6.3 —
2 | CGross — — % (?)
3 | Linea de Influencia 1/20 e 8.0 42 — 19.0 84 — 21.0 5:5
4 i 4 1/25 == 10.0 6.0 — 5:0) 3.0 — 11.0 6.3
5 o i 1/33 v 11.0 7.8 —- 10.0 7.0 — 10.0 4.5
6 # £ 1/40 — 7.0 4.0 — 20.0 13.0 - 9.5 2:1
7 |Punto de momentonulo] 1/20 e 42.0 18.6 = 18.0 10.6 = 32.0 12.7
4 i 1/25 1/4 13.0 78 1/4 11.0 60 1/5 14.5 6.3
£ t 1/33 1/5 22.0 10.4 1/5 150 7:2 1/5 13.0 4.5
10710 it 1/40 1/6.5 8.0 5.2 1/4 200 100 1/6 25 12.0 4.5
(1) Método de Cross con disiribucion del csfuerzo cortante
(2) Método de Cross con fuerzas de fijacion.
ble ir mas alld. (Adn asi, el modelo de esta es- Maximo Medio
tructura en escala de 1/20 media 0.75 por 1.20 mts.). Lineas de Influencia 10.0 T i B
Todavia para la escala 1/40 los resultados son Punto de momento nulo 15.0 10.0: =5

buenos, pero este podria considerarse como un
minimo debido a que ya aqui, el error provocado
momento

en la determinacién de los puntos de

nulo a causa de que el centro de medida del es-

de

del nudo tedrico, por las dimensiones de estos dos

ferémetro no puede llegar a menos 38 mm.

elementos es relativamente importante; es decir

que es imposible determinar exactamente la ubica-

cién de ese punto cuando dista, para la escala
1/40, menos de 1.52 mts. del apoyo.
El efecto de la rigidez en el modelo mayor

(1/20) se notaba claramente en las determinacio-

para una esbeltez

450 << =k = 750
€
Ey > 0025.

No debe perderse de vista ademés, que la dife-

y una escala
rencia entre dos valores analiticos llega en wuno
de los casos a 6.3 “/,.

Un punto de interés es el tiempo necesario pa-
ra el calculo de una estructura segin los diversos
sistemas; asi tenemos para este modelo con las
cargas iniciadas:

— EXPERIMENTALES. — PARA LAS TRES

FUERZAS. :

e LG



Método de los puntos de momento nu-
lo: (media) 175 minutos.

Método de las lineas de influencia: (me-
dia) 135 minutos.

— ANALITICOS. — FUERZA P" (Asimétrica).

Cross. Distribucién de esfuerzo cortan-
te: 125 minutos.
Cross. Fuerzas de fijacién: 240 minutos.

— ANALITICO. — FUERZAS P o P' (Simétrica).

Cross 70 minutos.

En este cuadro puede apreciarse la rapidez ma-
yor del método experimental respecto al analitico,
ain el mas simple como es el Cross con distribu-
cién de esfuerzo cortante, cuando se trata de una
solicitacién asimétrica, asi como también la supe-
rioridad, en este caso, de las lineas de influencia
sobre trazado de diagramas. Es indudable que la li-
. nea de influencia es tanto mas rapida que el otro,
cuanto mayor es el nimero de fuerzas solicitantes
y menor el nimero de incdgnitas, relativamente.
La economia de tiempo en un sistema 8 veces
hiperestatico llega a un 70 °/,, con menor posibili-
dad de errores, y con un error probable maximo
(10 °/,), no mucho mayor que el de los métodos
analiticos.

49) — KANN. — En el estudio de los modelos
de celuloide en elevacién con nudos de madera,
figuras 16 y 22,> merece mucho mas tiempo que
el que se le ha podido dedicar hasta ahora, y se-
rd profundizado en el futuro, haciéndosele objeto
de un nuevo trabajo en el que se tomaran en cuen-
ta las diversas variables que pueden influir en su
exactitud, principalmente la esbeltez de las barras,
la longitud de los nudos y la flecha aplicada.
También puede preverse la posibilidad de ampliar
su campo de aplicacion.

El procedimiento de  KANN se basa en lo si-
guiente. Vimos en el capitulo VI, que los momen-

tos de apoyo estin dados por las ec. (6.1):

Mo = My® 54::2EK (299 -+ ¢, — 30) @)
a
M, = M,® + 2EK (2%, + qo — 3u4)

o sea cuando no hay carga directa:

My = 2EK (29, + ¢, — 3a)
(b)
M, — 2EK (29, -+ ¢, — 3a)
y observando qﬁe (B. 40, p. 193):
1) — No se conoce el valor de las fuerzas que
obran sobre el modelo, por lo cual no pueden cal-
cularse los momentos M,% y M,°.

2) — La rigidez El de las barras del modelo es
desconocido. .

3) — Solo pueden medirse los angulos de giro
de nudos y barras con cierta exactitud cuando las
deformaciones son grandes, se deduce que, a cau-
sa de 1), debe cargarse un tramo por vez, como
con los otros métodos, para utilizar las ec. (b) y
entonces deducir los momentos de extremidad de
los tramos cargados por el equilibrio del nudo; a
causa de 2) no es posible calcular el momento
mismo sino momentos reducidos o proporcionales.

a los reales:

my -—== 2‘]"\» T’ i 3”’

(c)

i == 200, PRt a0

pudiendose hallar en todo caso los valores abso-
lutos si se determina uno de ellos por medio de
una linea de influencia. LLa causa 3) exige utilizar
modelos en ‘“‘elevacién’.

KANN utiliza nudos de grandes dimensiones,
con una longitud igual a 1/5 de la luz de 1la ba-
rra, y. entonces los valores analiticos de los mo-
mentos son: \ '



myg = 15 ¢y + ¢ — 2.5 a
(d)
mg = 1.5 @ + g — 2.5 a

tratando de representar asi el acartelamiento de
las vigas, aunque ese valor parece excesivo, por
lo cual algunos de nuestros ensayos han sido he-
chos con valores menores.

De acuerdo con los ejemplosde la memoria ori-
ginal (B. 40, p. 195 y sig ), obtiene para los mo-
delos en elevacién (ese autor encara la utilizacién
de los modelos planos cuando el grado de hiper-
estaticidad es pequefio, con lo cual obtiene enton-
ces mayor exactitud), los errores siguientes, halla-
dos en diversos modelos de pértico sometidos siem-
pre a una carga horizontal:

Amax: 7:5- a:26:0 o/o; Amedin:_s-o a90 0/.,

calculado sin acartelamiento

Amax = 6.0 a 35 0 °/0; Amedio: 383 19.0 n/..

calculado con acartelamiento

y en mayor nimero de casos el error es un poco
mayor cuando se compara con el cilculo analitico
teniendo en cuenta el acartelamiento.

Sobre las experiencias efectuadas en el labora-
torio nuestro se volverda en un préximo trabajo
en el que se tomara en cuenta las diversas varia-
bles pue pueden influir en su exactitud, princi-
palmente:

— Esbeltez de barras,
— Longitud de nudos,
— Desplazamiento aplicado,

pues pueden se objeto de variaciones ain mayor
que en el Nupubest y Continostat, como sucedia
también con las lineas de influencia; — se dara
pues Gnicamente algunos resultados globales, pero
en campos mas diversos que los de KANN (dni-
camente pdrticos sometidos a fuerzas horizontales),
estructuras que, en general, pueden dar mayor

CAPITULO

El problema de la determinacion de los esfuer-
zos secundarios de las estructuras trianguladas,
aunque no se presenta corrientemente en la prac-
tica, puede llegar a tener en ciertos casos especia-
les una importancia fundamental, que hace nece-
sario encarar su estudio.

Por otra parte su calculo analitico no ofrece di-

ficultad alguna, ni es tampoco de una longitud

X = ESFUERZOS

exactitud debido a su posicién de equilibrio bien
definida.

Tenemos asi que en las vigas continuas los erro-
res medidos han oscilado entre 10 y 30 °/,, y en
pérticos de nudos fijos, entre 5 y 20 °/,; sin em-
bargo en este tipo se ha visto la posibilidad, a
confirmar posteriormente, que con nudos mas pe-
quefios, hasta 1/10 de la luz, y con ciertos valores
de los angulos deducidos teoricamente, ese error
podria reducirse al 5 o 10 °/,.

En pérticos de dos pisos con nudos méviles, so-
metidos a fuerzas horizontales el error maximo
oscilé entre 5 y 8 °/, y su valor medio entre 3 y
5 °/ méas o menos, utilizando nudos de 1/13. En
cambio ese mismo poértico sometido a cargas ver-
ticales arrojé errores maximos del 6rden de 20 °/o
para carga simétrica, y de 30 a 40 °/, para carga
asimétrica.

Finalmente en un modelo de portico de dos na-
ves con fuerza vertical asimétrica, los errores de
momentos (los de angulo de giro, especialmente el
angulo de corrimiento lateral, dan valores bastan-
te méis altos, hasta 50 y 55 °[;), oscilan en los
maximos entre 20 y 35 °/,, y los promedios entre
15 y 25 °/o; con fuerza horizontal el error maximo
se reduce a 5 °/, para el momento y 12 °|, para
los angulos.

De acuerdo con lo expuesto puede aceptarse el
método de KANN como instrumento de control,
pero ademas tengo la firme conviccién, que espe-
ro confirmar, de que bajo ciertas condiciones y
con suficientes precauciones, esos errores se po-
dran llevar a 15 o 20 °/o como maéaximo, en los
casos mas desfavorables, es decir convertirlo en
un método de calculo aceptable. En esta forma, y
gracias al gran sentido teérico-practico del Prof.
KANN, 'que ha aportado con esto una gran con-
tribucién al calculo experimental, cualquier estudio
de estructuras podra disponer a muy poco costo
un procedimiento de calculo mecanico.

SECUNDARIOS

desesperante. En lo que se refiere al calculo ex-
perimental, es uno de los casos que mas dificul-
tades presenta, por cuya causa todavia no se ha
utilizado practicamente. Esas dificultades empiezan
cuando se encara el problema con toda generali-
dad, debido al dimensionado del modelo; — en
efecto, dejando de lado el modelo en gran escala,

el modelo pluno o en elevacién permite tener en



cuenta para su dimensionado, inicamente una va-
riable o tipo de solicitacién, quée generalmente es
el momento flector, y precisamente las tensiones
secundarias son producto de solicitaciones de fle-
xién originadas a su vez por deformaciones nor-
males. Es pues necesario tener similitud tanto para

flexién como para esfuerzo normal.

El dnico intento practico de determinacion ex-
perimental de tensiones secundarias ha sido efec-
tuado por RIECKHOF con el Nupubest, valiéndo-
se de una subdivisién dzl problema que le permi-
te eliminar del modelo la similitud para fuerzas
longitudinales y utilizando el procedimientc del
traza»do<de diagramas en cambio del de las lineas

de influencia. Para ello, en lugar de aplicar una

fuerza exterior al modelo, correspondiente a la del
prototipo, como se hace en la aplicacién corriente
del método de los puntos de momento nulo, in-
troduce en una barra una deformacién longitudinal
proporcional a la que sufre la barra correspon-
diente del prototipo cuando se carga, (fig. 23) y
se determina entonces por medio de dichos pun-
tos y de los indices de rigidez las solicitaciones
de flexion en todas las barras afectadas. Haciendo
esto sucesivamente para todas las barras y luego
sumando para cada una las solicitaciones elemen-
tales producidas, se obtienen los momentos secun-
darios de la estructura a través de los esfuerzos
cortantes en cada barra, que, segiin la (6.11) son

Q = 3El %

X
Pero segiin la (4.22) se tiene que
e LR
QI' g ap = Qlll Ydl

y combinando con la anterior se obtiene finalmente
y o
= 2 (El ) =
QD ( )p X3 m d%

La sistematizacién del calculo o medicién de y,
am y luego del O producido en una barra deter-
minada por la sumacion de deformaciones elemen-
tales significa la ejecucién de calculos numéricos
de una extension considerable, mayor que la de
cualquier método analitico.

Figwra 23

Para apreciar bien esta aplicacién del Nupubest
se hicieron dos determinaciones experimentales
de un puente metalico tipo Warren de via supe-
rior sin tablero. Simultineamente con la primera
determinacién experimental (1) se hizo también el
calculo analitico de las mismas lineas de influen-
cia utilizando el método de Winkler. Para este ti-
po de solicitacién esta es la tnica contribucién
que se podrid tomar en cuenta, pues la obra cita-

(1) Esta determinacion, asi como el cdlculo tedrico fue-
ron hecho por los estudiantes Sres. Julio Efchart y
Sergio Pisano como trabajo prdctico del curso de
Estructuras Metdlicas.
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da de CAROT y RIECKHOF, el método se expo-
ne con ayuda de un ejemplo que consiste dnica-
mente en la determinacién correspondiente a la
deformacién de una barra, y sin comparacion con
valores tedricos.

El resultado de la comparacién ha sido desfa-
vorable para el método experimental desde cual-
quier punto de vista que se le considere, puesto
que ademéas de que la exactitud de los resultados
deja mucho que desear, el método analitico utili-
zando es mas simple y mas breve que el experi-
mental.

Las lineas de influencia de las laminas XIII y
XIV permiten observar, comparando con los valo-
res analiticos.

En las laminas XIIl y XIV se reproducen algu-
nas lineas de influencia elegidas entre todas las
halladas, como las mas tipicas y que representan
las condiciones extremas alcanzadas; — se indican
alli dos experiencias debido a que durante la eje-
cucién de la primera se observaron dos motivos
de error muy importantes que podian subsanarse.
Por una parte, una de las variables a tener en
cuenta era la magnitud de la deformacién a pro-
ducir en el modelo; en la primera experiencia se
tomé un porcentaje medio de 15 (respecto a la
longitud de la barra), siguiendo el ejemplo referi-
do, y variando entre 10 y 20 °/, aproximadamen-
te. Para la segunda, en vista de los errores, se
hicieron determinaciones individuales de ensayo
en algunas barras y se comprobé que una defor-
macion del 20 °/, podia llegar a invertir la curva-
tura de la barra, por lo cual era aconsejable tomar

el 10 °/, como magnitud conveniente.

Como otra causa de error probable se indicé el
dimensionado del modelo: — en la primera expe-
riencia se emple6é en el cordén superior una barra
compuesta de dos varillas de acero superpuestas
para conseguir el gran momento de inercia relati-
vo que, debido al tipo de puente, poseia el proto-
tipo, respecto a las otras barras. Sin embargo, co-
mo las varillas no deslizaban bien una sobre otra
dificul-

taba ademas la determinacién de las caracteristi-

como se habia supuesto, y la disposicién

cas geométricas, los errores consigientes sobrepa-

saban las ventajas de un dimensionado exacto,
por lo cual en la segunda experiencia, se prefirié
utilizar barras simples, aunque no dimensionadas

exactamente.

Pero si bien en esta forma desaparecieron una

serie de anormalidades cualitativas, los errores
sin embargo permanecieron enormemente altos,
imposibilitando su empleo eficaz: en la primera
determinacién el error medio es de 20 °l, v el
méaximo de 60 °/,, mientras que en la segunda pa-

san a 10 °/, y 40 °/¢ respectivamente.

Luego pues, la exactitud del método experimen-
tal no es suficiente;, y mas que eso aln, no es
conveniente ni practico porque requiere mas tiem-
po que los métodos analiticos, conservando ade-
méas el inconveniente grave, que no poseen las otras
aplicaciones experimentales, de requerir un ni-
mero tan grande de calculos numéricos, que man-

tienen las posibilidades de error de aquellos.

Con motivo de estas experiencias se hicieron
una serie de determinaciones analiticas, por diver-
sos métodos, de los esfuerzos secundarios en dos

vigas indicadas en la figura 24 Me parece no des-

a)

b) v
Flivgau rta. 24

provisto de interés indicar los resultados compa-
rativos obtenidos. Los métodos generalmente en
uso son los de Winkler, Mohr y Cross, especial-
mente los dos primeros, y la primera etapa de la
determinacién, comidn a los tres, es la determina-
cion del angulo de giro @ de las barras, que pue-
de hacerse analiticamente, por las expresiones

conocidas

da = (R,—R,) cot P + (R3—R,) cot 7

o bien por medio de un Williot.
Empleados los dos procedimientos a las dos es-
tiempo empleado

(25 minutos para

tructuras se comprobé que el
es aproximadamente el mismo
la estructura c), aunque el método analitico da
una mayor exactitud, pudiendo convenir también
cuando el triangulado contiene adngulos rectos que

eliminan alguno de los términos a calcular

El método de Winkler llega directamente 2 las

6l —
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tensiones secundarias Run y Rom que se producen
en los extremos de las barras m#n, por medio de
un sistema de ecuaciones en nimero igual al de
los nudos, cuyo término genérico es

2 : Ini Koy + i (Knp§p da) ; -+
i 1 2 1
pn

+S Knm+ Dy =0
1 p

en donde se indica con 7 el nimero del nudo

para el cual se establece la ecuacién, con m el
nimero de barras que llegan alliy con p un nudo

cualquiera de los que estan unidos a aquel (fig. 25).

9 _ Posicion final

F g mraw:2¢9

Los angulos T son los dngulos de giro de las tan-
gentes en los extremos de las barras, dados a par-
tir de un angulo de referencia T por la expresion:

p
Top — Tn + E da
1

Como puede verse enseguida por la expresién
dada, aunque el procedimiento no ofrece dificultad
de método ninguna, es sin embargo un poco con-
fuso para su aplicacién, debido a las sumaciones
dobles, etc., especialmente para el calculista que
no tiene ocasién de aplicarlo corrientemente, co-
mo se comprobd en el calculo analitico compara-
tivo con el experimental. Es la opinién de Johnson,
Bryan y Turneaure cuando dicen: ‘‘Para el novi-
cio el método de Mohr es mas ventajoso (que el
de Winkler) a causa del proceso masobvio y mas
simple utilizado en la formulacién del sistema de

3 :
ecuaciones’’.

Para el empleo normal el método de Winkler,
pues, puede descartarse, y la eleccion debe refe-

rirse a los métodos de Cross o de Mohr, que go-
zan de la ventaja de utilizar ecuaciones y concep-
tos perfectamente conocidos y faciles de recordar.

El método de Mohr utiliza directamente las ecua-
ciones (6.4), en las que desaparece el iltimo tér-
mino funcién de las fuerzas exteriores aplicudas

a la viga:

2 @n E Kup -+ 2 Kup @p — 32 Kup enp =90
s 1 t

La simple observacién comparativa de esta ecua-
cién con la de Winkler, confirma de inmediato
los conceptos expuestos. La resolucién del sistema
se hace por aproximaciones sucesivas, como el de

506

para obtener una buena aproximacién.

Winkler, necesitaindose en general ciclos

En el método de Cross (B. 44) se comienza cal-
culando los momentos de empotramiento | produ-

® del eje de la

cidos por los desplazamientos

barra:
nw=6EK®
MOMENTOS SECUNDARIOS
NUDOS MOHR CROSS WINKLER
1/2 + 254.8 + 235.0 + 266.0
+ 153.3 + 13505 + 155.2

R i N B
2/4 | C 15103 | - 12805 | - 161.5
a/7 | *1953.0 | +1526.0 | + 1544.0
+ 3010.0 | +2996.0 | + 2993.0
s | - 210 | - 235.0 | - 265.0
-~ 618.0 | = 600:5 ] - 606.%
5/5 | +1031.5 | +1018.0 | + 1030.0
+ 561.5 + 562.5 + 567.5
s/6 | * 621.0 | + 638.0 | + 647.0
+ 4030.0 | + 4036.0 | + 4012.0
B T Rl e S
o MR R DR B s
- 363.5 - 358.5 - 363.%

/4 1 2 31606 | 36105 | - 37905

5/4 | - 1080.0 | - 1112.0 | - 1063.0
- 1019.0 | - 1035.0 | - 1006.0
=i 115.7 - . 91.% - 149.3

AR B g B Sl

6/7 g (Momentos en kg.cm) 8

l 1




v distribuyendo luego en la forma acostumbrada.
En este método se saltea pues la etapa de calculo
‘de angulos y luego los momentos a partir de estos,
siendo indudablemente el método mas simple y
directo, pero sin embargo en este tipo de estruc-
tura de malla cerrada, mas ain que en la viga
Vierendeel, las ventajas del Cross disminuyen de-
bido a que la convergencia no es tan rapida co-

mo en los casos corrientes y se necesita un ni-

llegar a la

mero de ciclos bastante grande para

exactitud conveniente. En los ejemplos tratados,
que se eligieron de caracteristicas distintas (uno
malla Warren y otro malla Pratt) y bajo diferen-
tes sistemas de cargas, se pudo observar la nece-
sidad de llegar a 7 u 8 ciclos como minimo. En
la tabla adjunta se indican las tensiones secunda-
rias de la estructura b) de la figura 24, calculada
en la obra de Johnson, Bryan y Turneaure por
el método de Winkler, cuyos resultados reducidos

a unidades métricas se indican, y calculadas nue-

o8 L‘;”,’://///Az\\
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vamente con Mohr y Cross para estudiar tiempos
y exactitudes.

La concordancia entre Mohr y Winkler es per-
fecta, a pesar de los pequehos errores que se in-
troducen en el pasaje mencionado, y puede apre-
ciarse la exactitud satisfactoria del Cross, especial-

mente para los momentos Importantes.

En cuanto al tiempo necesario para efectuar un
calculo por el método de Cross o por el de Mohr,
con una practica corriente en cualquiera de los
dos, no parece que haya mucha diferencia entre

ellos, aunque en los ejemplos tratados, para una

misma exactitud de resultados, fué mas rapido el
método de Mohr:
Mohr Cross
Estructura a) 255 245 minutos
Estructura b) 185 205 g

Resumiendo puede establecerse que, para el cal-
culo de las tensiones secundarias no existe actual-
mente un método experimental conveniente. De
los métodos analiticos, los de Mohr y Cross son
de facil y rapida aplicacion para cualquier calcu-
lista sin experiencia continuada, siendo ligeramen-
te superior en exactitud y rapidez el método de

Mohr.
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