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Pesins Formula for C' diffeomorphisms with
Dominated Splitting

E. Catsigeras, M. Cerminara and H. Enrich *
July 6th., 2012.

Talk in the 320. EDAi, Rio de Janeiro, Julio 2012

Abstract

We consider C?! diffeomorphisms with dominated splitting E @
F' that are topologically expansive and preserve no measure ab-
solutely continuous with respect to Lebesgue. We characterize
a never empty set of invariant probabilities (the SRB-like mea-
sures), by means of a quasi-physical property, for which the metric
entropy is bounded from below by the integral of the sum of the
Lyapounov exponents of df|r . Joining this result with Ruelles
inequality, we conclude that if all the positive Lyapunov expo-
nents are included in those of df|r , and these latter are all non
negative, then any SRB-like measure satisfies the Pesins formula
of the entropy.

*The three authors: Instituto de Matematica. Facultad de Ingenierfa. Universidad de la
Republica. Uruguay. E-mail: eleonora@fing.edu.uy.
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UER]

Fluminense Universidade Federal
oo Mo de Sahairo

EDAI

www.mat.puc-rio.br/edai

32° EDAI 6 de julho de 2012
Sala L856, Depto. de Matematica, Edificio Cardeal Leme, PUC-Rio.

Matiné: 14h30 — 15h30
Thue-Morse dynamical system
Christian Mauduit (Institut de Mathématiques de Luminy)

We give an introduction to symbolic dynamical systems by exploring the paradigmatic example of the Thue-Morse
sequence, introduced by several mathematicians in different contexts since the 19th century, and defined as the the
limit in {0, 1}Y of the sequence of finite words (T} )ren defined by the recursion Tp = 0, Ty =1and Ty4q = T T},
Ty, = T}, T} for any non negative integer k.

References:
e M. Queffelec, Substitution Dynamical Systems - Spectral Analysis, Lecture Notes in Mathematics 1294,
Springer.

e N. Pytheas Fogg, Substitutions in Dynamics, Arithmetics, and Combinatorics, Lecture Notes in Mathematics
1794, Springer.

Palestra 1: 15h45 — 16h45
Pesin’s Formula for C! diffeomorphisms with Dominated Splitting
Eleonora Catsigeras (Universidad de la Republica)

We consider C! diffeomorphisms with dominated splitting E @ F that are topologically expansive and preserve no
measure absolutely continuous with respect to Lebesgue. We characterize a never empty set of invariant probabilities
(the SRB-like measures), by means of a quasi-physical property, for which the metric entropy is bounded from
below by the integral of the sum of the Lyapounov exponents of df|g. Joining this result with Ruelle’s inequality,
we conclude that if all the positive Lyapunov exponents are included in those of df|r, and these latter are all non
negative, then any SRB-like measure satisfies the Pesin’s formula of the entropy.

This is a joint work with M. Cerminara and H. Enrich.

Café: 16h45 — 17h15

Palestra 2: 17h15 — 18h15
Sobre expansividade (positiva) e medidas expansivas

Alexander Arbieto (UFRJ)

Apresentaremos conseqiiéncias da expansividade (positiva). Também introduziremos o conceito de medidas expan-
sivas e apresentaremos algumas conseqiiéncias deste conceito.

Esta ultima parte é um trabalho em conjunto com Carlos Morales.

Confraternizagdo: 19h00 — co
Garota da Gavea

Para receber informacdes sobre e divulgar eventos de Sistemas
Dindmicos na regido fluminense, inscreva-se no mailinglist: @
http://groups.google.com/group/DinamiCarioca
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Pesin’s Formula for C'!' Diffeomorphisms with
dominated splitting

Eleonora Catsigeras, Marcelo Cerminara and Heber Enrich

Instituto de Matemdtica - Universidad de la Republica - Uruguay

eleonora@fing.edu.uy, cerminar@fing.edu.uy, enrich@fing.edu.uy

Seminario EDAI, Rio de Janeiro, 6 de Julio de 2012
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f € Diff'(M) Vue Py for p-a.e. x € M the Lyapunov
exponents are denoted by

x1(2) > x2(2) > . > Xgimar (2), X7 (@) = max{x,(z),0}
Ruelle's Inequality:

dimm

hug/ > X du.
i=1

Definition

€ PF (p satisfies Pesin’s Formula of the Entropy) if

dimm

th/ > X du
=1

9/351
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m Lebesgue measure on M
m* Lebesgue measure along unstable manifolds.

I ——
e For Diff (M)

Pesin ;. € Py hyperbolic, py <m = p*<m" = pe PF.

Ledrappier-Young: 1 € PF = p* < m".

Pugh-Shub: . ergodic, hyperbolic and p* < m* = pis SRB
(namely, physical) = u describes the asymptotic statistics of a
Lebesgue-positive set of orbits.

e General purpose: Reformulate the results about measures
w € PF for )

f € Diff' (M) .
Search for the relations between:

@ SRB or physical measures or "SRB-like” measures
statistically describing the asymptotic behavior of
Lebesgue-a.e.

@ Invariant measures p that satisfy Pesin’s Formula of the
entropy (u € PS). 10/351
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e For Diff 17%(M)

Pesin i, € Py hyperbolic, y <m = p*<m" = pe PF.

Ledrappier-Young: € PF = p* < m".

Pugh-Shub: p ergodic, hyperbolic and % < m* = u is SRB
(namely, physical) = g describes the asymptotic statistics of a
Lebesgue-positive set of orbits.

e For Diff}(M)

Sun-Tian (2012): f with Dom. Split. £ & F with
AF >0, p <0 p<m= pue PS (Mafié, 1981)

Qiu (2011): f transitive Anosov: C'-generically 3! u € PF.
Besides: p is SRB (namely physical). But p L m.
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Theorem

Let f € Diff '(M) with Dom. Split. E & F:
ldf" @l - Ndf " lp(pr @)l < CA", 0<C, 0< A<

Denote the Lyapunov exponents for any Oseledets’ regular orbit by:
X1 2 Xdim F > Xdim F+1 = Xdim F+dim E-

Then, there exist “SRB-like” measures, such that

1. They have a pseudo physical property: the set of SRB-like

measures minimally describe the asymptotic statistics Lebesgue a.e.

2. They satisfy the inequality:
dim F

/ Z Xi dp

Moreover: 1 = 2.
3. If besides XdimF > 0 > Xdim F+1, then
any SRB-like measure (. satisfies the Pesin’s Formula

of the Entropy (n € PF)

12/351
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@ Fix x € M Sequence of Empirical Probabilities of z:
1 n—1
Onz =D Opa)
j=0

o pw-limit of x:
pw(x) ;= {p € P: Inj; — +oo such that limo,, , = u} C Py
j

For any given u € Py
o BASIN OF STATISTICAL ATTRACTION

B(p) :={z e M: pw(x)={u}}.
e BASIN OF €—WEAK STATISTICAL ATTRACTION
Be(p) == {xz € M : dist"(pw(z), n) < €}.

Definition
An invariant measure p is SRB OR PHYSICAL if m(B(n)) > 0.
An invariant measure u is SRB-LIKE OR PSEUDO PHYSICAL

if m(Be(u)) >0 Ve>D0. 13/ 351
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Theorem
f € Diff*(M) with Dom. Split. E® F, u is SRB-like.

Then, hu(f) > [ S9m Fy.dp.

Lemma 1. Upper bound of the Lebesgue measure m
Ve>036>0s.t. V finite partition o with diam(«) < §

3 a sequence {v,}n>0 of finite measures and K > 0 s.t.:
Du(X)<KVXeca”=Vj,f7(a) Vn>0.
2)vCeB: m(C)< Ke™I(,,C,vy,),, where

I(wna C, Vn) = fc evn dvy, 1/1n($) = —log ’ det dfn(z”Fz‘ -
Yot fM(x), ¥(x) = —log|detdf(z)|r, |-

Lemma 2 (Lower bound for the metric entropy)

YV € Py, Ve, 0> 0 there exists a finite partition « satisfying
diama < & and there exists a sequence {Cy, } >0 C B such that:
3) N0 Upsy Cn D Bex (i) for some €* > 0 for some dist™ in P.
4) YV sequence {vy, }n>0 of finite measures, if 3 K > 0 s.t.
v(X) < KV X €a™Vn>0, then:

lim sup,,_ 4 o % log I (1, Cy, 11/223§16 + hy(@) + [ du

20



Theorem
fe Diffl(M) with Dom. Split. E® F, u is SRB-like.

Then, h,(f) > fzd'mF X djs.

Proof of the Theorem using Lemmas 1 and 2: Let ;x € Py such that

fzd'm F Xidp = —r < 0. We will prove that u & SRB-like. o
Take O < e <r/4. Consider 6 > 0 by Lemma 1. Construct the partition
« and the sequence {C),},>0 C B by Lemma 2. Construct the sequence
{vn}n>0 of finite measures and the constant K > 0, by Lemma 1.
e Apply Lemma 2:

limsup,, = 1og I (¢n, Cn,vn) < €+ hy(a) + [ du < (r/4) —
e Apply Lemma 1: m(C,) < Ke™I(¢n, Cp,vy). Then:
Llogm(Cp) < 2K 4 ¢ + Llog I(thn, Cn,vn) with 0 < € < 1/4
e Join the two inequalities above:

limsup,, +logm(Cy) < (r/2) —r=—(r/2) <0

e Apply Borel- Cantelli: m((\y>o U,y Cn) = 0.
e Use property (3) of Lemma 2: -
m(Be(p)) < m( ﬂNZO UnZN Cfg)/ ?59

Then p is not SRB-like. O

20



Lemma 1 (Upper Bound of the Lebesgue measure m)

Ve>036>0s.t V finite partition o with diam(a) <
3 a sequence {vy, },,>0 of finite measures and K > 0 s.t.:
D, (X)<KVXea®2)VCeB: m(C)<Ke™I(Yn,C,vy),
where I(ty, C,vy) i= [ €¥m dvn, n(z) := —log|det df"(z)|p, |.

Proof of Lemma 1:
1st. step) Prove Lemma 1 assuming Proposition 3

2nd. step) Prove Proposition 3 independently.

Proposition 3 (Pseudo-F' local foliations.- Mafié 1981)

Ve > 038, K,ng > 0, and dg-local foliations L everywhere s.t.
(A) L; is C*- trivializable and its leaves are dim F-dimensional

(B) dist(an(z),Tfn(m)f"(ﬁi(x))) <e Va, Vn>ng
(C) and (D)V n >0 and V x,y such that y € By, (x) (dynamical ball):
(C) m™F(f(Lily )ﬂBSL( z)) < K
(D) e ™K < ‘det df | Ty (L ‘/‘ det df,|F), ’ < Ke™
16 /351
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Lemma 1 (Upper Bound of the Lebesgue measure m)
Ve>036>0s.t. V finite partition o with diam(a) < 9

3 a sequence {v, }n>0 of finite measures and 3K > 0 s.t.:
u(X)<KVXea™ 2)VCeB: m(C)< Ke™ [, el dv,,
where py, (z) := —log | det df™(z)|, |.

Ist. Step: Proof of Lemma 1 assuming Proposition 3.

YV A € « take a dim F- local foliation £ 4 of Prop. 3

a dim E- C'-emb. submanifold W4 transversal to £ 4.

V X; €a™ X; CA; € a. Denote £; = L4,. Thus, Fubini's Theorem:

m(C) = 3¢, 2EWa, dpai [y 1onx; da, dmFi(?)

Denote y = f"(y) € f"(Li(2) N X;) = ﬁ"( )

i 2€Wa, dpV gecr (Lo oal(f™ 9))| det df ="z, cr |dm*¥ ()
By (D) of Prop. 3: |detdf "|p,cn| < Ke”eew”(f “(¥))  Define v,
Jhdvn =52 [oew,, 0™ fye i T @a ) (7 (@)dm )
Then, m(C) < K [ ¥ dv, Thus

vn(Xi) < K maxaca(u'' [|pallas) 351constant. []
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Proposition 3 (Pseudo-F' local foliations.- Mafié 1981)

Ve > 038, K,ng > 0, and dg-local foliations L everywhere s.t.
(A) L; is C*- trivializable and its leaves are dim F-dimensional

(B) dist(an(z),Tfn(m)f"(ﬁi(x))) <e Va, Vn>ng
(C) and (D)V n >0 and V x,y such that y € By, (x) (dynamical ball):

(C) mamE(f(Laly )ﬂB(;O( z)) < K
(D) e ™K < |det df | Ty (L y))|/| det df, | P, | < Ke™

To prove Proposition 3, first take § > 0 small enough so any open
set V of diameter smaller than 39 is diffeomorphic by the

exponential map exp, (for any z € V) to its image in exp; ' T, M.

Let us construct the (non invariant) foliation £ from a Hadamard
Graph.

So, before proving Proposition 3, let us recall what a Hadamard
Graph is.

18/351
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Notation: Fix x € M. Denote BET’F (0) :={v e E, F,:|v| <d},
B%(0) = BE*(0) © Bi*(0) c T, M.

Yove Bg(O): TE,V =01, Tp,0 =0y, v=maxzem{|me,l,||l7rl}
Definition: Hadamard Graph G

G :BJ*(0) x Bi*(0) — BF*(0),  G(v1,0)=0

P : (v1,v2) — v1 +v2 + G(v1,v2) € BE5(0) is a C*- diff. onto its image.

F
X TXM

T s(y)

v=vt "/ V+G(y vy

g ) G(v,,¥,)

/s

x=0

\\/—_‘\
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Definition: Hadamard Graph G

G : B (0) x Bf*(0) — Bf*(0),  G(v1,0) =0 and
P : (v1,v2) — v1 +v2 + G(vi,v2) € B%(0) is a C'- diff. onto its image.

E
X ™™

T2(
y 9

£ly /
/ /’?Vﬁ v/ v+G(yv)=y

e
E,

Dispersion of G is disp G' = max(y, v,) [|0G(v1,v2)/dvs]| where
OG /vy is the Fréchet derivative of G(v1,-) : BE*(0) — B+ (0).

=0

Ve>03e>0st dispG <c = dist(T,L(y),F,) <e/2V y € Im(D)
360 > 0 s.t. dist(z,y) < b0, = ¥ AMD), dist(T,L(y),F,) < e

13/20



Once one has a Hadamard Graph G with disp < ¢ < 1/2, and its
associated foliation L,

dist(E,, E,), dist(F,, F,) near zero.

Thus, the same foliation is associated to a Hadamard Graph G7 in
the tangent space 1), M, satisfying

y = exp,(v1 + vy + G(v1,v2) = exp, (u1 + uz + G* (uy,up)

U1, U € ny’Fy (0),
V1,02 € B(SEx’Fx (0),

Thus 7p5(y) (1| p(z) + OG* /0w ) p(w) |1, 20 (TF () |7,200) " =
For any given ¢ > 0:

2T lr@)ll < € if dist(z,y) < do is small enough. Also

17 P |1, 2) TP @) Ty 2) H < 1+ € < 2.

. # / .
o1 /351 A dispG7 < €' 4+ 2vdispG
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L ®(vi,v2) = vy + v + G(v1,v2) ¥ (v1,v2) € BE#(0) x BE#(0)
Iterating by f™ the local foliation £

fr(LnBg (z)) : exp}}(m) [ exp,(vi+ v2 + G(v1, v2))

where exp, (v1 + v2 + G(v1,v2)) € Bg (), dynamical ball.

(1) e For small € > 0 fix ng so de"|E(z)H |‘df7n|F(fn(Z)’||‘ <€ Vn>no
o Reduce g > 0 so 3 G, defined as follows, and it is a Graph:
(LN Bg (%)) juatuz+Gr(ur,uz), V0 <n <ng, VG s.t. disp(G) < ¢

Lemma

V0<ec<1/2 3dg,n0>0s.t., ifdispG < c then:
G, is a Graph for alln > 0 and dispG}, < c for all n > ng

Proof: 1.V ¢’ > 0 (to be fixed later) choose ng,dy > 0 (depending on
€ >0) as in (1) above.

2. VG st dispG <c, Vn>0st, Gy, is a Graph and for all y € By, :
10G (w1, u2) /Dus)] <

&+ 31df ) | (€ + 210G v, v2) /v | F (o o -

3. Apply 2 and (1) with n = ng to fix € > 0 (and thus to fix ng, dy) s.t.
0G4 (v1,v2)/0v2| < ¢ = ||0G;, (u1, uz) /Ous|| < ¢

4. Apply (1) again to deduce that G}, is a Graph for all n > 0.

5. Apply step 2 to deduce that d&p(F51< ¢ for all n > ny. [
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End of the proof of Proposition 3

Proposition 3 (Pseudo-F local foliations.- Mafié 1981)

Ve > 036y, K,ng > 0, and a finite number of dy-local foliations L; s.t.
(A) L; is C*- trivializable and its leaves are dim F-dimensional
(B) dist(an(z),Tfn(m)f"(ﬁi(x))) <e Va, Vn>ng
Vn>0andV x,y such thaty € By (v):
(C) m™™ ¥ (f™(Li(y) N BS, ( )) <K
(D) e ™K < |detdf,|T,(L(y))|/| det df'|F,| < Ke"
Proof: Choose § > 0 s.t. exp, is a diffeo from BF(0) onto its image
V 2 € M. Construct each local foliation £ from a Graph G =- (A) holds.
Ty (L(y) = (Id + 0G(v1,v2)/0v2) Fy
Thus, VO <€ <e, Ie>0s. t. disp(G) < c=
mImE(L(y)) < (1 + )] F <& (C)  dist(Tx(L(x), Fx)) < € (B')
Take do,no as in the above lemma: f"(L(y) N Bg (x)) is part of the
foliation associated to a graph f:G for all n > 0; and
dispfrG < ¢V n > ng (E)
(E), (C’) = (C) holds.
(E).(B’) = (B), (D) hold for some gonstant K > 0. [

16
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Lemma 2 (Lower Bound of the Metric Entropy)

YV 1€ Pr, Ve, 0> 0 there exists a finite partition « satisfying
diama < § and there exists a sequence {C),},>0 C B such that:
3) Ny>oUnsn Cn D Bex (1) for some €* > 0 for some dist”™ in P.
4) Y sequence {vy,}n>0 of finite measures, if 3 K > 0 s.t.

vp(X) < KV X €a™Vn>0, then:

limsup,, %log an e¥ndvy, < e+ hy(a) + [du, where
W = —log| det df|p|, ¥n =Yg Po fm

Proof of Lemma 2 Step 1. Construction (1a) Take §; > 0 s.t.
dist(z,y) <1 = [P(z) = ¢(y)] < §-
(1b) Take « s.t. diam(«) < min(d,61), w(0X)=0V X € «
(1c) Fix g e Nt st. H(a% pn)/q < hu(a) + €/5.
(1d) Choose {;};>1 dense in CY(M, [0,1]) and define dist™ in P:
dist” (p1, p2) = ) — patp| + 3572 1w — pawil /2

(1e) Using (1b), fix 0 < €* < ¢/5 such that

fin € P, dist(pin, p) < € = |H(a?, pn) — H(a?, p)| < €/5.
(1f) Construct C,, := {z € M : dist"(0p 5, p) < €*}.
Thus, Assertion (3) of Lemma 2 baldss1
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To end the proof of Lemma 2, one must prove that

limsup,,_, |, +log an eVndvy, < e+ hy(a) + [Ydp

Second step. For each fixed n > 0, consider

a™ \{C,} = {XiNC,}1<i<k, and choose one and only one point
x; € C, N X; for each i <k, (i.e. C, N X; #0).

I, = fyecn e Wdy, (y) = Zf;l en</Sevn(=) (0, N X;)

I, < Kene/E) anl ewn(zi)

=
Thirdkstep. Apply thek Equality of Jensekn:
log 2121 e¥n (@) = 21;1 Un (zz)pz - 2121 p; log p;
where p; = e¥n (@) /[ [ = Zf;l e¥n (@) Thus Zf;l pi=1

log I, <log K + ne/5 + Zfﬁl Z;-l:_ll S pitbddgi (o) — Zfﬁl p; log p;
Fourth s;ctep. Define p,, € P by i

n n—1 n

Hn = Zi:l Zj:l fpi 5fj(93i) = Zi:l PiOn
x; € Cp = dist™(0p5,, 1) < € = dist™ (pn, 1) < €*
= [du, < [Ydu+e/5=

log I, <log K + 2ne/5+n [ du — Zfﬁlpi log p;
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To end the proof of Lemma 2, one must prove that
limsup,,_, o 2logl, < e+ hy(a) + [Ydu

At the end of the fourth step we have proved that

logI,, <log K + 2ne/5+n [ du — Zf;lpi log p; where

kn kn -1 —kn
Zizl pi=1, pp= Zi:l PiOn,z; = %Z?Zl Zi:l pi(sfj(;ci)
x; € CpNX; = dist™ (0 4;, 1) < € = dist” (pn, p) < €*

Fifth step. Check the following
|

ASSERTION 5 3ng > 1 such that
— >0 pilogpi < mne/5+nH(a%, pu,)/q ¥ n>ng

Sixth step. From Assertion 5 conclude the proof of Lemma 2:
Assertion 5 = log I, <log K + 3ne/5+n [ du+nH (a4, u,)/q
dist” (in, 1) < € = [ (a8, in) /g — H(a%, p)/g| < ¢/5 =

log I, <log K +4ne/5+n [ du+nH(al, u)/q

H(o4, p1)/q < hu(a) +€/5=

logI, <logK +ne+n [¢du+nhy(a) Vn>ng O

26/351
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Assertion 5.- It is left to prove the following:

Ing > 1 such that — Zf;l pilogp; <me/5+nH(a%, pu,)/q ¥ n>ng
Proof: k := #a, o™ = {X,}, x; € X; Denote m, := ngl Dily;, =
En En -1
H(a", mp) = = 3532 Pilogpi ; itn = 32071 Pigy 32571 Opiw);
[ = %Z}Zol 9, Fix0<1<q-—1;
ot = (VI rria) v (1 (Vi £ 7)) =
H(a"m) < H(a" ™ m) < 0H (oo (F*)mn) + H(f o™ )
— Yk pilogpi < qlogk + H(a™, f**'mn)
— Zf;lpi log p; < ne/10 + H(a™, f*lwn) if n > (10)qlog k(e)
n=Nqg+s, 0<s<qg—1:
H(a™, f*'m) < 305y Hal, (F) ' ) + N9 He, £ )
— Yo pilogps < me/5+ Y0 ) H(ad, (f) ) =

i, pilogpi € nae/5 + 300 S o, (£) )
< nq6/5 + Z?:O H(O{q7f*jﬂ'n) < nqe/5 - nH(th,,un), 0
271351
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PESIN’S ENTROPY FORMULA FOR C! EXPANDING
MAPS OF THE CIRCLE

ELEONORA CATSIGERAS AND HEBER ENRICH

Talk in the
XXV Jornadas Venezolanas de Matematicas, Cumana, Venezuela,
March 26th. to 29th., 2012

ABsTrRACT. For any C! expanding map of the circle S' we
prove that there exist equilibrium states for the potential
1 = —log|f'|. Namely, the system necessarily has invariant
measures that satisfy the Pesin’s Entropy Formula. We state
and prove several C'! theorems relating SRB measures, SRB-
like measures and measures satisfying the Pesin’s Entropy
Formula.

1. INTRODUCTION

In the SRB and Pesin’s Theory for C! plus Hélder hyperbolic sys-
tems, in particular for C! plus Holder expanding maps on the circle, it
is proved that p is SRB if and only if it satisfies the Pesin’s Entropy
Formula. And besides, for expanding maps on the circle, this occurs if
and only if u is equivalent to the Lebesgue measure, and there always
exists one and only one of such measures.

There is large gap, which we try to reduce with this work, between
the C'-plus-Holder theory of SRB measures and Pesin’s theories. The
behavior exhibited by several C'! examples shows that the theorems for
the C'-plus-Holder systems fail if weakening the hypothesis of regular-
ity of the map to be only C'. It is usually said that there is no chance
to extend the theory for the Cl-case. We prove that, if a slight change
in the definition of SRB measures is admitted, a substitutive theory
can be developed. We state and prove the first theorems of this theory.

Why SRB and Pesin’s Theory does not work in the C'-scenario?
Focusing on C'-expanding maps of the circle, first, we recall that there
exist transitive examples [Qu96] for which non countably many invari-
ant measures satisfy the Pesin’s Formula. So, transitivity does not

imply uniqueness of the equilibrium state for the potential —log |f'|.
1
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Besides, the transitive examples of [Qu96] preserve the Lebesgue
measure but it is non ergodic. So, transitivity does not imply ergodicity
in the C"! scenario, while for C' plus Holder hyperbolic systems it does.

There also exist examples of C'-expanding maps of the circle, for
which a single measure satisfies the Pesin’s Formula, but it is mu-
tually singular with respect to Lebesgue. This is a large difference
with the classical property of C? plus Holder expanding maps. Indeed,
this shows that Ledrappier-Young’s characterization (with the absolute
continuity property with respect to Lebesgue) of those measures that
satisfy the Pesin’s Entropy Formula, does not hold in the C*-scenario.

Nevertheless we propose a substitutive theory, focused (by now) on
the space &' of all the C'-expanding of the circle S!, and prove the
first theorems to compose this theory.

2. DEFINITIONS

We say that a C'-map f : S' — S!is expanding if
If'(z)] >1 VaeSh
We denote by £ to the space of all C'-expanding map of C*.
An equilibrium state for the potential ¢ : —log | f’|, if it exists, is an
invariant probability measure p for which

b $)+ [ vd=sup b () + [ v
vePs
where h,(f) denotes the theoretical measure entropy of f with respect
to the probability measure p, and Py denotes the space of all the f-
invariant probability measures.

We denote by ES; C Py to the (a priori maybe empty) set of all the
equilibrium states of f for the potential ¢ = —log|f’|.

In [CQO1] it is proved that the sup in the above equation of the
measures (1 € ES}, is necessarily equal to zero for all f € £'. Therefore
i is an equilibrium state for the potential ¢ if and only if it satisfies
the following equality:

ha(f) = [ log £ dp.

On the other hand, for any f-invariant measure u, and for any f €
E' it is straightforward to check (applying Birkhoff Ergodic Theorem
and Oseledec’s Theorem), that

log|f'ldp= | x*(x)dp,
where ™ (z) is the (positive) Lyapunov of the orbit of z, which is
defined for p-a.e. z € St

Therefore, pn€ES; < h(f)= [ x"(x)dpu.

The latter Equality is called the Pesin’s Formula of the Entropy.
2
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For any point o € S! the sequence of empirical probabilities along
the future orbit of = is defined by:

n—1

1
on(z) = - Z(Sfj(x) eEP Vn>l1,

where ¢, denotes the Dirac’]s colelta probability supported on the point
y € S', and P denotes the space of all the (non necessarily f-invariant)
Borel-probabilities. In general, except if x is a fixed point, o,(x) ¢
Pr Vn>2.

The space P is endowed with the weak* topology, as a subset of the
dual space of C°(S!,RT). It is well known that P, after endowed with
the weak*-topology, is compact, sequentially compact and metrizable,
and that is subspace Py is compact. We denote by dist™ any chosen
metric which induces the weak*-topology on P. We denote by lim* the
limit of any convergent sequence in P. We define the set

*

pw(r) ={p € P: In; — +oo such that lim} o, () = p}.

It is easy to check that pw(x) C Py.

The SRB measures, also called physical measures, are defined as
those probability measures p € Py such that the following set

B(p)=={z € 5" : pw(z)={p}}

has positive Lebesgue measure. The set B(u) is called the basin
of statistical attraction of p. In general, with this definition, an SRB
measure is non necessarily ergodic: there are examples of such f €
Diff**(M) with dimension of M larger than one. But for f € ! it can
be proved that all SRB measures are ergodic (the proof of this fact is
not easy).

In [CE11] we define: p is SRB-like if for all € > 0 the following set

Adp) = {x e S': dist*(pw(z), n) < €}

has positive Lebesgue measure. We call the set A.(u) the basin of
e-weak statistical attraction of p.

It is easy to check that SRB-like measures are f-invariant and that
they do not depend of the chosen metric dist® in the space P of all the
probability measures, provided that it induces the weak*-topology.

Immediately from the above definitions, all the SRB measures, if
they exist, are SRB-like. In [CE11] we proved that there always exist
at least one SRB-measure. From the definition, notice that SRB-like
probabilities preserve a slightly weak physical property which general-
izes the physical statistical attraction of SRB measures. It is standard
to prove that the SRB-like measures coincide with the SRB measures
if these latter exist and if the union of their basins of statistical at-
traction covers Lebesgue-almost all the orbits. In other case, after the
results in [CE11], there still exist SRB-like invariant probabilities that

are not SRB. In any case, we prove in [CE11] that the union of the
3
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basins of the statistical (weak)-attraction of all the SRB-like measures
(including the SRB measures if they exist) cover Lebesgue-a.e.

3. STATEMENT OF THE RESULTS.

Theorem 1. For all f € £ there exist equilibrium states for the po-
tential ¢ :=log|f'|. Namely, the set of invariant measures that satisfy
the Pesin’s Entropy Formula is non empty.

Theorem 2. (See also [CQO1] for the C'-generic case in £'.)

For all f € £, if ES} has a unique measure , then i is necessarily
SRB or physical, namely, its basin B(u) of statistical attraction has
positive Lebesgue measure. Moreover, B(u) has full Lebesgue measure.
Thus, no other SRB-like or SRB measure exists.

It is well known, from the classic Ruelle’s Theorem (which requires
more regularity than only C') that the space of expanding maps for
which #ES; = 1 includes all the C'-plus Holder systems in £!, and
besides that the unique p € ES; for those systems is equivalent to
the Lebesgue measure. It is also known, after Campbell and Quass
Theorem [CQO1], that the above case for which #ES; = 1, is also the
C'-generic behavior, and that besides, C!-generically such a unique
equilibrium state p is mutually singular with respect to the Lebesgue
measure.

The main purpose is to study the non generic (namely, bifurcating)
maps in '\ €' — plus Holder for which #FES; > 1. We recall that the
systems are necessarily transitive, since any f € £' is conjugated to a
linear expanding map of the circle with degree larger or equal than 2.
Nevertheless they are non necessarily ergodic [Qu96]:

Theorem 3. If ES¢ has finitely or countably infinitely many ergodic
measures, then all of them are SRB, and the union of the basins of
statistical attraction of all of them covers Lebesque-almost all the or-
bits. Thus, the set of SRB measure coincides with the set of SRB-like
measures

This latter class of systems has non countably many ergodic mea-
sures satisfying the Pesin’s Entropy Formula. No C! example still exist
in this class, as far as we know, but C%-examples of topologically ex-
panding maps of the circle, with a similar property of non countably
many ergodic measures which are SRB-like, were provided by [M05]).

Theorem 4. If f € £ has non countably many ergodic measures satis-
fying the Pesin’s Entropy Formula, then there are non countably many
SRB-like probability measures that are non SRB.

4
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Theorem 5. For any f € £, all the SRB-like measures (including the
SRB measures if they exist) satisfy the Pesin’s Entropy Formula.
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Definition
A C' map f: S' — S is expanding if

If'(z)|>1 Vzes

Purpose: Extend or adapt known results for C1T% expanding
maps to the C' maps. Search for the relations between:

@ SRB or physical measures or measures statistically
describing the asymptotic behavior of Lebesgue-a.e.

e Equilibrium states for the potential ¢ := —log|f’| or
equivalently, invariant measures y that satisfy
the Pesin’s Formula of the Entropy:

h#(f) :/X+dua

where x* is the positive Lyapunov exponent.
35/351
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Notation: z € S initial state; {f7(z)};>0 future orbit of z,
P space of Borel probabilities in S' endowed with the weak*

topology; P; C P subspace of f-invariant probabilities.
Recall: P; is nonempty and weak™ compact.

e Sequence {0y ,}n>1 of Empirical Probabilities of the
future orbit of x: { 1
Opg i = — 0 ti
na = E__O: fi(a)
where ¢. is the Dirac delta. J=

REMARK: 0, , ¢ Py unless = € Per(f).
@ P-omega-limit, omega limit in the space of probabilities:

pw(x) :={p € P: In; — +oo such that limo,; , = u}.
J

= 0 # pw(z) is weak® compact and contained in Py

36/351
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For any given u € Py
e BASIN OF STATISTICAL ATTRACTION

B(p):={z e S": pw(z) = {u}}.
e BASIN OF EPSILON-WEAK STATISTICAL ATTRACT.
Be(p) = {z € S": dist"(pw(x), u) < €}.

Notation: m is the (non necessarily invariant) Lebesgue measure
normalized so m(S1) = 1.

Definition
An invariant measure y is SRB OR PHYSICAL if

m(B(u)) > 0.

An invariant measure y is SRB-LIKE OR PHYSICAL-LIKE if
m(Be(p)) >0 Ve>0.

37/351
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Definition
An invariant measure p is SRB OR PHYSICAL if
m(B(u)) > 0.

An invariant measure p is SRB-LIKE OR PHYSICAL-LIKE if
m(Be(p)) >0 Ve>0.

SRB = (maybe empty) set of SRB or physical measures
SRB-like = (never empty) set of SRB-like or physical-like
measures
EQ = set of measures satisfying Pesin's Entropy Formula

= set of equilibrium states y for the potential ¢y = —log |f’|:

ha(f) = [ x"du= [ log|f'|dp.
Theorem (Ruelle: Any C1+2 case.)

If f:SY+— St is C1T% expanding, then #(EQ) = 1 and
SRB = SRB-like = Q3= {p € Pr: p < m}.
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Theorem (Ruelle: Any C1+2 case.)

If f: S St is C1T expanding, then
#(EQ) =1 and SRB = SRB-like = EQ = {pn € Py : p < m}.

Theorem (Some previously known C! cases)

o (Cambpell-Quass 2001) C'-generically
4 EQ =1 SRB= SRB-like = EQ, and u€EQ = u L m.

o (Restatement of Quass 1996) 3f C*'-expanding on S* such
that #(SRB-like) > 1 and #EQ = co

Theorem (C-E 2012: Any C! case)

For any C' expanding map f: S' — S':
o #(SRB-like) > 1, n € SRB-like = € EQ.
e # EQ =1 = SRB = SRB-like = EQ
39/351
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Theorem (C-E 2012: Any C! case)
For any C' expanding map f: S' — S':
o (1) #(SRB-like) > 1
e (2) € SRB-like = pn € EQ.
o 3) #EQ =1 = SRB = SRB-like = EQ

The complete and detailed proof can be found in:

Equilibrium States and SRB-like measures of C1 Expanding Maps
of the Circle, ArXiv:1202.6584v1 [math.DS] Preprint 2012
Route of the Theorem’s proof, in 7 steps with 3 lemmas.

o Step 1. LEMMA 1:
SRB-like # () and it is the minimal weak* compact set
K C Py such that
pw(z) C K for m-a.e.x € S*.

Ideas for the proof of Lemma 1: Use the definition of SRB-like
measure and the sequential weak*-compactness of P.
Note Lemma 1 implies Assertion3¢l) of the Theorem.
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Theorem (C-E 2012: Any C! case)

For any C' expanding map f : S' — S*:
o (1) #(SRB-like) > 1
o (2) p € SRB-like = € EQ.
o (3) #EQ =1 = SRB = SRB-like = EQ

o Step 2. Check that (1) and (2) = (3).

Proof: (1), (2) and # EQ = 1 = SRB-like = EQ ={u}.
Lemma 1 and SRB-like ={u} = 1 € SRB = SRB-like. O
Note Now it is only left to prove (2).

e Step 3. Construct a finite partition P of S! with arbitrarily
small diameter and such that

p(OP)=0 VY uePr (¥

Note: (*) the ONLY reason why H\i/s3g£oof does not work if dim > 1.



e Step 3. Finite partition P such that diam(P) < «

(o= expans. constant of f), and u(OP) =0V u e Pr.  (*).

e Step 4. Lemma 2 (lower bound for the entropy)
* V sequence {vp }n>1 of (non invariant) v, € P,
* V p € Py such that p = limj n% ?ggl(f*)jum ,
(n; — +00),

1 . ;
lim sup *H(V?l:ofﬂ (P), vn;) < -
P

Remark: v,, € Py since Lemma 2 will be applied to convex
combinations of the empirical distributions.

Ingredients for the proof of Lemma 2:

e Topological expansivity of f:

diam(P) <, p € Py = hy=limy oo sH(VIZ) 7P, p1).

e Non decreasing property of H with respect to finer partitions:
H(\Vi_of 7P, v) <305 o H(P, (f*)v)
e Convexity of H with respect to the probability:

&m0 HP(f*Yv) S HP, L5, (£7)).

12



@ Step 5. Reformulate the problem via Keller’s argument:
(ref. Keller's book on Equilibrium States, 1998):
¥ r > 0 define

= {nePrs hut [(-loglfhnz —r}.

Recall that [log|f'|du = [ x* dp.
Due to Ruelle’s Inequality: EQ = Ko =(),5¢ Kr

To prove (2) : SRB-like C EQ, it is enough to prove that
SRB-like € K, ¥V r >0 (to be proved).

@ Step 6. Lemma 3 Foralle >0
m({x € S': dist* (Ona, Kr) > €}) < e =)

Remark: To prove Lemma 3, the Lemma 2 giving a lower bound of
the entropy is essential. Recall that Lemma 2 was obtained after the

construction of a good finite partition P such that u(0P) =0V p € Py.

43 /351
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@ Step 7. End of the proof of the Theorem:
It is only left to prove that: SRB-like C X, Vr >0

e From Step 6 Lemma 3: For all 0 < e < r/2
m({z € S*: dist* (o, Kr) > €}) < e < /2

= Y2, m(Cy) < +oo,
where C, = {z € St : dist* (04, K;) > €}

e Borel-Cantelli Lemma implies m (ﬂnozl UnZno C’n> =0.

In other words, for m-a.e.x € S' there exists ng > 1 such that
& C, ¥Yn>ng.

e Then dist* (o, 4, K,) <€ ¥V n>mnp.

= Ve>0: pw(x)C{pecP:dist"(u,K) <etm—aexcSt
= pw(z) C K, .

e Step 1: SRB-like is the minimal weak*-compact set that contains
pw(x) for m —a.ex € St

= SRB-JikeC Kr g
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Thank you very much for your kind attention!

TEY

Announcement
Dynamical Systems in Montevideo 2012
August 13th. to 17th., 2012
An international congress in Dynamical Systems will be held in
Montevideo, Uruguay.
It will be a satellite conference of the 4th Latin American Congress
of Mathematicians that will take place in Cérdoba, Argentina.

http://imerl.fing.edu.uy/sdm2012/
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Informacion General

Con el auspicio de la ASOCIACION MATEMATICA VENEZOLANA se realiza la
vigésimo cuarta edicién de las Jornadas Venezolanas de Matematicas; esta vez
en la ciudad de Barquisimeto y en las instalaciones del Decanato de Ciencias y
Tecnologia de la Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado. Como ya es
tradicién, este evento se organiza en base a un conjunto de sesiones temaéticas y
conferencias plenarias. A continuacién se presenta la informacién detallada de
las actividades que se desarrollan en el marco de las XXIV Jornadas Venezolanas
de Matematicas.

COMITE ORGANIZADOR:

Sergio Mufioz, UCLA (Coordinador), (smunoz@ucla.edu.ve)
Alexander Carrasco, UCLA (acarrasco@ucla.edu.ve)
Franca Laveglia, UNEXPO (flaveglia@hotmail.com)
Ramoén Vivas, UNEXPO (ramon.alberto.vivas@gmail. com)

COMITE DE PROGRAMA:

Neptali Romero, UCLA (Coordinador) (nromero@ucla.edu.ve)

Maria Luisa Colasante, ULA (marucola®ula.ve)

Juan Guevara, UCV (juan.guevara@ciens.ucv.ve)

Daniel Nufiez, LUZ (dnunez@luz.edu.ve)

Oswaldo Ruggiero, PUC - Rio de Janeiro (rafael.o.ruggiero@gmail. com)
Vladimir Strauss, USB (str@usb.ve)

Wilfredo Urbina, UCV (wilfredo.urbina@gmail.com)

CONFERENCISTAS INVITADOS:

= Marisela Dominguez Torres (UCV)
= Giovanni Ernesto Calderén Silva (ULA)

= José Gregorio Mijares (IVIC)
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Genéricamente, el conjunto ()-limite de un mapa contractivo a trozo sobre
un espacio métrico compacto conexo no intersecta el conjunto de discontinuida-
des y es una union finita de 6rbitas periédicas. El caso no genérico aparece me-
nos trivial. Estudiamos la relacién entre las propiedades topologicas y dindmi-
cas del ()-limite y mostramos que de lo contrario del caso genérico, una clasi-
ficacion de dichos conjuntos necesariamente depende de condiciones sobre la
particién y el mapa. Por ejemplo, mostramos que el ()-limite puede tener un
componente tinico minimal, y ser finito o ser la unién de un Cantor y de un
conjunto enumerable vacio, finito o infinito. A pesar de no ser genéricos, estos
casos permiten apreciar la complejidad de la dindmica transitoria genérica de
tales mapas que puede ser indistinguible del caos en experimentos numéricos.

Referencias

[1] E. Catsigeras, P. Guiraud, A. Meyroneinc y E. Ugalde. On the limit set of
piecewise contracting maps. en preparacion.

[2] E. Catsigeras y P. Guiraud. Integrate and Fire Neural Networks, Piecewise
Contractive Maps and Limit Cycles. sometido, arxiv:1011.1525v1.

[3] R.Lima, A. Meyroneinc y E. Ugalde. Dynamic modularity in discrete-time
models of regulatory networks. sometido.
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Abstract

We study a dynamical system with discontinuities, obtained as the evolution on time, in
a product Riemannian manifold of large dimension, of any finite number n > 2 of coupled
oscillators of the type “on-off”. We assume that the interactions (couplings) among each
individual dynamical system are instantaneous, and classify them in excitatory, inhibitory
or null. We analyze the sync modes, provided that the graph of excitatory interactions
is large enough and satisfies some particular topological conditions. The main novelties
with respect to previous results, in which we were inspired, are that we do not impose any
particular formula for the vector fields governing the dynamics of each individual oscillator
during their “oft” phases, the number of oscillators in the system may be any n > 2, and
the individual dynamics while are not coupled, do not need to be identical.

1 Statement of the subject of research

We consider a dynamical system ®(x,t) with non isolated discontinuities, evolving with contin-
uous positive time ¢, from each initial state x in a product Riemannian manifold M.

M=T" M, ¢:MxRt—M

®(x,0) = x, D(x,t1 +t3) = P(P(x,t1),t2) V t1,t2 € RT, Vx € M.

The system is obtained from considering n > 2 coupled oscillators of the “on-off type”, that
are coupled by instantaneous interactions at the “on” instants. Each oscillator i € {1,2,...,n},
when uncoupled with the others, and during its “off 7 phase, is described by the state x; €
M; which evolves along the integral curve of a vector field F; € X'(M;). The signed and
bidirectional interactions among the oscillators introduce discontinuities in ®, at those points
x = (z1,22,...,%y) € M that drop on a set A C M which is the union of n codimension-one
submanifolds topologically embedded in M, and transversal to the orbits by ®.

This abstract dynamical system ®, evolving on an arbitrarily large-dimensional manifold M,
and exhibiting non isolated discontinuities along A C M, comes from other sciences. In fact,
they model, among other examples, networks of some types of artificial or biological neurons,
and of light coupled electronic oscillators (LCO).

*Both authors: Instituto de Matematica. Facultad de Ingenierfa. Universidad de la Repiblica. Uruguay.
E-mails: eleonora@fing.edu.uy, marioshannon@hotmail.com — E.C. is partially financed by CSIC-Univ. de la
Reptblica and ANII-Uruguay.
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Each oscillator ¢ € {1,...,n}, when uncoupled from the others, is assumed to evolve accord-
ingly to a dynamics defined by a flow without singularities on an open Riemannian manifold
M;, embedded in a compact manifold of larger or equal dimension. It is called an oscillator
because it exhibits at least one periodic attractor A; of period T; > 0. The initial condition,
and all the future orbits of each oscillator i (even after they are perturbed by the coupling with
the other oscillators), are assumed to lay, always, in the union of the open basins of attraction
of its periodic attractors. So, each Riemannian manifold M; is restricted to that open set.

The “on” and the “off” states of each oscillator i are defined, in our abstract context, just
conventionally, as an agreement of notation to the purpose of defining later, the instantaneous
action from the oscillator i, to any other oscillator j. This action from ¢ to j is produced only
at the times when ¢ “turns on”. But, in our general context in this work, we are not assuming
any particular change in the dynamics of the oscillator i, when it is “turned on”, in relation
to when it is “turned off”. In other words, any additional conditions in the evolution of the
oscillator ¢ during its “on” phases, can be added freely. For instance, to apply the results to
biological or artificial neurons, it can be assumed that the oscillator “spikes” when it turns on.
Other characteristic dynamical behavior can be imposed during when the oscillator turns on, to
model biophysical, ecological, mechanical or electronic oscillators, or controlled clock systems
applied in communications. The large restriction is the results of this paper resides only in the
instantaneous character of the couplings among the oscillators, namely that the interactions
between the different dynamical units are assumed to be impulsive.

In our general context most states x; € M; are, by definition, called “off states” of the
oscillator 2. On the other hand, the “on” states are defined as follows: there exists a codimension-
one embedded submanifold A; C M;, such that #(A;MA;) = 1, which is called the “threshold
level” of the oscillator ¢, and such that if z;(t) € A;, then the oscillator i instantaneously “turns
on” at time t. If an oscillator i is coupled to an oscillator j # i, and at the times ¢ such
that z;(t) € A; (namely when ¢ “turns on”), it instantaneously injects a discontinuity jump
€ij € TpyM; in the state xj(t) € Mj of the oscillator j. This instantaneous interaction is
void if the respective discontinuity jump €;; : M; — Ty, 1) Mj, which depends on z(t), is the
identically null map. If an interaction is not void, it is called “excitatory” if the discontinuity
jump €; ; approaches the state x; of the oscillator j to its “on” state. Namely, the instantaneous
injection of the discontinuity €; ; approaches x; to the codimension one manifold A; C M;. In
other words, if the interaction from ¢ to j is excitatory, then, the on-state of the oscillator i
produces that j reaches sooner its own threshold level, and so j will also “turn on” sooner.
Analogously, it is defined the “inhibitory” interaction, when the discontinuity jump ¢; ; makes
the state z; to become suddenly farer from its threshold level, and thus the oscillator j will be
delayed to turn on.

2 The synchronization theorem.

We analyze the dynamics of the composed dynamical system on M described above, discussing
according to the bi-directed and signed graph of interactions among the oscillators. Under
certain configurations of the subgraph of excitatory interactions, and under the assumptions
that the number n of oscillators which are mutually coupled in that subgraph, is large enough,
and that the minimum excitatory interaction is strong enough, we prove the following result:

The composed system synchronizes the on phases, even if the oscillators are mutually very
different, and e-quasi synchronizes all the phases, if the periods of all the oscillators are similar.

The “e-quasi synchronization of all the phases” is defined as follows: For each initial condition
there exists a transitory time ty > 0, such that for all pair of oscillators ¢, j, after an homeo-
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morphic rescaling of times s; ; which is € C%—near the identity, the equality z;(t) = x;(s;;(t))
holds for all ¢t > tg. We also prove, even if the oscillators are very different, that the composed
system acquires its own periodic or quasi periodic behavior, with its own period or quasi-period
T. This period, in the case of synchronization of the on states, is usually different and not a
multiple of the periods T; of the individual oscillators, even if, in some particular cases T may
be near the period of some “dominant” oscillator of the network.

The route of our proof follows the ideas introduced in [7].

3 Conclusions

The main novelty of our results, in relation to the previous ones [6], [9], [7], [11], in which we
were inspired, is that the individual oscillators are not assumed to be identical, and principally
that they may evolve in very general manifolds M; of any finite dimensions d;, and almost no
condition is imposed to the individual dynamics of each of them. In [2], [4], [8], [13], [14], are
studied systems composed by two oscillators instantaneously coupled, while in [1], [3], [5], [12],
are analyzed the attractors, and in particular the synchronization modes, of large networks of
heterogeneous oscillators under some particular hypothesis.

In the present work, each oscillator (if were isolated from the others) is just assumed to
behave dynamically as the integral flow of any C! vector field F; € X1 (M;), just provided to
exhibit a periodic attractor, with an open local basin, and such that the orbits in this basin
are transversal to the codimension one manifold A; C M; defined above. The second largest
difference with some of those previous works, is that in the present communication, we do not
assume any particular formulation of the family {F;}1<;<y of vector fields, also nor any particular
formulation nor regularity, of the interaction maps ¢; ;. On the contrary, in most of the previous
works, the interaction maps are usually assumed to be constants, and also highly regular or
tight numerical conditions are imposed to the set of vector fields F;.

As in [15], we also consider the possible existence of different sync modes with different basins
of attractions. In other words, the composed system of the coupled oscillators may exhibit
many different periodic sync states, and different periods, depending on the initial condition
x € I} | M;.

The main restriction in our hypothesis is that the couplings are assumed to have zero delay.
It is open the problem to extend the results in the case in which the couplings have a positive
delay time, as defined for instance in [10]. It remains open the problem of extending our abstract
results, if possible, for networks of coupled on-off oscillators that interact not instantaneously
and with some positive delays.

Some of the results so obtained can be also extended if the attractors of the different dynam-
ical units are not periodic. For instance, some of the tools in the proofs of our synchronization
result, may be extended to study the synchronization or quasi synchronization, of many dynam-
ical subsystems that exhibit identical or maybe similar non periodic attractors, in particular
chaotic attractors, provided that the individual units are coupled by instantaneous interactions.
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1993, Santiago, Chile in 1990, and Mar del Plata, Argentina in 1988.

The workshop will center on nonlinear dynamics, in particular spatially-extended dynamics, and out-of-equillibrium
phenomena. A partial lists of subjects follows: space-time chaos, synchronization, pattern formation, coherent
structures, morphogenesis and developmental biology, far from equilibrium phase transitions, granular materials,
inelastic gases, coarsening, aging, nanomachines, reaction kinetics, instabilities and bifurcations, nonlinear fluid
dynamics, dynamics of complex systems, and dynamics on complex networks.
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Sequential behavior in dynamical networks

Complex networks such as the neuronal ones composed of neurons coupled by chemical synapses
are known to exhibit a large variety of activity forms. Recent neurophysiological experiments have
shown that neuronal processes are often accompanied by short transitive activity of individual
elements or small groups of elements. Such a behavior is called the sequential dynamics. In the
framework of dynamical systems theory this behavior is related to the existence of a collection
of metastable invariant sets joint by heteroclinic trajectories in the phase space. The sequential
dynamics can be treated as a process of successive switching among these sets. Such a treatment
allows one to explain the temporal order in which elements become activated and to single out
the parameters of the system responsible for its prediction (see cited articles and the references
therein). In the talk it is supposed to tell about both the situation where metastable sets are
just equilibrium points or limit cycles and where they are more complex sets.
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Albano, Ezequiel[1,2] and Baglieto, Gabriel[1]

[1] Instituto de Fisica de Liquidos y Sistemas Bioldgicos. CCT La Plata. CONICET, UNLP, La
Plata, Argentina. [2] Departamento de Fisica, F. de Ciencias Exactas, UNLP, La Plata, Argentina.
On the collective behavior of self-driven individuals

The study of flocking behavior has attracted interdisciplinary interest due not only to their
fascinating characteristics and their ubiquity in all scales, but also for their complex nature.
Modeling of swarming and flocking contributes to the understanding of natural phenomena
and becomes relevant for many practical and technological applications, e.g. collective robotic
motion, design and control of artificial micro swimmers, etc. [1-7]. Within this broad context, the
Vicsek Model (VM) [2], which considers individuals that try to adopt the direction of movement
of their interacting neighbors, under the influence of some noise, e.g. due to the environment, has
gained large popularity becoming an archetypical model for the study of the onset of order upon
the interactive displacement of self-driven individuals. The simple rules of the VM guarantee the
observation of a rather complex and interesting critical behavior: an ordered phase of collective
motion is found for low enough levels of noise, while a disordered phase is observed at high noise.
However, the nature of the phase transition between those phases could be of first-or second-
order, depending on the type of considered noise [4,5,7]. The aim of this paper is to investigate
the structural characteristics of the networks formed among the self-driven individuals during
the farm-from equilibrium stationary states of the VM. We expect that the proposed study
will shed some light on some poorly understood characteristics of the VM, such as the origin of
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Almendral Sanchez, Juan Antonio

Unveiling Protein Functions through the Dynamics of the Interaction Network
Cutting-edge technologies are adding sequences to the databases faster than the pace at which
insights into their function can be gained. As a consequence, the vast majority of known proteins
have not been characterized experimentally, and their function is yet unknown. To predict the
function of a protein, two main strategies have been followed so far. The first one relies on
the analysis of the protein itself, and the second is based on high-throughput techniques. High-
throughput protein-protein interactions detection experiments allow nowadays a representation
of the global cell functioning in terms of a network, with nodes representing proteins and edges
representing the detected mutual interactions. Notwithstanding the accomplishments of these
analyses, it is important to highlight that most high-throughput methods can suffer from high
false positive and false negative rates and, therefore, functional assignments that are based on
these tools may lead to misclassifications. Several past studies attempted already to determine
to what extent the function of a protein depends on the way it is interacting with the others
in the protein interaction network (PIN). However, the use of such network representation for
prediction requires the determination of the specific scale of the PIN that one has to consider
for unveiling the individual protein function. And, in this latter framework, the current state of
the art includes two types of approaches. From one side, several direct annotation schemes have
been devised, with the common inspiration of analyzing the local scale features of the PIN. From
the other side, more recent module assisted techniques have attempted to use the extra know-
ledge arising from the mesoscale of clustered structures of the PIN, by first identifying dense
agglomerates in the network that are loosely connected to other areas of the graph, and then to
use this topological information for predictions on the protein specific function. The approach we
put forward constitutes a third, novel, strategy. We provide evidence that an alternative source
of information is, in fact, the one arising from the analysis of how the modular PIN structure
actually organizes the synchronization dynamics of an ensemble of oscillators. In particular, we
show how the combination of synchronization features emerging in the PIN structure with a
rudimentary classification of proteins based on expert manual assignment, allows, indeed, to
gather information on misclassification problems, as well as to offer a more accurate function
assignment that is consistent with more recent (and better refined) manual annotation of these
protein functions. Not less important is the ability of the approach we introduce to assess the
coupling of different functional categories, to determine how closely associated they are, and
which proteins participate in both of them.

Authors: Juan A. Almendral, I. Sendia Nadal, Y. Ofran, J.M. Buldu, I. Leyva, D. Li, S. Havlin,
S. Boccaletti
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dom are coupled through a mean field that evolves self-consistently. Based on the linear stability
of period-one and period-two orbits of the coupled maps, we construct coherent states in whi-
ch the degrees of freedom are synchronized and the mean field stays fixed. Nontwist systems
exhibit global bifurcations in phase space known as separatrix reconnection. Here we show that
the mean-field coupling leads to dynamic, self-consistent reconnection in which transport across
invariant curves can take place in the absence of chaos due to changes in the topology of the
separatrices. In the context of self-consistent chaotic transport we study two novel problems:
suppression of diffusion and breakup of the shearless curve. For both problems we construct a
macroscopic effective diffusion model with time-dependent diffusivity.

Authors: L. Carbajal [1], D. del-Castillo-Negrete [2], J. J. Martinell [3].

Affiliation: [1] Physics of Plasmas department ICN-UNAM, Mexico City, Mexico. [2] Fusion
Energy Division ORNL, Oak Ridge, TN, USA. [3] Physics of Plasmas department ICN-UNAM,
Mexico City, Mexico.

Catsigeras Garcia, Eleonora

Synchronized dynamics of on-off oscillators with instantaneous coupling interactions.
We study a dynamical system with discontinuities, obtained as the evolution on time, in a pro-
duct Riemannian manifold of large dimension, of any finite number n? of coupled oscillators of
the type “on-off’. We assume that the interactions (couplings) among each individual dynamical
system are instantaneous, and classify them in excitatory, inhibitory or null. We analyze the sync
modes, provided that the graph of excitatory interactions is large enough and satisfies some
particular topological conditions. The main novelties with respect to previous results, in which
we were inspired, are that we do not impose any particular formula for the vector fields governing
the dynamics of each individual oscillator during their “off’ phases, the number of oscillators in
the system may be any n2, and the individual dynamics while are not coupled, do not need to
be identical.

Authors: E. Catsigeras [1] and M. Shannon [2]
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Cervantes, Fernando

Multifractal characterization of the porous structure of sodium silicate gels

A distinctive feature of silicate gels is the porosity of its structure, in these gels the connectivity,
spatial and size distribution of pores depend on the complexity of the conditions during the
polymerization process. In general, the porous structure of the gel does not exhibit an obvious
order [1]. However, through multifractal analysis, one can determine a number of correlations in
it. These correlations generally can be described by scaling relations, i.e., they show a power law
dependence. As reported in the literature structures resulting from aggregation processes show
a complex multifractal structure in general [2,3]. In this work we characterize the complexity
of the porous structure in sodium silicate gels through the mass fractal dimension, multifractal
spectrum, lacunarity index, etc. Silicate gels were prepared by neutralizing a solution of sodium
metasilicate with another solution of acetic acid, both in concentration 1M. Additionally, ferro-
magnetic particles were dispersed in these gels and a static magnetic field was applied during
the polymerization process. The digital image analysis showed that the porous structure of the
samples presents multifractal characteristics.
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Abstract

For continuous maps on a compact manifold M, particularly for those that do not preserve the
Lebesgue measure m, we define the observable invariant probability measures as a generalization of
the physical measures. We prove that any continuous map has observable measures and characterize
those that are physical in terms of the observability. We prove that there exists physical measures
whose basins cover Lebesgue a.e, if and only if the set of all observable measures is finite or infinite
numerable. We define for any continuous map, its generalized attractors using the set of observable
invariant measures where there is no physical measure and prove that any continuous maps defines a
decomposition of the space in up to infinitely many generalized attractors whose basins cover Lebesgue
a.e.

1 Introduction

It is an old problem to find out “good” probability measures for maps f: M — M, meaning for that, an
invariant probability that resume in some sense, the asymptotic dynamics by future iterations of the map.
Sometimes, the map is born with a good measure, as in the case of billiards. But this is not true in general,
and it is not an easy question to determine, in general, a single or a few probability measures representing
the dynamics of the map.

There have been proposed several ideas to define a “good” invariant probability measure p:

1. Lebesgue a.e. point in a set is generic with respect p, that is, y = lim,_ % Z?:_ol (5;»(:10), where the
convergence is in the weak* topology of the space P of probabilities on M.

2. The conditional measures of 1, on unstable manifolds are absolutely continuous respect to the Lebesgue
measure along those manifolds.

3. p verifies the Pesin’s formula: h,(f) = [ >, Af (z) dim E;(z) du(x), where dim E;(z) is the multiplic-
ity of AT(z) in the Oseledec’s decomposition.

4. The measure is the limit of measures which are invariant under stochastic perturbations.

A measure verifying 4 or 1 “concentrates” on points which are more visited.

We will call physical measure, a probability measure verifying 1, and denote stochastically stable, a
probability measure verifying 4. We will call SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) measure a probability verifying 2.
And we denote as a Pesin measure, a probability verifying 3.

*Both authors: Instituto de Matemdtica y Estadistica Rafael Laguardia (IMERL), Fac. Ingenierfa, Universidad de la
Reptblica, Uruguay. E-mails: eleonora@fing.edu.uy and enrich@fing.edu.uy Address: Herrera y Reissig 565. Montevideo.
Uruguay.
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In this work, we address ourselves to propose another concept of “good” probabilities, which we call
observable measures, that are particularly meaningful for non differentiable maps.

The following purposes motivated this work: Characterize the continuous homeomorphism f conjugated
to transitive Anosov (topologically chaotic), that have a physical measure attracting the time average of
Lebesgue almost all orbit. If not possible, at least generalize as much as possible the result in [CEO1]. In
any case, the main question is:

Is it possible to describe probabilistically in the space, in some minimal way, the asymptotic behavior
of the time averages of Lebesgue a.e. orbit? We could answer to this question in Theorem 2.5. Generalized
ergodic attractors and observable measures always exist for any continuous map.(Theorems 2.3 and 2.8).
On the other hand, physical measures and ergodic attractors do not always exist. It is largely known
the difficulties to characterize, or just find, non hyperbolic or non C'*® maps that do have physical
measures. This is a hard problem even in some systems whose iterated topological behavior is known.
([C93], [E98], [HOO], [HY95]). The difficulties appear when applying the known techniques for constructing
the physical measures in a hyperbolic setting, to a weaker hyperbolic context([Pe77], [S72], [A67], [PS04],
[V98], [BDV0O]).

The following open question refers to the existence and finiteness of physical measures and to the
convergence of the sequence of time averages of Lebesgue a.e. orbit. It is possed in [P99] and leads to a
global understanding of the dynamics from an ergodic viewpoint:

1.1 Palis Conjecture Most dynamical systems have up to finitely many physical measures (or ergodic
attractors) such that their basins of attraction cover Lebesgue almost all points.

This conjecture admits the following equivalent statement, that seems weaker. (In fact, the definition
2.1 of observability is certainly weaker than the definition 2.2 of physical measures.)

1.2 Equivalent formulation of Palis Conjecture: The set of observable measures for most dynamical
systems is finite.

Note: To prove the equivalence of statements 1.1 and 1.2 it is enough to join our Theorems 2.3.b and
2.5.

2 Statement of the results.

Let f: M — M be a continuous map in a compact, finite-dimensional manifold M. Let m be the Lebesgue
measure normalized to verify m(M) = 1, and not necessarily f-invariant. We denote P the set of all
Borel probability measures in M, provided with the weak* topology, and a metric structure inducing this
topology. For any point € M we denote pw(x) to the set of the Borel probabilities in M that are the
partial limits of the (not necessarily convergent) sequence

n—1

1

- Z Ofi(x) (1)
7=0 nEﬂV

where ¢, is the Delta de Dirac probability measure supported in y € M.

The set pw(z) C P is the collection of the spatial probability measures describing the asymptotic time
average, provided the initial state is z. If the sequence (1) converges then the set pw(z) = {p,}. But we
will consider also the opposite case of the maps such that, for Lebesgue a.e. © € M, the sequence (1) is
not convergent.

The phenomena exhibited when (1) is not convergent are similar to the time-delayed specification
properties studied by Bowen in ([BR75]), but here they are seen on the time average probabilities, instead
on the points along the orbit.

We define:
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Definition 2.1 (Observable probability measures.) A probability measure u € P is observable if for
all € > 0 the set A = {z € M : dist *(pw(z), ) < €} has positive Lebesgue measure m(A.) > 0.
The set Ac = A (1) C M is called the e- basin of partial attraction of the probability u.

We note that the definition above is independent of the choice of the distance in P, provided that the
metric structure induces its weak™ topology. We also remark that observable measures are f-invariant, and
that usually at most a few part of the space of invariant measures for f are observable measures.

Definition 2.2 (Physical probability measures.) A probability measure p € P is physical (even if it
is not ergodic), if the set B = {z € M : pw(xz) = {u}} has positive Lebesgue measure m(B) > 0.
If 11 is physical, the set B = B(u) C M is called the basin of attraction of p.

From the definitions above note that physical measures and observable measures are f-invariant. All
physical measure is observable but not all observable measure is physical.

We prove the following starting results:

Theorem 2.3 (Existence of observable measures and physical measures.)

a) For any continuous map f, the set O of all observable probability measures for f is non-empty and
weak*-compact.

b) O is finite or countably infinite if and only if there exist (resp. finitely or countable infinitely many)
physical measures of f attracting (i.e. the union of their basins of attraction cover) Lebesgue almost all
orbits.

Definition 2.4 (Basin of attraction.)
The basin of attraction B(K) of a compact subset K of the space P of all the Borel probability measures
in M, is the (maybe empty) subset of M defined as:

B(K)={z e M : pw(zx) C K}

If the purpose is to study the asymptotic to the future time average behaviors of Lebesgue almost all
points in M, then the set O of all observable measures for f is the exact necessary and sufficient solution.
In fact we have the following;:

Theorem 2.5 (Attracting minimality property of the set of observable measures.)
The set O of all observable measures for f is the minimal compact subset of the space P whose basin of
attraction has total Lebesgue measure.

Due to the conjecture in 1.1 and Theorem 2.3, we are interested in partitioning the set O of observable
measures, or to reduce it as much as possible, into different compact subsets whose basins of attractions
have positive Lebesgue measure. Due to results in Theorem 2.5, no proper compact part of O has a total
Lebesgue basin. We define:

Definition 2.6 (Generalized Attractors - Reductions of the space O.) A generalized attractor
(A, A) € M x O, (or a reduction A of the space O of all observable measures for f), is a compact subset
(A, A) such that the basin of attraction B(A) = {x € M : pw(z) C A} has positive Lebesgue measure in
M, and A is the (minimal) compact support in M of all the probability measures in . A. We call (4, {u}) an
attractor if it is a generalized attractor with a single invariant probability u, i.e. p is a physical measure.

To illustrate the difference between generalized attractor and attractor in the usual topological sense,
take the C? almost Anosov, conjugated to a transitive Anosov in the torus, with a fixed non hyperbolic
saddle py with weak expansive direction and strong contraction. It has a unique generalized attractor
supported on py. Even if topologically chaotic (conjugated to Anosov), statistically in the mean py acts
like a sink.

In spite a system could not exhibit a physical measure, still the reductions of the space of observable
measures divide the manifold in the basins of generalized attractors.
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Definition 2.7 Irreducibility

A generalized attractor A C P is irreducible if it does not contain proper compact subsets that are also
generalized attractors.

It is trivial or trivially irreducible if its diameter in P is zero , or in other words, if A has a unique
observable measure pu.

Note that physical measures are trivially irreducible and conversely.

The following result is much weaker but related with the Palis’ conjecture stated in paragraph 1.1:

Theorem 2.8 (Decomposition Theorem)

For any continuous map f: M — M there exist a collection of (up to countable infinitely many) general-
ized attractors whose basins of attraction are pairwise Lebesgue-almost disjoint and cover Lebesgue-almost
all M.

The continuous maps divide in two disjoint classes:

e The generalized attractors of the decomposition are all irreducible and then the decomposition is unique.

e For all € > 0 there exist a decomposition for which the reducible generalized attractors have all
diameter (in the weak® space of probabilities), smaller than ¢ (and thus, for a rough observer, all the
reducible generalized attractors of the decomposition act as physical measures).

Acknowledgements.
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Systems and congratulate Jacob Palis in his 70th anniversary.
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“Good” invariant probabilities
Palis’ conjecture
Empiric distributions

“Good” invariant probabilities

They resume in some minimal sense, the asymptotic dynamics.

@ Physical measure p: The point x in a positive Lebesgue
measure set, is generic with respect p, i.e:

M‘JL“MZ‘W

@ Sinai-Ruelle-Bowen (SRB) measure ;: The conditional
measures of p on unstable manifolds are absolutely
continuous respect to the Lebesgue measure along those
manifolds.

@ The probability u verifies the Pesin’s formula:

/Z)\+ ) dim E;(x) du(zx)
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“Good” invariant probabilities
Palis’ conjecture
Empiric distributions

Palis’ conjecture

Most dynamical systems have up to finitely many physical
measures (or ergodic attractors) such that their basins of
attraction cover Lebesgue a.e.

Equivalent formulation of Palis’ Conjecture: The set of
observable measures (to be adequately defined) for most
dynamical systems is finite.
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“Good” invariant probabilities
Palis’ conjecture
Empiric distributions

Notations.

@ f: M — M is a continuous map in a compact,
finite-dimensional manifold M.

@ m be the Lebesgue measure normalized to verify m(M) = 1,
(not necessarily f-invariant).

@ P the set of all Borel probability measures in M, provided
with a metric structure inducing the weak™ topology. The set
of f invariant probabilities is Py

@ For any point z € M: pw(z)
is the set of the Borel probabilities in M that are
the partial limits of the (not necessarily convergent)
sequence of empiric distribution:

1 n—1
D ILTE (1)
7=0 7587351



Definition of observable measure.
Definition of physical measure.

Definition of observable measure.

A probability measure o € P is observable if for all € > 0 the set
Ac={x € M : dist *(pw(z), p) < €}

has positive Lebesgue measure m(A.) > 0.
The set Ac = A.(u) C M is called the e- basin of partial attraction
of the probability p.

Remarks: The definition above is independent of the choice of the
distance in P, (inducing the weak* topology). Observable measures
are f-invariant. The Lebesgue measure of A, is positive for all

€ > 0, but may be is zero for e = 0.

7517351
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Definition of observable measure.
Definition of physical measure.

Definition

(Physical probability measures.) A probability measure u € P is
physical (even if it is not ergodic), if the set

B={z €M :pw(z)={u}} has positive Lebesgue measure
m(B) > 0.

If p is physical, the set B = B(u) C M is called the basin of
attraction of .

Remark: Any physical measure is observable but not all
observable measure are physical.

761351
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Existence
Minimality

Theorem

Existence of observable measures.
a) For any continuous map f, the set O of observable measures of
f is not empty and weak*-compact.

b) O is finite or countably infinite if and only if there exist (resp.
finitely or countable infinitely many) physical measures whose
basins of attraction cover Lebesgue a.e.

c) There exists a unique physical measure whose basin is Lebesgue
a.e. if and only if the set of observable measures has a unique
probability.

771351
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Existence
Minimality

Minimality of the set of observable measures

Definition: The basin of attraction B(K) of a compact subset K
of the space P of all the Borel probability measures in M, is the
(maybe empty) subset of M defined as:

B(K)={x e M : pw(z) C K}

If the purpose is to study the asymptotic to the future time
average behaviors of Lebesgue almost all points in M, then the
set O of all observable measures for f is the exact necessary
and sufficient set of probabilities.

Theorem

The set O of all observable measures for f is the minimal compact
subset of the space P whose basin of attraction has total Lebesgue

measure.
781351
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Motivation
Definition of Generalized Attractor.

Generalized Attractors.

Due to our motivation in the conjecture of Palis we are interested
in partitioning the set O of observable measures, or to reduce it as
much as possible, into different compact subsets whose basins of
attractions have positive Lebesgue measure. But due to the
Theorem of minimality, no proper compact part of O has a total
Lebesgue basin.
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Motivation
Definition of Generalized Attractor.

Definition
(Generalized Attractors - Reductions of the space O0.) A

generalized attractor (A, A) C M x O,
is a compact subset such that the basin of attraction

BA) ={reM:pwlx)Cc A} C M

has positive Lebesgue measure.
e A is the (minimal) compact support in M of all the probability
measures in A.
e A C O is also called a “reduction” of the set of observable
measures.
e In particular we call (A,{pu}) an attractor if it is a generalized
attractor with a single invariant probability p, i.e. p is a physical
measure.

80/351
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Conjugated to transitive Anosov: Sink-like.
Conjugated to transitive Anosov: Lewowicz example.
Expanding examples with physical non SRB measure.

Expanding non ergodic examples.

Examples: Conjugated to transitive Anosov 1.

e To illustrate the difference between generalized attractor and
topological attractor: consider the C? almost Anosov, conjugated
to a transitive Anosov in the two-torus, with a fixed non hyperbolic
saddle py with weak expansive direction (toplogically expanding
but with eigenvalue 1) and strong (hyperbolic) contraction. It has
a unique generalized attractor supported on pg. (Hu and Young
Ergod.Th.&Dyn.Sys. 15-1995) Even if topologically chaotic
(conjugated to Anosov), statistically in the mean (i.e. attracting
the sequences of empiric distributions) py acts like a sink.

81/351
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Conjugated to transitive Anosov: Sink-like.
Conjugated to transitive Anosov: Lewowicz example.
Expanding examples with physical non SRB measure.

Expanding non ergodic examples.

Examples: Conjugated to transitive Anosov 2.

e On the opposite situation, the example of Lewowicz (Journal of
Diff.Eq. 38, 1980) in the two-torus, is a real analytic
diffeomorphism, conjugated to a transitive Anosov, but non
hyperbolic:

x=x+y+sen(2rz), y=1y+ sen(2rzx)

It preserves the Lebesgue measure m which is besides ergodic
(C.E.2001, Disc.Cont.Dyn.Sys.7): therefore, in this example, m is a
physical measure and the unique observable measure.

e Open question: Characterize the non singular homeomorphisms
(or at least the C' diffeomorphisms that are not C''*%) in the
torus, that are conjugated to transitive Anosov and have a unique

physical measure attracting Lebesgue a.e.
82/351
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Conjugated to transitive Anosov: Sink-like.
Conjugated to transitive Anosov: Lewowicz example.
Expanding examples with physical non SRB measure.

Expanding non ergodic examples.

Examples: C! expanding maps 1.

o It is well known that C'T% expanding maps have a single
physical measure attracting Lebesgue a.e. that is absolute
continuous respect to Lebesgue (Ruelle).

o If fis not 1T but is C' and expanding, then generically it
also has a single physical measure attracting Lebesgue a.e.,
but it is mutually singular respect to Lebesgue.
(Campbell and Quas, Commun.Math.Phys. 349, 2001).

@ In this last case the physical measure verifies the Pesin’s
formula of the entropy (C.E.2010, using ideas of the book of
Keller, 1998)

83/351
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Conjugated to transitive Anosov: Sink-like.
Conjugated to transitive Anosov: Lewowicz example.
Expanding examples with physical non SRB measure.

Expanding non ergodic examples.

Examples: C! expanding maps 2.

e There exist C'!' expanding maps in the circle, that have no
physical measure attracting Lebesgue a.e. : the Lebesgue measure
is invariant but not ergodic (Quas, Ergod.Th. & Dyn.Sys.16
(1996). Thus, in this example the set of observable measures
contains more than one probability, and is exactly the closure of
the set of the ergodic components of the Lebesgue measure.

84 /351
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Irreducible Generalized Attractors.
Decomposition Theorem

In spite a system could not exhibit a physical measure, still the
reductions of the space of observable measures divide the manifold
in the basins of generalized attractors.

Definition

Irreducibility

A generalized attractor A C P is irreducible if it does not contain
proper compact subsets that are also generalized attractors.

It is trivial or trivially irreducible if its diameter in P is zero , or in
other words, if A has a unique observable measure p. (Physical
measures are trivially irreducible and conversely.)

85/351
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Irreducible Generalized Attractors.
Decomposition Theorem

The following result is much weaker but related with the Palis’
conjecture:

Theorem

(Decomposition Theorem)

For any continuous map f: M — M there exist a collection of (up
to countable infinitely many) generalized attractors whose basins
of attraction are pairwise Lebesgue-almost disjoint and cover
Lebesgue-almost all M.

The continuous maps divide in two disjoint classes:

e The generalized attractors of the decomposition are all
irreducible and then the decomposition is unique.

e For all e > O there exist a decomposition for which the reducible
generalized attractors have all diameter (in the weak* space of
probabilities), smaller than e (and thus, for a rough observer, all
the reducible generalized attractors of the decomposition act as
physical measures). 86 /351
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Observable asymptotic probabilities on
deterministic dynamical systems

Eleonora Catsigeras, Heber Enrich

Abstract

We first prove that any continuous deterministic
dynamical system defined on a compact metric
space, has at least one observable probability mea-
sure, which is not necessarily ergodic but is intrin-
sic to the system.

Observable measures describe the asymptotic
behavior of the system. They are defined after an
arbitrary probability distribution m is given and
fixed as a reference, and after assuming that the
initial states of the system distribute according
with the probability m.

Usually the reference probability m is a nor-
malized finite Lebesgue measure derived from a
volume form, if the space is a finite dimensional
riemannian manifold.

We do not restrict the system to be conser-
vative, that is, it does not necessarily preserve
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the reference probability m. In most known non
conservative examples the observable probabili-
ties, obtained assymtotically in the future, are mu-
tually singular with the reference measure.

We prove that the set of all observable prob-
abilities is weak™ compact. We define the global
attractor A as the minimal compact support of all
the observable probabilities.

Our second result states that the statistical basin
of attraction of A, covers m-almost all the space.
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o Mariela Sued; Universidad de Buenos Aires, Argentina.
Titulo: Estimadores de posicién para muestras con datos faltantes
Horario: Martes 20 de julio de 17:00 a 17:45 horas

) Renato Gava; Universidad de Sao Paulo, Brasil
Titulo: El Proceso K.

Horario: Martes 20 de julio de 17:45 a 18:15 horas.
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Financian

. UGS IV

*
UNIVERSIDAD
DE

VALPARAISD
CH1LE

Sesion Especial: “Sistemas Dindmicos”

e Eleonora Catsigeras; Universidad de La Republica, Uruguay.
Titulo: Observable asymptotic probabilities on deterministic
dynamical systems
Horario: Jueves 22 de 15:00 a 15:45 horas

e Arnaud Meyroneinc; Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas, Venezuela.
Titulo: Sistemas de funciones iteradas especificados por redes: Modularidad en redes
de regulaciones genéticas

Horario: Jueves 22 de julio de 15:45 a 16:30 horas

e Edgardo Ugalde; Universidad Autbnoma de San Luis de Potosi, México.
Titulo: Estados de equilibrio para redes unidimensionales
Horario: Jueves 22 de julio de 17:00 a 17:45 horas

Sesion Especial: “Mat Bio”

. Nelson Barrera; P. Universidad Catdlica de Chile.
Titulo: Stochastic collisions between micelle embedded membrane
proteins and gas molecules in vacuum
Horario: Lunes 19 de julio de 16:30 a 17:15 horas

o Justin Benesch, Universidad de Oxford, Inglaterra.
Titulo: Measuring and Modelling the Structure and Dynamics of
Heterogeneous Protein Assemblies
Horario: Lunes 19 de julio de 17:15 a 18:00 horas

Tertulia Filoséfica
Tema: “Debate sobre la causalidad en Fisica”
Coordinador: Prof. Wilfredo Quezada, P. Universidad Catélica de Chile.
Horario: Miércoles 21 de julio de 15:00 a 18:00 horas

LUGAR: Instituto de Sistemas Complejos de Valparaiso, Artilleria 470, Cerro Arttilleria,
Playa Ancha, Valparaiso
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Simultaneous Continuation of Infinitely Many
Sinks Near a Quadratic Homoclinic Tangency:.

Eleonora Catsigeras, Marcelo Cerminara, Heber Enrich *

Short Communication to the

[T Congreso Latinoamericano de Matemaéticos.
Chile Agosto 2009

Abstract

We consider f € Diff3(M) on a surface M, exhibiting infinitely many sinks
near the generic unfolding of a quadratic homoclinic tangency Qg of a dissipa-
tive saddle. We prove that f belongs to an infinite dimensional submanifold
M C Diff¥(M) such that the infinitely many sinks of f have, along M, si-
multaneous isotopic continuations. Complementary, if f is perturbed along a
one-parameter family that unfold generically the tangency )¢, then at most
a finite number of those sinks have continuation.

1 Statement of the results

Let M be a two-dimensional C'* compact, connected riemannian manifold, and let
frjgj<e C Diff*(M) be a one-parameter family of C® diffeomorphisms on M . We
assume that fy has a saddle periodic point Py and that it is dissipative in F,. We
also assume that the diffeomorphism f exhibits at () a quadratic tangency between
the stable and unstable manifold of F, and that the family unfolds it generically
for t > 0. The Theorems of Newhouse and Robinson [N 1970], [N 1974], [N 1979,
[R 1983], assert that, given ¢ > 0, there exists an open interval I C (0,¢) and a
residual set J C I, of values of the parameter ¢, such that:

For all t € I, f; has a hyperbolic maximal subset A(f;) with persistence of
homoclinic quadratic tangencies in an open set V' C M isolated from A(f;).

*Affiliation of the three authors:
Inst. de Matemadtica, Fac. de Ingenieria, Univ. de la Reptblica, Uruguay.
Postal Address: J. Herrera y Reissig 565. CP 11300 Montevideo, Uruguay.
E-mails: eleonora@fing.edu.uy, cerminar@fing.edu.uy, enrich@fing.edu.uy
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For all t € J, f; exhibits infinitely many simultaneous sinks.

Let us suppose that gy € Diff?(M) exhibits a sink Sy. Consider g; € Diff*(M).
We say that the sink S; of g; is the isotopic continuation of Sy if there exists an
isotopy {g: }rep.1) C Diff*(M) such that for all ¢ € [0, 1] there exists a sink S; = S(g;)
of g;, and the transformation ¢ € [0,1] — S; € M is of C? class.

Now, we state our first main result:

THEOREM 1 Let fy € Diff*(M) ezhibit a quadratic homoclinic tangency Qo of a

dissipative saddle point Py on the surface M. Let {ﬁ}_agtgg C Diff*(M) be a one-

parameter family, which generically unfolds the tangency at Qo exhibited by fy.
Then, there exist an open set V. C M, an open interval I C (—¢,¢), and a

residual set J C I, such that, for all fs € {ﬁ teJ}:

1. fo exhibits infinitely many coexisting sinks S;(fs), @ € N.
2. There exists a C' infinite-dimensional manifold M C Diff*(M), such that:

(a) foo € M

(b) If g € M then g exhibits the isotopic continuation S;(g) € V of the
infinitely many sinks S;(fso)-

Theorem 1 states a condition for the simultaneous isotopic continuation of in-
finitely sinks: to move the diffeomorphism f., along the infinite-dimensional man-
ifold M C Diff*(M). Our next Theorem 2 provides an opposite result: if moving
the diffeomorphism along the given family ﬁ, such a simultaneous continuation is
not possible.

THEOREM 2 In the hypothesis of Theorem 1, the sets V. C M, J C I and the
diffeomorphism fo, € {f; : t € J}, can be constructed such that f. wverifies the
thesis 1. and 2. of Theorem 1, and besides:

Ift € I and f; # fs, then f; exhibits, at most, a finite number of simultaneous
isotopic continuations of the sinks S;(fxo)-

From Theorem 2, we conclude that, if there exists some maximal dimension-
manifold M C Diff*(M), verifying the thesis a. and b. of Theorem 1, then M
has at least codimension one. On the other hand, in our proof of Theorem 1, we
construct the manifold M of infinite dimension but also of infinite codimension.

An open question, which we can precise now, is the following:

REMARK 1.1 Let f,, € Diff’(M) and M C Diff*(M), verifying parts a. and b. of
Theorem 1.
Has M necessarily infinite codimension?
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2 Route of the proofs.

To prove Theorem 1 we follow six Steps:

Step 1: Applying Newhouse Theorem of persistence of homoclinic tangencies
[N 1970], consider an open set A" C Diff*(M) such that for all f € N

There exists a hyperbolic maximal set A(f), an open neighborhood U C M of
A(f), an open neighborhood V' C U isolated from A(f), and a C! line of quadratic
tangencies L(f) C V between the stable and unstable manifolds of A(f), such that
f exhibits persistence of homoclinic tangencies along L(f). This last means that,
for a dense subset of diffeomorphisms f in N, there exists in L(f) C V a homoclinic
tangency point of a saddle of A(f).

Construct any sequence { f; };en of diffeomorphisms, along the given one-parameter
family, such that f; € A and f; has a homoclinic tangency @Q; of a periodic saddle
Py e A(fi).

Step 2: Consider, as in [PT 1993] and [M 1973], trivializing coordinates of the
local stable and unstable foliations in the neighborhood U of A(f), for all f € N.
Prove a strong dissipative property of A(f), from the dissipative hypothesis of the
first saddle Py. Conclude, using the r— normality, that the stable foliation is of class
C?, while the unstable foliation is C'*?.

Step 3: Compute the iteration ™|y in the trivializing coordinates, as in [PT 1993],
but adapting the computations, so the coordinates are chosen only once in the neigh-
borhood U of A(f), and are independent of the saddle point P;. Generalizing to a
wider context those computations in [PT 1993], prove the following key result:

Giwen € > 0, if the number n of iterates is large enough, then for all f € N there
exists a rectangle Vi, C'V such that f"|y, is diffeomorphically conjugated to a Cl-
perturbation F of the quadratic family:

F(z,y) = (*,v* + 1) + Glz,y), Y(z,y) €[—4,4)

for some constant p € [—4,4] and some map G of C'- class such that |G||cs < e.

Step 4: From the key result above, if u € (—3/8,1/8), the unique attracting
fixed point of the quadratic map (z,y) — (y? y* + i) persists as a sink for all its
perturbations F', and so for the diffeomorphism f”|y; , which is diffeomorphically
conjugated with F'. Conclude this result unifomly for all f € N'. From the compu-
tations, get to a sufficient open condition for the diffecomorphisms f € N to exhibit
a sink S; € V of period n, after unfolding the tangency @);.

Step 5: Construct infinite dimensional manifolds M in N such that, indepen-
dently of 4, and independently of how many sinks {S;}1<; C V a diffeomorphism
f € M has (if it has some sinks), all the difffeomorphisms g € M exhibit isotopic
continuations of all the sinks S; € V of f. This is possible because the sufficient
condition obtained in Steps 4 and 5, that allows the construction of the sinks, are
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uniform for all f € N. In the Lemmas that prove that uniformity, we use the C*
smoothness of the stable foliation. B

Step 6: Along the given one-parameter family f;, construct f., exhibiting in-
finitely many sinks, reproducing the proof of Newhouse and Robinson [N 1974],
[R 1983]. Join with the result of Step 5, and conclude the thesis of Theorem 1.

The proof of Theorem 2 follows applying the same six Steps as above, after
observing two facts:

First: The Step 4 in the proof above, can be also stated as follows:

If u & [—1,1], then, neither exist an attracting fixed point of the quadratic map
(z,9) — (y* y? + ), nor exist for its perturbations F. So we prove the following
claim:

For any g € N, if the diffeomorphism g"\v, ., after applying the computations in
Step 3, approaches to (z,y) — (y*,y* + u) for some u & [—1,1], then g has not a
fized point being a sink in V;,,. If some f € N has such a sink S;(f) CV of period
n, then S;(f) has not an isotopic continuation to a sink of g.

Second: Prove that, along the given family {f}t, if ﬁl = fwo, then for t # t;
the diffeomorphism ﬁ verifies the assumption for g in the claim above.
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ASSUMPTIONS:

M is a 2-dimensional compact manifold

fo € DiﬁS(M ) has a DISSIPATIVE SADDLE point 0 with

a HOMOCLINIC QUADRATIC TANGENCY POINT QD

(fe}-e<t<e C Dift'(M)

is a one-parameter family

GENERICALLY UNFOLDING THE HOMOCLINIC TANGENCY.
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ASSUMPTIONS:

M is a 2-dimensional compact manifold

fo € DiﬁS(M ) has a DISSIPATIVE SADDLE point 0 with

a HOMOCLINIC QUADRATIC TANGENCY POINT QD

(fe}-e<t<e C Dift'(M)

is a one-parameter family
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ASSUMPTIONS:

M is a 2-dimensional compact manifold

fo € Diff°(A4) has a dissipative saddle periodic point £ with
a homoclinic quadratic tangency 2

[ft}_e<rwe C DiHff5(M) is a one-parameter family generically
unfolding the homoclinic tangenc

Theorems of Newhouse 1970, 1974, 1979
and Robinson 1983:

there exists an open interval ¥ < (0, &) and
a residual et J < I, of values of the pa-
rameter £, such that:

bPor all £ & f, f+ has a hvperbolic maximal
subset Al fr) with persistence of homoclinic
Jquadratic tangencies 111 an opell set W L JVF
isolated from A fe).

For all £ & J, fr exhibits infinitely many
simultaneocus sinks., o=

 —



ASSUMPTIONS:

M is a 2-dimensional compact manifold

fo € Diff°(A4) has a dissipative saddle periodic point £ with
a homoclinic quadratic tangency 2o

[ft}_e<r<e C Diff5(M) is a one-parameter family generically
unfolding the homoclinic tangenc

Theorems of Newhouse 1970, 1974, 1979
and Robinson 1983:
For all ¢ € J, f+ exhibits infinitely many
simultaneous =inks.

OPEN QUESTION:
HAVE THE INFINITELY MANY COEXISTING SINKS
SIMULTANEOUS CONTINUATIONS
IN SOME OPEN NEIGHBORHOOD IN THE FUNCTIONAL SPACE?
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THEOREM 1: There exists an open interval € (0,¢) of parameter
values ,and a residual subset [ ( [ such that:

Forall # — _F

1ft exhibits infinitely many coexisting sinks Si(fﬁ )
(Newhouse-Robinson)

2. There exists a infinite-dimensional manifold MM DlﬁS (M)
such that:

fre M

If g € M then g exhibits the itso-
topic continuation S;(g) of the
infinitely many sinks S;( fr ).
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THEOREM 2:
the sets J C 1 and the

diffeomorphism foo € {fr : t € J},
can be constructed such that foo verifies

the thesis 1. and 2. of 'Theorem 1, and

bestdes:

Ift €l and fi £ foo, then fi exhibits,
at most, a fintte number of sitmultane-
ous tsotopic continuations of the sinks

Si(fm)-




In SIX STEPS:

STEP 1:
Apply Newhouse Theorem:
open set N < DIiffS(Ad)
for all F & A Therc ocxist

hyvpcrbolic maximeal sct AL Sf)

an open neighborhood &F « A of A(F).
open sct V' CAF 1solated from A(F)

(¥ line of quadratic tangencies
L{f) C V between the stable and unsta-
ble manifolds of A(f), such that f exhibits

persislenceol homoclinie tangencies along L(f)









STEP 2:
Consider TRIVIALIZING COORDINATES OF THE INVARIANT
FOLIATIONS in the neighborhood

U C M of A(f)

Use dissipative hypothesis of the given hyperbolic periodic point
exhibiting a quadratic homoclinic tangency in f sub0, to obtain
STRONG DISSIPATIVE CONDITION of the hyperbolic set for all

F = Ao DiftB(M)

Apply r-normality to conclude that

3

The STABLE LOCAL FOLIATION is G

while the unstable foliation is not necessarily more than CH_E




STEP 2:
Consider TRIVIALIZING COORDINATES OF THE INVARIANT
FOLIATIONS in the neighborhood

U C M of A(f)

Use dissipative hypothesis of the given hyperbolic periodic point
exhibiting a quadratic homoclinic tangency in f sub0, to obtain
STRONG DISSIPATIVE CONDITION of the hyperbolic set for all

F = Ao DiftB(M)

Apply r-normality to conclude that

3

The STABLE LOCAL FOLIATION is G

while the unstable foliation is not necessarily more than CH_E




STEP 3:

Compute the iteration of

f

in the trivializing

coordinates as in [PT 1993] (up to non trivial adaptations,
using C3 differentiability), to conclude the following :
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STEP 3:
Compute the iteration of f in the trivializing
coordinates as in [PT 1993] (up to non trivial adaptations,
using C3 differentiability), to conclude the following :

LEMMA
(Uniform approximation to the quadratic family):

The open sets N < DiffP (M) and V <

N ecan be chosernt sor-

Gwen £ > 0 and the periodic saddle
P.if) € ALf), {such that some f, ¢ N

has a quadratic homoclinie tangency €); €
V), there exists N > 1 such that:




o Forall f € N and for alln > N there ezists a rectangle
Vi =Veinf)CV such that

flye
s daffeomorplucally conjugated to

Flz,y) = (", y"+u)+G(zy), Y(ny) € [-44

where = (P n, f) € [-4,4] and G is a C° map
[Gllps <e.










LEMMA
(Uniform approximation to the quadratic family):

o For all f € N and for all n > N there exists a rectangle
V=V in flCcV such that

fHlvs
15 diffeomorphically conjugated to

Flz,y) = (" y"+ul+C(z,y), ¥(ny) € [-44

where = u(P,n, f) € [~4.4] and G is o C° map
|Glps <.




STEP 4

Consequences of Lemma:

Fix adequate £q > O P f)
obtain a REAL FUNCTIONAL INEQUATION

wimf) e (~55) e

'8
Due to Lemma in o' TEF 3 and the proper-
ties of the 1-dimensional quadratic family:
o If f € N wverifies INEQUATION (4a)
then f has a sink S;(f) of period n.
o /f f and g verify INEQUATION (4a)

for the same values of 1, n, then the sink
S;i(g) is the isotopic continuation of the

sink S f)




STEP 4

Consequences of Lemma:

Ju*givﬂ’vf) &l [_111] (.{Lb)
o If f verifies INEQUATION (ja) and

g verifies (4b) (for the same values of
i,n, then the sink Si{ f) of f has no iso-

topic continuation to a sink of ¢.







STEP 5:
For each fi € N fized (for instance

in the given one-parameter family), con-
struct a local infinitte dimenstonal mani-
fold N1 C N [we did it of infinite codi-
mension )

and foliate Ny with submanifolds My
(for real values of k near 0) of codimen-
ston one in N1, such that:

fEMkﬁfi'fENh and
ul tn, f) = pE,n, fil+k  for alli n.



STEP 5:

Conclude that
For all f € My there exists the iso-
topic continuations of all the sinks S;(fi)

constructed
from the Inequality (4a) for J1




STEP 6 (CONCLUSIONS):

End of the proof of Theorem 1:

construct a nested sequence of open real wlervals [t;tﬂ 2]
of parametervalues of the given family { f:|
suchthat

L€ (t, ,t]) = fr exhibits a sink of period n;

Take F' = fr T e M1t , ¢ and

1 7

the manifld M ¢ DiF (M) constructedin st 5




CONCLUSION Theorem 1
" ana all f € M have infinately many

coezisting sinks S;\ f) such that are all
the 1sotopic continuation of S\ F)



STEP 6 (CONCLUSIONS):

End of the proof of Theorem 2:

For fi: £ I in the given one-parameter
family compute inequation ({b) to ver-
ify i for all 1. n except at most a finite
number of values of 1. n.

CONCLUSION along
the given one parameter family fi # F

has at most a fintte number of stmulia-
isotopic continuation of S;(F')
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Biological neuronal networks as deterministic dynamical
systems.

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica. Facultad de Ingenierfa.
Universidad de la Republica. Montevideo. URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy
www.fing.edu.uy/ eleonora

Abstract and slides of the talk in
VI Escuela de Invierno de Anilisis y Aplicaciones,
Valparaiso, Chile, 2008

ABSTRACT

The network of n > 2 synaptically connected neurons can be modeled as a deterministic system,
whose actual state is modified by the probabilistic incidence of external excitations. It can
be mathematically studied with the theoretical tools of the Dynamical Systems Theory in a
qualitative description, rather than using a quantitative method. Also Ergodic Theory known
results are applicable.

The abstract mathematical tools provide rigourously proved properties of some n-neurons system
models (also for large values of n) and the qualitative tasks of its spike trains. For instance,
some systems are mathematically proved to exhibit several characteristic structurally stable
limit cycles in the evolution of its internal spikes.

Those limit cycles are not modified by the external small random perturbations, but the system
can jump from one cycle to other when an external excitation spikes some of the sensorial
neurons of the system. The system has a response capable of processing a large amount of
information from the environment, as a probabilistically generated external excitation is added
to the system.

It is a known mathematical theorem of the Ergodic Theory that each deterministic (not random)
system does define a self characteristic probabilistic distribution know as the measure of maximal
entropy or of topological entropy of the system. This probabilistic measure is such that, if the
external excitation is added to the system with such a distribution, the system should optimize
the information that can internally process.

1
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V of cell 1 threshold level of cell 1 /
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Dynamical system of 2 cells: flux in a 2-dimensional TORLUS:
Discontinuity in the V level of cell 2 (red) when cell 1's spike is
produced.
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N neurons:
h independent axis = n dimensions.

flux in a n-dimensional TORUS
(Budelli 1998)

POINCARE SECTION: FIRST
RETURN MAP:

it is a descrete dynamical system

in a n-1 dimensional ball with
discontinuities over a n-2
dimensional surface, of finite jumyps.

A PIECEWISE CONTINUOUS
DISCRETE (n-1) dimensional
DYNAMICAL 5YSTEM

in a topological hall.
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For n neurons: dynamics in a n-
dimensional cube.

G = First return map to the backward
faces of the cube.

F=G o G = Second return map.
Fk= 2k-th. return map.



n blue: Atoms of generation k of the return map

n . Atoms of an . Any map
perturbed from F has its atoms in the blue and
yellow regions.

In red: the discontinuity lines of F.



* F is piecewise continuous (discontinuity (n-2)-
dimensional surfaces).

* F is contractive in each continuous piece (with a
well chosen metric in the (n-1) dimensional
dominium of F). This is due to inhibitory synapsis
hypothesis.

* F has the separation property:

Atoms of the same generation are pairwise
disjoint, so there is a positive minimum distance
between them (if the neurons are not very
different).



THEOREM 1 (Budelli-Catsigeras-Rovella 2005):
Contractive piecewise continuous maps

- in n-122 dimensions

that have the separation property

generically exhibit persistent limits cycles

(i.e. a periodic attractors that persists under small
perturbations of the map F).

COROLLARY:
Generic networks of n = 3 inhibitory neurons
have persistent periodic behaviours

(up to many periodic attractors (limit cycles), and
of finite but "unbounded!!!” period).




CONCLUSIONS:

1) EXTERIOR SIGNALS DO CHANGE THE BEHAVIOR (spike train codes) OF THE
SYSTEM of n neurons, and allow:

categorize the inputs
<: make decissions

between large number of possibilities if the system has n neurons (n ~ 10 exp 12),

2) Period of spike train codes are theoretically as large as needed (finite but
UNBOUNDED) so, in practice (not assympthaotically) they may be VIRTUALLY
chaotic.

Long periods of LIMIT CYCLES OF SPIKE TRAINS allow the system:

long term memory functions
categorize many different inputs
have a scenario of many (finitely many but a large number) of decissions
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CONCLUSIONS:

3) INSIGNIFICATIVE PERTURBATIONS OF THE SYSTEM DO NOT CHANGE THE
NUMBER NOR THE CHARACTERISTICS OF SPIKE TRAIN PERIODIC LIMIT
CYCLES OF THE SYSTEM. (THE SYSTEM IS STRUCTURABLY STABLE)

4) SIGNIFICATIVE CHANGES IN THE PARAMETERS OF THE SYSTEMS for
instance: some decreasing in the number of neurons,

or in the number of synapsis, (as those occuring during childhood),

also some changes of the numerical coefficients modeling the chemical reactions in
the membranes of the cells, etc

DO CHANGE

the quantity, characteristics, size of its basins, and periods of the limit cycles of
spike trains, and thus also CHANGE

the maximal entropy capability of the system, and
the INTERNAL PROBABILITY DISTRIBUTION OF MAXIMAL ENTROPY
and the THEORETICAL INPUT SIGNALS that the system can process optimally.
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Biological neuronal networks as deterministic
dynamical systems.

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica. Facultad de Ingenieria.

Universidad de la Republica. Montevideo. URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy

Abstract in the
XVI Conference on Nonequilibrium Statistical Mechanics and Nonlinear
Physics,
MEDYFINOL 2008,
Punta del Este, Uruguay, 2008

ABSTRACT

The network of n > 2 synaptically connected neurons can be modeled as a deterministic
system, and thus studied with the theoretical tools of the Dynamical Systems Theory in
a qualitative description, rather than using a quantitative method. Also Ergodic Theory
known results are applicable.

The abstract mathematical tools provide rigourously proved properties of some n-neurons
system models and the qualitative tasks of its spike trains. Some systems are mathe-
matically proved to exhibit several characteristic structurally stable limit cycles in the
evolution of its internal spikes. Those limit cycles are not modified by the external small
random perturbations, but the system can jump from one cycle to other when an external
excitation spikes some of the sensorial neurons of the system. The system has a response
capable of processing a large amount of information from the environment.

1
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PROGRAM

Sunday, November 30

17:00 - 20:00  Registration

Monday, December 1

08:00 - 09:00  Registration

08:55 - 09:00  Opening Remarks

Chair: Cristina Masoller

09:00 - 09:30 Ezequiel Albano (La Plata, Argentina): Dynamic Behavior of the 1D Ising Ferromagnet with
long-range interactions

09:30 - 10:00 Ian Levin (Porto Alegre, Brazil): Collision-less relaxation in non-neutral plasmas and
gravitational systems

10:00 - 10:30 Andrea Rapisarda (Catania, Italy): Chaos and nonergodic dynamics in long-range interacting
systems

10:30 - 11:00 Coffee break

Chair: Arturo Marti

11:00 - 11:30 Katja Lindenberg (San Diego, USA): Continuous time random walk for open systems:
Fluctuation theorems and counting statistics

11:30 - 12:00 Alexander Blumen (Freiburg, Germany): Continuous time quantum walks on complex networks

12:00 - 12:30 Manuel Caceres (Bariloche, Argentina): Evolutionary formalism from random Leslie matrices

12:30 - 13:00 Gerardo Garcia-Naumis (UNAM, Mexico): Thermal relaxation and low frequency vibrational

anomalies in simple models of glasses: a study using non-linear Hamiltonians
13:00 - 14:00 Lunch

Chair: Orazio Descalzi

15:00 - 15:30 Hernan Solari (Buenos Aires, Argentina): Lessons from a mathematical model for the big
Yellow Fever epidemic (Buenos Aires, 1871)

15:30 - 16:00 Marcel Clerc (Santiago, Chile): Interaction and coarsening dynamics of dissipative soliton in
parametrically driven Newtonian fluid

16:00 - 16:30 Harald Pleiner (Mainz, Germany): Influence of sedimentation on convective instabilities in
colloidal suspensions

16:30 - 17:00 Helmut Brand (Bayreuth, Germany): Influence of boundary conditions on localized solutions

of the cubic-quintic Complex Ginzburg-Landau Equation

17:00 - 17:30 Coffee break
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Chair: Osvaldo Rosso

17:30 - 17:50 Orazio Descalzi (Santiago, Chile): Noise induces partial annihilation of colliding dissipative
solitons

17:50 - 18:10 David Laroze (Arica, Chile): Amplitude equation for stationary convection in viscoelastic
ferrofluid

18:10 - 18:30 Hector Mancini (Pamplona, Spain): Dynamics, control and synchronization in Benard-
Marangoni convective patterns

18:30 - 18:50 Marta Rosen (Buenos Aires, Argentina): Rayleigh-Plateau instability produced with gravity
oscillation

18:50 - 19:10 Alexey Snezhko (Argonne, USA): Pattern formation and complex dynamics in driven
magnetic granular ensemble

19:10 - 19:30 Giinter Radons (Chemnitz, Germany): Lyapunov modes in extended systems

19:30 - 19:50 Daniel A. Vega (Bahia Blanca, Argentina): Block copolymer pattern alignment induced by

substrate topography

20:30 Welcome drink

Tuesday, December 2

08:30 - 09:00  Registration

Chair: Miguel Arismendi

09:00 - 09:30 Peter Hanggi (Augsburg, Germany): The ring of Brownian motion: Stochastic resonance and
ex(e/o)rcising demons with Brownian motors

09:30 - 10:00 Marcia Barbosa (Porto Alegre, Brazil): The generic mechanism for water-like anomalies

10:00 - 10:30 Roberto F. S. Andrade (Bahia, Brazil): Scaling properties of fluid flow in a porous media: a

model based on Apollonian packing
10:30 - 11:00  Coffee break

Chair: Marcia Barbosa

11:00 - 11:30 Gabriel Mindlin (Buenos Aires, Argentina): The physics and neural control of birdsong

11:30 - 12:00 Dante Chialvo (Chicago, USA): &Galileo was right, also about tonal consonance

12:00 - 12:30 Miguel Arismendi (Mar del Plata, Argentina): Converting genetic network oscillations into
somite spatial pattern

12:30 - 13:00 Maximino Aldana (Morelos, Mexico): Critical dynamics in genetic networks: examples from
four kingdoms

13:00 - 14:00 Lunch

14: 00 Poster Session I

Chair: Raul Rechmann

15:00 - 15:30 Celso Grebogi (Aberdeen, UK): Fractal skeletons: the universality in death by starvation
15:30 - 16:00 Frank Schweitzer (Zurich, Switzerland): Non-linear voter models: The transition from

invasion to coexistence
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16:00 - 16:30

16:30 - 17:00

17:00 - 17:30
Chair: Gabriel Mindlin
17:30 - 17:50

17:50 - 18:10

18:10 - 18:30

18:30 - 18:50

18:50 - 19:10

19:10 - 19:30

21:30 - 23:00

Emilo Hernandez-Garcia (Mallorca, Spain): Species clustering in models of biological
competition

Francesc Sagues (Barcelona, Spain): Physics of colloids: from collective assemblies to single
swimmers

Coffee break & Poster Session I

Miguel Hoyuelos (Mar del Plata, Argentina): Noneguilibrium entropy of Markov processes
Adriano Batista (Campina Grande, Brazil): AC-driven Duffing oscillators under correlated
noise and non-Markovian dissipation

Veronica Marconi (Cérdoba, Argentina): Nove/ ratchet effects for the motion of elastic
interfaces

Maria Florencia Carusela (Buenos Aires, Argentina): Induced current in classical and
quantum damped ratchets

Itzhack Dana (Ramat-Gan, Israel): Quantum-resonance ratchets: theory and experiment
Jaime Cisternas (Santiago, Chile): Stochastic model calculation for the carbon monoxide
oxidation on iridium(111) surfaces

Poster Session I

Wednesday, December 3

08:30 - 09:00

Chair: Sergio Cannas
09:00 - 09:30

09:30 - 10:00

10:00 - 10:30

10:30 - 11:00

Registration

Eleonora Catsigeras (Montevideo, Uruguay): Biological neuronal networks as deterministic
dynamical systems

Marcelo Magnasco (New York, USA): Dynamical and statistical criticality in a model of
neural tissue

Jirgen Kurths (Potsdam, Germany): Dynamics on complex networks with time varying

topology

Coffee break

Chair: Eleonora Catsigeras

11:00 - 11:30
11:30 - 12:00

12:00 - 12:30
12:30 - 13:00

13:00 - 14:00

Theo Geisel (Goettingen, Germany): Self-organized criticality in neuronal systems

Sergio Cannas (Cordoba, Argentina): Emergent self-organized complex network topology out
of stability selection pressure

Kunihiko Kaneko (Tokyo, Japan): Dynamical systems problems inspired by biology

Adi Bulsara (San Diego, USA): Coupling nonlinear oscillators for fun and profit

Lunch
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Chair: Alejandra Figliola

15:00 - 15:30

15:30 - 16:00

16:00 - 16:30

16:30 - 17:00

17:00 - 17:30

Chair: Silvina Ponce -
17:30 - 17:50

17:50 - 18:10
18:10 - 18:30
18:30 - 18:50
18:50 - 19:10

19:10 - 19:30

21:30 - 23:00

Silvina Ponce -Dawson (Buenos Aires, Argentina): Propagation of calcium waves and synaptic
plasticity

Gustavo Martinez-Mekler (Cuernavaca, México): Calcium network dynamics and sperm
motility

Mario Cosenza (Mérida, Venezuela): Generalized synchronization of chaos in autonomous
systems

Claudio Mirasso (Mallorca, Spain): Delayed but still in time: a neural mechanism for zero lag
long range synchronization in the brain

Coffee break and Poster Session IT

Dawson

Alejandra Figliola (Buenos Aires, Argentina): About the effectiveness of different methods
for the estimation of the multifractal spectrum of natural series

Hilda Larrondo (Mar del Plata, Argentina): Quantifiers for stochasticity of chaotic pseudo
random number generators

Maria Carmen Romano (Aberdeen, UK): Traffic jams in the cell: lost in translation

Guillermo Solovey (Buenos Aires, Argentina): Multijple scales in calcium signals

Alexandre Souto Martinez (Sdo Paulo, Brazil): Generalized continuous and discrete
population dynamics models

Raul Rechtman (Morelos, Mexico): Complexity of the wind tree mode/

Poster Session IT

Thursday, December 4

08:30 - 09:00

Registration

Chair: Celia Anteneodo

09:00 - 09:30
09:30 - 10:00
10:00 - 10:30

10:30 - 11:00

Damian Zanette (Bariloche, Argentina): Beyond networks: opinion formation in triplet-based
social structures

Marcel Ausloos (Liege, Belgium): Entropy correlation distance method applied to the Gross
Domestic Product of rich countries

Marta Gonzalez (Boston, USA): Understanding individual human mobility patterns

Coffee break

Chair: Damian Zanette

11:00 - 11:30
11:30 - 12:00

12:00 - 12:30

Celia Anteneodo (Rio, Brazil): Unraveling the stochastic dynamics of financial markets

Jose Roberto Iglesias (Porto Alegre, Brazil): Crime and punishment: the economic burden of
impunity

Raul Donangelo (Montevideo, Uruguay): Early warnings of catastrophic changes in
ecosystems
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12:30 - 13:00

13:00 - 14:00

14: 00

Jason Gallas (Porto Alegre, Brazil): Cascades of hubs and spirals in phase diagrams of
simple flows

Lunch

Poster Session ITI

Chair: Jose Roberto Iglesias

15:00 - 15:20
15:20 - 15:40
15:40 - 16:00
16:00 - 16:20
16:20 - 16:40

16:40 - 17:00

17:00 - 17:30

Guillermo Cecchi (New York, USA): Topological effects of synaptic time-dependent
plasticity

Pablo Balenzuela (Buenos Aires, Argentina): Critical functional networks: Similarities
between brain dynamics and Ising mode/

Guillermo Ortega (Madrid, Spain): Complex network analysis of human electrocorticographic
data

Leonardo Brunnet (Porto Alegre, Brazil): Coordinated motion influences typical scales of cell
sorting

Marco Idiart (Porto Alegre, Brazil): A process of k7%-max winner take all mediates tuning
orientation on cells of the visual cortex

Jorge Mazzeo (Buenos Aires, Argentina): Multiscale characteristics of cell proliferation in
the developing central nervous system of chick embryos

Coffee break and Poster Session III

Chair: Pablo Balenzuela

17:30 - 17:50
17:50 - 18:10

18:10 - 18:30
18:30 - 18:50

18:50 - 19:10

19:10 - 19:30

21:30 - 23:00

Raul Montagne (Recife, Brazil): Quasi-long-range order in active nematics and background
flux

Hugues Chaté (Saclay, France): Modeling and understanding active matter: variations on the
Vicsek model

Angel Plastino (Buenos Aires, Argentina): Aspects of quantum phase transitions

Araceli Proto (Buenos Aires, Argentina): Conseguences of the dynamical properties of the
specific heat in semi quantum nonlinear hamiltonians

Leszek Szybisz (Buenos Aires, Argentina): Spontaneous symmetry breaking and first-order
phase transitions of adsorbed fluids

Nicolas Wschebor (Montevideo, Uruguay): Non-perturbative renormalization group approach
to out-of-equilibrium problems

Poster session III

Friday, December 5

08:30 - 09:00 Registration

Chair: Francisco Tamarit

09:00 - 09:30
09:30 - 10:00

Jose R. Rios Leite (Recife, Brazil): Time delays in the synchronization of chaotic systems
Tom Gavrielides (New Mexico, USA): Mutually coupled semiconductor lasers with rotated
optical feedback

145 /351



XVI MEDYFINOL 2008

10:00 - 10:30

10:30 - 11:00

Chair: Araceli Proto
11:00 - 11:30

11:30 - 12:00
12:00 - 12:30

12:30 - 13:00

13:00 - 14:00

Chair: Angel Plastino
15:00 - 15:20

15:20 - 15:40
15:40 - 16:00

16:00 - 16:20
16:20 - 16:40

16:40 - 17:00

17:00 - 17:10

Jorge Tredicce (Nice, France): Cavity soliton laser based on mutually coupled semiconductor
microresonators

Coffee break

Francisco Tamarit (Cérdoba, Argentina): The storage capacity of a bidimensional Hopfield
neural network with complex topology

Ricardo Velluti (Montevideo, Uruguay): Auditory neuronal networks in sleep and wakefulness
Alessandro Villa (Grenoble, France): Spatiotemporal patterns of activity in cerebral neural
networks: a dynamical systems perspective

Claudio Dorso (Buenos Aires, Argentina): Community detection in networks

Lunch

Inés Caridi (Buenos Aires, Argentina): Clusters in networks with incomplete information:
The disappeared in Argentina (1975-1984)

Silvia London (Bahia Blanca, Argentina): Convergence across the American countries
Panayotis Panayotaros (Ciudad de Mexico): Localized coherent structures in the discrete
NLS equation

Jose Suarez-Vargas (Venezuela): Synchronization transitions and multistability in the route
to oscillation death of coupled nonlinear oscillators

Carlos Argolo (Alagoas, Brazil): The threshold of coexistence of a predator-prey
probabilistic model in a fractal and in a square lattice

Cesar Sampaio (Recife, Brazil): Oynamics of the volatility distributions on Complex
Networks

Closing Remarks
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TALKS

(Alphabetical order)

(INVITED) Ezequiel V. Albano, D. Rodriguez, M. Bab, Instituto de Investigaciones Fisicoquimicas Tedricas y
Aplicadas (INIFTA), Facultad de Ciencias Exactas, Universidad Nacional de La Plata, Argentina
ealbano@inifta.unlp.edu.ar, ezequielalb@yahoo.com.ar

Dynamic behavior of the 1D Ising ferromagnet with long-range interactions

The dynamic behavior of the Ising model, with power-law decaying interactions of the form 1/r*°  is simulated in
d =1 dimension for o= 0.75, by using the Monte Carlo method. This value of ¢ is selected because we expect that
critical exponents will be far from both the mean-field values o= 0.5 and the strong Kosterlitz-Thouless behavior.
Both the standard relaxation of ordered configurations and the short-time dynamics of disordered configurations
are studied and rationalized in terms of scaling arguments. By measuring the time dependence of physical
observables, such as the magnetization, susceptibility, Binder cumulant, correlation function, etc, the critical
temperature and all the relevant critical exponents can be determined, including the static (B,y,1u) and the dynamic
(z) ones. Also, the scaling exponent of the initial increase of the magnetization is evaluated. Based on this evidence
we conclude that the study of the dynamic behavior of the system allows the complete characterization of its
critical properties.

(INVITED) Maximino Aldana, Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM, Morelos, México
max@fis.unam.mx, maxaldana@yahoo.com

Critical dynamics in genetic networks: examples from four kingdoms

The coordinated expression of the different genes in an organism is essential to sustain functionality under the
random external perturbations to which the organism might be subjected. To cope with such external variability,
the global dynamics of the genetic network must possess two central properties. (a) It must be robust enough as to
guarantee stability under a broad range of external conditions, and (b) it must be flexible enough to recognize and
integrate specific external signals that may help the organism to change and adapt to different environments. This
compromise between robustness and adaptability has been observed in dynamical systems operating at the brink of
a phase transition between order and chaos. Such systems are termed critical. Thus, criticality, a precise,
measurable, and well characterized property of dynamical systems, makes it possible for robustness and
adaptability to coexist in living organisms. In this talk investigate the dynamical properties of the gene
transcription networks reported for S. cerevisiae, E. coli, and B. subtilis, as well as the network of segment polarity
genes of D. melanogaster, and the network of flower development of A. thaliana. By analyzing hundreds of
microarray experiments to infer the nature of the regulatory interactions among genes, and implementing these
data into the Boolean models of the genetic networks, I will show that, o the best of the current experimental
data available, the five networks under study indeed operate close to criticality. The generality of this result
suggests that criticality at the genetic level might constitute a fundamental evolutionary mechanism that
generates the great diversity of dynamically robust living forms that we observe around us.
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(INVITED) Eleonora Catsigeras, Ins. de Matemdtica. Facultad de Ingenieria, Universidad de la Republica, Uruguay
eleonora@fing.edu.uy

Biological neuronal networks as deterministic dynamical systems

The network of n >= 2 synaptically connected neurons can be modeled as a deterministic system, and thus studied
with the theoretical tools of the Dynamical Systems Theory in a qualitative description, rather than using a
quantitative method. Also Ergodic Theory known results are applicable. The abstract mathematical tools provide
rigorously proved properties of some n-neurons system models and the qualitative tasks of its spike trains. Some
systems are mathematically proved to exhibit several characteristic structurally stable limit cycles in the evolution
of its internal spikes. Those limit cycles are not modified by the external small random perturbations, but the
system can jump from one cycle to other when an external excitation spikes some of the sensorial neurons of the
system. The system has a response capable of processing a large amount of information from the environment.

(INVITED) Guillermo A. Cecchi, The Rockefeller University, New York, USA
guille@babel.rockefeller.edu, gcecchi@us.ibm.com

Topological effects of synaptic time-dependent plasticity

Connections between individual neurons in the brain arise first from the spatial distribution of axons and dendrites
within neural tissue. Local synaptic modification rules are known to shape patterns of connectivity in local neural
tissue and local microcircuit topology. Global brain network topology, however, is believed to emerge largely from
patterned area fo area connectivity determined during development. One proposal for a rule governing this level of
organization, the "no strong loops hypothesis", considered only patterning mechanisms to implement its specific
area to area network topological constraint. Here, we show that the local Spike Timing-Dependent Plasticity (STDP)
rule has the effect of reducing the trans-synaptic weights of closed loops of any length within a simulated network
of neurons. We further prove analytically that anti-loop learning and STDP are equivalent for the case of a linear
network. Thus a notable local synaptic learning rule yields structures dominated by feed-forward connections at
their largest scale. Given its widespread occurrence in the brain, we propose that STDP must be involved in
eliminating long range synaptic loops among individual neurons across all brain scales, up to, and including, the scale
of global brain network topology.

Hugues Chaté, CEA-Saclay, SPEC, France
hugues.chate@cea.fr
Modeling and understanding active matter: variations on the Vicsek model
The model introduced by Vicsek et al. in which self-propelled particles align locally with neighbors is, because of its
simplicity, central to most studies of collective motion or “active” matter. After reviewing briefly its main

properties, we show how it can be expanded into three main directions: changing the symmetry of the particles
and/or of their interactions, adding local cohesion, and taking into account the fluid in which the particles move.
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Dinamica finito dimensional discontinua

que modela redes neuronales

Eleonora Catsigeras

PROPUESTA DE TESIS DE MAESTRIA

Resumen de la presentacion en
I Jornadas de Ingenieria Matematica.

I INGEMAT,
Montevideo, Uruguay, 2008

Identificacion del proponente

Nombre del tutor: Eleonora Catsigeras
Nombre del cotutor: Ruben Budelli

Ultimo titulo obtenido: E. Catsigeras: Doctora en Ciencias (Matematica)
IMPA. Brasil.

Lugar de trabajo: E. Catsigeras: IMERL. Facultad de Ingenieria. Uni-
versidad de la Republica. Uruguay.

R. Budelli: Departamento de Biomatematica. Facultad de Ciencias.
Universidad de la Republica. Uruguay.

Area de trabajo: E. Catsigeras: Matemadtica. Subérea: Sistemas Dindmicos.

R. Budelli: Biomatematica. Neurociencias.

Informacion de contacto: eleonora@fing.edu.uy

Identificacién de la propuesta de proyecto de tesis

Titulo del proyecto de tesis: Dindmica finito-dimensional discontinua
que modela redes neuronales.
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e Area tematica del conocimiento de la propuesta: Matematica. Subarea:
Sistemas Dinamicos

PROPUESTA DE INVESTIGACION

Diversos modelos de redes neuronales [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] explican el
comportamiento dinamico del sistema de neuronas marcapasos a través del
flujo de un sistema de ecuaciones diferenciales cuyo mapa de Poincaré, o
cuyo mapa a tiempo constante, o cuya aproximacién a tiempo constante, es
una transformacion discontinua en un espacio n— dimensional. Las discon-
tinuidades se encuentran en la frontera topolégica de una cantidad finita de
piezas de continuidad.

La teoria de sistemas dindmicos (dindmica topoldgica, medidas invari-
antes, subvariedades invariantes, atractores topoldgicos y medibles, estabili-
dad de ciclos limites, caos topoldgico y medible, bifurcaciones y estabilidad
estructural) provee de resultados tedricos de dindmicas, en mayor parte bajo
hipotesis de continuidad y diferenciabilidad, esperandose que algunos de esos
resultados, con adaptaciones a estudiar, sean también vélidos para ciertos
sistemas con discontinuidades no aisladas.

Se pretende en esta tesis de maestria investigar en la literatura cientifica
actual los resultados matematicos existentes sobre el tema del titulo, publica-
dos o en desarrollo, relacionarlos entre si, estudiarlos en detalle, organizarlos
y adaptarlos a un contexto unificado, y extenderlos en lo posible a sistemas
mas generales.

Se pretende también, comparar los resultados tedricos matematicos exis-
tentes o a obtener, con los resultados fisiolégicos encontrados o esperados en
neurociencias.

e Posibles aplicaciones cientificas: Neurociencias. Sintesis de sistemas
dindmicos cadticos, peridédicos o cuasi periddicos mediante el acoplamiento
de una cantidad finita de osciladores.

e Posibles aplicaciones productivas y/o sociales: Las generales de la pro-
duccion cientifica tedrica.

e Metodologia: Estd planteada en funcion de los objetivos expuestos en
los tltimos tres parrafos del ” Resumen”.

La metodologia es la general a una tesis de Maestria en Matematica, que
aunque es aplicable a la Neurociencias, abarca conocimientos matematicos
tedricos.
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e Referencias bibliograficas:

1. R. Budelli, J. Torres, A. Rovella, E. Catsigeras, H. Enrich: Two
neurons networks I: Integrate and fire pacemakers models. Biol.
Cybern. No. 66, pp 95-110 (1991).

2. E. Catsigeras, R. Budelli: Limit cycles of a bineuronal network
model. Physica D., No. 56. pp 235-252 (1992).

3. R. Budelli, E. Catsigeras, A. Rovella, L. Gémez: Dynamical be-
haviour of pacemaker neurons networks. Proc. of the Second
Congress of Nonlinear Analysts. Elsevier Science (1996).

4. B. Cessac: A discrete time neural network model with spiking.
Journal Math. Biol. Vol. 54, No. 3, pp 311-345 (2008)

5. B. Cessac, T. Viéville: On Dynamics of integrtge and fire neural
networks with conductance based synapses. ArXiv [phys-bio-ph]
0709.4370v3 (2008).

6. E. Catsigeras, A. Rovella, R. Budelli: Contractive piecewise con-
tinuous maps modeling networks of inhibitory neurons. ArXiv
[q-bio NC] 0805.2695v1 (2008).

7. R. Budelli, E. Catsigeras, P. Guiraud: Dynamics of a Multidimen-
sional Leaky Integrate and Fire Model of Neural Networks. Work
in progress. (2008).

e Perfil esperado del estudiante: Conocimientos bésicos de topologia ge-
neral, andlisis real (teoria de la medida), teoria de los sistemas dindmicos
deterministas (dindmica topoldgica y diferenciable) e introduccién a la
teoria ergddica.

e Lugar y Fecha de la propuesta: Montevideo, 31 de octubre de 2008.
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con restricciones vy costos cuadréticos.
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Usera, G.; Desarrollo de métodos MOF (Moment of Fluid).
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Proponente: Dra. Eleonora Catsigeras (eleonora@fing.edu.uy): Dr. Ruben
Budelli

Lugar de trabajo: IMERL - Facultad de Ingenieria / Departamento de
Biomatemadticas - Facultad de Ciencias

Titulo propuesto: Dindmica finito-dimensional discontinua que modelan
redes neuronales.
Area Temadtica: Sistemas Dindmicos

Resumen: Diversos modelos de redes neuronales [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] explican
el comportamiento dindmico del sistema de neuronas marcapasos a través
del flujo de un sistema de ecuaciones diferenciales cuyo mapa de Poincaré,
0 cuyo mapa a tiempo constante, o cuya aproximacién a tiempo constante,
es una transformacién discontinua en un espacio n- dimensional. Las discon-
tinuidades se encuentran en la frentera topolégica de una cantidad finita de
piezas de continuidad. La teorfa de sisternas dindmicos (dindmica topolégica,
medidas invariantes, subvariedades invariantes, atractores topolégicos y me-
dibles, estabilidad de ciclos limites, caos topolégico v medible, bifurcaciones
y estabilidad estructural) provee de resultados tedricos de dindmicas, en ma-
yor parte bajo hipétesis de continuidad y diferenciabilidad, esperandose que
algunos de esos resultados, con adaptaciones a estudiar, sean también validos
para ciertos sistemas con discontinuidades no aisladas. Se pretende en esta
tesis de maestria investigar en la literatura cientifica actual los resultados
matematicos existentes sobre el tema del titulo, publicados o en desarrollo,
relacionarlos entre si, estudiarlos en detalle, organizarlos v adaptarlos a un
contexto unificado, y extenderlos en lo posible a sistemas mss generales. Se
pretende también, comparar los resultados tedricos matematicos existentes o
a obtener, con los resultados fisiolégicos encontrados o esperados en neuro-
ciencias.

El resto de la propuesta puede leerse en

https://sites.google.com/site/ingenieriamatematica/Home,

159/ 351




Facvliad de

[‘\3&‘\%‘!‘\’?&

lemtevidee ~

MAESTRIA EN INGENIERIA
MATEMATICA

Pagina web:
https:/ /sites.google.com/site/ingenieriamatematica/Home/

Contacto: ingenieria.matematica@fing.edu.uy

160/ 351



Jornada dé Ingenieria Matematica - 22 de diciembre 2008

FACULTAD DE INGENIERIA - Salon B11 - Aulario

8:00 a 9:00. Registro de participantes y Bienvenida

:00 a 9:40. Dr Gonzalo Perera - Vicepresidente de ANTEL: "Visiones de un
matematico en el gobierno/sector publico productivo"
09:50 - 10:10. Mag. Laura Aspirot: Regresién no paramétrica para datos funcionales

i rios (Estadistica- Telecomunicaciones)

10:10 - 10:30. Tesis 1: H, Enrich: ELUJD_diﬂliLd_Qg_e_s_tLa_tﬂQa_d_Q_s (Fluidos - Sistemas
dindmicos)
10:30 - 10:50. Tesijs 2: G. Usera: Desarrollo de métodos MOF (Moment of Fluid)
(Fluidos - Métodos numeéricos)

10:50 - 11.20. Pausa Café

11:20 - 11:40. Tesis 3: Eleonora Catsigeras: Dinami finito-dj
i i la r (Sistemas dindmicos- Neurociencias)
11:40 - 12:00. Tesis 4: Héctor Cancela: i i i
rain iabili (Informatica)
12:00 - 12:20. Tesis 5: Elvio Accinelli. i j lar

evolucion por imitacion (Economia matematica)

Almuerzo: 12:20 a 14:00

14:00 - 14:20. Tesis 6: Mario Wschebor: Valores extremos de campos aleatorios en
modelacié las mari (Probabilidades)

14:20 - 14:40, Tesis 7- Felipe Cucker: Sopreis CONJICIiON d€ Migtrices triangulares.
(Analisis Numérico)

14:40 - 15:00. Tesis §: Marco Scavino: Apalisi r r
Espaciales de Lluvias ep el Estado de Guanajuato. México (Estadistica)

15:00 ~ 15:30. Pausa Café

15:30 - 15:50. Tesis 9: Eduardo Canale: QBMMQMQMMM
Qﬁbﬁ—d—ﬂmdﬁ&ammmmgﬂm@ (Grafos - Control)

15:50 - 16:10. Tesis 10: Pablo Monzén:
rdi ion: imulacié i i
16:10 - 16:30. Tesis 11: Ezequiel Maderna:
soluciones optimales o sub-optimales en problemas de control dptimo lineales con
restricci il (Control - Control Optimo)
16:30 - 16:50. Tesis 12: Federico Najson: S rminar
la estabilizabilidad v/o estabilizacidén via feedback de sistemas lineales conmutados.
(Teoria de estabilidad - Control)

i incr
(Modelado de sistemas - Control)

Mesa redonda: Ingenieria + Matematica = ¢Inteligencia para el Uruguay
productivo?

1
Tempone. Moderador: Dr. Gonzalo Perera, Comentaristas: Dr. Rodrigo Arocena
(Rector de Ia UdelaR), Ing. Omar Braga (SACEEM), Dr. Ing. Ismael Piedra Cueva
(Decano de FING), Ing. Javier Rodriguez (CsI).
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Mathematical models of Spikes Codes as
deterministic self-adapting dynamical systems.

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica. Facultad de Ingenieria.
Universidad de la Republica. Montevideo. URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy
www.fing.edu.uy/ eleonora

Abstract and slides of the talk in the
7th. International Neural Coding Workshop
in honour of Prof. José Segundo,
Montevideo, Uruguay, 2007

ABSTRACT

In a scale level of a whole system the network of several interacting neurons can be
modeled as a deterministic system, whose actual state is modified by the probabilistic
incidence of external excitations. It can be mathematically studied with the theoretical
tools of the Dynamical Systems Theory in a qualitative description, rather than using a
quantitative method. Also Ergodic Theory known results are applicable.

Those abstract mathematical tools provide rigourously proved properties of some n-
neurons system models (with n as large as wanted) and the qualitative tasks of its spike
trains. For instance, some systems are mathematically proved to exhibit several charac-
teristic structural stable limit cycles while its evolution is just remaining from its internal
spikes, in the meanwhile it is not modified by the external excitation spikes of the senso-
rial neurons of the system. But at the same time, the same system can have a response
capable of processing a large amount of information while a probabilistically generated
external excitation is added to the system.

It is a known mathematical theorem of the Ergodic Theory that each deterministic (not
random) system does define a self characteristic probabilistic distribution (know as "mea-
sure of maximal entropy or of topological entropy of the system”) such that, if external
excitation were added to the system according to that theoretical probabilistic distribu-
tion, the system should optimize the information that is internally processed.

1
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These slides can be downloaded from the web page:
http://eleonora.wikispaces.com/NeuralCoding07

MATHEMATICAL MODELS OF SPIKE
CODES

AS DETERMINISTIC DYNAMICAL
SYSTEMS

Eleonora Catsigeras
Universidad de la Republica
Uruguay
eleonora@fing.edu.uy

www.fing.edu.uy/~eleonora

Neural Coding 2007. Montevideo
in honour of Prof. José Segundo




NERVOUS SYSTEMS OF n NEURONS WITH UP TO n(n-1) SYNAPSIS:
modelled as a DETERMINISTIC DYNAMICAL SYSTEM.
—» highly COMPLEX: n ~ 10 exp(12) cells

— — strongly NON-LINEAR each cell has a THRESHOLD for producing
SPIKES

CHAOTIC ATTRACTORS

System of n cellsiniay have LIMIT CYCLES,
make DECISSIONS

EACH CELL DIFFERENTIAL EQUATION Hodgkin-Huxley model (1952)
particularly Integrate and fire type (Stein-French-Holden 1972)
Relaxation
in general: INCREASING WITH TIME POTENTIAL with:
* a THRESHOLD LEVEL TO PRODUCE one SPIKE
* the (n-1) SYNAPSIS connections (for each of n cells):
positive (exhitatory) or negative (inhibitory) jump when other cells
of the same system produce spikes (SYNAPSIS).
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\ of cell 1

threshold level of cell 1

[”’/ time

V of cell 2 | threshold level of cell 2
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negative jump on V of cell 2, produced by spike of cell 1, thorugh inhibitory synapsis

time

EACH CELL DIFFERENTIAL EQUATION Hodgkin-Huxley model (1952)
particularly Integrate and fire type (Stein-French-Holden 1972)
Relaxation
in general: INCREASING WITH TIME POTENTIAL with:
* a THRESHOLD LEVEL TO PRODUCE one SPIKE
* the (n-1) SYNAPSIS connections (for each of n cells):
positive (exhitatory) or negative (inhibitory) jump when other cells
of the same system produce spikes (SYNAPSIS).
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negative jump on V of cell 2, produced by spike of cell 1, thorugh inhibitory synapsis

Y

Al

Dynamical system of 2 cells: flux in a 2-dimensional TORLUS:
Discontinuity in the V level of cell 2 (red) when cell 1's spike is
produced.
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\V of cell 1 i
V of cell 2 ||

V

Dynamical system of 2 cells: flux in a 2-dimensionakTORUS:

IT IS IMPORTANT
because it changes
*the skype train

*its code

*its information amount

THE TIME ELAPSED
between

A spike of cell 1
next spike of cell 2
and reciprocally

J.SEGUNDO FIRST POSSED
THE QUESTION:

INFORMATION QUANTITY
IS NOT ONLY DEPENDENT
OF NUMBER OF SPIKES OF
EACH CELL, BUT ALSO

OF TIME ELAPSED
BETWEEN SPIKES.



N neurons:
h independent axis = n dimensions.

flux in a n-dimensional TORUS
(Budelli 1998)

POINCARE SECTION: FIRST
RETURN MAP:

it is a descrete dynamical system

in a n-1 dimensional ball with
discontinuities over a n-2
dimensional surface, of finite jumyps.

A PIECEWISE CONTINUOUS
DISCRETE (n-1) dimensional
DYNAMICAL 5YSTEM

in a topological hall.
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Front faces 1, 2 and 3: Threshold levels of neurons.
Backward faces: Zero levels of voltage of the neurons.

In green: Evolution of
the system while not
firing. A line from
backwards to front,
seen like a point due
to perspective.

In blue: Firing of a
neuron. A line from
the front faces to the
paralell backward
faces.

In red: Negative
synapses. Reduction
of the voltage of other
neurons not fired.



* F is piecewise continuous (discontinuity (n-2)-
dimensional surfaces).

* F is contractive in each continuous piece (with a
well chosen metric in the (n-1) dimensional
dominium of F). This is due to inhibitory synapsis
hypothesis.

* F has the separation property:

Atoms of the same generation are pairwise
disjoint, so there is a positive minimum distance
between them (if the neurons are not very
different).



THEOREM 1 (Budelli-Catsigeras-Rovella 2005):
Contractive piecewise continuous maps

- Inn-122 dimensions

that have the separation property

generically exhibit persistent limits cycles

(i.e. a periodic attractors that persists under small
perturbations of the map F).

COROLLARY:
Generic networks of n = 3 inhibitory neurons
phase lock to persistent periodic behaviours

(up to many periodic cycles, and of finite but
unbounded!!! period).




PERSISTENCE OF LIMIT CYCLES:

They are structurable stable:

. Persist under (small) perturbations of the
parameters of the system.
. Do not persist (but change) under
significative perturbations of the parameters
. Jump from a cycle to other under

external excitations (for instance spike train
of cells out of the system of n neurons, but
synaptically connected to it.)



THEOREM 2 (Budelli-Catsigeras-Rovella 2005):
Contractive piecewise continuous maps F in

n-1 = 2 dimensions that have the separation
property
and do not have a periodic limit cycle
exhibit a Cantor set attractor

(i.,e.non numerable infinite set, inside which
dynamics is chaotic).

COROLLARY:

Non generic networks of n =2 3 inhibitory neurons
do not phase lock to a periodic behavior and
exhibit a Cantor set chaotic attractor.



ENTROPY

As defined in the Ergodic Theory of Math. Dynamical
Systems:

ENTROPY is the limit (assympthotic to the
future) of the increasing RATE of the amount
of information per unit of time.

It is defined in this way to measure the information INCREASING
RATE for CHAOTIC SYSTEMS (sensible to

arbitrarily SMALL perturbations of spatial state conditions).

It is not adequate to measure assympthotic rater of
information amount
for systems exhibiting LIMIT CYCLES,
because it wowdd be ZERO.




P ={ A1, A2, A3,......, Am} spatial partition.

Amount of information of the partition P given a espacial
probability distribution p, is

H(P) = - 2 p(Ai) log (p(Ai))

Entropy of the system F with the partition P, given de espacial
distribution p is:

H(P,F) = lim H(F " (P)) /n

THERE EXISTS ONE THAT IS INVARIANT UNDER TIME, AND MAXIMIZES THE
ENTROPY OF THE SYSTEM: TOPOLGIGAL ENTROPY OF THE SYSTEM.




MAXIMAL ENTROPY OF THE SYSTEM: COUNTING THE RATE OF THE
INCREASING NUMBER OF ATHOMS OVER TIME.

The espacial probability distribution thus obtained is inherent to the system.

OPEN QUESTION:

¢ Is the maximal entropy probability distribution (which can be computed knowing
only the dynamics of the system and not its external inputs) THE SAME (or near)
the probability distribution of EXTERNAL EXCITATIONS that change the state of
the neural system?
If YES: The neural system would be optimally adapted to process
information that receives from outsides.



CONCLUSIONS:

1) EXTERIOR SIGNALS DO CHANGE THE BEHAVIOR (spike train codes) OF THE
SYSTEM of n neurons, and allow:

categorize the inputs
<: make decissions

between large number of possibilities if the system has n neurons (n ~ 10 exp 12),

2) Period of spike train codes are theoretically as large as needed (finite but
UNBOUNDED) so, in practice (not assympthotically) they can be considered as
“almost” chaotic.

Long periods of LIMIT CYCLES OF SPIKE TRAINS allow the system:

long term memory functions
categorize many different inputs
have a scenario of many (finitely many but a large number) of decissions
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CONCLUSIONS:

3) INSIGNIFICATIVE PERTURBATIONS OF THE SYSTEM DO NOT CHANGE THE
NUMBER NOR THE CHARACTERISTICS OF SPIKE TRAIN PERIODIC LIMIT
CYCLES OF THE SYSTEM. (THE SYSTEM IS STRUCTURABLY STABLE)

4) SIGNIFICATIVE CHANGES IN THE PARAMETERS OF THE SYSTEMS for
instance: some decreasing in the number of neurons,

or in the number of synapsis, (as those occuring during childhood),

also some changes of the numerical coefficients modelling the chemical reactions in
the membranes of the cells, etc

DO CHANGE

the quantity, characteristics, size of its basins, and periods of the limit cycles of
spike trains, and thus also CHANGE

the maximal entropy capability of the system, and
the INTERNAL PROBABILITY DISTRIBUTION and the THEORETICAL INPUT
SIGNALS that the system can process optimally.
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Foreword

NEURAL CODING symposia series are multidisciplinary workshops of scientists specialized in
neural coding. The 2007 edition will be held for the first time in Latin America. This workshop will also
be celebrated in honour of Prof. José Pedro Segundo, founder and leading scientist in the field, and active
participant since their inception.

Our aim is to held the VII Neural Coding Workshop in the same spirit that made the previous
meetings, that traditionally are relatively small and highly interdisciplinary. Their major emphasis is the
search for common principles in neural coding, though without neglecting functionally relevant
differences between systems. Previuos workshops were held in Prague (CZ, 1995), Versailles (F, 1997),
Osaka (JP, 1999), Plymouth (UK, 2001), Aulla (Italy, 2003) and Marburg (Germany, 2005). In this last
meeting in Margurg and considering the growing importance of the field in Latin America's south cone,
Montevideo, Uruguay was elected as the next location.

Neural Coding symposia bring together neuroscientists from different fields with the conviction
that multidisciplinary approaches are essential for better understanding neural coding mechanisms as well
as their disturbances in clinical cases. Hence, the attendees of the Neural Coding Workshop should be
prepared to cross the borders of their own disciplines. A particular aim of the workshop is to compare and
integrate results from different functional levels, including subcellular, single-neuron, neuronal network
and systemic levels. It is also the intention to assert between-level interdependencies and their
implications for sensation, cognition, autonomous control and action.

Expected and encouraged will be the discussion (intense and, of course controversial) about the
experimental, modelling and analytical approaches and also about their promises (in solo or combined)
for a better understanding of neural coding mechanisms. The possible role of these techniques for
unraveling the pathophysiology and for designing treatments of neurological and related diseases should
not be neglected. Major emphasis shall be laid on biologically inspired formal and computer-
implemented models which could elucidate the functionally relevant dynamics of the neural coding
mechanisms involved.

We accepted 71 abstracts, from which 40 were selected to be presented orally. Two special
sessions were programmed: 1) Session “Donald Perkel” on Spike Train Analysis, and 2) Session in honor
of Jose P. Segundo, with the scientific presentations organized by Dante Chialvo.

We receive 95 inscriptions: 28 from Europe, 15 from Asia, 45 from the South Cone, 16 from the
rest of America and 1 from Africa; 36 of them are graduate students.

Ruben Budelli Angel Caputi Leonel Gomez
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04:00 pm

04:30 pm

05:00 pm

05:30 pm

06:00 pm
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Friday 9"

10:00 pm

10:30 pm

11:00 pm

Spatio temporg] patterns

Montevideo City hal,

A spatiotemporal coding in the hippocampal CA3-CA1 networks

Minoru Tsukada, Yasuhiro Fukushima, Hiroshi Kojima, Ichiro Tsuda, Yutaka Yamaguti, Shigeru Kurod ‘
D43

Spatiotemporal Response of Neurons to Time-Dependent Spectral Features
Pablo Balenzuela, Jordi Garcia-Ojalvo.
p.46

Conditions for divergency in the connectivity patterns of synfire chains emerging from random graphs
with embedded spike timing dependent plasticity

Tatyana S. Turova, Javier Iglesias, Alessandro E.P. Villa

p-48

Effect of gap junction coupling on the dynamic range of a model of the rod photoreceptor layer
Rodrigo Publio, Rodrigo Oliveira,Anténio C. Roque
p.50

Successive filtering of the spike train with deterministic temporal structure by spiking neurons
Yoshiyuki Asai, Takashi Yokoi, Alessandro E.P. Villa
p-33

Oscillatory Processes
Casapueblo, Punta del Estc

Coupling nonlinear oscillators for fun and profit
Adi Bulsara
p.59

Identification of oscillators that generate Mauthner cell inhibitory synaptic noise
Fabio Marti, Henri Korn, Philippe Faure
p.60

Interdependencies of neural impulse pattern and synchronization: implications for physiological
functions and disease

Hans A. Braun, Horst Schneider, Svetlana Postnova
p.62




2l Session Donald Perkel

Saturday 10th Montevideo City hall

09:00 am Temporal encoding of electrosensory information: decoding and ambiguities
Curtis Bell

09:30 am  Notes on neural coding. Spike trains and point processes
José Pedro Segundo
p.-67

10:00 am GABAergic drive of thalamic neurons in a songbird circuit essential for vocal learning
David Perkel
p.68

11:00 am Mathematical models of spikes codes as deterministic self-adapting dynamical systems
Eleonora Catsigeras
p.69

11:30 am  Modelling the response of cat V1 neurons to drifting gratings

Guido Bugmann
p-70

/

EE Information

Saturday 10th Montevideo City hall

12:00 pm Examining the joint neural code of latency and firing rate by Bayesian Binning
Dominik Endres, Johannes Schindelin, Peter Foldidk and Mike Oram

p.73

12:30 pm Upper and lower bounds to the estimation of Shannon information from spike train data
Marcelo A. Montemurro, Riccardo Senatore, Stefano Panzeri
p.75

Motor Control

Saturday 10th Montevideo City hall

02:30 pm Controlling precise movement with stochastic signals
Jianfeng Feng
p.79

03:00 pm Coding of Movement in Parkinson's Disease
George P. Moore
p.81
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& Sensory Coding

Saturday 10th Montevideo City hall

04:00 pm  Contrast, stimulus selectivity and neuronal responses
Mike W. Oram
p.84

04:30 pm  Can models of human sound localization be any useful to owls?
José Luis Peiia
p.88

05:00 pm Non-auditory responses in the auditory cortex of behaving chinchillas
Luis Robles, Paul H. Delano, Diego Elgueda and Pedro E. Maldonado
p-89

05:30 pm Envelope encoding in neurons of the ventral cochlear nucleus
Manuel C. Eguia, Guadalupe C. Garcia and Sebastian Romano
p-90

06:00 pm  Should neuronal spikes be given equal weighting in the generation of spectral temporal receptive field?
Paul W.F. Poon, T.R. Chang, T.W. Chiu, P.C. Chung
p.91

r Cognitive Processes

Sunday Montevideo City hall

09:00 am  Learning invariant object representations from the spatial-temporal correlations of dynamic retinal
images in a network of spiking neurons
Frank Michler, Reinhard Eckhorn, Thomas Wachtler
p.95

09:30 am  Tackling complex problems through simple steps: the roles of the M4 subsystem in the cholinergic
memory modulation system, and how this may relate to the nature of the engram
J.A. Quillfeldt, V.B. Lanziotti, F. Diehl, L.O. Alvares, G. Sanchez, L. Fiirstenau, T. Mello e Souza, E.
Kornisiuk, D. Jerusalinsky
p.96

10:00 am  Self-control with spiking neural networks playing games
Chris Christodoulou, Gaye Banfield
p.97

10:30 am  Different molecular cascades in different brain sites underlie memory consolidation
Ivan Izquierdo, Martin Cammarota, Weber |C. Da Silva, Lia R.M. Bevilaqua,
Janine Rossato, Juliana Bonii, and Jorge H. Medina
p.99
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oo Session in Honor of J. P. Segundo

Sunday 11th Montevideo City hall

02:00 pm Functionality and the structure of neural codes
Barry J. Richmond
p.103
02:30 pm Timing computations in the auditory brain stem
John Rinzel
p-105
03:00 pm Synaptic “noise” in a model thalamocortical network increases information transfer from sensory input
to cortex
Leonel Gomez-Sena and Thierry Bal
p-106
03:30 pm Burst firing is a neural code in an insect auditory system
Inés Samengo, Hugo G. Eyherabide
p.107

04:00 pm Brain dynamics at rest: not an oxymoron
Dante R. Chialvo
p.108

05:30 pm  Dr.Ricardo Ehrlich, Major of Montevideo
Dr.Rodrigo Arocena Chancelor of the Universidad de la Republica

José Pedro Segundo
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Mathematical models of spikes codes as deterministic self-
adapting dynamical systems

Eleonora Catsigeras

Instituto de Matemitica. Facultad de Ingenieria.
Universidad de la Republica. Montevideo. URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy
www.fing.edu.uy/eleonora

ABSTRACT

In a scale level of a whole system the network of several interacting neurons can be modeled as a
deterministic system, whose actual state is modified by the probabilistic incidence of external
excitations. It can be mathematically studied with the theoretical tools of the Dynamical Systems
Theory in a qualitative description, rather than using a quantitative method. Also Ergodic Theory
known results are applicable.

Those abstract mathematical tools provide rigorously proved properties of some n-neurons system
models (with » as large as wanted) and the qualitative tasks of its spike trains. For instance, some
systems are mathematically proved to exhibit several characteristic structural stable limit cycles
while its evolution is just remaining from its internal spikes, in the meanwhile it is not modified by
the external excitation spikes of the sensorial neurons of the system. But at the same time, the
same system can have a response capable of processing a large amount of information while a
probabilistically generated external excitation is added to the system.

It is a known mathematical theorem of the Ergodic Theory that each deterministic (not random)
system does define a self characteristic probabilistic distribution (known as "measure of maximal
entropy or of topological entropy of the system") such that, if external excitation were added to the
system according to that theoretical probabilistic distribution, the system should optimize the
information that is internally processed.

69
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CATSIGERAS, E

Dinamicas de mapas continuos a trozos y localmente
contractivos que modelan redes neuronales.
Comunicacion presentada en el 1er. Coloquio
Uruguayo de Matematica, Montevideo , Uruguay, 19
al 21 de diciembre de 2007
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Dinamica de mapas continuos a trozos y localmente
contractivos que modelan redes neuronales.

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica. Facultad de Ingenieria.
Universidad de la Republica. Montevideo. URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy
www.fing.edu.uy/ eleonora

Resumen de la presentacion en el
I Coloquio Uruguayo de Matematica,
Montevideo, Uruguay, del 19 al 21 de diciembre de 2007

Resumen

la. parte: Cémo a partir de la fisiologia de una red de n neuronas conectadas por medio
de sinapsis inhibitoria se llega a la dinamica por iterados de una transformacién continua
a trozos en la bola n — 1 dimensional.

2da. parte: Enunciado y demostracion de los teoremas siguientes:

Theorem 1 Genéricamente (desde el punto de vista topoldgico) el sistema dindmico
obtenido en la parte 1 tiene una cantidad a lo sumo finita de atractores periddicos persis-
tentes, con periodos que pueden ser arbitrariamente grandes

Theorem 2 Al variar los parametros del sistema, en el borde de los que presentan el
comportamiento periédico descripto en el teorema 1, hay un atractor de Cantor, tal que
la dindmica restringida a ese atractor es sensible a las condiciones iniciales (expansiva).

Introduccion

Una red compuesta por n > 2 neuronas conectadas sinapticamente puede ser modelada
como un sistema dinamico determinista tal que su estado instantaneo es modificado por
la incidencia de perturbaciones del exterior a la red. Puede ser estudiada usando las
herramientas de la Teoria de los Sistemas Dinamicos, mediante una descripcion global
cualitativa, mas general que los métodos cuantitativos. Esto tultimos son aplicables en
cada caso particular, si se conoce la formulacién exacta de las ecuaciones diferenciales o
en diferencia que gobiernan el sistema. En cambio los métodos globales cualitativos, solo

1
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requieren de hipotesis abstractas generales a una familia mas o menos amplia de sistemas
dindmicos.

Las herramientas matematicas abstractas proveen propiedades, rigurosamente demostradas,
de ciertos modelos dindmicos de redes con n neuronas, para valores finitos, pero arbitrari-
amente grandes de n. Entre estas propiedades, las caracteristicas de los ”spike-trains”
(trenes de espigas, es decir trenes de interacciones sindpticas entre las diferentes neuronas
de la red) definen la cantidad de informacién que la red puede memorizar o procesar.
Por ejemplo, para alguna familia de tales sistemas, hemos demostrado que existen una
cantidad finita de ciclos limites estructuralmente estables, en la evolucion interna a la red
de sus espigas.

El conjunto de estos ciclos limites no son modificados por perturbaciones externas aleato-
rias. Estas tltimas, aplicadas a algunas neuronas de la red (las neuronas receptivas
sensoriales) cuando tienen amplitud suficiente, solo producen saltos de un ciclo limite a
otro. El sistema responde manteniendo la capacidad de reproducir la misma informacion
ante los mismos estimulos externos.

En esta charla explicamos el modelo matematico simplificado de red neuronal, y ex-
ponemos la ruta de demostracion de los teoremas 1y 2.

2
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I Coloquio Uruguayo de Matematica
del 19 al 21 de diciembre de 2007

Centro de Matematica
Facultad de Ciencias - Universidad de la Republica
Montevideo, Uruguay

PROGRAMA

Miércoles 19/12

9:00 - 10:15 Cursos
» Curso Basico: Introduccion a la Geometria y dinamica en superficies
hiperbdlicas. Matilde Martinez
10:25 - 10:55 Monografias y Tesis
e Diego Armentano: ;Cudntas raices reales tiene un polinomio? Desde el
Teorema Fundamental del Cdlculo al Tropico de Cancer:
* Viviana Gubitosi: Teoria de Inclinacion
10:55 - 11:25 Monografias y Tesis
* Federico Dalmao: Titulo a confirmar
« Juan Alonso: Algebras de Lie de curvas en superficies.
11:25 - 11:55 Pausa Café
11:55 - 12:25 Monografias y Tesis
* Nicolas Fraiman: Introduccion a los sistemas de particulas.
* Eugenia Ellis: K-teoria bivariante

14:30 - 15:45 Cursos:
* Curso Avanzado: Functores, especies y algebras de Hopf. Marcelo Aguiar.
* Curso para Docentes: Digitos de control y codigos correctores de errores.
(Cuando uno mds uno es cero.) Omar Gil
16:00 - 16:40 Sesiones
* Ezequiel Maderna: Nuevos métodos matemdtios en mecanica celeste.

* Jorge Groisman: Titulo a confirmar.
16:40 - 17:10 Pausa Café
17:10 - 17:50 Sesiones

e Ivan Pan: Sobre el grupo de descomposicion de curvas algebraicas inmersas
en el plano proyectivo.

18:00 - 18:30 Ceremonia Inaugural
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I Coloquio Uruguayo de Matematica
del 19 al 21 de diciembre de 2007

Centro de Matematica
Facultad de Ciencias - Universidad de la Republica
Montevideo, Uruguay

PROGRAMA

Jueves 20/12

9:00 - 10:15 Cursos
» Curso Basico: Introduccion a la Geometria y dinamica en superficies
hiperbdlicas. Matilde Martinez
10:25 - 10:55 Monografias y Tesis
e Claudio Qureshi: Curvas elipticas y aplicaciones a la Teoria de Numeros.
* Carlos Segovia: Teorias topologicas cuanticas de campo
10:55 - 11:25 Monografias y Tesis
* Pablo Guarino: Lemas de Conexion
* Ana Gonzélez: Cohomologia Virtual.
11:25 - 11:55 Pausa Café
11:55 - 12:25 Monografias y Tesis
* Viviana Ferrer: Foliaciones algebraicas en P2 y sus singularidades.
* Mauricio Achigar: Productos cruzados.

14:30 - 15:45 Cursos:
* Curso Avanzado: Functores, especies y algebras de Hopf. Marcelo Aguiar.
* Curso para Docentes: Digitos de control y codigos correctores de errores.
(Cuando uno mds uno es cero.) Omar Gil
16:00 - 16:40 Sesiones
* Fernando Abadie: Dilataciones de grupos de interacciones.
* Eleonora Catsigeras: Dinamicas de mapas continuos a trozos y localmente
contractivos que modelan redes neuronales.
16:40 - 17:10 Pausa Café
17:10 - 17:50 Sesiones
* Marcelo Lanzilotta: Socalo Relativo.

* (Interacciones) Rodolfo Gambini: E/ programa de unificacion de la fisica y sus
dificultades.
18:00 - 19:00 Charla Plenaria
e Marcos Dajczer: Hipersuperficies con curvatura media prefijada.
19:00 - 20:00 Charla de Divulgacion
* Omar Gil: El indiscreto encanto de la geometria.
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I Coloquio Uruguayo de Matematica
del 19 al 21 de diciembre de 2007

Centro de Matematica
Facultad de Ciencias - Universidad de la Republica
Montevideo, Uruguay

PROGRAMA

Viernes 21/12

9:00 - 10:15 Cursos
« Curso Basico: Introduccion a la Geometria y dinamica en superficies
hiperbolicas. Matilde Martinez
10:25 - 11:05 Sesiones
* Maria Alejandra Rodriguez-Hertz: Ergodicidad estable.

e Aldo Portela: Lagos de Wada, construccion dinamica.
11:05 - 11:35 Pausa Café
11:35 - 12:15 Sesiones

* Ricardo Fraiman: On projection-based tests with spherical and compositional
data.

* (Interacciones) Eduardo Mizraji: Memorias matriciales y motores de
busqueda.
12:20 - 13:00 Sesiones:

e @Gonzalo Tornaria: Titulo a confirmar
e Richard Muniz: Titulo a confirmar

14:30 - 15:45 Cursos:
* Curso Avanzado: Functores, especies y dalgebras de Hopf. Marcelo Aguiar.
* Curso para Docentes: Digitos de control y codigos correctores de errores.

(Cuando uno mas uno es cero.) Omar Gil
16:00 - 17:00 Charla de Divulgacion

* Angel Pereyra: Matematica y Juegos Malabares.
17:00 - 17:30 Pausa Café
17:30 - 18:30 Sesion de Problemas

18:30 - 19:30 Charla Plenaria

e Mario Wschebor: La interaccion entre la probabilidad y otras areas de la
matemadatica.

21:00 - Fiesta de Cierre
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El aprendizaje significativo del Célculo en Facultad
de Ingenieria- Presentacion en Il Foro de
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El aprendizaje significativo del Calculo en
Facultad de Ingenieria

Eleonora Catsigeras
Karina Curione
Marina Miguez

Presentacion en el

Il Foro de Innovaciones Educativas
y en el

ler. Encuentro Regional sobre Tecnologias de la
Informacién y Comunicacién

Montevideo , Uruguay, 2007
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El aprendizaje significativo del Calculo en Facultad de Ingenieria
Eleonora Catsigeras (1), Karina Curione (2), Marina Miguez (2)

(1) Instituto de Matematica y Estadistica “Prof. Rafael Laguardia” —
(2) Unidad de Ensefianza
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica
eleonora@fing.edu.uy ; curione@fing.edu.uy; mmiguez@fing.edu.uy;
7112576

Palabras clave: Educacion superior, ensefianza de la matematica,
aprendizaje significativo, Calculo.

Mesa I: Procesos educativos en el aula.

RESUMEN

En el presente trabajo se analizan los procesos cognitivos
involucrados en el aprendizaje significativo de algunos contenidos del
curso de Calculo del primer semestre en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de la Republica.

Una de las razones de la dificultad para el aprendizaje de algunos
conceptos del Calculo se encuentra en la caracteristica abstracta
intrinseca de dichos temas, que aunque basicos en la Matematica,
involucran conceptos elaborados que en apariencia quedan
desconectados de las vivencias cotidianas.

En cada individuo la comprension constructiva consciente de los
conceptos matematicos no puede obtenerse simplemente aceptando la
presentacion formal elaborada en su versién final, antes e
independientemente de una construccién significativa de ella. Sin
embargo la heterogeneidad e individualidad de las experiencias
cotidianas y de las vivencias relativas a los conceptos que se pretende
introducir cientificamente, presenta un desafio. Como apelar a ellas?,
¢como incentivar a cada estudiante para que identifique su propio
conflicto cognitivo ante un nuevo concepto matematico formalmente
presentado?. Estas son algunas de las preguntas que el trabajo intenta
responder.

El aprendizaje de la Matematica requiere tanto actividades individuales
como grupales, ambas fueron investigadas y experimentadas en el
primer curso de Calculo, en clases practicas y de consulta, con
exposicion e interaccion entre los estudiantes.

Se presentaran ejemplos del trabajo con conceptos topologicos en la
recta lineal, conceptos relativos a sucesiones, funcion y continuidad. Se
apela a los conceptos cotidianos de los alumnos y se trabaja a partir del
conflicto cognitivo entre estas ideas previas y los conceptos matematicos.

1. INTRODUCCION

Una de las razones de la dificultad para el aprendizaje de algunos
conceptos del Calculo se encuentra en la caracteristica abstracta
intrinseca de dichos temas que, aunque basicos en la Matematica,
involucran conceptos elaborados que en apariencia quedan
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desconectados de las vivencias cotidianas. La formalizacion de los
conceptos del calculo infinitesimal, diferencial e integral llevo centenas de
afnos a la humanidad, y fue desde el punto de vista de la epistemologia
genética piagetiana, producto de estadios sucesivos de construccion del
conocimiento, que implicaron reorganizaciones a otro nivel de las
adquisiciones precedentes. Piaget y Garcia sefalan tres grandes
periodos en la historia de la matematica: “el realismo estatico de los
griegos que se basa en estados permanentes (figuras y numeros), los
cuales proveen un conjunto de conocimientos previos que eran
necesarios para el descubrimiento de las transformaciones algebraicas e
infinitesimales del S. XVII, cuyos analisis, a su vez, eran indispensables
para dar lugar a las estructuras propias de la matematica del S. XIX y de
nuestros dias.” (Piaget y Garcia, 1982) Consideramos que en cada
individuo la comprension constructiva consciente de los conceptos
matematicos no puede obtenerse simplemente aceptando la
presentacion formal elaborada en su versién final, antes e
independientemente de una construccién significativa de ella. Sin
embargo, la heterogeneidad e individualidad de las experiencias
cotidianas y de las vivencias relativas a los conceptos que se pretende
introducir cientificamente, presenta un desafio. ;Como apelar a ellas?
¢Como incentivar a cada estudiante para que identifique su propio
conflicto cognitivo ante un nuevo concepto matematico formalmente
presentado?

Visto desde la perspectiva del investigador, la matematica no se
desarrolla mediante un formalismo simbdlico racional solamente, usando
en forma muy predominante el hemisferio izquierdo del cerebro, sino en
conexién simultanea con el derecho en un verdadero funcionamiento en
paralelo. La investigacion en matematica muestra ese hecho, a pesar
que la presentacion final del trabajo cientifico matematico suele prescindir
de las ideas globales y no racionales que lo crearon, y que trascienden
en mucho al formalismo racional légico del articulo o reporte que
presenta finalmente el investigador.

El aprendizaje de la Matematica en general requiere:

=z Una actividad y una actitud individuales deliberadas por parte del
alumno para reconstruir intrapersonalmente los conceptos, motivado por
la actividad de aula y la actividad didactica del docente, pero en la que
nadie le puede sustituir.

=z Una actividad y una actitud sociales de los alumnos, entre ellos y con
el docente: cuando se aprende matematica es cuando se trata de
justificar, sustentar y defender ante los otros los conceptos aprendidos.
Desde la perspectiva de Vigotsky las formas superiores de conocimiento
son socio-generadas. (Vigotsky, 1982)

Las dos actividades intra e interpersonales con estudiantes fueron
investigadas y experimentadas en el primer curso universitario de
Calculo, en clases practicas y de consulta, con exposicidon e interacciéon
entre los estudiantes. (Catsigeras, 2001)

Ausubel formula en 1963 la teoria del aprendizaje significativo, una
propuesta teorica influyente en el enfoque constructivista (Ausubel,
2002). Presenta un modelo de ensefianza y teoria del aprendizaje
centrados en el contexto educativo. Se ocupa en especial “de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de los conceptos cientificos a
partir de los conceptos que el alumno ya ha formado en su vida
cotidiana” (Pozo, 1993). En el presente trabajo se analizan diferentes
conceptos matematicos trabajados en el curso de Calculo del primer
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semestre en la Facultad de Ingenieria y un acercamiento a los procesos
cognitivos involucrados en el aprendizaje significativo de los mismos, a
través de algunas consultas de los estudiantes, de sus respuestas y de
las explicaciones a sus pares en las clases practicas.

2. CONCEPTOS TOPOLOGICOS EN LA RECTA REAL.

No resulta dificil relacionar la recta real con el conjunto de numeros
reales. A pesar de la complicacion formal para demostrar que hay una
correspondencia biunivoca entre los numeros reales y los puntos de una
recta, el uso cotidiano lo hace facilmente aceptable para el estudiante.
Cuando se da un conjunto de numeros reales, por ejemplo

(1) A= {xreal: 1<x < N3} U{xreal:\ 7<x< 3}

resulta necesario ejercitarse mentalmente para visualizar el conjunto de
puntos correspondientes en una recta. Esto puede lograrse al principio
con un esquema expuesto en papel o pizarron, pintando de rojo en un eje
horizontal los puntos incluidos en el conjunto A y dejando negros los
puntos que no estan en A. Es necesario apelar al dibujo repetidamente,
al principio y cada vez que se trabaje con un conjunto de reales, y no
quedarse con la visualizacion formal simbdlica dada por la notacién del
tipo (1) solamente. Sera necesario que cada estudiante apele por si
mismo a elaborar un dibujo, una grafica o un esquema, hasta que
pueda lograr el proceso de aparicion automatica mental, cuando esa
figura se imagina asociada a las palabras que la definen, sin necesidad
de dibujarla exteriormente.

En el programa de Calculo se presentan algunas relaciones entre los
conceptos de maximo, extremos y frontera, como por ejemplo las
siguientes:

=z Todo conjunto de reales acotado superiormente tiene extremo
superior, pero no necesariamente tiene maximo.

> Si existe maximo entonces existe el extremo superior y coincide con
el maximo.

=z Existe maximo si y solo si existe extremo superior y este pertenece al
conjunto.

> El extremo superior y el extremo inferior son puntos frontera pero no
necesariamente un punto frontera es extremo superior o inferior.

Esas relaciones son memorizadas y reproducidas por el estudiante,
cuando el docente se limita a exponerlas y demostrarlas formalmente, y
en ese caso muchos de los alumnos muestran no haber aprendido
profundamente su significado, sino solo en forma verbal vy
desestructurada.

Para fijar ideas concretas, volvamos al tema del aprendizaje de los
conceptos de extremos y puntos frontera de subconjuntos en la recta
real. Las definiciones formales son las siguientes:

=z Definicion: S =ext sup A six < S paratodoxenA y si S <K para
todo K que sea cota superior de A.

> Definicion: M = max A si x < M para todo x en A y si M pertenece a A.
=z Definicion: a es punto frontera de A si para todo € >0 (se lee: épsilon
positivo) el entorno B: (a) (se lee: B sub épsilon de a) contiene algun
punto de Ay algun punto del complemento de A.

Si el docente no apela a alguna idea globalizadora y a una reflexién
constructiva previa a esas definiciones, que tiene en algun momento que
ser vivenciada individualmente por el estudiante a partir de sus ideas
cotidianas y experiencias previas, creemos que no podra salir de la
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reproduccion formal para llegar al aprendizaje significativo. Una manera
de concretar lo expuesto antes es complementar las definiciones con la
siguiente presentacion previa:

z En la recta los puntos, como correspondientes de numeros reales,
estan ordenados de menor a mayor. Puede imaginarse la recta como una
carretera. El conjunto A es el conjunto de paradores que hay en la
carretera. Sabe que después del kildmetro 35 no hay mas paradores. 35
es una cota superior de A. Y 47 también lo es, y 63, y cualquier numero
mayor que 35. Y también son cotas superiores todos los numeros
mayores o iguales que el kilbmetro donde se encuentra el ultimo parador.
El extremo superior de A es el kilbmetro donde se encuentra el ultimo
parador. Es la menor de las cotas superiores.

> Supongamos que el ultimo parador se encuentra en el kildmetro 32. El
extremo superior de A es 32. Es mayor o igual que todos los puntos de A.
En este ejemplo 32 pertenece al conjunto A porque es el kilbmetro donde
hay un parador. Es por lo tanto 32 el maximo de A.

=z En todo entorno de 32 hay algun punto de A (por ejemplo el propio
punto 32) y también puntos que no estan en A (los mayores de 32). Por
lo tanto 32 es punto frontera.

> Supongamos que el antepenultimo parador esta en el kilbmetro 25 y
que todos los demas paradores distan mas de dos kildmetros de él. En
este caso 25 no es extremo superior ni maximo (porque el maximo es
32), pero es punto frontera pues en todo entorno de 25 hay algun punto
de A (el propio punto 25) y algunos puntos que no estan en A (por
ejemplo el 24 y el 26).”

A partir de esa idea cotidiana apelada aparece el siguiente conflicto
cognitivo: ¢Como puede un conjunto acotado A tener extremo superior
que no sea su maximo? Antes de la respuesta formal, es conveniente
tratar de explicitar una abstraccién al ejemplo cotidiano anterior. En
Matematica imaginamos los puntos en la recta. Supongamos que los
paradores en la carretera son puntos: cada parador tiene longitud nula,
se reduce a un solo punto. El ultimo se encuentra exactamente en el
kilbmetro 35, pero no hay un penultimo. Los anteriores se encuentran
exactamente en los puntos con abscisa 34.90, 34.990, 34.9990,
34.99990, 34.999990, etc. Si ahora se retira el parador (el punto) que
estaba exactamente en el kilbmetro 35, no existira un ultimo parador. No
hay maximo pero 35 sigue siendo el extremo superior. Tan cerca como
se quiera de 35, por abajo o por la izquierda, hay puntos del conjunto.
Pero 35 no pertenece al conjunto. Este concepto trasciende a las ideas
cotidianas o fisicas, ya que los puntos son abstracciones, ideas
primitivas, frecuentes en la abstraccion matematica. Pero esta
abstraccidn no debe preceder sino proceder de ideas previas cotidianas
en la exposicion docente, como generalizaciones imaginarias de estas.
Aun asi creemos que no alcanza con la exposicion del docente de su
propia idea cotidiana relacionada con el concepto a definir formalmente.
Es necesaria la construccion reflexiva efectuada intra e
interpersonalmente por los alumnos. Podria proponerse el siguiente
ejercicio, a realizar en grupos de tres o cuatro estudiantes:

Ejercicio: Plantear una idea mental proveniente de vivencias cotidianas,
que sea una abstraccion idealizada de ellas, y apelar a esa idea para
explicar constructivamente a otro alumno por qué el concepto de extremo
superior de un conjunto A de puntos en la recta es diferente del concepto
de maximo y del de punto frontera.
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En las clases practicas con exposicion de respuestas o intentos de
respuesta al ejercicio anterior entre los estudiantes aparecieron las
siguientes dificultades:

=z En primera instancia el alumno se encuentra bloqueado porque
intenta responder segun lo que cree que el docente espera que
responda. Ha sido necesario insistir en la necesidad de explorar
intrapersonalmente cuales son las imagenes mentales, las ideas previas,
cotidianas e informales, relacionadas con el concepto presentado
cientificamente de manera formal.

=z En segunda instancia se ha encontrado resistencia de los alumnos en
usar el lenguaje cotidiano en vez de simbolos matematicos para
responder esas preguntas que apelan a los conceptos previos e ideas
mentales globalizadoras de lo cotidiano con lo simbdlico en una clase de
matematica. Esto traduce a nuestro entender la desconexién previa entre
la concepcién de lo que debera ser la definicion matematica que el
estudiante trata de ejemplarizar y el concepto significativo globalizador de
su contenido.

3. CONCEPTOS RELATIVOS A SUCESIONES.

Observamos que en la practica resulta artificial y ajeno, tanto a las ideas
abstractas cientificas como a las ideas intuitivas previas, introducir el
concepto de sucesion restringiéndose a sucesiones en la recta. Resulta
mas amplio y facil de comprender comenzar por sucesiones en un
conjunto cualquiera, por ejemplo como subconjunto numerado de puntos
de un plano, que puede ser en el mapa de una region o de una ciudad
para fijar ideas. (Catsigeras, 2004). Cuando se introduce, como lo hacen
numerosos textos, el concepto de sucesion a partir de una férmula que
da un numero real a , en funcién de un natural n, el estudiante queda
atado a esa idea mental y entorpecido para comprender facilmente en los
cursos siguientes, los conceptos topoldgicos en el plano, en el espacio, o
en conjuntos de objetos matematicos mas complicados. Ademas el
concepto matematico de sucesion es uno de esos pocos conceptos para
los cuales el significado usual de la palabra en la lengua espanola es el
mismo que el de la definicidn precisa matematica general. Sucesion es
un conjunto de cosas que se hallan o pasan una después de la otra
(diccionario Kapelusz de la Lengua Espafola). Definicion matematica:
Sucesion es una descripcion ordenada, segun la ordenacion de los
numeros naturales, de elementos de un conjunto no vacio cualquiera A
(en la que se admite repeticiones y ausencias de elementos de A).

Hay una preocupante confusion entre lo que se constituye como
informacion y lo que efectivamente se constituyen en ideas previas para
un universo dado de estudiantes. Es necesario distinguirlas. No cualquier
informacion que un estudiante da frente a una pregunta equivale a una
idea previa. “Las ideas previas se refieren a estructuras conceptuales de
significados que (los alumnos) atribuyen a un dominio determinado de
conocimiento. La practica educativa, si se la puede llamar constructiva,
tiene que ver con el intento de (apelar) a esas ideas previas al respecto
de una situacion pedagogica propiamente dicha, a proposito de la
ensefianza de un contenido conceptual. El apelar a las ideas previas
independientemente del proceso de aprendizaje de un concepto
cientifico, carece totalmente de sentido” (Castorina, citado en Bixio,
1995) Es imprescindible cambiar la practica, que se ha arraigado entre
muchos docentes, de simplemente relevar “ideas previas” para luego
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trabajar en el aula con la estrategia usual, haciéndolas sencillamente a
un costado.

En la definicion matematica abstracta de sucesién las ideas cotidianas
son precursoras, y el docente debe estar preparado para trabajar
constructivamente desde ese nivel. Por otro lado, y como muestra el
siguiente ejemplo, algunas otras ideas previas en el concepto de
sucesion constituyen obstaculos.

Algunos estudiantes creen erroneamente que dando suficientes términos
de la sucesiéon (pero solo una cantidad finita de ellos) quedan
determinados los siguientes. Eso es falso, pero esta fortalecido por el
formato de algunos tests psicologicos y los ejercicios escolares que
realizaron desde edades tempranas. Es necesario mostrar que sucesion
no es lo mismo que comportamiento periédico o regular segun una
formula. Es necesario describir, aunque no sea mejor que
“aleatoriamente”, la ley de construccion de todos los infinitos términos de
la sucesion, y no solo de una cantidad finita de ellos. En la matematica
actual tienen especial relevancia aquellas sucesiones de puntos que
aparentan ser periddicas pero que, si se avanza lo suficiente en el
tiempo, muestran que difieren mucho de continuar siendo
aproximadamente periddicas en el futuro. Estas sucesiones aparecen
naturalmente al estudiar fendmenos fisicos, soluciones de ciertas
ecuaciones diferenciales y sistemas deterministas caodticos (Catsigeras,
2001).

Por otra parte la idea erronea de que dando 3, 10 o 25 términos de una
sucesion se puede responder de una unica manera correcta a la
pregunta de cual es el siguiente término, provoca que el estudiante no
comprenda facilmente el principio de induccion completa, entre otros
conceptos necesarios para el Calculo.

Pasaremos al analisis de otro de los conflictos cognitivos en el concepto
de sucesion. Apelaremos a consultas efectuadas durante el curso de
Calculo mediante el foro publico en internet de esa asignatura. La idea
intuitiva pero precisa de limite de una sucesion es la siguiente: En el
paso n el término de la sucesion, y todos los que le siguen, van a
encontrarse tan cerca como se desee de su limite. La idea previa erronea
es que la unica manera de tener convergencia de una sucesion, el unico
modo de acercarse al limite, es finalmente avanzando hacia él de forma
gue en cada paso se esté mas cerca del limite que en el paso anterior.
Se cree que la aproximacion al limite debe mejorar de un paso al
siguiente, y que si esto no sucediera entonces la sucesion no podria ser
convergente. Quizas ese concepto previo provenga de que cuando uno
se dirige a un lugar caminando, lo hace generalmente dando todos sus
pasos siempre hacia delante, estando en cada uno mas cerca de la meta
que en el anterior. No lo hace usualmente, por ejemplo, avanzando tres
pasos para el frente y dos para atras. Es cuestion de ver que si lo hiciera
igual llegaria a su meta, aunque demoraria mas. El estudiante descarta
equivocadamente el acercamiento al limite con sucesivos avances y
retrocesos. Cree errébneamente que infinitos avances y retrocesos
significan la oscilacion permanente y la inexistencia de limite.

Pregunta de un estudiante: En el parcial figura como respuesta que es
falso que toda sucesion convergente sea mondtona. Creo que es
verdadera. ;No se equivocaron en la respuesta?

(A) Respuesta de otro estudiante: Es falso, porque la sucesion (-1)" /n no
es monotona y tiende a cero.
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(B) Respuesta de otro estudiante: Es falso pero seria cierto si ademas
supieras que la sucesion tiende a cero por la izquierda o por la derecha.
Respuesta del docente: La respuesta (A) es correcta y esta
precisamente bien justificada con el contragjemplo. La ultima parte de la
respuesta (B) es incorrecta. Se puede aproximar al limite siempre por la
izquierda, con sucesivos avances y retrocesos, con tal que los retrocesos
sean menores que los avances. Contragjemplo: a,=1/(1+n+ (-1)").

El concepto previo aunque equivocado es persistente. Cuesta convencer
al estudiante de su falsedad. Aunque el alumno reconoce haber
entendido el contraejemplo, no resulta facil que asimile significativamente
la afirmacion de que no toda sucesion convergente es necesariamente
monodtona. La persistencia y resistencia de las ideas previas esta
sefalada por autores de las teorias de cambio conceptual en el
aprendizaje. (Pozo, 1999)

Volviendo al ejemplo de las sucesiones convergentes no monaétonas, la
resistencia al cambio de los conceptos previos provoca que no alcance,
para lograr el cambio conceptual, que el docente o los pares del alumno
apelen a argumentos logicos formales (contraejemplos con férmulas) a
partir de la definicion matematica de limite. Es necesario lograr el cambio
de las ideas cotidianas primero, con nuevas ideas cotidianas que la
complementen o mejoren.

Respuesta complementaria del docente: Se puede aproximar siempre
por el sur al punto A del Ecuador, sin alcanzarlo nunca, caminando tres
pasos hacia el norte, dos hacia el sur, y asi sucesivamente tres hacia el
norte, dos hacia el sur, cada vez pasos mas cortos de modo de no
alcanzar nunca al punto A pero de aproximarse a él, como limite en
infinitos pasos.

Para lograr el aprendizaje constructivo de los conceptos de matematica,
es importante desarrollar el proceso de ensefianza en forma colectiva,
con la participacion de mas de un estudiante y sus intentos de resolucion
O respuesta.

4. EL CONCEPTO DE FUNCION.

Mayoritariamente, |la idea previa con la que el alumno ingresa respecto al
concepto de funcion, es el de una formula, usando funciones racionales,
algebraicas o trascendentes definidas en los ultimos afios del liceo.
Transformar ese concepto en el cientificamente mas amplio no es facil,
pues no alcanza usualmente con la definicibn matematica siguiente:

(2) Definicion: Funcion f: D - C es una terna dada por un conjunto no
vacio D llamado dominio, otro conjunto no vacio C llamado codominio y
una correspondencia tal que a cada elemento del dominio hace
corresponder uno y solo uno del codominio.

Retomamos la siguiente observacion: “Una nueva concepcion no va a
reemplazar a una antigua, por lo general mientras esta no se encuentre
con dificultades y una concepcion nueva e inicialmente verosimil sea
potencialmente capaz de resolver estas dificultades.” (Posner y cols.,
1988)

El concepto previo, en el caso de funcién real, no proviene de las
vivencias cotidianas extra-escolares del alumno sino justamente de la
escolarizacion previa, debido entre otras razones al interés e insistencia
de nuestros cursos de Matematica secundaria en el estudio mecanicista
analitico de representaciones graficas de funciones dadas solo por
féormulas con funciones tipo. No decimos que esté mal esa insistencia,
porque asienta en el alumno un concepto de funcidon, que aunque
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restringido, sirve de base para la generalizacion de la definicion (2). Para
fijar ideas exponemos un ejemplo que evidencie al alumno la
insatisfaccion de ese concepto previo y que justifique y muestre la
verosimilitud y la potencialidad de la definicion matematica (2).

Ejemplo: Consideremos un aparato f (usemos la letra f de funcién), por
ejemplo un amplificador de audio, que consiste en una caja con una
puerta de entrada y una puerta de salida. El amplificador de audio
funciona del siguiente modo:

> Cada senal de audio que aparezca a la entrada “x” produce una
sefal “y” a la salida.

2z El conjunto dominio D es el conjunto de todos los valores de las
sefales a la entrada. El conjunto codominio C es un conjunto entre cuyos
elementos estaran los valores a la salida.

> La correspondencia dada por la funcibn es aquella que dice,
(explicitamente o no, a través de una formula o no), cual es la Unica sefal
de salida “y= f(x) “ que corresponde a cada senal de entrada “x”.

el R A

Se busca de esta manera, como se dijo, provocar aprendizajes
significativos en los estudiantes. La teoria de Ausubel sobre el
aprendizaje significativo supone en primer lugar una teoria acerca del
cambio cognitivo por reestructuracion. Desde este punto de vista el
aprendizaje tiene que ver con la incorporacion a la estructura cognitiva
del alumno de un cuerpo de conocimientos organizados.

Mas alla de apelar a ideas previas, cotidianas o no, para introducir una
definicion siempre la formulacién precisa cientifica debe ser explicita en
términos simbdlicos exactos. En particular la definicion matematica de
funcién, la definiciébn (2), debera ser expuesta en las clases y no
sustituida por el ejemplo ilustrativo que se utilice para comprenderla.

Por otra parte, observamos la inexistencia de conflicto cognitivo estricto
entre la definicion (2), el ejemplo del amplificador y las ideas previas de
funcién provenientes de la escolarizacion anterior del alumno. La
definicion (2) es meramente la ampliacion de las ideas previas y no
presenta, desde el punto de vista estricto matematico, una contradiccidn
con las ideas cotidianas y previas, sino una reafirmacién de estas y su
generalizacion abstracta.

5. EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

Resulta dificil el aprendizaje significativo del concepto de continuidad de
una funcién, principalmente por la falta de inteligibilidad para el alumno
de la primera de los siguientes enunciados matematicos precisos:

(3) Definicion: Un funcion f: D - C es continua en el punto a del dominio
D si para todo € >0 existe & > 0 (llamado modulo de continuidad) tal
que: |f(x) —f(a)| <€ si|x-a| <d

(4) Definicién: Una funcion f: D - C es continua si lo es en todos los
puntos de su dominio D.

(5) Observacion: Si el dominio esta formado por dos intervalos disjuntos,
la funciéon puede ser continua aunque su trazo en la representacion
grafica no pueda realizarse sin levantar el lapiz.
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Aparece el siguiente conflicto, planteado como consulta de un estudiante:
Pregunta de un alumno:

= ¢Como puede la funcion f(x) = 1/x ser continua si cuando x tiende a
cero f tiende a infinito?

Respuesta de otro alumno:

= Esa funcién es continua en todos los puntos excepto en cero.

Primera respuesta del docente:

= Una funcion es continua cuando lo es en todos los puntos del dominio.
El cero no esta en el dominio de la funcion.

Las condiciones del cambio conceptual, segun Posner y cols., ilustradas
en el ejemplo que estamos tratando son las siguientes: (Posner y cols.,
1988)

1. Insatisfaccion con las concepciones existentes.

2. Inteligibilidad para el sujeto de la nueva concepcion.

3. Verosimilitud de la nueva concepcion con la previa.

4. Capacidad explicativa y de extension de la nueva concepcion: tiene
que ser fructifera.

Sin embargo, se muestra que, para ser verosimil y productivo el nuevo
concepto de continuidad de una funcién, introducido a partir del conflicto
cognitivo del ejemplo que estamos tratando, ha sido necesaria la
confirmacién de ciertas conclusiones:

Pregunta de otro estudiante después de las aclaraciones del docente:

=z Entonces ¢la misma funcion f(x) = 1/x, si se la define como f(0) = 1,
deja de ser continua?

Respuesta del docente:

= Esta bien tu conclusion aunque es imprecisa. La funcion nueva no es la
misma funcion que antes: cambié su dominio. La de antes era continua y
la nueva no.

La definicion (3) presenta un paradigma. Es usualmente repetido el
concepto de continuidad de una funcion en un punto, tanto por
estudiantes como por docentes, verbalmente y desestructuradamente, a
lo sumo relacionandolo con propiedades de la grafica de la funcién y con
simbolos de implicacion logica. Pero creemos que puede no ser
significativamente comprendido, entre otros motivos porque queda
desconectado de ideas previas intuitivas y cotidianas. Volviendo al
ejemplo de funcién como un aparato formado por una caja con una
puerta donde entra la variable “x” y otra puerta por donde sale variable
“y”, ilustramos la idea conceptual de continuidad del siguiente modo:

=z Hay un valor deseado a la salida Y, para el cual la entrada deberia ser
exactamente X,. Es decir f (Xo) = Yo Pero, ni la variable de entrada ni la
de salida pueden ajustarse a valores exactos siempre, sino que hay
errores, imprecisiones que hacen que el valor de X sea
aproximadamente, pero no necesariamente igual a Xo, y por lo tanto el
valor de la salida Y = f (X) sea aproximadamente, pero no
necesariamente igual a Yo = f (Xo ).

=z El técnico de mantenimiento del aparato debe satisfacer al cliente. El
cliente evalia como funciona la caja observando unicamente lo que
sucede en la variable a la salida Y. El técnico acondiciona el aparato de
modo de satisfacer la demanda del cliente, ajustando Unicamente la
variable de entrada X.
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=z El cliente demanda que sea Y =Y, pero admite que la igualdad no se
cumpla exactamente sino con un margen de error especificado maximo ¢
>0 Y=Y <kt

=z El técnico entonces ajusta la variable de entrada, pero no puede
siempre ajustarla de modo que X = X, exactamente. Se admite una
tolerancia de variacion a la entrada 6>0: | X — Xo| < .

z Finalmente el técnico debe ajustar la entrada con una variacion delta
adecuada, que depende del margen de error épsilon que le dio el cliente
para la salida, de forma que valga la siguiente premisa: | X — Xo| < ©
IMPLICA | Y — Y| < &. Significa que se ajusta la entrada con una
variacién adecuada para satisfacer la demanda del cliente a la salida.

Al lograr el aprendizaje del concepto de continuidad relacionado con la
actividad cotidiana del sujeto, el nuevo concepto aprendido tiene ciertas
caracteristicas que espontaneamente no tiene, si en forma aislada se
presenta la definicidon cientifica formal: Los conceptos previos o
espontaneos surgen en la actividad cotidiana del sujeto en un proceso de
interaccion espontaneo con el entorno y sirven entre cosas para predecir
este entorno. (Pozo, 1999)

La persistencia de las ideas previas cotidianas tiene una ventaja y una
desventaja. La ventaja es que logra una retencion significativa duradera.
La desventaja ocurre cuando el ejemplo cotidiano apelado no se ajusta
con precision al concepto cientifico que se pretende ilustrar. Suele
quedar retenido en ese caso la idea previa cotidiana persistente, que
tapa o convive en forma aislada con la idea cientifica con la cual no
coincide.

CONCLUSIONES

El presente trabajo muestra algunos ejemplos concretos mediante los
cuales es posible visualizar la construccién de una didactica especifica
de la matematica, en particular un modo de abordar desde un enfoque
constructivista la ensefianza de algunos de los conceptos trabajados en
el curso de Calculo 1 dirigido a estudiantes que inician su carrera como
ingenieros. Ensefiar Matematica es interesarse por las condiciones que
hacen posible su construccién por parte de los alumnos, y no sélo por el
rigor formal de su presentacidon. Aunque la presentacion formal rigurosa
es ineludible en la ensefianza de la Matematica actual, debe esta
proseguir a la presentacion constructivista de los conceptos involucrados.
Sobre la base de los ejemplos trabajados en este trabajo, en términos
generales, encontramos que si el docente se limita a exponer
formalmente conceptos y relaciones entre estos, los estudiantes tienden
a memorizar mecanicamente. Como forma alternativa, se trabajé con las
ideas previas de los estudiantes. Resulté fundamental que el docente
apelara a ideas globalizadoras y a una reflexion constructiva, previo a la
presentacion de las definiciones. Esto es un paso importante, pero no
sustituye la necesaria reconstrucciéon que el estudiante debe realizar,
estableciendo relaciones con sus ideas cotidianas. Sin embargo, se
evidencid una gran persistencia de las ideas previas vinculadas a
algunos conceptos en particular, el de sucesion.

Es importante destacar que se ha encontrado una importante resistencia
de parte de los estudiantes a emplear el lenguaje cotidiano en lugar del
simbolismo matematico, aspecto que se recomienda debe trabajarse
explicitamente en el aula por parte del docente, desde una estrategia
didactica centrada en la busqueda de aprendizajes significativos.
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El enfoque centrado en el conflicto cognitivo ha mostrado ser muy
fructifero, creemos fundamental seguir profundizando en el disefio de
estrategias de ensefianza especificas para el aprendizaje significativo de
la matematica en la Universidad.
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UN ENFOQUE CONSTRUCTIVISTA EN LA ENSENANZA DE
LOS CONCEPTOS DE LIMITE Y CONTINUIDAD

Eleonora Catsigeras®, Karina Curione?, Marina Miguez®

13 de abril de 2005

RESUMEN

Se analizan procesos cognitivos del aprendizaje significativo, desde un
enfoque constructivista, centrado en las practicas docentes aplicadas a la
ensefianza de los conceptos de limite de sucesiones y continuidad de
funciones, en un primer curso de Célculo del semestre de ingreso a la
Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica (Uruguay).

1. INTRODUCCION

Paraddjicamente la mayoria de las dificultades en el aprendizaje de los contenidos del
primer curso de Calculo al ingreso a la carrera universitaria de la Facultad de Ingenieria,
se encuentra en aquellos contenidos de la asignatura que son revision de los Gltimos
afios de Ensefianza Secundaria: limite, continuidad, topologia en la recta, sucesiones y
series, entre otros. Una de las razones es la dificultad intrinseca de dichos temas; aunque
bésicos en la Matemaética, involucran conceptos abstractos que en apariencia quedan
desconectados de las vivencias cotidianas de los estudiantes.

Las teorias constructivistas del aprendizaje (Piaget 1929, Vigotsky 1930, Ausubel 2002,
[1]) conciben el conocimiento como resultado de la interaccion entre la nueva
informacion y la informacion previa, construyendo modelos para interpretar la nueva
informacidén y no sélo recibirla.

Ausubel formula en 1963 la teoria del aprendizaje significativo, una propuesta tedrica
influyente en el enfoque constructivista. [2] Posteriormente la teoria del cambio
conceptual, planteada en el modelo clasico de Posner y Strike (1982) aborda un aspecto
esencial de la psicologia cognitiva al centrarse en los procesos de transformacion del
conocimiento, pero aportando una perspectiva aplicada a la educacion, con estudios que
han llevado a concebir el aprendizaje de los conceptos cientificos como un proceso de
cambio conceptual. Desde esta Gltimo perspectiva aplicada a la educacion en las
ciencias, uno de los objetivos centrales consiste en transformar, no sustituir sino
cambiar, las nociones cotidianas y superficiales con que los alumnos llegan a clase de
modo de adquirir los conceptos académicos y cientificos. La teoria del cambio

! Instituto de Matematica y Estadistica Rafael Laguardia (IMERL) de la Facultad de
Ingenieria. Universidad de la Republica. J. Herrera y Reissig 565 Montevideo, Uruguay.
Correo electronico: eleonora@fing.edu.uy
2 Unidad de Ensefianza de la Facultad de Ingenieria (UEFI). Universidad de la
Republica. J. Herrera y Reissig 565, Montevideo, Uruguay. Correo electronico:
curione@fing.edu.uy
¥ Unidad de Ensefianza de la Facultad de Ingenieria (UEFI). Universidad de la
Republica. J. Herrera y Reissig 565, Montevideo, Uruguay. Correo electronico:
mmiguez@fing.edu.uy
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conceptual en ese sentido se refiere al pasaje de las ideas previas a los conocimientos
académicos que se pretende ensefiar. [5]

A diferencia del modelo clasico de Posner y Strike sobre la teoria del cambio
conceptual, en los modelos contextualistas (Linder, 1987) no se pone énfasis en cambiar
las ideas previas sino en potenciar las capacidades de los sujetos para distinguir las
distintas concepciones y la manera mas correcta de aplicarlas en diversos contextos: el
saber aplicar los distintos conocimientos en distintos contextos.

Una de las limitaciones del aprendizaje memoristico o verbalista, si no va acompafiado
de un componente deliberado de aprendizaje significativo, es que se saturan las
capacidades cognitivas.““El potencial cognitivo humano a diferencia de un ordenador
no puede manejar con mucha eficacia informacion que se enlaza con él de manera
literal.”” [2] Esto adquiere particular relevancia en el aprendizaje de la Matematica en el
ambito universitario; requiere tanto de parte del alumno como del docente estrategias
que promuevan el enlace significativo de los conceptos, como forma de propiciar un
aprendizaje con sentido para el alumno. La significacion personal implica que el alumno
atraviese un proceso de construccion personal de la informacion recibida, tendiente a
romper con un modelo de aprendizaje repetitivo donde el alumno asimila para luego
reproducir informacion que a corto plazo perdera, o conservard como conocimiento
inherte.

Numerosos estudios acuerdan en subrayar que el aprendizaje de conceptos cientificos
exige como condiciéon fundamental, partir de los conceptos espontdneos con que los
alumnos llegan al aula y que se han originado en la vida cotidiana, por fuera del &mbito
académico. No obstante es sin duda imprescindible la formalizacién racional y
simbolica en alguna etapa de la ensefianza de los contenidos. Pero debe suceder y no
preceder a los procedimientos constructivistas. En las secciones siguientes se detallard
un poco mas algunos aspectos de las teorias del aprendizaje expuestas antes, en el
contexto aplicado a la ensefianza de los conceptos matematicos de limite de sucesiones
y continuidad de funciones, en el curso de Calculo al ingreso a la Universidad.

2. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE LIMITE DE SUCESIONES
Resulta artificial y limitante introducir el concepto de sucesion restringiéndose al
espacio de puntos de una recta. Resulta mas amplio y facil de comprender comenzar por
sucesiones en un conjunto cualquiera, por ejemplo como subconjunto numerado de
puntos de un plano, (que puede ser en el mapa de una regién o de una ciudad, para fijar
ideas), o el conjunto de personas de un pais (que pueden estar ordenadas por su cédula
de identidad).

El concepto matematico de sucesion es uno de esos pocos conceptos para los cuales el
significado usual de la palabra en la lengua espafiola coincide con el de la definicién
precisa matematica general.

(1) Sucesién es un conjunto de cosas que se hallan o pasan una después de la otra
(diccionario Kapelusz de la Lengua Espafiola).

(2) Definicion matematica: Sucesion es una descripcion ordenada, segun la ordenacion
natural®, de elementos de un conjunto no vacio cualquiera A (en la que se admite
repeticiones y ausencias de elementos de A).

Castorina plantea: “Las ideas previas pueden ser un obstaculo o también pueden ser
ideas precursoras” [3] del concepto cientifico que se pretende introducir. Por una parte,
en la definicion matematica abstracta de sucesion, las ideas cotidianas son precursoras.
Pero para eso es conveniente que no estén deformadas por la escolarizacién previa que

* Ordenado segtn ordinales que son los nimeros naturales: 1, 2, 3, ..., n, n+1, ...
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suele definir sucesion de manera restringida y desconectada del significado usual y
general en el lenguaje cotidiano. Por otra parte algunas otras ideas cotidianas
constituyen un obstaculo, por ejemplo algunas ideas previas al concepto de limite de
una sucesion.

La idea intuitiva pero precisa de limite es la siguiente: En el paso n el término de la
sucesion y todos los que siguen van a encontrarse tan cerca como se desee de su limite.
[4]

La idea previa erronea es el tnico modo de acercarse al limite consiste en avanzar hacia
él de forma que en cada paso se esté mas cerca del limite que en el paso anterior. Se
cree que la aproximacion al limite debe mejorar de un paso al siguiente, y que si esto no
sucediera entonces la sucesion no podria ser convergente. El estudiante descarta
equivocadamente el acercamiento al limite con sucesivos avances Yy retrocesos,
creyendo que estos implican la oscilacién permanente y la inexistencia de limite.

El concepto previo aunque equivocado es persistente y resistente. Cuesta convencer al
estudiante de su falsedad. Aunque el alumno reconoce haber entendido un
contraejemplo, no resulta facil que asimile significativamente la afirmacion de que no
toda sucesion convergente es necesariamente monétona. La persistencia de las ideas
previas fue sefialada por diversos autores de las teorias de cambio conceptual en el
aprendizaje. Pozo sefiala en [7] uno de los factores explicativos de la tenaz persistencia
de las ideas previas: “Tomando uno de los tantos términos que delimitan el concepto
diremos que las ideas previas 0 espontaneas surgen de la actividad cotidiana del sujeto
en un proceso de interaccion con el entorno. Sirven entre otras cosas para predecir ese
entorno.” Es necesario lograr el cambio de las ideas cotidianas err6neas; para esto
apelamos no solo a contragjemplos teodricos, sino a nuevas ideas cotidianas que los
ilustren. Un medio, en el caso del limite de sucesiones no mondtonas, puede ser por
ejemplo el siguiente argumento informal pero preciso: Se puede aproximar desde el sur
al punto A del Ecuador, sin alcanzarlo nunca, caminando tres pasos hacia el norte, dos
hacia el sur, y asi sucesivamente tres hacia el norte, dos hacia el sur, cada vez pasos
mas cortos de modo de no alcanzar nunca al punto A pero de aproximarse a él, como
limite asintdtico, en infinitos pasos. La sucesion de pasos no es monoétona y el limite
seria A lateralmente por el Sur.

Recordamos el planteo de Ausubel para quien la condicion mas importante para que el
aprendizaje sea significativo es que pueda relacionarse, de modo no arbitrario y
sustancial, con lo que el alumno ya sabe. Consideramos que el ejemplo anterior tiende a
esa direccion.

3. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

Al introducir el concepto de continuidad de una funcion en el aula suelen aparecer, en
forma més o menos consciente, diversos conflictos cognitivos con ideas cotidianas y
previas. Resulta dificil lograr el aprendizaje significativo del concepto de continuidad de
una funcion, principalmente por la falta inicial de inteligibilidad para el alumno de la
primera de las siguientes definiciones matematicas precisas (aplicable a funciones reales
de una variable real):

(3) Definicién: Un funcion f: D = C es continua en el punto a del dominio D si para
todo & >0 existe 6 > 0 (llamado mddulo de continuidad) tal que |f(x) —f(a)| < ¢ si |x-a|
<9

(4) Definicion: Una funcion f: D = C es continua si lo es en todos los puntos de su
dominio D.

La idea intuitiva previa con la que el estudiante accede al curso universitario es la de
que “la grafica de una funcién continua tiene un trazo continuo”. Eso es incorrecto ya
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que depende de la conexion del dominio de la funcion. Para reconocer el conflicto
puede plantearse la siguiente observacion practica: Si el dominio esta formado por dos
intervalos disjuntos, la funcion puede ser continua aunque su trazo en la representacion
grafica no puede realizarse sin levantar el 1apiz.

De acuerdo con las formulaciones de la teoria del aprendizaje significativo, la definicion
(3) presenta un desafio. Es usualmente repetido el concepto de continuidad de una
funcién en un punto, tanto por estudiantes como por docentes, verbalmente y
desestructuradamente, a lo sumo relacionandolo con propiedades de la grafica de la
funcién y con simbolos de implicacion ldégica. Pero creemos que no es
significativamente comprendido el concepto, entre otros motivos, porque gqueda
desconectado de ideas previas intuitivas y cotidianas.Veamos un ejemplo de como
puede subsanarse este problema.

Ejemplo: Consideremos un aparato f (usemos la letra f de funcion), por ejemplo una
caja con una puerta de entrada, por donde entra la variable independiente “X”, y una
puerta de salida, por donde sale la variable dependiente*Y= f(X)™.

ol Y S e O T

--- Hay un valor deseado a la salida Y, para el cual la entrada deberia ser exactamente
Xo. Es decir f (Xp) = Yo. Ni la variable de entrada ni la de salida se pueden ajustar a
valores exactos siempre, sino que hay errores, imprecisiones que hacen que el valor de
X sea aproximadamente pero no necesariamente igual a Xo y por lo tanto el valor de la
salida Y = f (X) sea aproximadamente pero no necesariamente igual a Yo =1 (Xp).

--- El técnico de matenimiento del aparato debe satisfacer al cliente. El cliente evalta
como funciona la caja observando unicamente lo que sucede en la variable a la salida Y.
En cambio el técnico acondiciona el aparato de modo de satisfacer la demanda del
cliente, ajustando Unicamente la variable de entrada X.

--- El cliente demanda que sea Y = Y, pero admite que la igualdad no se cumpla
exactamente sino con un margen de error maximo € > 0: |Y — Y| <.

--- El técnico entonces ajusta la variable de entrada, pero no puede siempre ajustarla de
modo que X = Xgexactamente. Se admite una tolerancia de variacion a la entrada 6>0: |
X =Xo| <6

--- Finalmente el técnico debe ajustar la entrada con una variacion delta adecuada de
forma que valga la siguiente premisa: | X — Xo| <6 IMPLICA |Y —Y/| < &. Significa
gue se ajusta la entrada con una variacion adecuada que satisface la demanda del
cliente.

Creemos que no alcanza con la exposicion del docente de su propia idea cotidiana
relacionada con el concepto a definir formalmente. Es necesaria una construccion
reflexiva efectuada intra e interpersonalmente a los alumnos. Estas actividades han sido
promovidas mediante un foro de discusion en la que los estudiantes preguntan,
responden e intentan responder, moderado por el docente. Este foro establece una
actividad y actitud social de los alumnos entre ellos y con el docente. Se aprende
Matematica cuando se trata de justificar, sustentar y defender ante los otros los
conceptos aprendidos. Desde la perspectiva de Vigotsky las formas superiores de
conocimiento son socio-generadas. La atencidn, la memoria légica, la formacion de
conceptos, la voluntad, se generan en el plano social y luego se desarrollan en el
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psicologico. Incluso al convertirse en procesos psiquicos su naturaleza mantiene el
rasgo cuasi-social: Hasta a solas el hombre ejercita funciones de comunicacion. [6]

Como conclusion observamos que la definicion precisa (3) planteada anteriormente
es imprescindible en la ensefianza del concepto de continuidad de una funcion. No debe
ser sustituida por las ideas cotidianas o intuitivas que se utilicen para ilustrarla. Pero
debe proceder y no anteceder a la presentacion constructiva de la idea que la ilustra. Y
esta debe ser ajustada con precision al concepto cientifico que se pretende ilustrar.

4. CONCLUSIONES

El racionalismo estd implicito en la actitud observada frecuentemente de encarar
como primera y a veces Unica estrategia de resolucion o de demostracion, tanto por
docentes en sus exposiciones en clase, como por estudiantes en la resolucion de
problemas, el uso exclusivo de premisas logicas racionales sobre los simbolos formales
de las definiciones, apelando a la racionalidad l6gica como calidad innata en el
conocimiento.

El empirismo, el otro polo en las teorias filosoficas clasicas del conocimiento,
también esta implicito en la actitud pasiva, no menos frecuente en docentes y alumnos,
de encarar el aprendizaje como una impresion de conocimientos provenientes del
exterior en una mente rasa, a lo sumo bajo un sistema de estimulo y respuesta, y de
encarar como primera y a veces Unica estrategia de resolucion o de demostracion la
préctica del ensayo y error.

Ambos polos se manifiestan frecuentemente en los textos y las clases expositivas,
acopladas al asociacionismo. Ambos, que son en realidad extremos de un continuo de
actitudes frente al aprendizaje, son necesarias. Pero no son suficientes si hay poca o nula
interaccion continua con las actividades y actitudes sostenidas por las teorias
constructivistas del aprendizaje.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

[1] Miguez, M; Curione, K: Aprendizaje de las Ciencias. Notas del curso de Formacion
Docente UEFI, Facultad de Ingenieria, Universidad de la Republica Montevideo,
2004.

[2] Ausubel, D: Adquisicion y retencién del conocimiento. Una perspectiva cognitiva.
Paidds. Barcelona, 2002.

[3] Bixio, C: Entrevista a José A. Castorina. Constructivismo. Una tesis
epistemoldgica. Revista Aula Hoy, N°2, 1995

[4] Catsigeras, E: Elementos de topologia usados en Calculo. Parte | Espacios
métricos. Parte Il. Sucesiones. Notas para el curso de Calculo 1. IMERL. Facultad
de Ingenieria. Universidad de la Republica. Montevideo, 2004.

[5] Posner, J; Strike, K; Hewson, P; Gertzog, W Acomodacion de un concepto
cientifico: Hacia una teoria del cambio conceptual. (afio 1988). En Porlan, R
&cols (editores) Constructivismo y ensefianza de las ciencias. Diada. Sevilla, 2000.

[6] Vigotsky, L: Génesis de las funciones psiquicas superiores. (afio 1931). Obras
escogidas I11. Visor. Madrid, 1982.

[7] Pozo, I: Teorias cognitivas del aprendizaje. Morata, Madrid, 1993.

575

222351



15

CATSIGERAS, E;
ROVELLA, A;
BUDELLI, R

Contractive piecewise continuous maps modelling

networks of inhibitory neurons. Abstract and slides of
the talk in the 9th. Tamagawa Dynamic Brain Forum,
Auckland , New Zealand, November 7th. to 9th.,2005

2005

15

2231351




Contractive piecewise continuous maps modelling
networks of inhibitory neurons.

Ruben Budelli* Eleonora Catsigerasfand Alvaro Rovella!

15th. August, 2005

Abstract and slides of the talk in the
9th. Tamagawa Dynamic Brain Forum,
Auckland, New Zealand, 2005

Abstract

We consider piecewise continuous maps on a compact region of a finite dimensional
manifold, that separates the distances between the different continuity pieces but are locally
contractive. We prove that generically those maps are assympthotically periodic, having a
finite number of persistent limit cycles. We apply this result to prove that a generic network
of more than two inhibitory neurons phase lock to a periodic behaviour that persists under
small perturbations of the set of parameter values.
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Front faces 1, 2 and 3: Threshold levels of neurons.
Backward faces: Zero levels of voltage of the neurons.

In green: Evolution of
the system while not
firing. A line from
backwards to front,
seen like a point due
to perspective.

In blue: Firing of a
neuron. A line from
the front faces to the
paralell backward
faces.

In red: Negative
synapses. Reduction
of the voltage of other
neurons not fired.



For n neurons: dynamics in a n-
dimensional cube.

G = First return map to the backward
faces of the cube.

F=G o G = Second return map.
Fk= 2k-th. return map.

Atoms of generation k = continuity pieces
of Fk.



* F is piecewise continuous (discontinuity (n-2)-
dimensional lines).

* F is contractive in each continuous piece (with a
well chosen metric in the (n-1) dimensional
dominium of F).

* F has the separation property:

Atoms of the same generation are pairwise
disjoint, so there is a positive minimum distance
between them (if the neurons are not very
different).That is why we choose the Second
return map.



THEOREM 1:
Contractive piecewise continuous maps

that

- In n-122 dimensions
nave the separation property

generica

ly exhibit a persistent limit cycle

(i.e. a periodic attractor that persists under small

perturbations of the map F).

COROLLARY:
Generic networks of n = 3 inhibitory neurons

(that are not very different)

phase lock to a persistent periodic

behaviour.



* GENERIC SYSTEMS: Not all systems but
a dense class of them. If F does not
exhibit a limit cycle, SOME arbitrarily small
perturbation of F does.

 LIMIT CYCLE IS PERSISTENT: If F does
exhibit a limit cycle ANY sufficiently small
perturbation of F also does.



Proof of Theorem 1:
* (A) Atoms of generation k have diameter

< Ak where 0<A<1 is a constant, that exists due
to contractiveness of F.

* (B) If discontinuity lines of F do not intercept
atoms of generation k then some iterate p of F
transforms a atom inside itself. Due to
contractiveness of F (and the Fixed Point
Theorem) there exists a fixed point of F?; so a
pebriodic orbit of F is the limit set of all other
orbits.

* (C) Extend F to small neighborhoods of its
continuity pieces maintaining contractiveness
and the separation property.

* (D) Perturb F using (A), so that the
discontinuity lines of new F does not
intercept the extended atoms. Finally use (B).



n blue: Atoms of generation k of the return map

n . Atoms of an . Any map
perturbed from F has its atoms in the blue and
yellow regions.

In red: the discontinuity lines of F.



THEOREM 2:
Contractive piecewise continuous maps F in

n-1 2 2 dimensions that have the separation
property
and do not have a periodic limit cycle
exhibit a Cantor set attractor

(i.,e.non numerable infinite set, inside which
dynamics is chaotic).

COROLLARY:

Non generic networks of n = 3 inhibitory neurons
do not phase lock to a periodic behavior and
exhibit a Cantor set chaotic attractor.



Proof of Theorem 2:

* (A) Atoms of generation k do intercept
the discontinuity lines of F for all k.

* (B): (A) implies that atoms of all
generations divide in the next generation.

* (C): Contractiveness and (B) imply that
the attractor is a Cantor set.

* (D) The separation property implies that
dynamics inside the attractor is chaotic.
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that separates the distances between the different continuity pieces but are locally contractive.
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Cursillo intensivo de
Elementos de la Teoria Ergddica.

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica. Facultad de Ingenieria.
Universidad de la Reptblica. Montevideo. URUGUAY.
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Curso breve preliminar a la
XIV Escuela Latinoamericana de Matematica,
Balneario Solis, Uruguay, 2005

En este curso intensivo introduciremos a la teoria ergédica de los sistemas
dindmicos deterministas. En la primera parte repasaremos brevemente el enun-
ciado del teorema ergddico de Birkhoff, las definiciones equivalentes de ergodici-
dad y la propiedad de mixing. En la segunda parte repasaremos la definicién de
exponentes de Lyapunov y el enunciado del teorema multiplicativo de Oseledecs,
con ejemplos de sistema hiperbdlico en dimensién dos. Finalmente expondremos
el espacio del shift y transformaciones de Bernoulli.

Programa

1. Sistema dinamico. Objetivo de estudio de la Teoria ergddica desde el
punto de vista de los sistemas dinamicos.

2. Ejemplo de un sistema hiperbdlico (axioma A) que preserva la medida de
Lebesgue en el toro bidimensional.

3. Enunciado del teorema ergodico de Birkhoff.

4. Definicion de ergodicidad y enunciado de propiedades equivalentes a la
ergodicidad.

5. Definicién de la propiedad mixing.

6. Definiciéon de exponentes de Liapunov. Ejemplo.

7. Enunciado del teorema de Oseledets.

8. Ejemplo del shift de Bernoulli
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1 Sistema Dinamico y Teoria Ergodica

Consideraremos sistemas dindmicos a tiempo discreto como iterados de un mapa
T : X — X continuo en un espacio métrico compacto X.

El espacio X puede tener ademas una estructura de variedad diferenciable y
T ser un difeomorfismo de X. En ese caso, denotaremos X como M, y T como
f € Diff'(M).

Denotamos B la sigma dlgebra de Borel en X. Sea p una medida de proba-
bilidad en (X, B), es decir

mw(X) =1

1 se dice T-invariante, o también que T preserva p si
u(T~H(B)) = u(B) Y B € B.

Teorema 1.1 Si X es un espacio métrico compacto y T : X — X es continua,
entonces existen medidas de probabilidad invariantes por T .

Demostracion: Ver [1].
La dindmica de T, es el sistema dinamico cuya érbita futura desde el estado
inicial x € X es

o(z) = {T" () }n>0,

donde T" =T oT o...0oT, n veces, es el iterado n-ésimo del mapa T aplicado
al punto x.

Si T es invertible se define también la 6rbita pasada, para n entero negativo,
y la 6rbita (completa) para n € Z.

El (primer) objetivo de la Teoria Ergédica es estudiar la dindmica de T para
p-c.t.p. x € X, donde p es una medida invariante por 7T'.

2 Ejemplo de sistema hiperbdlico

2 1
11
tificar f con la transformacién lineal invertible de R?, que tiene matriz asociada

Sea en el toro T? el automorfismo lineal f = ) méd(1,1) Podemos iden-

1 1
del toro T?. A menos de esa identificacién, la transformacién lineal con matriz
A coincide con la derivada df,, : T,T? — T, T? en todo punto p € T?.
Por simplicidad denotaremos como f = 2,1,1,1 en T2 al ejemplo de arriba.
Es facil chequear que la matriz A que define a f es diagonizable, con dos valores
propios A, o tales que 0 < A < 1 < 0. Entonces, en todo punto p € T? existen
dos direcciones S, y U, (correspondientes a los subespacios propios) tales que

A= ( 2 1 >, considerando un levantado de f al espacio de recubrimiento R?

ldf(s)| = A"|lsl| ¥n>0¥seS,VpeT?

ldfy (w)|| = o™ |lull Vn>0YueU,Vpe T2,
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Es decir: df contrae hacia el futuro los vectores del subespacio S, con tasa
exponencial log A < 0, y dilata hacia el futuro los vectores del subespacio Up,
transversal a S, con tasa exponencial logo > 0.

En general, un difeomorfismo f : M +— M en una variedad compacta y
riemanniana M se llama uniformemente hiperbdlico (de Anosov), si existe un
splitting

TM =SaeU

del fibrado tangente T'M, y nimeros reales 0 < A < 1 < ¢ tales que

||df;(s)||§)\”||s|| Vn>0VseS,VpeM
ldfy ()|l > o™|lul| Yn>0VYueU,VYpe M.

El ejemplo f =2,1,1,1 en T? es, entonces, un difeomorfismo de Anosov.

Sea m la medida de Lebesgue en T? normalizada para que sea una probabil-
idad.

Proposicion 2.1 La medida de Lebesgue m es una medida invariante por f =
2,1,1,1 en el toro T?.

Demostracion: para todo boreliano B tenemos, haciendo el cambio de variable
q = f(p) la siguiente igualdad:

mld 1 B) = [ x50 @) o) = [ xg10) (@) et )] dmla) =
= [rw@|(§ 1)] dmto = [xt@ dmia) = mim). ©

3 Teorema Ergodico de Birkhoff

Definicién 3.1 Sea T : X — X continua en un espacio métrico compacto. Sea
1 : X +— R una funcién real medible. Sea n > 1 natural. Se llama promedio
temporal o promedio de Birkhoff de v hasta tiempo n a la funcién real:

n—1

1 .
_ = J
o= Y woT,
7=0
Teorema 3.2 (Birkhoff)
Para toda medida de probabilidad p invariante por T, para toda 1 € L*(p),
existe el limite p-c.t.p de los promedios temporales 1, de v. Es decir

n—1

~ 1 :
J¢(z) = lim 721/)0TJ w—ctp xzeX.
7=0

n—-+o0o N 4
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Ademds la convergencia de vV, a QZ es también en L' (), y

[odu= [van

Si ademds ¥ € LP(u) para algin p > 2, entonces la convergencia es también
en LP(u).

Demostracion: Ver [1].

La funcién ’(Z, definida p-c.t.p., se llama promedio temporal asintdtico de .

En particular, si tomamos ) = x g, la funcién caracteristica de un borealiano
B, entonces 1, se llama frecuencia de visitas a B hasta tiempo n:

_#{0<j<n-1Ti(x)eB
- :

n—1
1 .
= — T’
XBa(2) =~ jE_l x5 o T’ (x)

Por el teorema ergédico de Birkhoff, existe el limite de xp,,(z) cuando n — +00
para p-c.t.p. Este limite se llama tiempo medio asintdtico de estadia en el
conjunto B de la érbita futura por el punto x.

4 FErgodicidad

Definicién 4.1 Una medida de probabilidad p invariante por T se llama ergddica
para T' (o T ergddica respecto de m) si para todo conjunto medible B que sea
invariante por T (es decir T-1(B) = B), la medida u(B) es cero o uno. Es
decir:

BeB, t'(B)=B = uB)u(B) =0,

donde B® = X \ B denota el complemento de B.

Teorema 4.2 Si T : X — X es continua en un espacio métrico compacto X,
entonces existen medidas de probabilidad invariantes ergodicas para T .

Demostracion: Ver [1].
Las siguientes afirmaciones pueden tomarse como definicién de ergodicidad,
pues son equivalentes a la Definicién 4.1.

Teorema 4.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) w es ergddica para T.

(b) Para toda funcién ¢ € L*(u) el promedio temporal asintético v es igual al
promedio espacial [ dp p-c.t.p.

(c) Para todo conjunto medible B tal que T~ (B) C B se cumple pu(B)u(B¢) =
0.

(d) Para todo conjunto medible B tal que T~*(B) D B se cumple u(B)u(B¢) =
0.

(€) Para toda pareja (A, B) de conjuntos medibles tales que p(A),u(B) > 0
existe n > 1 tal que T~"(A) N B (transitividad medible).
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(g) 1 es un punto extremal de conjunto (que es convexo) de medidas de prob-
abilidad invariantes por T. Es decir p = apq + (1 — a)ps para py # pe medidas
de probabilidad invariantes y 0 < a < 1 real, solo si a es cero o uno.

(h) Para toda funcidn real continua v : X — R el promedio temporal asintdtico

1 es constante p-c.t.p.
Demostracion: Ver [1].

Corolario 4.4 u es ergddica si y solo si para todo boreliano B el tiempo medio
asintdtico de estadia X p(z) es constante igual a u(B) para p-c.t.p. r € X.

Demostracion:  El “solo si” se deduce inmediatamente de la propiedad (b)
del Teorema 4.3. El “si”se demuestra por el proceso de induccién clasico que
permite pasar de la integral abstracta respecto a una medida en las funciones
caracteristicas de los borelianos, a las funciones simples, luego a las funciones
medibles no negativas, y finalmente a L (). O

Corolario 4.5 p es ergédica si y solo si para toda pareja de borelianos (A, B)
se cumple
X T ()0 B)

n—-+4oo n

= j(A) - u(B).

Demostracion: Aplicando el teorema de convergencia dominada, el Corolario
4.4 y el teorema ergédico de Birkhoff, deducimos:

YL wTi(A)NB) o :
nkrfoo = n :ngrfoo (.Z%XAOT]) "XB d/l:
j=

— [ xwdn =) [ xwdu=p4)-u(B). O

Teorema 4.6 La medida de Lebesque m es ergédica para el difeomorfismo lineal
2,1,1,1 en el toro T2.

Demostracion: Es un corolario inmediato de las Proposiciones 77 y 8.5, y del
Teorema 8.6 que enunciaremos al final de esta exposicion.

Teorema 4.7 La medida de Lebesgue en el circulo S' es ergddica para la rotacion
irracional f : S* +— S definida por

f(z)=e?2 VzeS'={z€C: |z|=1},
donde a € R es una constante irracional.
Demostracion: Ver [1].

Teorema 4.8 (Descomposicién ergédica) Un conjunto medible B cumple
w(B) =1 para toda medida de probabilidad p que sea invariante por T si y solo
st v(B) =1 para toda medida de probabilidad v ergddica para T.

Demostracion: Ver [1]
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5 Propiedad mixing

Sea T': X +— X una transformacién continua en un espacio métrico compacto
X, y sea  una medida de probabilidad invariante por T'.

Definicién 5.1 La medida p invariante por T' llama mizing para T (o se dice
que T es mixing con respecto a la medida u), si para toda pareja (A, B) de
conjuntos medibles se cumple

lim pu(T7"(A)NB) = p(A)u(B).

n—-+00

Proposicién 5.2 Si p es mizing para T entonces p es ergodica para T

Demostracion: Aplicando la definiciéon de mixing, y teniendo en cuenta que
cuando existe el limite L de una sucesidn, el limite a la Césaro (es decir el limite
del promedio aritmético de los primeros n términos) es igual a L, resulta la
igualdad del Corolario 4.5. Entonces u es ergddica. O
Contraejemplo: La medida de Lebesgue m para la rotacién irracional en el
circulo es ergédica (Teorema 4.7), pero no es mixing. En efecto, sea a € R\ Q, y
sea f(z) = €'?™.z para todo z € S'. Considérense dos intervalos abiertos I e I
de longitud menor que a/4 en el circulo. Si existe n > 1 tal que f™(I1) NIy # 0,
entonces f"T1(I;) N Iy = (. Entonces m no puede satisfacer la definicién de
mixing. O

Teorema 5.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) p es mizing para T.
(b) Para toda pareja de funciones 1, ¢ € L*(u) se cumple

i [(woTodu= [van [odn

n—-+oo

Demostracion (b) implica (a) inmediatamente tomando ¥ = x4,¢ = xp para
dos borelianos cualesquiera A y B. Por otra parte (a) implica (b) por el proced-
imiento clasico de induccién que permite computar la integral abstracta respecto
a una medida p pasando de las funciones caracteristicas a las funciones simples,
de estas por convergencia mondétona a las funciones medibles no negativas, y de
estas por linealidad y definicién de integral abstracta, a las funciones en L!(1).

O

6 Exponentes de Lyapunov

Se dard durante el curso.

7 Teorema de Oseledecs

Se dara durante el curso.
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8 Shift y medidas de Bernoulli

Sea k > 2 un nimero natural fijo. Llamamos alfabeto al conjunto X = {1,2,... k}
dotado de la topologia discreta (todo conjunto es abierto y cerrado).

Definicién 8.1 El espacio del shift (completo y bilateral) de k simbolos, es el
conjunto ¥ = k% de todas las sucesiones

x=A{xntnez: xn €N VneZ,

dotado de la topologia producto. Por el teorema de Tichonov, ¥ es compacto.
Sean dados | € Z y s € N. Sea (ag,...,as) € X*T! una (s + 1)-upla de
elementos del alfabeto 8 = {1,..., k}. Definimos cilindro

Cl,s,(ao,“.,as) = {l’ €eX: = ag, ..., Tj4+s = as}-

Es estdndard (aunque engorroso) probar que la familia de todos los cilindros
generan la sigma-algebra de Borel de .

Definicién 8.2 Sea p = (p(1),p(2),...,p(k)) € R* un vector de probabilidad.
Esto es

k
0<p(i)<1 VieR={L2.. k} y > p(i)=1
i=1

En el dlgebra generada por las uniones finitas de cilindros disjuntos dos a
dos, definimos la premedida v tal que para todo cilindro se cumple:

V(Cis (ar,..vay)) = Plar)p(az) ... p(as).

Por el teorema de extension de premedidas, existe una tnica medida v en la
sigma-algebra de Borel de ¥, que cumple la igualdad anterior para todos los
cilindros. Tal medida v se llama medida de Bernoulli en el espacio del shift
(completo) X, con vector de probabilidad p. Es inmediato chequear que v(X) =
1; es decir, la medida de Bernoulli es una probabilidad.

Proposicion 8.3 Toda medida v de Bernoulli en el espacio del shift es mizing.

Demostracion: Dados dos cilindros C' y C’, por definicién de cilindro y por
definicién del shift o, existe ng > 1 tal que ™ (C)NC’' # OV n > ng. Més
precisamente, si

C:={zeX:x;=ag,...,Tits =as},

C'={zxel:iay=aj,...,vprsy =ay},

entonces para todo n > (I +s) — 1’ + 1, se cumple
a"(C)nC' =

. _ _ — 4/ _
{re¥ i n=a0,...,%4sn=0as, Ty =ag, ..., Tyyy = ag}
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= U {zeX:ia_pn=ag, .., Tits—n = s,
{brts—nt1,-0p _1):bi€{l,... .k} }

Tits—nt1 = Oips—nt1y - s T0—1 = biys—n+1,
!
Ty = Qgy oo T4 = as’}'

La unién en esta ultima igualdad es de cilindros disjuntos dos a dos. Luego, por
la aditividad de la medida v, tenemos:

W(o™(C) N ) =
Z V({l'EE5113[—n:a07~--a17l+s—n:aa
{(r4s—nt15-sbpr_q)bs€{1,....k}}
Tits—nt1 = Dips—nt1, - o5, T1—1 = i s—nt1,
/
Ty = Qgy -5 T s = as’}) =

k

oy Ly

bits—nt1=1 by =1
p(a0)7 v 7p(a’8)? p(bl+8—n+1)7 RRE) ’p(bl+8—ﬂ+1)’ p(aé)’ s 7p(a'5') =
= (plao)--plas)) (p(ap), - plas)) = w(C) - v(C")

Entonces para toda pareja de cilindros C' y C’ con v-medida positiva existe
no > 1 tal que 6™ (C) N C" # §. Como los cilindros generan la sigma algebra en
el espacio del shift, entonces 0" (B) N B’ # () para toda pareja de medibles con
v-medida positiva. O

Definiciéon 8.4 Sea T : X — X una transformacién continua en un espacio
métrico compacto y sea p una medida de probabilidad invariante por T. La
medida p se dice que es de Bernoulli para T si existen una transformacion
bimedible (medible, invertible, con inversa medible)

h: X2,

donde ¥ es el espacio de un shift (completo) o : ¥ — X, y una medida v de
Bernoulli para o, tales que

hoT=0o0h p—ctp. y pu(B)=v(h(B)),
para todo B C X medible.
Proposicion 8.5 Toda medida de Bernoulli p para T es mizing; luego es ergddica.

Demostracion Por definicién, el isomorfismo h de espacios de medida que lleva
el espacio de medida p preservado por T : X — X en el espacio del shift
o : k% — k” con la medida de Bernoulli v, satisface ho T = T o h p — c.t.p.
Como v es mixing (c.f. Proposicién 8.3), entonces es inmediato verificar que p
también lo es. 0.
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Teorema 8.6 La medida de probabilidad de Lebesgue m en el toro T2 es una
medida de Bernoulli para el difeomorfismo lineal f =2,1,1,1.

Demostracion: Primero chequear, usando que los vectores propios de la matriz

A= ( ? 1 ) tienen pendiente irracional, que f es topoldgicamente transitivo,

es decir:

Para toda pareja de abiertos no vacios U y V existe n > 1 tal que f~(U)N
V #£ 0.

Luego, usar el siguiente teorema, cuya demostracién es practicamente todo
el libro [2], usando la existencia de las llamadas particiones de Markov:

Para todo difeomorfismo de Anosov topolégicamente transitivo que preserva
una medida positiva sobre abiertos, esta medida es de Bernoulli.

Referencias

[1] Manié, Ricardo: Introducdo ¢ Teoria Ergddica - IMPA, Projeto Euclides, Rio
de Janeiro, 1983.

[2] Bowen, Rufus: Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Diffeo-
morphisms Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-
New York, 1975.
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MICROEXPERIENCIA DE ENSENANZA EN CALCULO
1-033

Eleonora Catsigeras
IMERL - Facultad de Ingenieria -
Universidad de la Republica
Montevideo, Uruguay
eleonora@fing.edu.uy

Resumen: E/ afio pasado se realizo una experiencia de ensefianza en algunos
temas del curso de Célculo 1 de la Facultad de Ingenieria. Se probaron
estrategias, quizas no innovadoras, pero si diferentes a las usadas hoy en dicha
asignatura. Integré dos técnicas, una de ensefianza presencial y ofra de ensefianza
a distancia.

La ensefianza presencial fue el pilar de la experiencia. Tuvo dos componentes:
Clases de consulta con el profesor:

Z
Z Clases practicas, sin presencia del profesor: Dedicadas al trabajo en equipo
estudiante-estudiante. Coordinadas por estudiantes tutores.
La ensefianza a distancia tuvo también dos componentes:

Z Clases grabadas: Exposiciones teérico-practicas del docente, grabadas en
soporte informatico. Presentadas en CD conteniendo videos con imagen y audio a
tiempo real.

2 Tareas domiciliarias: Pautadas detalladamente por el profesor. Revisadas
semanalmente estudiante-estudiante y docente-estudiante.

1. Introduccion.

En contra- semestre al dictado curricular del curso de Calculo 1 en la Facultad de
Ingenieria, se realizé el aino pasado en el IMERL, con apoyo de la UEFI, una
experiencia de ensefianza en los temas mas delicados de dicho curso. Fue una
prueba piloto (sin adquisicion de créditos curriculares) de la combinacion de varias
estrategias de ensefianza. Ninguna de ellas por si sola es una estrategia novedosa,
pero su combinacién equilibrada resulta innovadora, por lo menos en lo que se
refiere a procedimientos diferentes de los utilizados hoy en dicha asignatura. Algunas
de las actividades y materiales utilizados en la experiencia no habian sido hasta el
momento ensayados en un curso de ingreso del plan 1997 en esta Facultad.

Integré una técnica clasica de ensefianza presencial con una técnica de ensefianza
a distancia. Durante las clases presenciales se enfatizé la comunicacion fluida, multi-
direccional  (estudiante-docente,  docente-estudiante, estudiante-estudiante),
personalizada en grupos de clase reducidos, y adaptada a la diversidad de intereses
y condiciones de los alumnos, uno a uno, pero integrados en un pequefio grupo; y a
la motivacion y experiencia tanto de ellos como del docente. En el llamado inicial, al
principio del desarrollo del programa, y en un par de oportunidades durante o al final
del mismo, se hicieron explicitas estas motivaciones e intereses, tanto por parte de
estudiantes como del docente, asi como la marcacion de limites de competencia,
actividades, responsabilidades y expectativas de cada uno y de la experiencia en si.
La dinamica grupal de la reunion de presentacion fue organizada por la Unidad de
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Ensefianza de la Facultad de Ingenieria (UEFI), y las siguientes fueron discutidas y
monitoreadas con personal especializado de esta unidad.

Se evidencid en la actividad de estudiantes y docente, una descontraccion
espontanea, fuerte y muy positiva del clima de trabajo al avanzar el semestre, y un
aumento significativo de la atencién por los intereses colectivos, de la auto-critica
sobre desempefio y comprension de los conceptos del curso, y auto-evaluacion de la
actividad de cada uno y en equipo.

Las clases a distancia concentraron el contenido expositivo, informativo, los ejemplos
resueltos, y los fundamentos tedricos del curso, que llevan actualmente
practicamente todas las horas de clase en Calculo 1. Fueron grabados (sdlo para los
temas tratados durante esta experiencia de prueba) en soporte informatico, con
video de pizarrones y audio simultaneos a tiempo real. La asistencia a esas clases a
distancia fue parte del trabajo domiciliario de los estudiantes cursantes, junto con
otras tareas domiciliarias que incluian el estudio en formas mas o menos
convencionales (bibliografia, ejercicios) y no convencionales al ingreso (trabajo en
equipo). El trabajo domiciliario estuvo pautado detalladamente y monitoreado
semana a semana por el docente durante las clases presenciales y por los
estudiantes tutores en las clases practicas sin presencia del profesor.

La combinacién de ambas técnicas permitid6 maximizar el rol orientador y formador
del docente y la interaccion formativa entre pares estudiantes, debido al énfasis,
durante toda esta experiencia, de las clases presenciales en grupos muy reducidos.
El pilar de la experiencia estuvo sustentada en pocas horas de clases presenciales.
En cambio el trabajo por parte del estudiante estuvo cargado de muchas horas de
actividad a distancia, solo y en equipo, sin la presencia del profesor. La cantidad de
horas netas semanales de dedicacién del estudiante fue aproximadamente la misma
que la prevista en el programa de Calculo 1 del plan 1997, pero balanceadas de
modo diferente: 75% domiciliario o en equipo sin profesor, y 25 % en clase
presencial con el profesor.

2. Antecedentes y motivaciones

2. A) Situacion de “masividad” en Calculo 1.

Hoy esta en desuso en Calculo 1 la ensenanza- aprendizaje en grupos reducidos de
estudiantes, asi como la evaluacién continua durante las clases (o por lo menos el
monitoreo permanente y exhaustivo del docente) sobre el desempefio real, en
equipo o individual, de los estudiantes.

En 2004 hubo 1900 estudiantes inscriptos a Calculo 1. Las técnicas de ensenanza
personalizadas no son aplicables con los escasos recursos docentes (4 profesores y
11 docentes asistentes o ayudantes durante 2004) si no se dispone de algun
sustituto material para el dictado de clases expositivas.

Durante el primer semestre de 2004 en Calculo 1 se dictaron 135 horas-grupo por
semana ( = 18 grupos por 7,5 horas por semana por grupo) de clases expositivas
tedricas y practicas.

Las clases como ahora planteadas casi inevitablemente son magistrales y
expositivas, y las evaluaciones son cuantitativas. Dejan practicamente tiempo nulo a
la formacion y atencién de intereses y motivaciones diversos, tanto de estudiantes
como de docentes. No es la unica metodologia posible, pero resulta en los hechos
la aplicable bajo la actual relacion de numero de estudiantes sobre cantidad de
recursos humanos y materiales.

Tampoco existe casi oportunidad, por el anonimato en la asistencia a clases
multitudinarias, al didlogo docente-estudiante y estudiante-estudiante, ni de formar
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tempranamente en los semestres al ingreso a nuestra Facultad las pautas de
comportamiento responsable necesarias para la carrera y el desempeio
universitario.

Resulta muy dificil durante los primeros cuatro meses del semestre de ingreso a la
Facultad, durante el curso de Calculo 1 la explicitacién del contrato inherente de
ensefianza-aprendizaje, la maduracion en el estudio, la delimitacion de
competencias diferentes de estudiantes y docentes, los derechos y deberes de cada
uno, la auto-critica y auto-exigencia imprescindibles sobre profundidad de
conocimientos, comprension y desempefio, entre otros.

Creemos que continuar en esta situacion no es deseable, intentamos experimentar
algun cambio posible sustentado en algunas pruebas empiricas concretas, como la
que realizada durante 2003 y que motiva esta ponencia.

2. B) Una experiencia previa de ensefanza con material multimedia en
Calculo3.

Durante el afo 2001 se realizd una experiencia de grabacion en soporte informatico
del curso de Calculo 3 (tercer semestre curricular), con el total del contenido
expositivo tedrico y practico de dicho curso.

De los resultados de evaluacion obtenidos ese aino y de un cuestionario efectuado
al total de estudiantes asistentes a las evaluaciones se obtuvo lo siguiente:

2. B) 1. Quienes asistieron a todas las clases presenciales expositivas tuvieron en
promedio similar desempefio, habiendo usado o0 no el disco con las clases
grabadas. Obtuvo el mejor resultado promedio el subgrupo de estudiantes que
asistia regularmente a la clases practicas y de consulta presenciales (ademas de las
clases expositivas, ya sea presenciales o grabadas en disco).

2. B) 2. ElI promedio del desempefio global ese afo fue algo mejor que en afos
anteriores. Uno de los factores, (recogiendo la opinién manifestada por los
estudiantes ese afio), fue que las clases grabadas permitian “rellenar los huecos”,
y “adaptarse a la velocidad de asimilacion y comprension de cada uno”.

2. B) 3. El desempeio promedio en las evaluaciones de aquellos estudiantes que no
habian asistido a casi ninguna de las clases presenciales (por motivo de trabajo,
sociales u otros) fue significativamente peor que el de los que si habian asistido
regularmente a ellas.

2. B) 4. Entre quienes no asistieron casi nunca a las clases presenciales el
desempefio en las evaluaciones de quienes habian utilizado las clases grabadas
fue bastante préximo al de los que si habian asistido a las clases presenciales, muy
superior que el de quienes no asistieron ni a las presenciales ni a las grabadas.

2. C) Micro-experiencia durante 2002 en Matematica Discreta 1.

Durante el primer semestre de 2002 se realizaron, sin efecto curricular,

experiencias de clases de consulta sistematicas y sostenidas durante un semestre
completo. Se dictaron para un grupo muy reducido de estudiantes del curso de
matematica Discreta 1. (Dicho curso correspondia al semestre inmediato anterior,
segundo semestre curricular de la carrera).
Fueron clases de consulta planificadas, con pauta previa de estudio y marcacién de
trabajos domiciliarios. La dinamica de las clases incluyé el monitoreo docente del
trabajo domiciliario por parte de los estudiantes, que debian realizar en equipo.
Durante la clase de consulta se enfatizaron las presentaciones orales (preparadas o
no) de estudiantes, con planteos de preguntas acompafiadas de ensayos de
respuesta. Las intervenciones docentes trataron de limitarse a la guia o la
concrecion final de las respuestas, o la correccidon de los errores de los estudiantes.
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3. Descripcion de actividades.

En la micro-experiencia del afio 2003 en Calculo, sobre la cual trata esta ponencia,
traté de recogerse y combinarse las experiencias anteriores, para aprovechar las
ventajas de ambas y complementarlas. Participaron 18 estudiantes voluntarios (8
hasta el final), un docente del IMERL, y docentes y técnicos de la UEFI. Los
estudiantes se integraron en tres categorias segun sus propias motivaciones:
cursantes, tutores y técnicos. Los estudiantes cursantes y tutores participaron en la
ensefanza-aprendizaje referidas al curso de Calculo 1, en roles complementarios e
integrados, y los estudiantes técnicos facilitaron la creacion, distribucion y uso de
materiales multimedia por parte del docente y los demas estudiantes.
La ensenanza presencial fue el pilar de la experiencia. Estuvo compuesta de dos
tipos de actividades:
Z Clases de consulta: Dedicadas al rol orientador y formador del profesor.
Fueron clases muy personalizadas, no individuales pero en un grupo reducido de
hasta 10 estudiantes. Requeirieron a los estudiantes una preparacion previa muy
intensa, mediante trabajo domiciliario individual y en equipo. Los “deberes” fueron
pautados por el profesor semana a semana. El énfasis durante las clases de
consulta estuvo puesto en las exposiciones orales e intervenciones de los
estudiantes.
Z Clases practicas, sin presencia del profesor: Consistieron en reuniones de
trabajo en equipo estudiante-estudiante. Fueron coordinadas por los estudiantes
tutores. El énfasis durante las mismas estuvo puesto en el intercambio entre pares
de preguntas y respuestas, después de realizar los deberes. El docente pautd
semana a semana como “Objetivo de forma” para la actividad concreta de las clases
practicas (que se realizaron sin presencia del profesor) la preparacion por parte del
equipo de estudiantes, coordinado por el o los tutores, de un documento relatorio de
preguntas e intentos de respuesta, sobre los temas marcados u otros, vy
programacion de temas a tratar, para la siguiente clase de consulta con el profesor.
La ensefianza a distancia estuvo compuesta de dos tipos de actividades:
Z Clases grabadas: Estuvieron dedicadas al rol expositor e informador del
profesor. Consistieron de exposiciones tedrico-practicas del docente, grabadas en
soporte informatico, y presentadas en CD conteniendo videos con imagen y audio a
tiempo real. Su cometido basico es similar al de las clases presenciales de Caélculo 1
que se dictan hoy a grupos grandes, y como ellas deben ser complementadas y
reafirmadas mediante el estudio de la bibliografia del curso, pero son aun asi clases
con contenido suficiente, autoreferido e independiente de la biliografia.
Z Tareas domiciliarias: Fueron pautados detalladamente por el profesor. Hubo
énfasis en marcar prioridades por parte del docente, segun intereses, motivaciones y
dificultades de los estudiantes. El trabajo domiciliario, de estudio y realizacién de
ejercicios, asi como el resultado neto del trabajo en equipo de estudiantes, fue
revisado semanalmente (o monitoreado) exhaustivamente de modo estudiante-
estudiante y docente-estudiante. Se fue llevando una tabla de calificaciones
conceptuarles de control semanal y sin efectos curriculares.

4. Algunos resultados y conclusiones.

La metodologia a distancia permiti6 minimizar durante el tiempo de las clases
presenciales de esta experiencia piloto, las exposiciones del docente, asi como
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eliminar (durante esta experiencia) las clases magistrales con asistencia
descontrolada y anénima. Permitié renovar y aprovechar las enormes ventajas que
tiene el conocimiento personal mutuo estudiante-docente y estudiante-estudiante. Se
pudo renovar la vieja estrategia de trabajo y estudio en equipo de estudiantes, y de
preparacion previa e intensa para optimizar el aprovechamiento de la siguiente clase
presencial con el profesor.

Durante la experiencia se pudo crear una conciencia de responsabilidad y autocritica
individual en el proceso de aprendizaje-ensefianza, al tener que comunicar y
convencer a sus pares sobre razonamientos y resoluciones concretas, anteponiendo
razones fundadas a la urgencia de coleccionar ejercicios resueltos y respuestas de
examenes o parciales anteriores.

Permiti6 también tomar conciencia del compromiso personal en el proceso
colectivo de ensefianza-aprendizaje: Al poco tiempo de iniciada esta experiencia, los
propios estudiantes advirtieron, por ejemplo, que la repeticiéon de las mismas
preguntas al docente, realizadas por estudiantes “desfasados” unos con otros, en
forma individual, asi como la falta de preparacion previa y en equipo a la clase de
consulta presencial con el profesor, o la falta de intercambio previo de preguntas y
respuestas entre estudiantes mediante trabajo coordinado, provocaba el atraso de
uno o mas de ellos frente a otros. Esto significaba el atraso del grupo, con la
consecuente reduccion del alcance de los temas que se cubririan durante la
experiencia, y el riesgo de no alcanzar el objetivo que se proponian de “preparar el
examen”.

En ello influyé que no hubo examenes, parciales, ni pruebas con efectos curriculares
en los temas ensefados, ni instancias distorsionantes o artificiales que
interrumpieran el proceso y los tiempos naturales de asimilacién y maduracion de
ideas aprendidas. (La evaluacion final y curricular estaba relativamente lejana en el
tiempo a esta experiencia de ensefianza, y por otra parte su contenido y su exigencia
serian independientes de lo que se aprendiera en esta.)

Los datos cuantitativos que hemos relevado son los de aprobacion en las
evaluaciones curriculares realizadas en los seis meses siguientes, a los estudiantes
cursantes que participaron de la microexperiencia. De los ocho estudiantes que
permanecieron en actividad hasta el final, cinco eran cursantes y tres tutores. De los
estudiantes cursantes, (todos re-cursantes por segunda o tercera vez del curso
curricular, y alguno reprobado varias veces en los examenes), no todos se
presentaron al examen en la primera oportunidad que tuvieron después de finalizada
esta experiencia. Solo cuatro estaban en condiciones reglamentarias para hacerlo.
Tres lo hicieron en diciembre de 2003, aprobando dos de ellos con calificaciones
elevadas y reprobando el tercero. Este y el cuarto estudiante rindieron el examen en
febrero. Reprobd uno (el mismo que habia reprobado en diciembre) y aprobd otro
con calificacion media. Finalmente aquel se inscribié al curso del afio 2004
curricular y reglamentado, y exoneré del examen con nota media.

Creemos que el hecho de inscribirse a participar de la misma, ya denotdé por parte
de estudiantes tutores y cursantes una actitud muy sesgada hacia el lado positivo,
para que la experiencia pudiera ser exitosa. Ademas la edad promedio y el hecho de
no ser recién ingresados a la Facultad, también fueron un sesgo hacia el lado
positivo. Por ese motivo, no podemos concluir que los procedimientos de la misma
sean aplicables a gran escala, a una poblaciéon de 1900 estudiantes. No creemos
que sea viable esa induccién. No lo seria debido al trabajo y dedicacién de recursos
humanos que exigen los procedimientos empleados, aunque se sustituyeran todas
las clases expositivas del curso de Calculo 1 por clases grabadas para asistir en
domicilio.
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Sin embargo, en lo que se refiere a motivacién y formacion del docente participante
de esta experiencia, (y de aunque sea solo 4 0 5 estudiantes voluntarios en mas de
mil), el hecho de conseguir un ambito realmente descontraido pero mucho mas
exigente que las clases convencionales de hoy en dia, tanto a nivel académico
como universitario, tanto hacia los estudiantes como hacia el docente, en una
asignatura que presenta grandes retos pedagoégicos como Calculo 1, creemos que
valié la pena. Fue un privilegio para quien presenta esta ponencia, la oportunidad de
participar en la experiencia referida.
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SRB measures and ergodicity of certain almost
hyperbolic diffeomorphisms with a tangency:.

Eleonora Catsigeras and Heber Enrich *

Abstract of the talk in the
International Conference on Dynamical Systems,
Rio de Janeiro, Brasil, 2000

Dedicated to the 60th. Anniversary of Jacob Palis

We study, under generic conditions, C? diffeomorphisms in the 2-dimensinal torus, ob-
tained from Anosov by an isotopy pushing together the stable and unstable eigenvalues of
a fixed point to join in a double 1, and the invariant manifolds to be tangent. We prove
the following theorem:

Generically such diffeomorphisms are conjugated to Anosov and for a finite codimension
subset of them, there exist a SRB measure and an unique ergodic attractor.

We consider some diffeomorphisms inspired in the examples of Lewowicz [L 1980]. We
first prove that they are topologically conjugate to Anosov (with a conjugation that is not
necessarily Holder nor absolutely continuous). Second, we prove that such systems exhibit
only one ergodic attractor, as in Palis’conjecture [P 1999]. There is not a uniform separation
between positive and negative Lyapounov exponents. But they are examples with non-zero
Lyapounov exponents for Lebesgue almost all regular points, that have a SRB measure as
in Viana’s conjecture [V 1998|.

We weaken together the stable and unstable directions. Some technical difficulties arise:
First, the angle between stable and unstable foliations accumulates in zero, so there is not
uniform transversality. Second, the weak invariant manifolds are not C? (although they
are C'), so we are faced to study the tangency between stable and unstable manifolds

with other tools than the usual geometrical approach. Third, the unstable foliation is not

*Both authors work at IMERL Universidad de la Reptiblica(Uruguay). E-mail: enrich@fing.edu.uy
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necessarily Holder continuous, so we could not compare lengths of unstable arcs of nearby
points, to get a bound of the unstable lenght distortion. Fourth, the Lyapounov exponents
become zero in a dense set of points.

The diffeomorphisms we study are of two classes: first, the linear part at the fixed point

: 1 a -1 a .
is of the form ( 01 0 1 with a # 0.

Let us give some examples, taken from [L 1980]: for ¢ € [0, 1] consider the family given
by

) with a # 0, or second, it is of the form

Fi(z,y) = (2.1' +y— ;T[sin(%m’) cos*(my)], x+y-— ;T[sin(%m’) COSQ<7Ty)]>

in the two dimensional torus [0, 1] x [0,1]. For ¢ = 1, we have a map in the first class. An

example in the second class is the following:

t t
Fi(x,y) = <—2x —y+ 2—[51n(27rx) cos’(my)], —x—y-+ 2—[sin(27rx) COSQ(TI'y)])
T T
References
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hyperbolic diffeomorphisms with a tangency:.
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1

265/ 351



266 /351



267 /351



268 /351



269 /351



270/351



271/351



2721351



2731351



2741351



275/351



276 /351



2771351



278 /351



International Conference on Dynamical Systems 2000
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INTERNATIONAL CONFERENCE ON DYNAMICAL SYSTEMS
IMPA, Rio de Janeiro, July 19 - July 28, 2000
Dedicated to the 60th anniversary of Prof. Jacob Palis
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_u ! orlum~ ., | Multifractal Formalism for Dimensions and Entropies
Ricardo M afné
11:15- 12:00 .
Auditoriom C. G. Moreira, IMPA

Ricardo M ané

Homoclinic Tangencies and Fractal Invariantsin Arbitrary Dimension

14:30 - 15:15 Invited Sessions

15:45 - 16:30 Invited Sessions

16:4“'.5 ) 1.7: 30 D. Anosov, Steklov Institute, M oscow
Auditorium

Ricardo M afné

Some Geometrical Problems Related to the Flows on Closed Surfaces

I nvited Sessions
14:30 - 15:15 15:45 - 16:30
L. Mora, IVIC S. Marmi, Universitadi Udine
Room 224 A Complement to the Connecting Quasianalytic Continuation Beyond
Lemma of Hayashi Natural Boundaries
o V. Baadi, CNRS and Université Paris- Y. Kifer, Hebrew University
Auditorium Sud (Crsay)

Ricardo Mané

A Dimension Gap for Continued
Fractions with Random Diqits

Almost Sure Rates of Mixing for
Random Unimodal Maps

Auditorium |1

M. A. Teixeira, IMECC-UNICAMP
Reversible and Hamiltonian V ector

Fields on R4 with Resonances

C. Moraes, UFRJ
Anosov Flows with Transverse Torus
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9:00 - 9:45
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Ricardo M afné

M. Herman, CNRS and Université Paris VI
Existence of an dliptic periodic geodesic by C2- perturbation of a metric of

strictly positive curvature on the 2-sphere
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Auditorium
Ricardo M ané

G. Swiatek, Pennsylvania State University
Remarks on Complex Extensions of Real Maps
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15:30 - 16:15 Invited Sessions
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Auditorium
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On the Mathematical Contributions of Jacob Palis

Invited Sessions
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Complex Dimensions
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icardo Mane | rha Minimal Entropy Problem Smooth Dynamical Systems
V. Araljo, Universidade do Porto J. Alves, Universidade do Porto
Auditorium I1 Infinitely Many Stochastically Stable Stochastic Behavior of Non-uniformly
Attractors Expanding Dynamical Systems
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M. Shishikura, Hiroshima University

Auditorium 1 Hyperbolic Automorphisms and Totally Invariant Varieties of
Holomorphic Motionsin C2 Holomorphic Maps of PP
Auditorium M. J. Pacifico, UFRJ A. Wilkinson, Northwestern University

Ricardo Mané

Maximal Transitive Setsfor C1 Flows

Cl Density of Stable Accessibility

Auditorium |1

A. Blokh, University of Alabama at
Birmingham
On Dynamics and Topology of Some

N. Chernov, University of Alabama at
Birmingham
Small Perturbations of Dispersing

Polynomials

Billiards
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International Conference on Dynamical Systems 2000

C. Gutierrez, ICMC/USP Sdo Carlos

E. Catsigeras, Universidad de
Montevideo
SRB Measures and Ergodicity of

Room 236 On Cr Closing-Lema for Fows on Two-
manifolds Certain amost Hyperbolic
diffeomorphisms with atangency
R. Krikorian, Ecole Polytechnique,
= - Paris B. Fayad, Ecole Polytechnique, Paris
oom Global Reducibility of SU(2) and SL(2, | Reparametrization of Irrational Flows
R)-valued Quasi-periodic Cocycles
A. Albouy, Bureau des Longitudes, H. Broer, University of Groningen
Room 228 Paris KAM theory: Multiperiodicity in
Why are the Keplerian orbits closed? Dissipative and Conservative Systems
Posters

Universal Evolution Criterion of Glansdor ff-Priggine Fails on Strange Attractors

Ladislav Andrey, ICS-ASCR

Variational Methods and Homaoclinic Orbits of Hamiltonian Systems

Patrick Bernard, Univ. Dauphine

Fixed Points, Amenability and Concentration of Measure

Vladimir Pestov, Victoria University of Wellington, New Zealand

A Minimax Selector for a Class of Hamiltonians on Cotangents Bundles

Hector Sanchez-Morgado, UNAM, Mx
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IMPA

INTERNATIONAL CONFERENCE ON DYNAMICAL SYSTEMS
IMPA, Rio de Janeiro, July 19 - July 28, 2000
Dedicated to the 60th anniversary of Prof. Jacob Palis

July, 25 - Tuesday

Agl;g(i’téﬁ:jri M. Lyubich, SUNY at Stony Brook

Ricardo Mafié Foliated Structures of Some Spaces of Dynamical Systems
10: 1.5 ) 1.1: 00 R. Roussarie, Université de Bourgogne, Dijon
Auditorium

Exponential Confinement of Chaos

Ricardo M ané

11:15-12:00 Invited Sessions

12:30 - 15:00 Posters

15:30 - 16:15 Invited Sessions

16:30-17:15
Auditorium
Ricardo M ané

F. Ledrappier, Ecole Polytechnique, Paris
L ocal Characteristics for Non-Uniformly Hyperbolic Measures

Invited Sessions
11:15- 12:00 15:30- 16:15
L. Bunimovich, Georgia I nstitute of V. Donnay, Bryn Mawr College
Auditorium | Technology Embedded Surfaces with Ergodic
Hyperbolicity and Astigmatism Geodesic Flow are Dense

C. Baesens, University of Warwick

Auditorium Order-preservation in Cooperative K. Khanin, Cambridge University
Ricardo Manié |Networks of Overdamped Inertial Minimizers of Random L agrangians
Units
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International Conference on Dynamical Systems 2000

Stefano Luzzatto, UMIST, UK
Rates of Mixing and Robust

F. Przytycki, Polish Acad. of Sciences

itori . i . Holomorphic lteration: Topological
Auditorium | Hyperbolicity in One-dimensional — ! —
Collet-Eckmann Maps
Maps
S. Hayashi, Tokyo University M. Sam_barlno, Universidad de
Room 236 On a Conjecture by Palis Montevideo
I Y On the Existence of Homoclinic Orbits
Y. Kdoshin, Prlnpeton University Eugen Mihailescu, University of Texas
Almost Exponential Growth of Topological Pressure and the
Room 232 Number of Periodic Points for Dvnamics of Hvperbolic Mans on P2C
Diffeomorphisms with Probability One ynami yp lcVap =
R. Garcia, UFG N. Haydn, Univ. South California
Room 228 Umbilic and Tangential Sinqularities The Distribution of Return Timesin
on Configurations of Principal Lines Dynamical Systems
Posters

Diffeomorphismsas Time One M aps, a Constructive Approach

Jaime Arango, Universidad del Valle, Colombia

Renormalization for Multimodal Maps: a Prioril Boundsfor Bounded

Combinatorics

Daniel S. Branddo, IMPA

Hausdor ff Dimension for a Class of Non-Hyperbolic Repellers

Vanderlel Horita, UNESP

Tangential lambda-lemma in R?

Victoria Rayskin, Boston University

Hausdor ff Dimension of the Exceptional Set in Jakobson's Theorem

Samuel Senti, Universite de Paris-Sud, Orsay
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International Conference on Dynamical Systems 2000

IMPA

INTERNATIONAL CONFERENCE ON DYNAMICAL SYSTEMS
IMPA, Rio de Janeiro, July 19 - July 28, 2000
Dedicated to the 60th anniversary of Prof. Jacob Palis

July, 26 - Wednesday

Agugl?toglfr?] J. Xia, Northwestern University

Ricardo Mafié L agrangian Submanifolds and Hamiltonian Dynamics
10:15- 11:00 Ao

Auditorium A. Avila, IMPA

Ricardo M ané

Reqular or Stochastic Dynamics in Real Analytic Families of Unimodal Maps

11:15-12:00 Invited Sessions

12:30 - 15:00 Posters

15:30- 16:15 Invited Sessions

16:30- 17215 3 \pather, Princeton University
Auditorium

Ricardo M ané

Action Minimizing Orbits: Open Problems

Invited Sessions
11:15- 12:00 15:30- 16:15
P. Schweitzer, PUC-RJ G. Forni, Princeton University
ditor Reeb Components in Codimension one |Deviation of Ergodic Averages for

Auditorium | Foliations: a Generalization of Locally Hamiltonian Flows on

Novikov's Theorem Surfaces of Higher Genus

M. Jakobson, University of Maryland
o M. Pollicot, University of Manchester | Piecewise smooth maps with

Auditorium

Ricardo M ané

Computing Lyapunov Exponents for absolutely continuous invariant
Hyperbolic Systems measures and uniformly scaled

Markov partitions
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International Conference on Dynamical Systems 2000

L. J. Diaz, PUC-RJ

Y u. llyashenko, Moscow State and
Independent Universities

Auditorium [1 E(;bustl}/. Transtllve Set and New Robust Properties of Invariant Set
eroclinic Cycles and Attractors of Dynamical Systems
R. Langevin, University of Bourgogne,
: Dijon
2- ':E')S(?er’ _'M E'fUASkl)D SF | A Model for the Germ of a Structurally
Room 236 f : o enzotn OLADIAMOV S FOMUA. | Sable Vector Field Near an
or FIOW Entropy Hyperbolic Set According to F.Beguin
and C. Bonatti
. : G. Lukaszewicz, University of Warsaw
D. Sands, Université Paris-Sud (Orsay) : - :
. Long Time Behavior of 2D Micropolar
Room 232 Monotonicity via Sheaf Cohomology .q 5
Fluid Flows
J. Bobenrieth, Universidad del Bio-Bio
N : E. Bedford, University of Indiana
Hyperbolic Components of the Famil g :
Room 228 — b Y Polynomial Diffeomorphisms of C2
z|-->1+1wzd
Posters

A Homological Invariant of Projectively Anosov Flows on the 2-torus

Masayuki Asaoka, The University of Tokushima, Japan

Geometry and Dynamics of Partially Hyperbolic Tori

Jacky Cresson, Université de Franche-Comte

New Resultsin Dynamics of Piecewise | sometries

Arek Goetz, San Francisco State University, California

Chaosin Bianchi | X Cosmology

Adilson Motter, IMECC-UNICAMP

Compact Global Attractorsand Mor se Decompositions for Diffeomor phisms of RN

with Oscillatory Jacobians

Paulo Ricardo da Silva, UNESP- Sdo José do Rio Preto
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On Some Infinite Dimensional Linear Groups
Igor Subbotin, National University, USA
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International Conference on Dynamical Systems 2000

IMPA

INTERNATIONAL CONFERENCE ON DYNAMICAL SYSTEMS
IMPA, Rio de Janeiro, July 19 - July 28, 2000
Dedicated to the 60th anniversary of Prof. Jacob Palis

July, 27 - Thursday

9:00 - 9:45
Auditorium Ricardo M afné

B. Weiss, Hebrew University
M etanormal Numbers and Poisson Limit Processes for Dynamical

stems

10:15-11:00
Auditorium Ricardo Mané

Ya. Sinai, Princeton and Moscow State University
Invariant Measures for the Navier-Stokes System with Random

Forcing

11:15 - 12:00 Invited Sessions

12:30 - 15:00 Posters

15:30 - 16:15 Invited Sessions

16:30 - 17:15 S. van Strien, University of Warwick

Auditorium Ricardo M afné

Real and Complex Dynamics: Bounds, Ergodicity and Absense of
Invariant Linefields

I nvited Sessions

11:15-12:00 15:30- 16:15

C. Robinson,
Auditorium | Nonsymmetric Lorenz-like Attractors

A. A. Castro, UFC

Northwestern University Backward Inducing and the

from Homoclinic Bifurcations

Exponential Decay of Correlations for

Mostly Contracting Diffeomorphisms

Auditorium Montevideo

R. Markarian, Universidad de D. Szasz, Technica University,

Budapest

Ricardo Manié |Billiardswith Polynomial Decay of Exponential Decay of Correlations for

Correlations

Multidimensional Dispersing Billiards
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International Conference on Dynamical Systems 2000

M. Urbanski, University of North
Texas

J. Smillie, Cornell University

Auditorium | Rigidity of Connected Limit Sets of (I;ir]cr]puter P:;tures of Complex Henon
Conformal IFS ITTeOMOrpnisms
J. P. Brasselet, Université de Marseille | F. Dumortier, Limburgs Universitair
Room 236 A Lefschetz Formulafor the Local Centrum
Euler Obstruction Limit Cyclesin Lienard Equations
R. Labarca, Universidad de Santiago
R. Metzger, IMCA, Lima de Chile
Stochastic Stability for Bifurcation of the Essential Dynamics
Room 252 Multidimensional Lorenz Attractors of Lorenz Maps on the Real Line and
with Arbitrary Expanding Dimension the Bifurcation Scenario for Lorenz
Like Flows: The Contracting Case
Room 228 gel-ﬁrtrer , IBM, Watson R ch O. Kozlovski, University of Warwick
Mathematics for Digital Halftoning Fest Dynamo Problem
Posters

Abstract of Recent Work on Complex Dynamical Systems

Marco Abate, Universitadi Roma ™ "Tor Vergata'

Local Stability Analysisof a Vibrating Problem Excited by a Limited Power Supply

José Balthazar, UNESP

Saddle-node Bifurcations for Hyperbolic Sets

Sylvain Crovisier, Université Paris-Sud

Center Manifold and Exponentially Bounded Solutions of a Forced Newtonian

System with Dissipation

Luis Garcia, Universidade de Los Andes

Combinatorial Properties and Distortion Control for Unimodal M aps

Vilton Pinheiro, IMPA
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1.

de la Federacién Latinoamericana de Psicoterapia para hablar sobre el tema del titulo, me
pregunté qué relacion tiene lo que investigamos los matematicos puros con ciencias como la
psicologia y la psiquiatria. Hay una relacion obvia que es la que engloba en un sentido amplio
a las distintas areas cientificas en la bisqueda del conocimiento humano. Pero, ;hay una
relacion més estrecha? jEs el modelo matematico del caos determinista aplicable a ciencias
como, por ejemplo, la psicologia y la psiquiatria? No puedo responder esa pregunta, desde
mi punto de vista demasiado insertado en la matematica pura. Por eso, y no por esquivar

La teoria matematica del caos determinista.

Eleonora Catsigeras

13 de octubre de 2000

Comunicacion presentada en la
Mesa Interdisciplinaria del
CONGRESO LATINOAMERICANO DE PSICOTERAPIA
Organizadores: Dr. Alfredo Vares y Psic. Estela Antuna
Montevideo, Uruguay, octubre de 2000

Resumen

Esta presentacién expone algunas definiciones, hipétesis de trabajo, y objetos de
estudio de la teoria del caos determinista en los sistemas dindmicos, como area de in-
vestigacién actual de la matematica. Esta dirigida a un piblico general con formacion
matematica preuniversitaria.

Introduccion.

Cuando recibi la invitacién de participar en la mesa interdisciplinaria del XIV Congreso

“E-mail: eleonora@fing.edu.uy Instituto de Matemética, Fac. Ingenieria. Universidad de la Republica.

Uruguay. Herrera y Reissig 565. Montevideo. Uruguay.
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preguntas, ya que éstas son nuestra motivacién, esta presentacion se centrara en los objetos
matematicos de la teoria del caos, su significado para la matematica pura, y no sobre su

conexion o aplicabilidad a ciencias humanas y de la naturaleza.

La nomenclatura usada en matematica, utiliza casi siempre palabras extraidas del id-
ioma, que suelen tener en nuestra lengua un significado diferente al concepto preciso y
bien delimitado, que tiene en la matematica. En el lenguaje usual, una misma palabra
suele tener un sentido mucho méas amplio que en la matematica, y a veces casi disjunto. Se
corre el riesgo, por ejemplo cuando un matematico habla sobre la teoria del caos, que las
palabras sean interpretadas en su sentido usual, y que los teoremas, que inocentemente el
matematico afirma que estan demostrados, sean interpretados como respuestas dogmaéticas
a preguntas planteadas en un contexto diferente, cuyo abordaje no puede ni intenta hacer

la matematica.

Cuando se usa la palabra caos en matematica, no se la refiere a su significado literal de
desorden, confusién y desorganizacion.

La teoria matemadtica del caos es una rama de la ciencia exacta. No se admiten impreci-
siones, indefiniciones. Los teoremas demostrados contintian siendo resultados obtenidos por
deduccion logica clasica y con precision cientifica. No estudia sistemas totalmente desorga-
nizados ni confusos. Cierto es que el nombre de la teoria estuvo inspirado en el significado
usual de la palabra, porque el objeto de su estudio era percibido como desordenado, cual-
itativamente y antes de descubrir o inventar un ordenado abordaje matematico. La teoria
matematica del caos no estudia sistemas cadticos, en el sentido literal de la palabra.

La matemaética dispone de su propio diccionario, constituido por las definiciones. Todo
resultado matematico, esta supeditado al contexto preciso de la definicion de sus términos
hipotéticos. Cuando se le intenta aplicar, o a veces extrapolar a un contexto mas gener-
al, donde las hipdtesis no son verificadas con precision, puede conducir a contradicciones
[1] [2]. De todas formas, el progreso de la matematica estd basado justamente en la moti-
vacién, frecuentemente inspirada en preguntas de otras ciencias, por generalizar sus propios
resultados previos. Y también son motivacion para los matematicos y otros cientificos, las
implicaciones humanas y filos6ficas de su quehacer [3], [4], [5], [6], aunque no se acostumbra

que esta motivacion se haga explicita en los reportes técnicos de sus investigaciones.

La matemadtica tiene la gran ventaja de que sus conceptos son abstracciones que se in-
ventan o se crean (se definen) a medida de las necesidades, y no permanecen inmutables.
Constantemente se estan adaptando, modificando, ampliando, y particularizando, para em-
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pujar la frontera de lo desconocido y generalizar los teoremas ya conocidos, haciéndolos
mas abstractos y menos casuisticos.

En este articulo presentaremos la definicién matematica del caos determinista. Ya la
palabra determinista contradice al sustantivo caos, en el contexto general de su significado
extra-matematico, y no se le podria anadir como adjetivo.

Por otro lado, la teoria matematica desarrollada ain es muy limitada, a pesar que
estd inspirada en problemas cientificos extra-matematicos y es utilizada por investigadores
de diversas dreas, en particular en trabajos recientes desarrollados en nuestro pais [7]. La
matematica del caos determinista es una rama actual y en desarrollo. Se dispone de una
serie de definiciones matematicas, (inspiradas a veces en descripciones de fenémenos fisicos).
Se ha demostrado algunos teoremas bajo hipotesis bastante generales. Aun se esta en la
etapa de estudio de casos particulares, para tratar de inducir propiedades generales. En
la frontera del desarrollo de la teoria hay muchas preguntas abiertas y algunas conjeturas
(enunciados de teoremas sin demostracién ni contraejemplos), que se alimentan e inspiran

de la interaccién con las otras ciencias.

2. Los sistemas dinamicos y la hipdétesis determinista.

Cuando disena o estudia un circuito eléctrico, el ingeniero admite, independientemente
del instante en que lo haga, y de los valores iniciales de voltaje y corriente existentes
al encender el equipo, la validez de las leyes del electromagnetismo. Atn, segin sea el
caso, puede utilizar una version mas o menos simplificada de esas leyes. Y aun cuando no
conozca en detalle esas leyes, un técnico electricista admite que existen y son las mismas,
hoy, manana, el ano que viene, antes y después de encender las luces, y no importa si al
encender las luces ya estaba la radio encendida o no lo estaba. La ley de Ohm, que dice que
el voltaje es igual al resultado de multiplicar la corriente por la resistencia, sigue siendo la
misma, no importa que hoy la corriente sea de medio Ampere y manana sea de 1 Ampere.
Lo que son variables son la corriente, y el voltaje. Varian en el tiempo. Pero la Ley de Ohm
que las vincula, es la misma.

La hipdtesis determinista asume la existencia (aunque no se les conozca con precision)
de leyes L no azarosas, que regulan las variables del sistema, que ante la misma causa
producen el mismo efecto y que son invariantes (las leyes, no las variables o las causas) en
todo instante.
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Lo que nos interesa muchas veces, no es sélo conocer las leyes £ que tienen interés en
si mismas, sino también predecir el estado del sistema en cada instante.

En el simil del circuito eléctrico, lo que pretende el ingeniero es asegurar, por ejemplo,
que el conjunto de corrientes en todas las ramas de su circuito se estabilizan al cabo de 10
milisegundos en ciertos valores deseables, u, otro ejemplo, que oscilaran periddicamente a
50 ciclos por segundo.

El estado P(n) de un sistema en un instante dado n, es el conjunto de valores numéricos
de todas las variables que describen la situacién del sistema en ese instante n. (Por ejemplo
los valores de las corrientes en todas las ramas de un circuito y de los potenciales eléctricos
en todos sus nodos).

El estado varia con el tiempo, o sea depende del instante n. La nocién matematica de
variable incluye también el caso particular en que ella es constante (la misma para todo n).
Es decir, constante no es lo opuesto de variable, sino un caso particular. Las variables, cuyos
valores numéricos (en funcién de n) describen el estado del sistema, se llaman variables
de estado. Pueden ser pocas o muchas, atin infinitas. Si es una sola, el sistema se llama
unidimensional; si son dos, bidimensional; si son infinitas, infinito-dimensional.

Las variables de estado, toman valores numéricos, para describir en términos cuantita-
tivos la situacién del sistema. Elegir las variables de estado implica modelar con cifras,
cuantificar cada situacion posible del sistema. Los sistemas digitales usan cuantifi-
cadores binarios (si 0 no, correspondientes a los valores 1 o 0). Mateméticamente se puede
tomar algunas variables binarias, y otras con valores numéricos reales (en un continuo).
También se pueden tomar algunas o todas las variables de estado tomando valores no
numéricos, en otras entidades matemdticas. ! Esta abstraccién ha permitido demostrar al-
gunos resultados tedricos importantes. Sin embargo, la mayoria de los resultados hasta hoy
obtenidos referentes a los sistemas cadticos aiin estan restringidos a estructuras matematicas
en que las variables de estado son una cantidad finita y toman valores numéricos.

El espacio de fases, es el conjunto de todos los estados posibles, no importa si van a ser
alcanzados o no por el sistema en algin instante n. Por ejemplo, en una rama de un circuito
eléctrico las variables de estado son dos: la corriente I que circula a lo largo de la rama en
cada instante y la tension V' que hay entre sus dos nodos extremos en el mismo instante. Ese
sistema es bidimensional, y su espacio de fases es el conjunto de todas las parejas ordenadas

Ipor ejemplo en estructuras algebraicas, geométricas, topolégicas, medibles abstractas, en espacios fun-
cionales.
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de nimeros reales, (un nimero de la pareja corresponde al valor de I, y el otro al de V). Se
suele dibujar este espacio de fases, en un plano, con dos ejes coordenados cartesianos (uno
para la I y otro para la V). Decimos que cada punto del plano, corresponde a un estado
posible, y que todo el plano es el espacio de fases.

El estado inicial P(0), es el estado del sistema en el instante n = 0. El instante 0 puede
ser cualquiera, en el eje del tiempo. Corresponde a un punto inicial en el espacio de fases.
El estado siguiente P(1) corresponde a otro punto en el espacio (que podria coincidir con el
punto inicial). El estado siguiente P(2), a un nuevo punto, y asi sucesivamente. La trayecto-
ria, u orbita, o recorrido, dado el estado inicial, es la sucesién de puntos correspondientes a
los estados en cada instante n. Corresponde a la evolucion del estado del sistema, y depende
del estado inicial.

Definicién 2.1. Tenemos un sistema dindmico determinista (discreto), o brevemente, sis-
tema, o dindmica, si existen aunque no se les conozca una ley o leyes £ que son las mismas
para todo instante n, que permiten computar, a partir del estado P(n— 1), cuél es el estado
siguiente P(n).?

Es decir, el sistema dinamico determinista proviene de una ley de iteracién. Aplicada
una vez, y otra, y otra ..., da la evolucion del estado del sistema hacia el futuro.

Los nimeros 0; 1;2; 3;4;...;n;.. ., rotulan los momentos de observacién. Estos instantes
estan ordenados crecientemente en el eje real del tiempo, es decir, el instante n viene después
del n—1, para todo n. Pero no necesariamente el lapso transcurrido entre el instante rotulado
como n — 1 y el rotulado como n tiene que ser siempre el mismo.

Los sistemas dindmicos son invariantes por traslaciones en el tiempo. Una vez alcanzado
el estado P(n), en el instante n, puede tomarse ese punto como estado inicial P(0), y
comenzar a contar los instantes de nuevo. El sistema dinamico es el mismo. Esta propiedad
puede demostrarse rigurosamente a partir de la definicién 2.1

También podemos considerar instantes negativos: —1,—2,—3,..., —n,.... Ellos tienen
interés en los sistemas dindmicos invertibles, y mas atin en los reversibles, segiin definiremos
en la seccién 4. En estos sistemas, se considera la 6rbita como la sucesién (bi-infinita) de

estados del sistema P(n) para cada n tanto positivo como negativo.

2Esta definicién estd restringida a los llamados sistemas dindmicos discretos, porque los momentos de
observacion son instantes numerados con los nimeros enteros. Se definen también los sistemas dinamicos
continuos, en los que el tiempo de observaciéon toma valores en la recta real.
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3. El caos determinista.

Un ejemplo, que es la antitesis del caos en el sentido matematico, es el siguiente sistema
dindmico determinista unidimensional, con la ley cuadrética contractiva: £(z) = z(1—x)/2,
donde z es la variable de estado que toma valores numéricos reales mayores o iguales que cero
y menores o iguales que uno. El espacio de fases es el conjunto de todos los niimeros entre 0
y 1. Si llamamos z,, al estado en el instante n, se tiene x1 = xo(1 —x¢)/2, 2 = 21(1 —21)/2,

o Xy =T g (1 =y q)/2.

Por ejemplo, si el estado inicial es zo = 0, 500, la érbita sera 0,500; 0,1250; 0,0547; 0,0238;
0,0116; 0,0057; 0,0028; 0,0014; 0,0007; 0,0004; 0.0002; 0.0001; 0.0000; 0,0000; 0,0000... (los
valores son aproximados con 4 cifras después de la coma). La trayectoria se aproxima
cada vez més a cero, hasta que cualquier observador (o computadora) que cometa algiin
error de percepcién (o de célculo) va a terminar viendo 0;0;0;0;0;0;0;.... Si el estado
inicial no es 0,500, pero es por ejemplo 0,670, la sucesion recorrida sera diferente de la
anterior, pero también tiende a cero. Puede decirse entonces, en este ejemplo, y demostrarse
rigurosamente, que no importa cudl sea el estado inicial, la trayectoria tiende a estabilizarse
en el punto de equilibrio x = 0. No hay sensibilidad a las condiciones iniciales . Este
punto de equilibrio se dice que es asintoticamente estable. Hay total predecibilidad en el
comportamiento futuro de las trayectorias: a corto plazo, porque existe una ley L, y a largo
plazo, porque las érbitas tienden al punto de equilibrio asintéticamente estable. Los errores

de aproximacion se contraen a una velocidad exponencial.

Ahora veamos otro ejemplo que es un sistema cadtico en el sentido matematico. Es un
sistema, también unidimensional, con el mismo espacio de fases que antes (los nimeros
reales entre 0 y 1) pero con la ley, también muy simple: £ = 4z(1 — z), llamada ley
cuadratica expansiva. Tomando como dato inicial o = 0,30, se obtiene el recorrido 0,30;
0,84; 0,5376; 0,9943; 0,0225; 0,0880; 0,3210; 0,8719; ... (las cifras son aproximadas). La
sucesion obtenida es aproximada, y no es la verdadera. Son parecidas al principio, pero
muy diferentes después, porque los errores de redondeo se van amplificando.

Aun conociendo la ley, es muy dificil predecir con error aceptable, cual va a ser el estado

del sistema por ejemplo en el instante n. = 10000.

Ahora tomemos otro dato inicial cercano al anterior, por ejemplo xy = 0, 31. Se obtiene
0,31; 0,8556; 0.4942; 0,9987; 0,0005; 0,0020; 0,0080; 0,0317; ... (las cifras son aproximadas).
Ya en el instante n = 7 correspondiente a los octavos términos de las sucesiones, los estados

6
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difieren considerablemente (0,8719 frente a 0,0317). En una escala entre 0 y 1 se obtuvo
una diferencia de 0,84, a pesar que inicialmente diferian en sélo un centésimo (0,30 frente
a 0,31). En este dltimo ejemplo hay sensibilidad a las condiciones iniciales.

Ambos ejemplos corresponden a lo que se llama la familia cuadrdtica: cx(1 — x), donde

¢ es un nimero real constante. En el primer ejemplo ¢ = 1/2, y en el segundo ¢ = 4.

Definicién 3.1. Un sistema dindmico determinista (o una parte de él) es expansivo, o
sensible a las condiciones iniciales, o cadtico® si dos estados iniciales diferentes (aunque
estén arbitrariamente préximos), dan lugar a 6rbitas que se separan més que una constante
positiva «, llamada constante de expansividad. (A los efectos practicos « es el umbral de
percepcién de error).

Si quisiéramos predecir toda la evolucion del estado del sistema dindmico caético (cono-
cer la drbita o trayectoria en el espacio de fases) con un error menor que «, necesitariamos
conocer exactamente el estado inicial del sistema, sin hacer absolutamente ninguna aprox-
imacién del mismo, ni de los sucesivos estados obtenidos. No existe especificacion tolerable
de error en los datos iniciales. Desde el punto de vista matematico tedrico, implica la in-
dividualidad de la evolucién en el tiempo de cada drbita: cada estado inicial da origen a
un recorrido tnico y bien distinguible de los demas, irreproducible con otro dato inicial,
por méas parecido que sea inicialmente éste al primero. El sistema es determinista porque
la misma causa produce el mismo efecto. Pero causas parecidas en un sistema cadtico, pro-
ducen a largo plazo efectos muy diferentes. Desde el punto de vista practico matematico
(en el cdlculo numérico por ejemplo), el caos significa que el sistema es impredecible a largo
plazo, porque todo procesador hasta ahora inventado recorta las cifras decimales (es decir
aproxima) al trabajar con una cantidad de memoria finita. Entonces, los sucesivos estados
calculados no son los reales, sino aproximaciones. Las trayectorias de dos aproximaciones
son, a la larga, muy diferentes (muy diferentes significa que se separan mas que «), de dénde
se desprende que el recorrido computado y el que tendra verdaderamente son muy distintos
entre si.

Una cuantificacion de la impredecibilidad de un sistema esta dada por lo que se llama en-
tropia, o tasa de crecimiento de la cantidad de informacion, que también suele comprenderse

como grado de desorden espacial de la dinamica.

3Existen otras definiciones matematicas de sistemas caéticos deterministas [8].

7
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Uno de los abordajes matematicos de los sistemas dindmicos deterministas, que es espe-
cialmente til cuando el sistema es cadtico (aunque también se aplica a los que no lo son)
consiste en usar los conceptos y técnicas de la teoria de las probabilidades, dando lugar a la
llamada teoria ergddica [8]. En vez de estudiar la evolucién del sistema intentando predecir
exactamente los estados a largo plazo, la teoria ergddica estudia los promedios temporales,
definiendo probabilidades de visita a las diferentes regiones del espacio de fases.

Podria preguntarse si la presencia del caos es debida a una cantidad muy grande de
variables de estado (las que describen el estado del sistema), como si ello fuera la causa de
la impredecibilidad y de la sensibilidad a las condiciones iniciales del sistema. La respuesta
es negativa. La cantidad de variables de estado no esta en relacién con la presencia de caos:
en el segundo ejemplo al principio de esta seccién, hay una sola variable de estado y no
obstante, el sistema es cadtico. Por otro lado, cualquier operador contractivo en un espacio
vectorial infinito-dimensional*, puede usarse como ley para definir un sistema dindmico no
caotico, completamente predecible, cuyas érbitas tienden todas al estado f = 6, a pesar de
que la dimensién del espacio es infinita (y, si se desea, ni siquiera numerable).

Uno de los ejemplos inspiradores de la definicion matemaética del caos determinista, es
el llamado atractor de Lorenz [9]. Es un sistema dindmico con sélo tres variables de estado,
que sirve como modelo para fenémenos de conveccion en la atmésfera, de utilidad, entre
otras ciencias, a la meteorologia. Esta regido por leyes muy sencillas, a pesar de lo cual
es cadtico, y muestra una de las razones por las cuales no pueden hacerse predicciones

meteoroldgicas a largo plazo.

La familia cuadratica, es la familia de sistemas dindmicos unidimensionales dados por la
ley cuadratica cz(l — z), donde ¢ es un nimero real constante. El espacio de fases (donde
varfa x) es el conjunto de los niimeros reales entre 0 y 1. Es el ejemplo mas sencillo de
dindmica unidimensional [10] en el que aparece la conducta cadtica. Vimos, al principio de
esta seccién, que cuando ¢ es 1/2 el sistema es contractivo, y por lo tanto no caético, y
que cuando c es 4, es expansivo, es decir cadtico. Se ha demostrado que la probabilidad
de que un sistema dinamico de la familia cuadratica sea cadtico, es positiva. Esto significa
que si se elige la constante c al azar, equidistribuida entre 0 y 4, la probabilidad de que el
sistema obtenido sea cadtico no es nula. Este fenémeno es lo que en matematica se llama

abundancia de sistemas cadticos.

4por ejemplo, en un espacio funcional real, la multiplicacién de la funcién f por un nimero real A
positivo menor que uno.
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Se han generalizado esos teoremas relativos a la familia cuadratica unidimensional, a
dimensiones mayores finitas, al estudiar los llamados mapas de Hénon, donde las leyes
son polinomios de segundo grado, como en la familia cuadratica, y los mapas del tipo de
Hénon, donde las leyes no son necesariamente polinomios de segundo grado. Esos resultados
prueban que los sistemas cadticos son abundantes, atin cuando las leyes que los regulen sean
tan simples como polinomios de segundo grado. Concluimos que no es requerimiento para
el caos determinista que la ley £ tenga una expresién complicada.

En dimensién uno®, es condicién necesaria para la existencia del caos que las leyes sean
de grado mayor que uno (dos en adelante). Sin embargo, en dimensién dos o mayor, existen
leyes de grado uno (sistemas lineales) que dan lugar a dindmicas cadticas.

Los llamados sistemas de Anosov, y mas en general los sistemas llamados hiperbdlicos
[11], son ejemplos notables de sistemas cadticos. El estudio de estos sistemas, realizado en las
décadas del 60 y 70, abrio las puertas al estudio de los sistemas cadticos. Se demostré que los
sistemas hiperbodlicos son persistentes. Esto significa que contintian exhibiendo una dinamica
equivalente aunque se modifique un poco la ley £ que los regula (o sea se cambie £ por otra
ley L', cercana, mas complicada o mas simple, obteniendo otro sistema que evoluciona en
el espacio de fases, al transcurrir el tiempo, en forma equivalente al anterior). El teorema
de la persistencia de los sistemas hiperbdlicos permite concluir que el caos determinista
es un fenémeno que puede resistir modificaciones en la propia estructura que define el
sistema dindmico. Es decir, el fendmeno del caos (entre otros) en los sistemas hiperbdélicos no
aparece o desaparece cuando la ley £ que deberia usarse para definir el sistema dinamico es
sustituida por una aproximacién de ella. Por eso, a veces, no es tan importante conocer con
precision la ley £. Concluimos que la presencia del caos no es debida a las aproximaciones
hechas durante la eleccién del modelo matemético (de la ley) que regula el sistema.

4. Invertibilidad y reversibilidad.

En encuentros informales con no matematicos, he creido entender que el concepto de in-
vertibilidad y reversibilidad es utilizado en un sentido mucho mas fuerte que en matematica.
Algunas personas conciben la invertibilidad en el tiempo como la inversion de la causa-
efecto, y consideran que si un sistema fuera invertible o reversible, entonces seria posible

modificar su pasado, alterando el presente. Confunden la imposiblidad de invertir la causa-

5La variable es real acotada, tomando valores, por ejemplo, entre cero y uno.
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efecto, con la efectiva posiblidad de considerar instantes negativos. Cuando en matematica
se consideran instantes negativos (asi como en el calendario se consideran anos antes de
Cristo) no se pretende alterar la causa-efecto. Los sistemas invertibles y los reversibles en el
tiempo son simplemente aquellos en los que el estado presente es suficiente para conocer
el estado pasado. Cuando hay més de un estado pasado posible compatible con el presente,
el sistema no es invertible. Cuando hay uno sélo, el sistema es invertible. Algunos sistemas

dindmicos son invertibles, y otros no lo son.

Definicién 4.1. Un sistema es invertible, si existen leyes M (que son las mismas en todo
instante n) que permiten computar, a partir del estado P(n), cudl fue el estado anterior
P(n —1). (Compérese con la definicién 2.1.)

En caso que exista M, ésta se llama inversa de L.

De la definicién 4.1 se desprende que un sistema es invertible si y sélo si su ley L es
univoca (es decir, existe un sélo estado anterior). En ese caso la ley inversa M también es
invertible y la inversa de M vuelve a ser L.

Los ejemplos unidimensionales cuadraticos dados al principio de la secciéon 2, no son
invertibles. Esta demostrado que no existen sistemas invertibles cadticos en espacios com-
pactos® de dimensién uno, pero si existen de dimensién dos o mayor. (Los sistemas hiperboli-
cos son ejemplos de éstos ltimos.)

Un ejemplo para ilustrar el concepto de invertibilidad, es el siguiente: P(40) es el estado
(vector que da la posicién y la velocidad) de un planeta el 1 de enero del anio 2000. Hubo
un y un solo estado P(0) del mismo planeta el 1 de enero de 1960. Decimos que P(40) se
obtiene de P(0) aplicando la ley L, 40 veces consecutivas; y que P(0) se obtiene de P(40)
aplicando la ley inversa M, 40 veces consecutivas. El sistema es invertible.

La invertibilidad y la reversibilidad que definiremos en 4.2 no implican que un acto
del presente pueda alterar el pasado. Es mucho menos que eso. Es simplemente decir que
existen reglas (la ley M) que permiten conocer cudl fue el estado pasado, observando el
estado presente del sistema.

Los sistemas dinamicos reversibles son casos particulares de sistemas dinamicos invert-
ibles. La reversibilidad es méas fuerte que la invertibilidad porque no sélo pide que exista una

ley inversa M, sino que también pide que M sea esencialmente la misma que £, o mejor

6La variable de estado es real variando en un conjunto cerrado y acotado; por ejemplo cuando z es
mayor o igual que cero y menor o igual que uno.
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dicho, equivalentes a través de cierta traduccién.” En los sistemas reversibles, observar el
futuro es, a menos de una traduccion, lo mismo que observar el pasado.

La traduccién es un cambio de coordenadas en el espacio de fases que lleva los estados
del futuro en los del pasado y reciprocamente. Puede ser por ejemplo una simetria respecto a
un subespacio del espacio de fases, como una reflexion en un espejo. La imagen de la imagen
es la identidad. Esta tltima propiedad se refiere con el nombre involucion.® La involucién
puede o no deformar las distancias en el espacio de fases, es decir la imagen en el espejo
puede agrandar algunas regiones del espacio y disminuir otras. Que la involucién transforme
el sistema dado en su inverso, quiere decir que, mientras el sistema dado L evoluciona hacia
el futuro, su imagen en el espejo es otro sistema M, que también evoluciona hacia el
futuro, siendo el futuro de M igual al pasado de L y viceversa.

Definicion 4.2. Decimos que un sistema dinamico invertible, es ademas reversible, si existe
un cambio de coordenadas involutivo en el espacio de fases (por ejemplo una reflexién en
espejo), tal que transforma el sistema con ley L en el sistema con la ley inversa M.

La involucién es, por definicién, un cambio de coordenadas en el espacio de fases. Es de-
cir, es una traduccién que se realiza mirando el mismo sistema con coordenadas de referencia
diferentes.

Para ilustrar las ideas de reversibilidad e irreversibilidad, sigamos con el ejemplo de la
posiciéon y la velocidad del planeta al variar el tiempo. Al ser el sistema invertible, cabria
preguntarse si es o no reversible. Seria reversible si fuera posible, simplemente mediante
una traduccion al leer las variables que describen el estado del planeta, observarlo el 1 de
enero del afio 2040 en el estado P(80), imagen en un espejo del estado P(0) que tenia el 1
de enero de 1960.

Se ha probado que no existen sistemas dinamicos cadticos unidimensionales invertibles
(en espacio de fases compacto), y por lo tanto tampoco reversibles. En dimensién finita
mayor o igual que dos, existen sistemas dinamicos reversibles y cadticos,por ejemplo, algunos
sistemas hiperbdlicos. Teoremas recientes [12] relacionan la tasa de disipacién de energia
de los sistemas hiperbodlicos reversibles con las descripciones probabilisticas de evolucion
hacia el futuro y el pasado de sus diferentes 6rbitas. No se sabe atn si esas relaciones valen

también en sistemas cadticos reversibles no hiperbélicos.

"Miés precisamente, existe una traduccién h que es un cambio de coordenadas en el espacio de fases, tal
que aplicar £ y luego h, es lo mismo que aplicar h y luego la ley inversa M.
8h es una involucién, si aplicada dos veces consecutivas, resulta la identidad.
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ABSTRACT

We study certain cascades of period doubling bifurcations in n di-
mensions whose periodic points have stable codimension one. We
prove results of dimension reduction in two steps: first we reduce
to dimension two, and second to dimension one, for maps that
are uniformly dissipative with bounded geometry. We obtain theo-
rem of approximation by homoclinic tangencies, for the Gambaudo
and Tresser example and for cascades of period doublings that are
analytic perturbations of the Feigenbaum map in dimension n.
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Ruta al caos por duplicacion de periodo y cascadas de
multiplicacion

Eleonora Catsigeras ~

Comunicacion presentada en la
Primera Conferencia Interdisciplinaria de Sistemas Cadticos.

Piriapolis, Uruguay, 1995

RESUMEN

La renormalizacién de un sistema dinamico significa, a grandes razgos, la aplicacién
reiterada de una transformacién del espacio en una region reducida del mismo, y la obser-
vacion del nuevo sistema obtenido a través de un cabmio de variables adecuado que agranda
la pequena regiéon donde se efectiia la renormalizacion. Dicho de otra forma, la renormal-
izaciéon pasa de un sistema dinamico a otro que contempla el comportamiento del retorno
a una region reducida del espacio.

En casos excepcionales el sistema renormalizado es idéntico al sistema global antes de
renormalizar. Esta propiedad de autoidentidad caracteriza al llamado mapa de Feigenbaum
en el intervalo.

Buena parte de los sistemas renormalizables no son autoidénticos, (como el mapa de
Feigenbaum es) pero son autosimilares: el renormalizado no copia idénticamente al sistema
global, sino que lo imita deformandolo un poco. En particular, ya que el sistema original

era renormalizable una vez, también lo sera el sistema renormalizado.

“E-mail: eleonora@fing.edu.uy Instituto de Matemética, Fac. Ingenieria. Universidad de la Republica.
Uruguay. Herrera y Reissig 565. Montevideo. Uruguay.
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Los sistemas llamados ¢ascadas.®dmiten que el proceso de renormalizacion pueda repe-
tirse infinitas veces. En ellos el sistema renormalizado es a su vez renormalizable, y puede
repetirse la operacién una cantidad infinita numerable de veces. Contienen copias autosim-
ilares al sistema global, éstas a su vez contienen nuevas copias mas pequenas autosimilares,
y éstas nuevas copias... Cada copia deforma al sistema global, y por eso en general no
puede afirmarse que los renormalizados sucesivos sean convergentes. Pero por ejemplo en
el llamado atractor de Feigenbaum-Coullet- Tresser, los renormalizados pueden ser conver-
gentes. En dicho atractor convergen al mapa de Feigenbaum, que es autoidéntico por la
renormalizacion.

El atractor de Feigenbaum, Coullet y Tresser fue descubierto al final de la década de
los setenta, como la conducta generada por una sucesién de bifurcaciones de cuplicacién de
periodo. Durante la presentacion explicaremos este fenémeno, que consiste esencialmente en
la evolucion del sistema, al mover un parametro, pasando de conductas estables a conductas
caoticas, a través de una secuencia de bifurcaciones que van complicando paulatinamente
su dinamica, y que acumulan en una cascada. La cascada en si es inestable: se destruye
con pequenas perturbaciones. No es ain un sistema cadtico porque no tiene sensibilidad
a las condiciones iniciales. Pero se conjetura que estd en el borde del caos: pequenisimas
perturbaciones la conducen a conductas cadticas. Expondremos los resultados demostrados
y los problemas abiertos en relacion con esta conjetura.

Los atractores de Feigenbaum, Coullet y Tresser admiten ademaés propiedades de univer-
salidad: existen constantes que regulan la geometria microscopica del atractor, y la relacion
de valores del parametro entre dos bifurcaciones consecutivas de la sucesiéon que genera la
cascada. Estas propiedades de universalidad fueron demostradas para esos atractores, pero
existen ejemplos que muestran que no son validas para otras cascadas.

Expondremos ademas otras pautas que son indicio de la presencia de una cascada,
ademas de la autosimilitud y la universalidad. En la primera parte de la charla, nos re-
stringiremos a las cascadas de duplicacion, y en la segunda parte generalizaremos la defini-
cion y los ejemplos, para introducir las cascadas de multiplicacion.
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Ruta al caos por duplicacién de periodo y cascadas de
multiplicacion

Eleonora Catsigeras ~

Comunicacion presentada en la
Primera Conferencia Interdisciplinaria de Sistemas Cadticos.
Piriapolis, Uruguay, 1995

TRANSPARENCIAS

Transparencia 1

En la parte superior se muestra una bifurcacién de duplicacién de periodo en la que un
punto hiperbdlico atractor (pozo) se transforma en punto silla y genera una 6rbita periédica
de periodo doble atractora (pozo)

En la parte inferior se muestra, al mover el pardmetro, una sucesion de bifurcaciones de
duplicacién de periodo que acumula en un valor del parametro A, para el cual el sistema
exhibe un atractor de Feigenbaum-Coullet-Tresser.

Transparencia 2

Para un mapa unidimensional, se dibuja solamente el conjunto atractor para valores del
pardmetro intermedios entre dos bifurcaciones de duplicacion de periodo consecutivas, y se
observa la aparicién de gaps de repulsién en el conjunto de Cantor atractor donde acumula
la cascada.

Transparencia 3 Foto de los anillos de Saturno tomada por Voyager I en noviembre de 1980.
Se observa la similitud entre los gaps de repulsién en el conjunto de Cantor atractor donde
acumula una cascada de duplicacién de periodo, y los gaps que el mapa de retorno a una

seccién (aproximadamente unidimensional) transversal al anillo.

“E-mail: eleonora@fing.edu.uy Instituto de Matemética, Fac. Ingenieria. Universidad de la Republica.
Uruguay. Herrera y Reissig 565. Montevideo. Uruguay.
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(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacion
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Jan. 1982)

Transparencia 4

Diagrama de fases de una bifurcacién de duplicacion de periodo de un diffeomorfismo
en dimensiéon 2En cada cuadro, arriba, se dibuja el comportamiento de las 6rbitas, y abajo
la ubicacién de los valores propios del punto periédico en el circulo unitario. En los diagra-
mas de fases se observa que para que se produzca la bifurcacién es necesario, debido a la
invertibilidad del mapa, que los valores propios pasen a ser complejos conjugados, en fases
intermedias, con fase en espiral, redondeada. Pero antes de la bifurcacion los valores propios
son reales, con uno mas grande que el otro al debilitarse la atraccion hiperbdlica del pozo.
Esto implica que el diagrama de fases se vuelva alargado, con atraccion axial cada vez mas
débil, hasta que se vuelve repulsién axial. Colapsa en dos atractores gemelos, cuando se
produce la bifurcacién que nacen como atractores con diagrama de fases axial (como en el
cuadro 1).

Transparencia 5

Foto de la divisién celular con tenido diferencial de microtibulos y cromosomas. Se
observa que las dos células obtenidas por la divisién de una , son redondeadas cuando
estan “lejos”de dividirse. Sus cromosomoas luego adquieren una distribucién axial, tal que
en la direccién de ese eje se produce la duplicacion. Inmediatamente después la foto de
los cromosomas mantiene una forma predominantemente axial, pero que luego se redondea
cuando seta todavia lejos de la préxima duplicacion.

(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacion
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Oct. 1980)

Transparencia 6

Se muestra otro tipo de cascadas de bifurcaciones de duplicacién de periodo en dimensién
dos.

En el cuadro 1 el ejemplo de Gambaudo-Tresser, 1992 no se puede aproximar por bi-
furcaciones en dimension 1. Hemos probado que este ejemplo también es ruta al Caos: el
conjunto atractor donde acumula la cascada es aproximable por tangencias homoclinicas.
Pero la universalidad en la relacién entre pardmetros consecutivos de la cascada de bifurca-

ciones, rige para el atractor de Feigenbaum-Coullet-Tresser, pero no para este ejemplo de
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Gambaudo-Tresser.

En el cuadro 2 se muestra que en general, cualquier cascada de duplicacién de periodo
en dimensién dos, que corresponda a un mapa que contrae area y tiene distorsion limitada
(propiedad de autosimilitud con distorsién que no se va a infinito), puede reducirse a dimen-
sién 1 (mapa unimodal o multimodal). Esta reduccién nos ha permitido demostrar que en
general, estan en el borde del caos: es decir, después de una perturbacion arbitrariamente
pequena, aparecen tangencias homoclinicas.

En el cuadro 3: extendemos el resultado anterior a cascadas de multiplicacién de periodo.
Hemos probado recientemente con Gambaudo y Moreira, que cuando la cascada es disipati-
va, con distorsién limitada, es reducible a dimension 1. Y si es de multiplicacién pero no de
duplicaciéon tienen entropia positiva. Es decir el conjunto atractor ya es cadtico en el valor
exacto donde acumula la cascada, sin necesidad de perturbar el sistema, a diferencia de lo
que sucede con las cascadas de duplicacién en que el atractor se aproxima por dinamicas
cadticas (es ruta al caos), pero él mismo no es caético.

Transparencia 7

Foto de la mariposa diurna Stichophthalma Camadeva. Se observa la semejanza ge-
ométrica entre el diagrama de construccion del ejemplo de Gambaudo-Tresser en dimension
dos (cuadro 1 de la transparencia 6) y los patrones de color en las alas de la mariposa. En
esta tltima, los perfodos son 4 (uno por ala), 5 (uno por mancha redondeada oscura en
cada ala), etc.

(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacién
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Jan. 1982)

Transparencia 8

Conclusiones
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PRIMERA GONFERENCIA 5
INTERDISCIPLINAHA egp“i’ihmpousl URUGUAY.

Imagen computarizada de parte del conjunto de Mandelbrot (R. Devaney 1992])

La tematica del encuentro es la dinamica sensible a condiciones iniciales y a
parametros, presente en la Fisica, Matematica, Astronomia, Biologia y otras
areas relacionadas.

C. Cientifico: R. Budellj, J. Lewowicz, R. Markarian,

A. Sicardi y G. Tancredi. apoya graflcamente

Organizan: Facultades de Ingenieria y Ciencias de la
Universidad de la Republica. ’
Patrocinan: PEDECIBA y CSIC (UdelaR).

Informacién e

Inscripciones: E. Catsigeras E-mail: eleonora@fing.edu.uy
via WWW http://www.fisica.edu.uy
teléfono: 71 O6 21

FOTOCOPIRS COLOR

SALA DE CONGRESOS DIRECTAS
COMPLEJO CERRO DEL TORO ﬁglgl‘l@‘q,w,ﬂ

23 al 25 de Mayo de 1996 T

Esta fotocopia color se imprimio en Canon CLC 700 directa de Power Macintosh 6100/60 en CEY DIGITALLER / EJIDO
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PRIMERA
CONFERENCIA INTERDISCIPLINARIA
DE SISTEMAS CAOTICOS

Piriapolis, del 23 al 25 de mayo de 1996

Sala de Congresos del
Complejo Cerro del Toro

PROGRAMA Y RESUMENES

Facultades de Ingenieria y Ciencias
Universidad de la Republica
Uruguay

Patrocinan:
PEDECIBA y CSIC (Universidad de la Republica)

Graficos e impresion:
CEY 932 239 Soriano y Ejido, mayo 1996
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Primera Conferencia Interdisciplinaria
de Sistemas Caoticos

Piriapolis, del 23 al 25 de mayo de 1996

PROGRAMA

Jueves 23 de mayo

11:30 Registro e Inscripciones

12:30 Almuerzo de bienvenida

15:00 Apertura

15:10 Conferencias:
15:10 Roberto Markarian: Propiedades estadisticas en
sistemas dindmicos.
16:10 Anibal Sicardi: Bifurcaciones y caos en sistemas
disipativos extendidos

17:10 Café

17:20 Conferencias:
17:20 Raul Ures: Atractores caoticos

- 18:10 Silvina Ponce Dawson: Conjuntos caoticos no

atractivos y exponentes de Lyapunov fluctuantes
20:30 Cena
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Primera Conferencia Interdisciplinaria
de Sistemas Caoticos

Piriapolis, del 23 al 25 de mayo de 1996

PROGRAMA

Viernes 24 de mayo

7:15 a 8:15 Desayuno

8:30 Conferencias:
8:30 Gabriel Paternain: Entropia Topologica y Campos
Magnéticos
9:30 Cecilia Cabeza: Caos acustico (Estudio experimental
y numérico)
10:00 Cristina Masoller: Rutas al caos en diodos laseres
realimentados

10:30 Café

10:40 Conferencias:
10:40 José Vieitez: Vinculos entre la geometria y la
dindmica en variedades de dimension tres
11:30 Ruben Budelli: Comportamiento dinamico de redes
neuronales

12:30 Almuerzo

15:00 Conferencias:
15:00 Hernan Solari: Trenzas Cadticas (Estimacion de la
entropia topologica a partir de datos experimentales)
16:00 Marcelo Cerminara: Perturbaciones de sistemas
expansivos (trabajo en colaboracion con Jorge
Lewowicz)

17:00 Cafe

17:10 Conferencias:
17:10 Sonia Pinto: Some perturbations of the elliptical
billiard.
18:10 Gabriel Pisciotano: Dinamica de flujos geofisicos
19:00 Luis Acerenza: Oscilaciones y caos en sistemas
bioquimicos.

20:30 Cena
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Primera Conferencia Interdisciplinaria
de Sistemas Caoticos

Piriapolis, del 23 al 25 de mayo de 1996

PROGRAMA

Sabado 25 de mayo

7:15 a 8:15 Desayuno

8:30 Conferencias
8:30 Sandra Kahan: Bifurcaciones globales y caos en
circuitos de Chua
9:00 Gustavo Sarasta: Bifurcaciones de codimension dos
y generacion de flujos helicoidales en turbomaquinaria.
9:30 Eleonora Catsigeras: Ruta al caos por duplicacion
de periodo y cascadas de multiplicacion.

10:20 Café

10:30 Conferencias
10:30 Roberto Suarez: Bifurcaciones y caos en sinsicios.
11:20 Gonzalo Tancredi: Caos en el sistema solar,
dinamica de los cuerpos menores (cometas y asteroides)

12:30 Almuerzo de despedida

14:30 Excursion al Cerro San Antonio, Castillo de Piria y falda

del Cerro Pan de Aztcar.
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Persisténcia do atrator de Feigenbaum em familias a
um parametro- Resumo e transparéncgas das
palestras na Conferéncia e Seminario de Sistemas
Dinémicos e Mecanica dos Meios Continuos, Porto e
Lisboa, Portugal, 14-16 julho, 1997
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Persistencia do atrator de Feigenbaum
em familias a um parametro

Eleonora Catsigeras
Instituto de Matematica
Facultad de Ingenieria
Universidad de la Reptblica
Montevideo, URUGUAY.
eleonora@fing.edu.uy

Resumo e transparéncas das palestras na
Conferéncia e Seminario de Sistemas Dinamicos
e Mecanica dos Meios Continuos,

Porto e Lisboa, Portugal, 14-16 julho, 1997.

RESUMO

Consideramos um mapa 1 de classe C" (para r suficientemente grande) cujos
iterados definem um sistema dinamico discreto numa variedade M de dimensao
n > 2. Assumimos que v, exibe um atractor de Feigenbaum.

Provamos que cualquer tal mapa 1 é um ponto numa subvariedade local
S C C"(M) de codimensao um, no spago C"(M) das transformagoes C" da
variedade M, tal que todo mapa em § exibe também um atrator de Feigen-
baum.

Como consequénca, o atrator de Feigenbaum persiste quando é perturbado ao
longo duma familia a um parametro, transversal a subvariedade local & em ).

Construimos uma tal familia a um parametro para cualquer ¢» dado que exiba
um atrator de Feigenbaum, ainda que ele esté longe do endomorfismo analitico
1y ponto fixo pela renormalicagaode duplicacao. Finalmente, aplicamos esa
construcao para provar a seguinte conjectura de J. Palis: um mapa que ex-
ibe um atrator de Feigenbaum pode ser perturbado para obter tangéncias
homoclinicas.
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THEOREM 1

If vy ezxhibits a Feigenbaum attractor, then it be-
longs to a codimension-one local submanifold in the
C" space, formed by maps also exhibiting Feigen-
baum attractors.

CONSEQUENCES:

¢ Generic one parameter families of maps near ¢, will have a

parameter value for which the Feigenbaum attractor is ex-
hibited.

e Example: perturbations of the quadratic family of n dimen-

sional endomorphisms. ¥, (3 ) T (0
For dissipative Saddle :

COROLLARY (Yorke-Alligood ++)

One parameter families generically unfolding a ho-

moclinic tangency pass through a pure sequence of

pertod doubling bifurcations that accumulate in a

map exhibiting a Feigenbaum attractor.

COROLLARY (<« Colli)

Near a diffeomorphism having a homoclinic tan-
gency there are dense sets of maps e:chz'bz'tz’ngwmany
coexisting Feigenbaum attractors.
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THEOREM 2

Any map 1y exhibiting a Feigenbaum attractor be-
longs to a one-parameter family v, of maps, such
that passes through:

* a pure sequence of period doubling bifurcations,
for p, — 07,

* a sequence of tangent homoclinic bifurcations,
for fi, — 0O7T.

COROLLARY (Conjecture of Palis) Maps ez-
hibiting Feigenbaum attractor can be approzimated
with maps exhibiting homoclinic tangencies.

e THEOREM 2 ALREADY KNOWN IF v, IS NEAR THE
FEIGENBAUM MAP:

ECKMANN-WITWER (1987) dim. 1 analytic maps.
C (1995) dim. n analytic maps.
ENRICH - C (1996) dim. n C™ maps.
e THEOREM 2, FAR AWAY FROM THE FEIGENBAUM

MAP, IS NOT OBVIOUS BECAUSE THE RENORMAL-
IZATION IS NOT SURJECTIVE NOR INJECTIVE.
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THE FEIGENBAUM ATTRACTOR IN n
DIMENSIONS.

Definition:

Infinitely doubling renormalizable maps whose renor-
malized maps eventually lie all in a C" neighborhood
of the Feigenbaum map in n dimensions. (And thus
converge to the Feigenbaum map).

THE FEIGENBAUM MAP:
In dimension one: IN THE INTERVAL [-1,1].

A fo o fo(Az) = fo(z)

_____________________

CuBEL
In n dimensions: ¢o FROM A SQUARE, PROJECTS
AND FOLLOWS THE GRAPH OF f,.

¢0(3317 L2y 00y xn) — (CBn, O, SR 07 fO(xn))
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PROPOSITION (The Feigenbaum attrac-
tor). '

If ¢ € C" is infinitely doubling renormalizable in
a n dimensional ball, and R™(¢) — ¢y, then, there
exist

* a minimal Cantor set K such that U(K) =
K,

* a neighborhood U of K, and, for each N large
enough, a single periodic orbit of period 2V in U,
hyperbolic of saddle type, and no other periodic
orbits in U.

Besides:

* K is the w-limit of all the orbits in U, ex-
cept those in the stable manifolds of the periodic
orbits.

* All the orbits in K are quasi-periodic and
non-periodic.

oo 2M-1
K= n U Aj,m

m=1 j=0
Ajm = the j-th compact atom of generation m.

¢ Proposition: In the Feigenbaum attractor, the relation be-
tween the diameter of atoms of generation m + 1 and of gen-
eration m converge to A when m — oc. (A =0.3995...).
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Definition:

PERSISTENCE OF THE FEIGENBAUM
ATTRACTOR IN ONE-PARAMETER FAM-
ILIES NEAR ¥ = {4}

if there exists a real differentiable function a, such that:

* for all family X = {y,} near ¥, the map Xa(x) €xhibits a
Feigenbaum attractor,

*a(¥) =0, a((+ty) * V) = —t,

PROPOSITION:

Last definition < There exists M, a codimension-
one local manifold in the space of C" maps,

intersecting transversally the given family U at the
map Yy, and such that

§ € M = ¢ exhibits a Feigenbaum attractor.

Proof of theorems 1 and 2:

e FIRST STEP: If ¢ is contained in a good
one- parameter family of C" maps (that
is, after renormalized, intersects transver-
sally the local stable manifold of the Feigen-
baum map), then the Feigenbaum attrac-
tor is persistent in one-parameter families.

e SECOND STEP: If ¢, has a Feigenbaum
attractor, then it can be constructed a good
one-parameter family containing 1.
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FIRST STEP:

Difficulty: Renormalization is not differen-
tiable in the space of C" maps.

How to avoid it: Sacrifice one degree of dif-

ferentiability. The renormalization is differ-
entiable from C"t! to C".

CT*1 space

C" space

SECOND STEP:

Difficulty: R is not surjective.

Solution: If wy is transversal to the local sta-
ble manifold of the Feigenbaum map, there
exist a one parameter family passing through
Yo that after renormalized is tangent to a vec-
tor as near as wanted from wy.

8
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