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Caṕıtulo intermedio entre II y III

SISTEMAS DINAMICOS 2.99.1
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✘✚✯✲F➍✳➧✿✰❂❃✿❃N✱✷✳Q❋❁▲➙❋ ❵■❛✡❜ ❝❞✎❡❮❢`❤✰❞❈✐❦❥❦❧✫♥❁♦ ❜➋❛✡♣ ♥ ❜k♣✪m✡no ♦✧✉ m①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪m⑤❜k⑥ o ③ ✉ m ♦ ❜❨③④m⑦❜❅⑧ ✉ o ♦❁✉ ❛ ❢{➴✲}~��☞⑩ ❶ ❷ ⑧ } ❛ ❻✫♥❁♦❻♠♥ ➓➫♣ o ♦ � ♥❁♦ ➜ o ❜❨➓❊m①❛✪③♠➜ o ✉ ❛ ⑩ ❶ ❷✑� ⑩ ❶�➎❇❤✰❞❈✐❦❥❦❧●⑨✢}✗❹� ➇✷➣➃➔✖➄❨➛➻�❁↔✪❿❁ ➄❨➇➌❛ ❻➠♥❁♦ ❜➋✇ ♥❁♦ ♣✪m✡no ♦✚£`➴❃⑩✍��¤⑩ ❶ ❷ ⑧ ✉ ❛✖¥ ♦ m ✉ ❜✍❛ ♦ �❅➇❲❿②➇❊➤©➂✪❾➏¬❨➣❨➛①➄✚➣❃­✖❿→➂✖❾✖➤→➄ ⑩✝°~⑩ ❶ ⑧❁➜♠❜k⑥➩➊ ♥ ❛ ➴

❤➙£✓❤✰❥❦❧➏✐❦❥♠❧✓⑨✧} ➉❊❜❨③④❜✦➜ o ✉ o ❥✒⑨✢⑩
✉✉❅❥ £✓❤✰❥♠❧➘❡❮❢`❤➙£✓❤✰❥♠❧➏✐❦❥❦❧ ➉❊❜❨③④❜➋➜ o ✉ o ❥✒⑨✢⑩

✥✧✱❁✻✾✸➫º✁! ♦ m ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜k⑥ o ❛ ❻ ⑧ o ➓❊m①❛ ♦ ➜ o ✉ ❜➃⑥⑦❜➋③♠❛✡♣✖➜♠❜➃③④❛✡❜k⑥➙⑧ o ➓❊m⑤❛ ♦✎♥❁♦ ❜ ❻ ❛✡➐➃m①③♠③♠❛✡♣✖➜♠❜❅⑧ o ➓❊m①❛ ♦✎♥❊♦✎❻ ❛✪½↕➐✦❛ ♦ ➜ o❛ ♦ ⑥⑤❜➋③④❛✡♣✖➜♠❜✝③♠❛✡❜k⑥ ❹➭❸➓ ❻ n❛✪③♠➑k❛ ❻ ❛✔➊ ♥ ❛k⑧■➉ o ③ ✉ ❛✖¥ ♦ m⑦♣✪m✡no ♦ ⑧✲⑥⑦❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦ ❛ ❻ ➜❁n❜ ✉ ❛✖¥ ♦ m ✉ ❜➨❛ ♦✟♥❊♦ m ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜k⑥ o ❜❨➓❊m①❛✪③♠➜ o ❹✄✂ o ❛ ❻●❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦♥❁♦ ❜✝✇ ♥❁♦ ♣✪m✡no ♦✎✉ ❛ ❥ ➊ ♥ ❛✂➑k❛✪③④m✃¥✷♣✪❜✑⑥⑤❜✦❛✡♣ ♥ ❜k♣✪m✡no ♦❲✉ m①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪m⑦❜k⑥➙⑧✼➉❑❛✪③ o ❛ ❻ ➜❁n❜ ✉ ❛✖¥ ♦ m ✉ ❜❅⑧❁➉ o ③✫❛❒�❦❛✡➐✦➉❊⑥ o ⑧✷❛ ♦ ⑥⑤❜ ♥❁♦ m✡no ♦✉ ❛ ✉ o ❻ m ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜k⑥ o ❻ ❜❨➓❊m①❛✪③♠➜ o ❻✓✉ m ❻ � ♥❊♦ ➜ o ❻✪❹ Ç o ③✭❛❒�❦❛✡➐✦➉❊⑥ o ⑧✲➉❊❜❨③➏❜✂⑥⑤❜☎❛✡♣ ♥ ❜k♣✪m✡no ♦✟✉ m①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪m⑤❜k⑥ ❝❞✚❡✆☎➠❞ ➾ ⑧■⑥⑦❜➨✇ ♥❁♦ ♣✪m✡no ♦❞➧❤✰❥♠❧❸❡ ➳✞✝✹❥ ⑧ ✉ ❛✖¥ ♦ m ✉ ❜✑➉❊❜❨③④❜ ❥✠✟❡☛✡ ⑧ ♦ o ❛ ❻➨❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✾no ♦➫❹ ❵➫nÍ➧❻ o ♦✬✉ o ❻✔❻ o ⑥ ♥ ♣✪m o ♦ ❛ ❻✔✉ m ❻ ➜♠m ♦ ➜♠❜ ❻✗❞➍❤✰❥❦❧❸❡ ➳✞✝✹❥ ⑧❈➉❊❜❨③④❜❥✌☞✍✡ ⑧ ➎ ➉❊❜❨③④❜ ❥✌✎✍✡❅❹
✘✚✯✲F➍✳➧✿✰❂❃✿❃N✱✷✳Q❋❁▲✑✏✒! ♦ ❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦➋£✍✓ ❽❅➣✤➔✖➣✕✔●❽❅➄❨❾ ❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✾❧➬❻ m £✒❤✰❥✙✖✾❧➘❡❮❞✗✖✤❹➍❺✭❻➍✉ ❛✡♣✪m①③✡⑧↕⑥⑤❜✛✚k❾➘ ➣✙✜✭↔➏➣ ✉ ❛✒⑥⑦❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦➉❊❜ ❻ ❜✝➉ o ③●❛✡⑥➩➉ ♥❁♦ ➜ o ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✪❧➏❹! ♦ ❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦Ó£✙➴✔⑩ �� ⑩ ❶✗❷ ➊ ♥ ❛✈➉❊❜ ❻ ❜✣➉ o ③ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✾❧ ❛ ❻  �❅➇❁❿➥↔➏➣❳♣ ♥ ❜ ♦❁✉ o ♣ ♥ ❜k⑥⑤➊ ♥ m①❛✪③ o ➜❦③④❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦✣ ➴✥✤❲��¤⑩ ❶ ❷ ➊ ♥ ❛✔➉✷❜ ❻ ❜➋➉ o ③ ❤✰❞ ✖ ✐❦❥ ✖ ❧ ➑k❛✪③④m✃¥✷♣✪❜ £✓❤✰❥♠❧➘❡ ✣ ❤✰❥❦❧ ➉❊❜❨③④❜➋➜ o ✉ o ❥✒⑨✢⑩✧✦★✤➬❹! ♦ ❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦❲£ ➴❁⑩✟�� ⑩ ❶✗❷ ➊ ♥ ❛✍➉❊❜ ❻ ❜✑➉ o ③ ❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✾❧ ❛ ❻ ➁✝➣✪✩↕❿②➁✝➣❨➛ ❤ ❛ ⑩✚❻ ❛✍⑥⑤⑥⑤❜k➐✝❜✢❿②➇❊➤©➂✪❾➏¬❨➣❨➛①➄✚➁✝➣✪✩k❿✰➁✝➣❨➛ ❧ ⑧❻ m❑➜ o ✉ ❜ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m✡no ♦ ✣ ➉ o ③ ❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✾❧✒✉ ❛✖¥ ♦ m ✉ ❜✍❛ ♦✎♥❊♦ m ♦ ➜❦❛✪③④➑✤❜k⑥ o ✤✬✫ ⑩ ⑧ ➎ ➜♠❜k⑥✵➊ ♥ ❛ £✬❡ ✣✛✭ ✮ ⑧❊➑k❛✪③④m✃¥✷♣✪❜ ⑩✦❡✯✤➬❹

❺ ⑥✼➜❦❛ o ③♠❛✡➐✝❜ ✉ ❛➠Ç✭m⑤♣✪❜❨③ ✉✝✉ ❜☎♣ o ♦❁✉ m⑤♣✪m o ♦ ❛ ❻➘❻♠♥ ¥✷♣✪m⑤❛ ♦ ➜❦❛ ❻ ➉✷❜❨③④❜➨⑥⑤❜✔❛✖Ú✼m ❻ ➜❦❛ ♦ ♣✪m⑤❜ ➎✦♥❁♦ m⑤♣✪m ✉ ❜ ✉➋✉ ❛ ❻ o ⑥ ♥ ♣✪m o ♦ ❛ ❻ ➉ o ③♣ ♥ ❜k⑥⑤➊ ♥ m①❛✪③●➉ ♥❁♦ ➜ o ✉ ❛ }✗❹
✘✚✯✲F➍✳➧✿✰❂❃✿❃N✱✷✳Q❋❁▲✱✰ ➒ ❜➋✇ ♥❁♦ ♣✪m✡no ♦✟❢{➴❃}~��¤⑩ ❶ ❷ ❛ ❻ ✚k➛①➄❃­♠➣k➛ ➁➃➂✖➇✷➤©➂✂➛ ❿ ❽❊➔✖↔✳✲❃❿➥➤✑✴✖❿➙➣❨➇✷➣✎➂✖➇ } ➈➘❾♠➂➀➔©❽✼➂♠↔✾➤→➄✚➣✝➛①➣✑¬✤➣❨❾➀❿➥➣✲­✖➛⑤➂❞ ➈ ❻ m➫❛✖Ú❅m ❻ ➜❦❛ ♥❁♦ ❜✦♣ o ♦❁❻ ➜♠❜ ♦ ➜❦❛✶✵ ✎✷✡ ➜♠❜k⑥➩➊ ♥ ❛✸ ❢`❤✰❞ ✖ ✐❦❥♠❧✹☎✬❢`❤✰❞ ➶ ✐❦❥❦❧ ✸✧✺ ✵ ✸ ❞ ✖ ☎✬❞ ➶ ✸ ➉❊❜❨③④❜➋➜ o ✉ o ❤✰❞ ✖ ✐❦❥♠❧✒➎✈❤✰❞ ➶ ✐❦❥♠❧✒⑨✧}

➒ ❜✔✇ ♥❊♦ ♣✪m✡no ♦➋❢{➴❃}~��¤⑩ ❶✗❷ ❛ ❻ ➛➻❿ ❽✷➔✖↔✕✲✲❿✰➤✑✴✪❿➥➣❨➇✴➣➃➂✖➇ } ➈➧❾❦➂✖➔→❽✼➂④↔✡➤→➄✝➣✍➛①➣✍¬✤➣❨❾➀❿➙➣❃­✖➛⑤➂ ❞ ➈ ❻ m❁♣✪❜ ✉ ❜✔➉ ♥❁♦ ➜ o ❤✰❞✵✐❦❥♠❧✒⑨✧}❛ ❻ ➜❁n❜✦❛ ♦ ❜k⑥①½✓n♥❁♦ ❛ ♦ ➜ o ③ ♦ o✼✻ ° } ➜♠❜k⑥➩➊ ♥ ❛ ❢ ✭ ✽ ❛ ❻ ½↕⑥ o ➓❊❜k⑥⑤➐✝❛ ♦ ➜❦❛➨⑥⑤m⑤➉ ❻ ♣✿✾❊m①➜❁❀✡m⑤❜ ♦ ❜✂❛ ♦ ✻ ❹
❵❅m ❢ ❛ ❻❸✉ m①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪m⑦❜❨➓❊⑥①❛✗③♠❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ o ❜ ❞ ♣ o ♦❲✉ ❛✪③④m⑤➑✤❜ ✉ ❜✦♣ o ♦ ➜♠m ♦■♥ ❜❅⑧❊❛ ♦ ➜ o ♦ ♣✖❛ ❻ ❛ ❻ ⑥⑤m①➉ ❻ ♣❂✾❁m①➜❁❀✡m⑤❜ ♦ ❜✂③④❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ o ❜❞✵❹

ß✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸✺❋❁▲❄❃✷❅❁❆✂✿②❂❃✸❁✶❈❇❊❉●❋ ➂♠➣ ❢✙➴✲}~��☞⑩ ❶✗❷ ↔➏➄❨➇❊➤➥❿✰➇❁�❁➣■❍✦➛ ❿ ❽❊➔✖↔✳✲❃❿➥➤✑✴✖❿➙➣❨➇✷➣✑❾❦➂✖➔→❽✼➂④↔✡➤→➄➌➣✦➛①➣✔❽✷❾➏❿✰➁➃➂✖❾❦➣✑¬✤➣❨❾➀❿➥➣✲­✖➛⑤➂❞ ➡❑❏✓➇✷➤→➄❨➇✷↔➏➂✖➔✢➛①➣~➂♠↔✡�✼➣❃↔✪❿❁ ➄❨➇➵➅❨❿ ➟✪➂✪❾❦➂✪➇✷↔✪❿➙➣❨➛ ❝❞�❡{❢✣❤✰❞✵✐❦❥♠❧ ➤➥❿➙➂✪➇✴➂➀➈❸❽❅➄❨❾✈↔✪�❁➣❨➛❄▲✪�❅❿→➂✖❾ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✪❧❇⑨ } ➈✦�❅➇✷➣✙ �■➇❊❿➥↔➏➣➔✖➄k➛ �❁↔✪❿❁ ➄❨➇✷➡
☛✂✱✷✶✹✱✴✮②✸❊✶✤✿✰✱~❋❊▲✑▼❑❋ ❿ ❢ ➂➀➔✎↔④➄❨➇✷➤➥❿②➇❁�❁➣●❍✈➛ ❿ ❽❊➔✪↔✕✲❃❿➥➤✑✴✖❿➙➣❨➇✷➣★❾♠➂➀➔→❽❁➂♠↔✡➤→➄✣➣❳➛✃➣✬¬✤➣❨❾➀❿➙➣❃­✖➛⑤➂ ❞ ➈➋➂✪➇❊➤→➄❨➇✷↔➀➂➀➔➌➛✃➣✣➂♠↔✡�✼➣❃↔✪❿❁ ➄❨➇➅❨❿ ➟✪➂✪❾❦➂✪➇✷↔✪❿➙➣❨➛ ❝❞➌❡❮❢✣❤✰❞✵✐❦❥♠❧ ➤➥❿→➂✖➇❑➂➀➈❑❽❅➄❨❾➋↔✪�❁➣❨➛❄▲✪�❅❿→➂✖❾ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✾❧ ➈❼�❅➇✷➣❪ �❅➇❁❿➥↔➏➣➃➔✖➄❨➛➻�❁↔✪❿❁ ➄❨➇✈➁✝➣✪✩k❿✰➁✝➣❨➛✃➡

◆



✥✢✱❊✻✾✸➫( ❺ ⑥➩, ♦ ➜❦❛✪③♠➑✤❜7⑥ 8 ➐✝❜✤;❅,⑦➐✝❜7⑥ ✉ ❛➨⑥⑤❜ ❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪,✡E8 ♦ ➐✝❜✤;✼,⑤➐✝❜7⑥➫➉ 8 ③ ❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✡❧✓❻ ❛ ✉ ❛ ♦ 8 ➜♠❜❨③❊E❜✝♣ 8 ➐ 8
❤#❖❘◗✪❙❯❚ ❱✱❙✤✐✿❲❂◗✪❙❂❚ ❱✱❙✪❧

✉ 8 ♦❁✉ ❛ ❖➃➎❳❲✗❻ 8 ♦❨☎✧❩❣✐❂❬❭❩ ⑧ 8 ♦ E♥ ➐✦❛✪③ 8 ❻ ③♠❛✡❜7⑥①❛ ❻✡❹➒ ❜ ❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪,✾E8 ♦ ➐✝❜✤;❅,⑦➐✝❜7⑥❑➉ 8 ③ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✾❧✒❻ ❛ ✉ ❛ ♦ 8 ➜♠❜❨③✷E❜✝♣ 8 ➐ 8
]✹◗ ❙ ❚ ❱ ❙

❵ ♥❁❻ ➑❨❜7⑥ 8 ③♠❛ ❻ ➉❊❜❨③④❜✝♣✪❜ ✉ ❜ ❥✭⑨★❤#❖❪◗✪❙❯❚ ❱✱❙✹✐✿❲✿◗✪❙❯❚ ❱✱❙✡❧ ⑧ ❻ ❛✪③❊E❜ ♦✢]✹◗✪❙❯❚ ❱✱❙7❤✰❥❦❧ 8 ➜♠❜7➐✂➓❊,➀E❛ ♦❴❫➧❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖❨✐❦❥♠❧➏❹
i✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸✺❋❁▲✱❵✍❅➀✜➫✸❊✮➥✿❛❇❈✸●❇❈✯❲❂↕✱✷❄❝❜➧✸❁❂7✻✾✱✷✽❞❉✬❋ ❿ ❢ ➂✖➔✂↔④➄❨➇❊➤➥❿✰➇❁�❁➣✚➂✖➇ � ➈✄❍✝➔➀❿➬➛✃➣✚➂④↔✪�❁➣↕↔✪❿❁�➄❨➇✬➅❨❿ ➟✪➂✪❾❦➂✪➇✷↔✪❿➙➣❨➛ ❝❞✎❡❢�❤✰❞❈✐❦❥❦❧ ➤➥❿➙➂✪➇✴➂❈❽❅➣7❾➆➣✍↔④➣↕➅❃➣ ❤✰❞✗✖✹✐❦❥✙✖✾❧✒⑨✢� �❅➇✷➣❮��❅➇❁❿➙↔④➣✔➔✖➄❨➛➻�❁↔✪❿❁�➄❨➇✼➈➍➂✪➇❊➤→➄❨➇✷↔➀➂➀➔➏➈❈➅↕➣↕➅↕➄✍↔✪�❁➣❨➛❄▲✪�❅❿→➂✖❾✒↔➏➄❨➁➦❽❅➣↕↔✾➤→➄❡✵ ¡ � ➈➂❢✩↕❿⑦➔✖➤¢➂✖➇❇➇➋��❅➁➃➂✖❾❦➄✤➔ ❖ ❍ ❲ ➤→➣❨➛⑤➂➀➔❣▲✪�❊➂ ❥ ✖ ☞✷❲✧☞❤❲ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙✤✐ ❖ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙✧☞✐❖■☞¥❥ ✖ ➈✄❍✹➈➩❽❅➣❨❾❦➣✎➤→➄✡➅↕➄ ❥❥✎✷❲ ➄ ❥❦☞✐❖ ➈✒➂✪➇➂✖➛✵❿②➇❊➤¢➂✪❾➏¨❨➣❨➛①➄➃➁✝➣✪✩↕❿②➁✝➣❨➛ ➈✒➔✪➂✍↔✪�❅➁➦❽✷➛⑤➂

❤→]✹◗✪❙❂❚ ❱✱❙7❤✰❥❦❧➏✐❦❥♠❧✛✟⑨ ✵
❺ ⑥❑➜❦❛ 8 ③④❛✡➐✝❜✝❜ ♦ ➜❦❛✪③④, 8 ③➠❜ ❻ ❛✪ª ♥ ③④❜✝➊ ♥ ❛✔⑥⑤❜ ❻✫❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪, 8 ♦ ❛ ❻●❻ ❛✔➉❁③ 8 ⑥ 8 ♦ ª↕❜ ♦ ✾❁❜7♣✪,⑤❜✦⑥⑦❜✍,✱❀✡➊ ♥ ,⑤❛✪③ ✉ ❜ ➎ ⑥⑤❜ ✉ ❛✪③♠❛✡♣✿✾❁❜ ✉ ❛ ❥✘✖ ⑧✉ ❛✔➜♠❜7⑥✵✇ 8 ③④➐➃❜✦➊ ♥ ❛➨⑥⑦❜➋ª7③❊E❜✤¯✷♣✪❜ ❻ ❛ ❻ ❜7⑥①❛ ✉ ❛➨♣ ♥ ❜7⑥⑦➊ ♥ ,⑤❛✪③✫♣ 8 ➐✦➉❊❜7♣✖➜ 8 ♣ 8 ♦ ➜❦❛ ♦ , ✉ 8 ❛ ♦✢�✗❹☛✂✱✴✳✵✽✾✯✲❂❘❧❈✯❅✳✵❂❃✿✰✸❁✽↕(
➳❨❹ ❵✼, � ❡ ⑩ ❶✗❷ ¶ ⑩ ❶ ➎★❻ , ❫✢◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❤✰❥❦❧ ❛ ❻ ➜❁E❜✈❜7♣ 8 ➜♠❜ ✉ ❜✈➉❊❜❨③④❜ ❥✟➲º❥✘✖ ⑧❼❛ ♦ ➜ 8 ♦ ♣✖❛ ❻✼❲❂◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❡♠❩❮❹�❺❼♦ ✇ 8 ③④➐✝❜❻ ,⑤➐✝,⑤⑥⑤❜❨③✾⑧ ❻ ,➩❛ ❻ ➜❁E❜✝❜7♣ 8 ➜♠❜ ✉ ❜➃➉❊❜❨③④❜ ❥ ✺ ❥✙✖ ⑧❊❛ ♦ ➜ 8 ♦ ♣✖❛ ❻❡❖❘◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❡✆☎✛❩❮❹◆ ❹ ❵✼, � ❛ ❻ ♣ ♥ ❜7⑥⑦➊ ♥ ,⑤❛✪③✫❜❨➓❊,①❛✪③♠➜ 8 ⑧ ➎➌❻ , ❲❂◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❡♥❲ ¯ ♦ ,①➜ 8 ⑧✼❛ ♦ ➜ 8 ♦ ♣✖❛ ❻✪➴♦ 8 ➓❊,⑤❛ ♦ ⑧➍➉❊❜❨③④❜❲➜ 8 ✉ ❜ ❻♠♥ ♣✖❛ ❻ ,✡E8 ♦�❥ ❷ ¾ ❲ ➪ ⑧ ❻ ❛➌♣ ♥ ➐✦➉✷⑥①❛✑⑥⑤,⑦➐ ❤➙] ◗ ❙ ❚ ❱ ❙7❤✰❥ ❷ ❧➏✐❦❥ ❷ ❧ ❛✖;✼, ❻ ➜❦❛ ➎ ❛ ❻ ➜❁E❜❲❛ ♦ ❛✡⑥➓ 8 ③ ✉ ❛ ✉ ❛ � ⑧♦ 8 ➓❊,①❛ ♦ ⑥⑤,⑤➐ ❱✑♣hi✘j ✸ ]✹◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❤✰❥♠❧ ✸ ❡l❩❣❹
❺ ⑥➫③♠❛ ❻♠♥ ⑥①➜♠❜ ✉ 8 ❜ ♦ E❜7⑥ 8 ª 8 ➑✤❜7⑥①❛➨♣ ♥ ❜ ♦❁✉ 8 ❖❪◗✪❙❯❚ ❱✱❙ ❛ ❻ ¯ ♦ ,①➜ 8 ❹

✉ ✈ Á❊✇✟Á❼Â➋Ã✦Á❼Â➋Ä➘Æ④ÇÈÃ✦Á É♠Ç●ÊËÄ➬Ì➦Â➋Ã✝Æ④Ä➘Æ♠Ì❸Â➋Á➘ÊÎÆ④Â✦Æ♠Ä➘Æ④Ç✫É♠Á➘ÊËÏ Ã✦Á É♠Ì➠Ê❑✇➋Ç②①✼③Ç⑤④ Á➬Ð✗①➫Ì➠Ê
❵■❛✡❜ ❝❞❇❡Ò❢�❤✰❞✵✐❦❥➀✐❁⑥❈❧➏✐Ë❞❳⑨❳⑩ ❶✗❷❊✐❦❥✗⑨❳⑩ ❶✍✐❁⑥ ⑨★⑩ ❶❥⑦ ⑧ ♥❁♦ ❜✑❛✡♣ ♥ ❜7♣✪,✡E8 ♦✈✉ ,①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪,⑦❜7⑥ 8 ③ ✉ , ♦ ❜❨③④,⑤❜✑➊ ♥ ❛ ✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛ ✉ ❛✡⑥➉❊❜❨③❊E❜7➐✝❛✪➜❦③ 8 ⑥➬❹ Ô➍❜❨③④❜➃♣✪❜ ✉ ❜✝➑❨❜7⑥ 8 ③●¯7Õ 8 ✉ ❛✡⑥❑➉✷❜❨③❊E❜7➐✦❛✪➜❦③ 8 ⑥✈⑨✧⑩ ❶❥⑦ ⑧ ❻ ❛➨➜❦❛ ♦❁✉ ③❊E❜ ♥❊♦ ❜✦❛✡♣ ♥ ❜7♣✪,✡E8 ♦✧✉ ,①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪,⑤❜7⑥→⑧❅➊ ♥ ❛❻♠♥ ➉ 8 ♦ ª↕❜7➐ 8 ❻ ➜♠,①❛ ♦ ❛ ♥❁♦ ❜❳E♥❊♦ ,⑤♣✪❜ ❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪,✡E8 ♦ ➐✝❜✤;✼,⑤➐✝❜7⑥❅➉ 8 ③ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✾❧➏❹➬❺❼❻ ➜♠❜ ❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪,✡E8 ♦ ➐✝❜✤;✼,⑤➐✝❜7⑥→⑧↕❜⑧✾ 8 ③④❜❅⑧✲❜ ✉ ❛✡➐ E❜ ❻✉ ❛ ✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛✪③ ✉ ❛ ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✡❧ ⑧ ✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛ ✉ ❛✡⑥➘➉❊❜❨③❊E❜7➐✦❛✪➜❦③ 8 ⑥ ⑧ ➎ ❛ ❻ ✇ ♥❊♦ ♣✪,✡E8 ♦ ⑧➩♣ 8 ➐ 8 ❻ ,①❛✡➐✦➉❊③♠❛7⑧ ✉ ❛✝⑥⑤❜➌➑❨❜❨③④,⑤❜❨➓❊⑥⑤❛ ❥ ⑧③♠❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ 8 ❜➃⑥⑤❜✦♣ ♥ ❜7⑥➫➑7❛✪③④,①¯✷♣✪❜✦⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜7♣✪,✡E8 ♦✧✉ ,①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪,⑤❜7⑥ ❹➧➢ ❛ ♦ 8 ➜♠❜❨③♠❛✡➐ 8 ❻ ♣ 8 ➐ 8❫➍❤✰❞✗✖✹✐❦❥✙✖❨✐❁⑥➬✐❦❥♠❧
❛✡⑥➫➑❨❜7⑥ 8 ③ ✉ ❛➨⑥⑦❜ ❻ 8 ⑥ ♥ ♣✪,✡E8 ♦ ➐➃❜✤;❅,⑤➐➃❜7⑥➫❛ ♦✚❥ ⑧✼➉ 8 ③ ❤✰❞✢✖✤✐❦❥✘✖✾❧ ⑧ ✉ ❛➨⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜7♣✪,✡E8 ♦✧✉ ,①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪,⑤❜7⑥❑➊ ♥ ❛ ❻ ❛ 8 ➓❊➜♠,①❛ ♦ ❛➨❜7⑥❑¯7Õ♠❜❨③❛✡⑥➫➉❊❜❨③✷E❜7➐✦❛✪➜❦③ 8 ⑥➬❹

⑨



 ✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸●✏❑▲➙❋"❋ ➂♠➣ ❢ ↔④➄❨➇✷➤➥❿②➇❁>❁➣✈➂✖➇A>❅➇✣↔➏➄❨➇✪⑩➀>❅➇❊➤→➄❇➣❃I✖❿→➂✖❾✖➤→➄ K LM⑩ ❶✗❷ R ⑩ ❶ R ⑩ ❶❥⑦ ➈❶❍✧➤→➣U➛❦▲✪>❊➂✗❽❅➣❨❾❦➣✬↔④➣↕➅❃➣❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✤✐❁⑥❈❧✚⑨gK ➂❢✩U❿②➔➀➤i➂✢>❅➇✷➣kl>■➇❊❿➥↔➏➣✬➔✪➄❨➛➻>✼↔✡❿✼l➄U➇❮➁✝➣✪✩↕❿②➁✝➣❨➛ ❫➍❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖❨✐❁⑥➬✐❦❥❦❧ ➅❃➂✢➛✃➣✺➂♠↔✡>❁➣↕↔✪❿❁l➄❨➇x➅❨❿ ➟✡➂✖❾♠➂✖➇✴↔✪❿➙➣❨➛ ❝❞ ❡❢A❤✰❞❈✐❦❥➏✐❁⑥❈❧ ➡❏●➇❊➤→➄❨➇✷↔➀➂➀➔ ❫ ➅❃➂❒❽✼➂✖➇✴➅❃➂➃↔➏➄❨➇❊➤➥❿✰➇❁>❁➣❨➁➃➂✖➇❊➤i➂✑➅❃➂ ❞ ✖ ✐❦❥ ✖ ✐❁⑥➬✐❦❥ ➂✖➇❇➔➀>✬➅↕➄❨➁➋❿②➇❊❿➥➄✧➅❃➂✝➅❃➂❷✜➘➇❁❿➙↔✪❿❁l➄❨➇✷➡✶❸➠➅❃➂✪➁➵l➣✤➔➋➅❨❿➙↔✕✲❅➄➅↕➄❨➁➋❿✰➇❁❿➙➄✎➂➀➔✂➣❃I✪❿➙➂✪❾➀➤→➄↕➡
✁❺❹✡✯❅❄●❜➍✮✰✱➩� �➍❜❨③④❜ ❞✧⑨✢⑩ ❶➋✐❂❻✎⑨✢⑩ ❶➋✐❦❥✭⑨✢⑩ ❶g❻ ❛✡❜ ❝❞✚❡"❻✼❞ ➾ ❹ ❵■❛✔➜♠�①❛ ♦ ❛❫➧❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✤✐❂❻➩✐❦❥❦❧✭❡ ❞✢✖➳❥☎❼❻❈❤✰❥❽☎✬❥✘✖✡❧➹❞✗✖
❺ ⑥➫� ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜U⑥ ¡ ➐✝❜✤£✼�⑤➐✝❜U⑥➩❛ ❻✪➴❾ ♥ ❜ ♦❁✉ ¡ ❻❁❞ ✖ ☞✍✡✦➴↕⑩ ◗✪❙❯❚ ❱✱❙❂❚ ❿ ❡g❤✰❥ ✖ ❬❣➳✞✝⑧❻❁❞ ✖ ✐❂❬❭❩ª❧❾ ♥ ❜ ♦❁✉ ¡ ❻❁❞✢✖✧✎✍✡✦➴↕⑩ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❚ ❿ ❡g❤✘☎✧❩❣✐❦❥✘✖❊❬❣➳✞✝⑧❻❁❞✢✖✤❧❾ ♥ ❜ ♦❁✉ ¡ ❻❁❞✢✖✫❡❤✡✦➴↕⑩ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❚ ❿ ❡g❤✘☎✧❩❣✐❂❬❭❩ ❧❺ ⑥ ✉ ¡ ➐✝� ♦ � ¡ ✉ ❛ ✉ ❛✖¬ ♦ �⑤♣✪�✾¯¡ ♦✟✉ ❛ ❫ ❛ ❻Z➀✲❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✤✐❂❻➫✐❦❥♠❧✓⑨✧⑩ ❶✧➁✔➴U❥✭⑨✧⑩ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❚ ❿➃➂ ❹
➄ ➅✢²❊④ ³k´✦²➇➆➈①➫µ➦·✛➉❣³✫¸④¸
❺ ⑥❑⑥①❛✡➐➃❜ ✉ ❛➋➊❸③ ¡ ♦❘➌ ❜U⑥⑤⑥➙⑧✼➊ ♥ ❛➦❛ ♦■♥❁♦ ♣✪�⑦❜❨③♠❛✡➐ ¡ ❻✓➎➃✉ ❛✡➐ ¡ ❻ ➜❦③④❜❨③♠❛✡➐ ¡ ❻ ❜✍♣ ¡ ♦ ➜♠� ♦■♥ ❜U♣✪�✡¯¡ ♦ ⑧✼❜ ✉ ❛✡➐ª¯❜ ❻●✉ ❛ ❻ ❛✪③✧¯♥ ➜♠�⑤⑥✷➉❊❜❨③④❜✉ ❛✡➐ ¡ ❻ ➜❦③④❜❨③➦❛✡⑥✵➜❦❛ ¡ ③♠❛✡➐✝❜ ◆ ❹⑤➳ ⑧❑➉❑❛✪③④➐✝�①➜❦❛➨❜U♣ ¡ ➜♠❜❨③➨⑥⑤❜ ❻➦❻ ¡ ⑥ ♥ ♣✪� ¡ ♦ ❛ ❻➠✉ ❛✍♣✪�①❛✪③♠➜♠❜ ❻ ❛✡♣ ♥ ❜U♣✪� ¡ ♦ ❛ ❻✗✉ �⑤✇②❛✪③♠❛ ♦ ♣✪�⑤❜U⑥①❛ ❻ ⑧ ➎ ➉ ¡ ③❛ ❻ ❛☎➐✝❛ ✉ � ¡ ⑧✼❛ ❻ ➜ ♥❁✉ �⑤❜❨③✡⑧❅❛ ♦ ➐ ♥ ♣✿✾ ¡ ❻ ♣✪❜ ❻ ¡ ❻ ⑧✴⑥ ¡ ❻ � ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜U⑥ ¡ ❻ ➐✝❜✤£✼�⑤➐✝❜U⑥①❛ ❻✡❹
✏✒✯■❄★✸✬✰➫▲➙❋❝❅✕➍✟✶✤✱✷✳✗➎➋✸❊✮➥✮➏❉●❋ ❿➘>❅➇✷➣➠➟➏>❅➇✷↔✡❿✼l➄❨➇✬↔➏➄❨➇❊➤➥❿✰➇❁>❁➣✟❾❦➂④➣❨➛➑➐ ➅❃➂❷✜➘➇❁❿➙➅↕➣✎➂✖➇❇>❅➇✧❿✰➇❊➤i➂✪❾➏Æ❨➣❨➛✃➄❳➒ ❥✙✖✤✐❦❥ ➶❁➓ Æ❨➂✪❾➏❿ ✜✭↔➏➣✡ ✺ ➐ ❤✰❥❦❧ ✺✷➔ ❬✍→ ❱❱✱❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧ ➅ ➣
↔④➄U➇ ➔ ➲✍✡ ❍ ➯➫❤❷➣❨❧✭➲✍✡ ↔④➄❨➇✷➤➥❿②➇❁>❁➣☎❽❅➣U❾➆➣✚➤→➄✾➅↕➄ ➣➨⑨ ➒ ❥✘✖❨✐❦❥ ➶✙➓ ➈✓➂✖➇❊➤→➄U➇✷↔➏➂✖➔➐ ❤✰❥❦❧ ✺✷➔ ❛✖£❅➉ → ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣✤❧ ➅ ➣ ❽❅➣U❾➆➣✚➤→➄✾➅↕➄ ❥✒⑨ ➒ ❥✘✖✤✐❦❥ ➶❁➓❏✓➇➃❽❅➣❨❾✖➤➥❿➙↔✪>❅➛✃➣U❾④➈✒➔➏❿ ➔ ❡❤✡ ➂✖➇❊➤→➄U➇✷↔➏➂✖➔❶➐↕↔ ✡ ➈❦❍✦➔➏❿ ➯➫❤❷➣❨❧ ➂➀➔✂↔④➄U➇✼➔➀➤→➣❨➇✷➤i➂✧➐ ❤✰❥♠❧ ✺✍➔❽➙ ➺✹➸ ❱ ➪ ❱ ❙ ➼ ➡❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫� ❵ ♥ ➉ ¡ ♦ Ð↕❜U➐ ¡ ❻ ➉❁③➏�⑤➐✦❛✪③ ¡ ➊ ♥ ❛ ➔ ✟❡✒✡❅❹●❺❼♦ ➜ ¡ ♦ ♣✖❛ ❻❸❻ ❛☎➜♠�①❛ ♦ ❛ ✡➛☞ ➔➜✺✐➔ ❬➞➝ ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣✤❧ ➐ ❤❷➣✤❧✓✉✢➣ ⑧ ➎➉ ¡ ③⑤✾❁�①➉➠¯¡ ➜❦❛ ❻ � ❻✪➴ ✡ ✺ ➐ ❤✰❥❦❧➆➯➫❤✰❥♠❧➔ ❬➟➝ ❱❱✱❙ ➯➫❤❷➣✤❧ ➐ ❤❷➣✤❧●✉➑➣ ✺ ➯➫❤✰❥♠❧➠ ♦ ➜❦❛✪ÐU③④❜ ♦❊✉ ¡ ❜U➐✂➓ ¡ ❻ ➐✝�①❛✡➐✂➓❁③ ¡ ❻ ❛ ♦ ➜❦③♠❛ ❥✙✖❸➎✑❥ ③♠❛ ❻♠♥ ⑥①➜♠❜ ➴

⑥ ¡ Ð➛➡ ➔ ❬➞→ ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧✓✉➑➣✞➢✬☎ ⑥ ¡ Ð ➔❼✺ → ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧✒✉➑➣
✉ ❛ ✉ ¡ ♦❊✉ ❛ ➔ ❬✍→ ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧✓✉➑➣ ✺✍➔ ❛✖£■➉ → ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧✓✉➤➣

➥



❾  ➐  ➐ ❤✰❥♠❧ ✺✍➔ ❬➜➝ ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣✤❧ ➐ ❤❷➣✤❧✓✉➤➣ ⑧✼③♠❛ ❻♠♥ ⑥①➜♠❜✦⑥⑤❜➋➜❦❛ ❻ : ❻✡❹➦ ❛✡❜=➐  ❻ ❜⑧✾  ③④❜✝❛✡⑥➩♣✪❜ ❻  ➔ ❡❤✡❅❹ ❵❅❛✡❜➛➧ ❷ G✁✡ ⑧✢➧ ❷ ✎✍✡❅❹ H  ③❡✾❊:①➉➠L ➜❦❛ ❻ : ❻●❻ ❛✔➜♠:①❛ ♦ ❛ ➴✡ ✺ ➐ ❤✰❥❦❧ ✺ → ❱❱✱❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧●✉➤➣➋☞ ➧ ❷ ❬➞→ ❱❱✱❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧✓✉➤➣ ➉❊❜❨③④❜➋➜  ✉  ❥✒⑨ ➒ ❥✙✖✤✐❦❥ ➶❁➓
H  ③➦⑥  ✉ ❛✡➐  ❻ ➜❦③④❜ ✉  ❜ ♦ ➜❦❛ ❻✪➴ ➐ ❤✰❥♠❧ ✺ ➧ ❷ ❛✖X■➉ → ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧✒✉➑➣➨ : Z♠❜ ♦❁✉  ❥✒➎ ✾❁❜=♣✪:⑤❛ ♦❁✉  ✦➝ G➩❩ ③④❛ ❻♠♥ ⑥①➜♠❜❣➐ ❤✰❥❦❧ ✺ ✡
➫ ^■➭❊_❊④➯✇✦`♠abc✦_➱_➘f❊g❑i➋c✝j④a✙l➘i➋m✫`④j❦g✴m✒g➫j❁➲➦a
➦ ❛✪③♠❛✡➐  ❻ ♣➫L ➐  ⑧ ❻ : ♦ ③♠❛ ❻  ⑥①➑=❛✪③➧⑥⑤❜✓❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✍✉ :①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪:⑤❜=⑥→⑧✡➉ ♥ ❛ ✉ ❛ ♦ ♣✖③  ➊ ♥ :❄❀✡❜❨③ ❻ ❛❼⑥⑤❜ ❻ w=③❊L❜✤x✴♣✪❜ ❻❈✉ ❛✭⑥⑤❜ ❻➩❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻✪➴❵■❛✡❜➃⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✧✉ :①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪:⑤❜=⑥ ❝❞✚❡❮❥✹☎❳❞✷➾
➉❊❜❨③④❜ ❞❲⑨✎⑩ ❶➋✐❦❥✒⑨✢⑩ ❶➋❹➢ :①➓ ♥ Z❦❜❨③♠❛✡➐  ❻ ❛ ❻ ➊ ♥ ❛✡➐ L❜❨➜♠:⑦♣✪❜=➐✦❛ ♦ ➜❦❛➌❛ ♦✣⑩ ❶ ➾ ⑥⑤❜ ❻ w=③✷L❜✤x✷♣✪❜ ❻✦✉ ❛✑⑥⑦❜ ❻✍❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻ ➐✝❜✤X✼:⑤➐✝❜=⑥①❛ ❻➋�✹◗❞❚ ✖❨❤✰❥♠❧ ➉❊❜❨③④❜❞✢⑨✧⑩ ❶ ⑧ ➎✟❥ ❛ ♦ ❛✡⑥➩: ♦ ➜❦❛✪③♠➑✤❜=⑥  ➐✝❜✤X❅:⑦➐✝❜=⑥ ⑩✕◗❞❚ ✖✤❹H❼③④:⑤➐✦❛✪③  ⑧✓❜ ♦ ❜=⑥⑤:⑦♣✖❛✡➐  ❻ ❛✡⑥ ❻ :①w ♦  ✉ ❛ ❝❞➩❹ ❵❅: ❥★☞ ❞➧❤✰❥♠❧ ➾ ❛ ♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑦❜✈w=③❊L❜✤x✷♣✪❜ ✉ ❛✢⑥⑤❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦✺❞➍❤✰❥❦❧ ❛ ❻✉ ❛✡♣✖③♠❛✡♣✪:⑤❛ ♦ ➜❦❛=⑧❈➉  ③➏➊ ♥ ❛ ❝❞➍❤✰❥❦❧❭☞➳✡❅❹ ❵✼: ❥Z✎�❞➍❤✰❥❦❧ ➾ ⑧❈⑥⑤❜➌w=③❊L❜✤x✷♣✪❜➌❛ ❻ ♣✖③④❛✡♣✪:①❛ ♦ ➜❦❛ ❹✑❺❼♦ ❛✡⑥➍➉ ♥❁♦ ➜  ✉  ♦❁✉ ❛➋⑥⑦❜➌w=③❊L❜✤x✷♣✪❜♣  ③♠➜♠❜✬❜❳⑥⑤❜❲➉❊❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜ ❥➃❡ ❞ ➾ ⑧❥✾❁❜ ➎�♥❁♦ ➐✢L�⑤♦ :⑤➐  ③♠❛✡⑥⑤❜❨➜♠:⑤➑  ❹➞✂  ➜  ✉ ❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦ ➜♠:①❛ ♦ ❛✎➊ ♥ ❛✚♣  ③♠➜♠❜❨③✟❜✈❛ ❻ ❜➉❊❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜❅⑧❈➉❑❛✪③  ❻ :➘⑥  ✾❁❜=♣✖❛=⑧❈❛ ♦ ❛✡⑥➘➉ ♥❊♦ ➜  ✉ ❛✑: ♦ ➜❦❛✪③ ❻ ❛✡♣✪♣✪:✡L ♦ ➉❊③♠❛ ❻ ❛ ♦ ➜♠❜ ♥❁♦ ➐✎L�⑦♦ :⑤➐  ③♠❛✡⑥⑤❜❨➜♠:⑤➑  ⑧ ➎✈❻  ⑥  ❛ ♦ ⑥⑤❜: ♦ ➜❦❛✪③ ❻ ❛✡♣✪♣✪:✡L ♦ ♣  ♦ ⑥⑤❜➨➉✷❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜➨➉ ♥ ❛ ✉ ❛➦❜ ♦■♥ ⑥⑤❜❨③ ❻ ❛➠⑥⑤❜ ✉ ❛✪③④:①➑❨❜ ✉ ❜ ❹➍➒✵♥ ❛✪w  ⑧ ❻ :✴⑥⑤❜☎♣  ③④➜♠❜❅⑧ ♦  ⑥  ➉ ♥ ❛ ✉ ❛✧✾❁❜=♣✖❛✪③✓➐✝❜ ❻✉ ❛ ♥❁♦ ❜✑➑=❛✳❀ ❹✂❺✭♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ⑧✵⑥⑤❜ ❻✗❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻ ➊ ♥ ❛✦♣  ③♠➜♠❜ ♦ ❜➌⑥⑤❜✑➉❊❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜❅⑧❑➜♠:①❛ ♦ ❛ ♦ : ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜=⑥  ➐✝❜✤X❅:⑦➐✝❜=⑥➍: ♦ x ♦ :⑤➜  ✾❁❜=♣✪:⑤❜✦⑥⑦❜ ✉ ❛✪③♠❛✡♣✿✾❊❜ ❤✰➎ ❜➃➊ ♥ ❛✔➜♠:①❛ ♦ ❛➨➊ ♥ ❛ ❻ ❜=⑥⑦:①③ ✉ ❛➨♣ ♥ ❜=⑥⑤➊ ♥ :①❛✪③✫♣  ➐✝➉❊❜=♣✖➜  ⑧ ❻  ♦ ♣✖③♠❛✡♣✪:①❛ ♦ ➜❦❛ ❻ ⑧ ➎➌♦  ➉ ♥ ❛ ✉ ❛ ♦ ➜❦❛ ♦ ❛✪③❜ ❻ L�⑤♦ ➜  ➜♠❜✦➑=❛✪③♠➜♠:⑦♣✪❜=⑥➩➉  ③④➊ ♥ ❛✗❛ ❻ ➜❁L❜ ♦ ➉  ③➠❜❨➓❊❜✹Z  ✉ ❛➨⑥⑦❜➋➉❊❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜ ❧➏❹H ♥ ❛ ✉ ❛ ✉ ❛✡➐  ❻ ➜❦③➏❜❨③ ❻ ❛=⑧❃❜✗➉❊❜❨③④➜♠:①③ ✉ ❛●⑥⑤❜❸❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✦✉ :①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪:⑦❜=⑥➙⑧=➊ ♥ ❛✓➜  ✉ ❜ ❻ ⑥⑤❜ ❻➬❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻ ➜♠:①❛ ♦ ❛ ♦ : ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜=⑥  ✉ ❛ ✉ ❛✖x ♦ :⑤♣✪:✾L ♦ ❜=♣  ➜♠❜ ✉  ➉  ③✒⑥⑤❜➨:❄❀✡➊ ♥ :①❛✪③ ✉ ❜ ❹➸➵ ❜=➐✂➓❊:➏L❛ ♦ ➉ ♥ ❛ ✉ ❛✫➉❁③  ➓❊❜❨③ ❻ ❛➠➊ ♥ ❛✫❛✖X✼: ❻ ➜❦❛ ♥❁♦ ❜✣L♥❊♦ :⑤♣✪❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦ ➊ ♥ ❛➊ ♥ ❛ ✉ ❜➋❛ ♦ ➜❦③♠❛➨❛✡⑥➫⑥ ♥ w↕❜❨③ ✉ ❛➨⑥  ❻ ➐✎L�⑤♦ :⑤➐  ❻✒➎ ❛✡⑥✵⑥ ♥ w↕❜❨③ ✉ ❛➨⑥  ❻ ➉ ♥❁♦ ➜  ❻✫✉ ❛➨: ♦✥➺ ❛✖X❅:✡L ♦➩❹➼➻ x ♦ ❜=⑥⑦➐✦❛ ♦ ➜❦❛✔➊ ♥ ❛✔➜  ✉ ❜ ❻⑥⑤❜ ❻●❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻ ➊ ♥ ❛ ♦  ♣  ③♠➜♠❜ ♦ ⑥⑤❜✂➉❊❜❨③❊L❜❨➓  ⑥⑤❜➋⑥ ♥ w↕❜❨③ ✉ ❛✔➐✎L�⑦♦ :⑤➐  ❻ ⑧■➉❑❛✪③  ➊ ♥ ❛✔♣  ③♠➜♠❜ ♦ ❛✡⑥➫⑥ ♥ w↕❜❨③ ✉ ❛✔⑥  ❻ ➉ ♥❁♦ ➜  ❻✉ ❛➨: ♦➽➺ ❛✖X❅:✾L ♦ ➜♠:①❛ ♦ ❛ ♦ : ♦ ➜❦❛✪③④➑✤❜=⑥  ✉ ❛ ✉ ❛✖x ♦ :⑤♣✪:✡L ♦ ❜=♣  ➜♠❜ ✉  ❹ H➍❜❨③④❜➾✾❁❜=♣✖❛✪③✫❛ ❻ ❜ ❻➦✉ ❛✡➐  ❻ ➜❦③➏❜=♣✪:  ♦ ❛ ❻✫❻ ❛✔♣  ➐✦➉✷❜❨③④❜✦❛✡⑥❻ ❛✪w ♥❁♦❊✉  ➐✝:①❛✡➐✂➓❁③  ✉ ❛✔⑥⑤❜✍❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✚✉ :⑤✇②❛✪③♠❛ ♦ ♣✪:⑤❜=⑥❑♣  ♦✚♥❁♦ ❜✍✇ ♥❊♦ ♣✪:✡L ♦ ➐✝❜ ➎  ③ ❤  ➐✦❛ ♦  ③ ❧ ➊ ♥ ❛✗❛✡⑥⑤⑥⑤❜❅⑧✼➊ ♥ ❛✗➜❦❛ ♦ w↕❜❻  ⑥ ♥ ♣✪:  ♦ ❛ ❻ ✇✤L❜=♣✪:⑦⑥⑤➐✦❛ ♦ ➜❦❛✗♣✪❜=⑥⑦♣ ♥ ⑥⑤❜❨➓❊⑥①❛ ❻✡❹ ❵■❛  ➓ ❻ ❛✪③♠➑❨❜➋➊ ♥ ❛✗❛ ❻  :⑦➐✦➉❊⑥⑤:⑤♣✪❜✂➊ ♥ ❛➨⑥⑤❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦✟✉ ❛➨⑥⑤❜✍❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✾L ♦✚✉ ❜ ✉ ❜❅⑧➉❊❜❨③④❜ ❥❦✎ ❥✙✖ ❛ ❻ ➜❁L❜➃➉  ③✫❜❨➓✷❜✹Z  ❤ ➉  ③➠❜❨③④③④:①➓❊❜ ❧✒✉ ❛✂⑥⑤❜ ❻✫❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦✚✉ ❛➨⑥⑤❜  ➜❦③➏❜✦❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✧✉ :①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪:⑤❜=⑥➙⑧❅♣  ♦ ➐➃: ❻ ➐  ✉ ❜❨➜  : ♦ :⑤♣✪:⑤❜=⑥ ❹ ❵❅:➘⑥⑦❜ ✉ ❛➃❛ ❻ ➜♠❜  ➜❦③④❜✧❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦ ➜♠:①❛ ♦ ❛✑❜ ❻ L�⑤♦ ➜  ➜♠❜✧➑=❛✪③♠➜♠:⑤♣✪❜=⑥❦✾❁❜=♣✪:⑤❜✧❜❨➓❊❜✹Z  ⑧ ➎ ⑥⑤❜ ✉ ❛✑⑥⑤❜✚❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦✉ ❜ ✉ ❜➋❛ ❻ ➜❁L❜✝➉  ③✫❜❨➓❊❜✹Z  ✉ ❛✔❛✡⑥⑤⑥⑤❜❅⑧✼❛ ♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑤❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪:✡L ♦ ➓ ♥❁❻ ♣✪❜ ✉ ❜➋➜♠❜=➐☎➓❊:➀L❛ ♦ ➜♠:①❛ ♦ ❛➨❜ ❻ L�⑦♦ ➜  ➜♠❜✦➑=❛✪③④➜♠:⑤♣✪❜=⑥ ❹
➚ ➪✂j④f❁g❑_❊④ m●f©`➏j④ª➋_➘m✫`④_➘f
❵■❛✡❜✦❛ ♦✢⑩ ❶❸❷ ⑥⑦❜➋❛✡♣ ♥ ❜=♣✪:✡L ♦ ❝❞➌❡❤➶➋❤✰❥❦❧➹❞✠❬➜❲❨❤✰❥♠❧➏✐ ❥✒⑨✢⑩ ❶✍✐✬❞✧⑨✢⑩ ❶ ❷

➹



➘ ➴✙➷❷➬❷➮⑧➱✘✃❪❐ ❒✘❮❢✃✑❰2❐ 3❷❒✘✃45➮6➬❷7➽➬➤56➴✙:❢✃✑➮6❐ 3❷➮

➘ ➴✘➷❷➬❷➮⑧➱✙✃❪7➽❐ ❒✙❐ 7➽3❷5➘ ➴✙➷❷➬❷➮⑧➱✙✃❘❐ ❒✘❮❢✃✱❰2❐ 3❷❒✙✃✑5➮=➬❷7➽➬➑❐ ❒✘?@✃✑➮6❐ 3❷➮

A

B

➨  ①" ♥ ③④❜ ➳❨➴ ❵ + ⑥ ♥ ♣✪ + ♦ ❛ ❻●✉ ❛ ❝❞➌❡❮❥➸☎✬❞ ➾

F



✉ ! ♦❁✉ ❛ ➶➋❤✰❥❦❧ ❛ ❻ ⑧❅➉❊❜❨③④❜✍♣✪❜ ✉ ❜ ❥✒⑨✢⑩ ❶ ⑧ ♥❁♦ ❜✍➐✝❜❨➜❦③④@❄❀❸③♠❛✡❜D⑥ ➝ G ➝ ⑧✼➊ ♥ ❛ ✉ ❛✪➉✴❛ ♦❊✉ ❛➦♣ ! ♦ ➜♠@ ♦■♥ ❜D➐✦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥ ⑧ ➎↕❲❨❤✰❥❦❧ ❛ ❻➉❊❜❨③④❜✦♣✪❜ ✉ ❜ ❥✓⑨✎⑩ ❶Q♥❁♦ ➑D❛✡♣✖➜ ! ③ ✉ ❛ ⑩ ❶ ❷ ➊ ♥ ❛✔➜♠❜D➐☎➓✷@➏Z❛ ♦✢✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛✔♣ ! ♦ ➜♠@ ♦■♥ ❜D➐✦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥➀❹➒ ❜➃❛✡♣ ♥ ❜D♣✪@✾Z! ♦ ❜ ♦ ➜❦❛✪③④@ ! ③ ❻ ❛✍⑥⑤⑥⑤❜D➐✝❜✢➛ ❿✰➇✴➂♠➣D➛✃➡☎❵✼@ ➶➋❤✰❥❦❧ ❛ ❻ @ ♦❁✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ @①❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥ ⑧✴❛ ♦ ➜ ! ♦ ♣✖❛ ❻ ❛ ❻ ➣✎↔➏➄✾➂%✜✒↔✪❿→➂✖➇❊➤o➂✖➔↔④➄D➇✼➔➀➤→➣❨➇✷➤o➂➀➔✖➡❸❵❅@ ❲❨❤✰❥❦❧ ❛ ❻➦♦✲♥ ⑥ ! ➉❊❜❨③④❜➋➜ ! ✉ ! ❥ ⑧❊⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜D♣✪@✡Z! ♦✧❻ ❛➨⑥⑤⑥⑤❜D➐➃❜✼✲■➄❨➁✝➄❢✚✫v➂✪➇✴➂♠➣❃➡❵■❛ ! ➓ ❻ ❛✪③♠➑❨❜✝➊ ♥ ❛ ➶✍❤✰❥♠❧➹❞➾❬➞❲✤❤✰❥♠❧ ❛ ❻ ⑥⑦@①➉ ❻ ♣❂✾❁@①➜❁❀✡@⑤❜ ♦ ❜✂❛ ♦✎❞ ⑧✼➉ ♥ ❛ ❻✸ ➶✍❤✰❥♠❧➹❞ ➶ ☎●➶➋❤✰❥♠❧➹❞ ➾ ✸ ❡ ✸ ➶➋❤✰❥♠❧✖❤✰❞ ➶ ☎✬❞ ➾ ❧ ✸❶✺➳✸ ➶➋❤✰❥❦❧ ✸⑧✸ ❞ ➶ ☎✬❞ ➾ ✸
✉ ! ♦❁✉ ❛➨⑥⑤❜ ♦ ! ③④➐✝❜ ✉ ❛ ♥❁♦ ❜✦➐✝❜❨➜❦③④@✱❀ ➶ ❻ ❛ ✉ ❛✖� ♦ ❛➨♣ ! ➐ !✸ ➶ ✸ ❡ ➐✝❜✤� ➀ ✸ ➶ ➐ ✸ ➴ ➐ ⑨✧⑩ ❶ ❷ ✐ ✸ ➐ ✸ ❡�➳ ➂

❺✭♦ ➜ ! ♦ ♣✖❛ ❻ ⑧ ❻ @<= ✟❡✐✡ ❛ ♦✎⑩ ❶✗❷ ⑧ ❻ ❛☎♣ ♥ ➐✦➉❊⑥①❛✸ ➶ = ✸ ❡ ✸ = ✸✄BBBB ➶ ➡ =✸ = ✸ ➢ BBBB ✺➳✸ = ✸⑧✸ ➶ ✸
➒✵♥ ❛✪� ! ⑧❁➉❊❜❨③④❜✦➜ ! ✉ ! = ⑨✢⑩ ❶❸❷✟❻ ❛☎♣ ♥ ➐✦➉✷⑥①❛ ✸ ➶ = ✸❡✺➳✸ ➶ ✸⑧✸ = ✸ ❹❆➨✶✤✱➑❜➘✱✷✽✾✿✰❂❃✿❃�✱✷✳I▼➫▲➥❋♥L ➣❨➔✍➔✪➄❨➛➻�✼↔✡❿➥➄D➇✴➂➀➔➋➁✝➣✪✩D❿✰➁✝➣❨➛①➂✖➔✑➅❃➂✝➛✃➣❲➂♠↔✪�❁➣↕↔✡❿✼v➄D➇❳➛➻❿②➇✴➂④➣❨➛❽✲■➄❨➁✝➄❢✚✫v➂✖➇✴➂④➣ ✓ ▲✪�❊➂✑➂❢✩D❿②➔➀➤o➂✪➇●❍➌➔✪➄❨➇v�❅➇❁❿➥↔➏➣✤➔●❽❅➣D❾➆➣✎↔➏➣↕➅↕➣✚↔➏➄❨➇✷➅❨❿➙↔✪❿❁v➄❨➇✈❿✰➇❁❿➥↔✡❿➥➣D➛ ✔✹➈✓➂➀➔✖➤❊v➣❨➇✬➅❃➂%✜➘➇❊❿➥➅↕➣❨➔●❽❅➣❨❾❦➣✚➤→➄✡➅↕➄ ❥✭⑨✢⑩ ❶ ➡❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫° ➒ ❜✟❛✖�❅@ ❻ ➜❦❛ ♦ ♣✪@⑤❜ ➎✧♥❁♦ @⑤♣✪@ ✉ ❜ ✉✧✉ ❛✦⑥⑤❜ ❻ ! ⑥ ♥ ♣✪@✡Z! ♦ ➐✝❜✤�✼@⑤➐✝❜D⑥ ±✹◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❤✰❥❦❧ ➉ ! ③✔♣✪❜ ✉ ❜➌➉ ♥❁♦ ➜ ! ❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✡❧✗⑨⑩ ❶ ❷⑧^ ➶ ⑧ ✉ ❛✖� ♦ @ ✉ ❜✍❛ ♦ ❛✡⑥➩@ ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜D⑥ ! ➐✝❜✤�✼@⑤➐✝❜D⑥ ⑩ ◗ ❙ ❚ ❱ ❙✤❹ ❛ ❻✫♥❁♦ ❜✦♣ ! ♦❊❻ ❛✡♣ ♥ ❛ ♦ ♣✪@⑤❜ ✉ ❛✡⑥❑➜❦❛ ! ③♠❛✡➐✝❜ ✉ ❛➨³❼@⑤♣✪❜❨③ ✉➫❹❵ ♥ ➉ ! ♦ �↕❜D➐ ! ❻ ⑧➧➉ ! ③✍❜❨➓ ❻♠♥ ③ ✉ ! ⑧❈➊ ♥ ❛➃❛✡⑥❼❛✖�■➜❦③④❛✡➐ ! ✉ ❛✪③♠❛✡♣✿✾ ! ✉ ❛✡⑥✭@ ♦ ➜❦❛✪③④➑✤❜D⑥ ! ⑩✕◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❻ ❛✡❜✢❛✡⑥ ♦ Z♥ ➐✦❛✪③ ! ③♠❛✡❜D⑥❥b ❹❵■❛✡❜ c

❡ ➐✝❜✤� ➀ ✸ ➶➋❤✰❥❦❧ ✸ ➴↕❥✘✖ ✺ ❥ ✺ b ➂ ✐➯f❪❡ ➐✝❜✤� ➀ ✸ ❲❨❤✰❥❦❧ ✸ ➴↕❥✘✖ ✺ ❥ ✺ b ➂
➒ ! ❻➬♦ Z♥ ➐✦❛✪③ ! ❻ ③♠❛✡❜D⑥⑤❛ ❻

c
➎✶f ❛✖�✼@ ❻ ➜❦❛ ♦ ➉ ! ③④➊ ♥ ❛ ➶✍❤✰❥♠❧❈➎❣❲❨❤✰❥♠❧➧✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛ ♦ ♣ ! ♦ ➜♠@ ♦✲♥ ❜D➐✝❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥ ⑧ ➎ ⑥ ! ❻ ➐ Z❜✤�✼@⑤➐ ! ❻❻ ❛☎♣✪❜D⑥⑦♣ ♥ ⑥⑤❜ ♦ ❛ ♦✎♥❁♦ @ ♦ ➜❦❛✪③④➑✤❜D⑥ ! ♣ ! ➐✝➉❊❜D♣✖➜ ! ❹³➍❜❨③④❜✝❜❨➓❊③♠❛✪➑■@⑦❜❨③➠⑥⑤⑥⑤❜D➐✝❜❨③④❛✡➐ ! ❻✓❞➧❤✰❥♠❧➘❡¹±✹◗ ❙ ❚ ❱ ❙ ❤✰❥❦❧➏❹❾ ! ➐ ! ❝❞➧❤✰❥♠❧➘❡✐➶➋❤✰❥❦❧➹❞➍❤✰❥❦❧✹❬➜❲❨❤✰❥❦❧ ⑧❊@ ♦ ➜❦❛✪�D③④❜ ♦❊✉ ! ③♠❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ ! ❜✦➜✪⑧❊❛ ♦ ➜❦③♠❛ ❥✘✖❸➎➌❥✭⑨ ➒ ❥✙✖❨✐ b ❧ ⑧ ❻ ❛ ! ➓❁➜♠@①❛ ♦ ❛

❞➧❤✰❥♠❧➘❡❮❞ ✖ ❬➞→ ❱❱ ❙ ➶➋❤✰❥❦❧➹❞➍❤✰❥❦❧✹❬➜❲❨❤✰❥❦❧●✉❅❥
➒✵♥ ❛✪� ! ⑧❁➉❊❜❨③④❜✦➜ ! ✉ ! ❥✒⑨ ➒ ❥✙✖❨✐✿❲✖❧➏➴ ✸ ❞➍❤✰❥❦❧ ✸❡✺➳✸ ❞✢✖ ✸ ❬✍→ ❱❱ ❙ c ✸ ❞➧❤✰❥♠❧ ✸ ✉✼❥
³ ! ③➠❛✡⑥➩⑥⑤❛✡➐✝❜ ✉ ❛n➊❸③ ! ♦❪➌ ❜D⑥⑤⑥ ❻ ❛✔➜♠@①❛ ♦ ❛✸ ❞➍❤✰❥❦❧ ✸✧✺➳✸ ❞✢✖ ✸❂➙❈u ➸ ❱ ➪ ❱ ❙ ➼ ✐ ➉❊❜❨③④❜➋➜ ! ✉ ! ❥✒⑨ ➒ ❥✙✖❨✐✿❲✪❧

➒❈♥ ❛✪� ! ⑧ ✸ ❞➧❤✰❥♠❧ ✸❡✺v✸ ❞✢✖ ✸❂➙ u ➸ w ➪ ❱✱❙ ➼➜ ! ➐✝❜ ♦❊✉ ! ❛ ♦✎⑩ ❶✗❷❞^ ➶ ❛✡⑥➩♣ ! ➐✦➉✷❜D♣✖➜ !✵ ❡✯➀✲❤✰❞✵✐❦❥♠❧✓⑨✎⑩ ❶ ❷❞^ ➶ ➴ ✸ ❞ ✸❶✺➳✸ ❞ ➶ ✸❂➙ u ➸ w ➪ ❱✱❙ ➼ ✐➬❥✘✖ ✺ ❥ ✺ ❲ ➂
z



⑥⑤❜☎$%③❊(❜✤*✷♣✪❜ ✉ ❛✗⑥⑤❜ ❻ 2 ⑥ ♥ ♣✪4✡(2 ♦ ➐➃❜✤9❅4⑤➐➃❜%⑥➙⑧■❜✍⑥⑤❜ ✉ ❛✪③♠❛✡♣✿✾❊❜ ✉ ❛ ❥✙✖➠♦ 2 ❻ ❛ ❻ ❜%⑥ ✉ ③✾(C ❜ ✉ ❛✡⑥✴♣ 2 ➐✦➉❊❜%♣✖➜ 2 ✵I⑧■♣ 2 ♦ ➜❦③④❜ ✉ 4⑦♣✪4①❛ ♦❁✉ 2❛✡⑥➫➜❦❛ 2 ③♠❛✡➐➃❜ ✉ ❛ ❻ ❜%⑥⑦4 ✉ ❜ ✉ ❛➨♣ 2 ➐✦➉❊❜%♣✖➜ 2 ❻✡❹R➍❜❨③④❜➃➉❁③ 2 ➓❊❜❨③➠➊ ♥ ❛✔❛✡⑥✵❛✖9■➜❦③♠❛✡➐ 2 4❄❀✡➊ ♥ 4①❛✪③ ✉ 2 ❛ ❻➋☎✧❩Y♦ (2 ➜❦❛ ❻ ❛☎➊ ♥ ❛ ❞➧❤✰❥♠❧✓✉ ❛✖* ♦ 4 ✉ ❜✍❛ ♦★❤+❖✷✐ - ❧ ❛ ❻➠❻ 2 ⑥ ♥ ♣✪4✡(2 ♦✚✉ ❛❝❞ ❡.➶➋❤✰❥❦❧➹❞❳❬❤❲❨❤✰❥❦❧ ⑧ ❻ 2 ⑥ 2 ❻ 4 ❞➧❤✘☎✫❥♠❧✔✉ ❛✖* ♦ 4 ✉ ❜✚❛ ♦❣❤✘☎ - ✐✳☎❶❖❅❧ ❛ ❻✍❻ 2 ⑥ ♥ ♣✪4✡(2 ♦★✉ ❛ ❝➷❳❡♠☎❶➶✍❤✘☎➠❥❦❧➹➷✼☎✍❲❨❤✘☎✫❥❦❧ ⑧➘➊ ♥ ❛➜♠❜%➐✂➓❊4➏(❛ ♦ ❛ ❻➦♥❁♦ ❜✍❛✡♣ ♥ ❜%♣✪4✡(2 ♦ ⑥⑤4 ♦ ❛✡❜%⑥ ❹ R 2 ③➦⑥ 2 ✉ ❛✡➐ 2 ❻ ➜❦③④❜ ✉ 2 ❜ ♦ ➜❦❛ ❻:☎❶❖✦❡;❩❮❹
✘✚✯✲s➍✳➧✿✰❂❃✿❃x✱✷✳♥▼❑▲✑✏ ❵■❛✔⑥⑤⑥⑤❜%➐✝❜✑➁✝➣%➤➥❾➏❿✱✴❼➟➏�❅➇✷➅❃➣❨➁➃➂✖➇❊➤→➣❨➛ ✉ ❛✔⑥⑤❜☎❛✡♣ ♥ ❜%♣✪4✡(2 ♦ ⑥⑤4 ♦ ❛✡❜%⑥ ❝❞➌❡♥➶✍❤✰❥♠❧➹❞:❬●❲❨❤✰❥♠❧ ❜ ♥❊♦ ❜➋➐✝❜❨➜❦③④4❄❀C ❤✰❥♠❧ ⑧❊4 ♦ ➑%❛✪③♠➜♠4①➓❊⑥⑤❛❸➉✷❜❨③④❜➋➜ 2 ✉ 2 ❥✒⑨✎⑩ ❶�➎ ➜♠❜%⑥❈➊ ♥ ❛

❝C ❤✰❥❦❧➘❡♥➶✍❤✰❥♠❧ C ❤✰❥♠❧ ➉❊❜❨③④❜✝➜ 2 ✉ 2 ❥✒⑨✢⑩ ❶
➒ ❜➃4①$ ♥ ❜%⑥ ✉ ❜ ✉ ❜ ♦ ➜❦❛✪③④4 2 ③➠❛ ❻ ❛ ♦ ➜❦③♠❛✍➐➃❜❨➜❦③④4⑤♣✖❛ ❻ ♣ ♥ ❜ ✉ ③④❜ ✉ ❜ ❻ ➝ � ➝ ⑧ ➎ ⑥⑦❜✝➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ ❝C ❤✰❥❦❧ ❛ ❻ ⑥⑦❜✝➊ ♥ ❛ ❻ ❛ 2 ➓❁➜♠4①❛ ♦ ❛✉ ❛✪③④4⑤➑✤❜ ♦❁✉ 2 ③④❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ 2 ❜ ❥ ➜ 2 ✉ 2 ❻ ⑥ 2 ❻ ➜✲(❛✪③④➐✝4 ♦ 2 ❻✫✉ ❛☎⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④4❄❀ C ❤✰❥♠❧➏❹❆➨✶✤✱➑❜➘✱✷✽✾✿✰❂❃✿❃x✱✷✳;▼➫▲❄✰H❋ ❿ C ❤✰❥❦❧ �❨➂✖❾➀❿ ✜✭↔④➣ ❝C ❤✰❥♠❧➘❡❤➶➋❤✰❥❦❧ C ❤✰❥❦❧ ➈✓➂✪➇❊➤→➄❨➇✷↔➀➂➀➔➋➂✖➔➬➟➏�❅➇✷➅↕➣%➁✝➂✪➇❊➤→➣❨➛✵➔➏❿✄❍➃➔✖➄❨➛①➄✑➔➏❿

✉ ❛✪➜ C ❤✰❥ ✖ ❧❡✟❡♥✡
❽❅➣❨❾❦➣✎➣❨➛P✚✗¨�❅➇ ❥ ✖ ⑨✧⑩ ❶ ➡❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫­ ® ❜ ❻ ➜♠❜ ✉ ❛✡➐ 2 ❻ ➜❦③➏❜❨③➨➊ ♥ ❛ ❻ 4 ✉ ❛✪➜ C ❤✰❥✘✖✾❧➾✟❡➳✡ ❛ ♦ ➜ 2 ♦ ♣✖❛ ❻☎✉ ❛✪➜ C ❤✰❥❦❧➾✟❡H✡ ➉❊❜❨③➏❜➌➜ 2 ✉ 2 ❥➀❹✂❺✭❻ ➜ 2 ❛ ❻♥❁♦ ❜✦♣ 2 ♦❊❻ ❛✡♣ ♥ ❛ ♦ ♣✪4⑤❜➃4 ♦ ➐✦❛ ✉ 4⑦❜❨➜♠❜ ✉ ❛✡⑥ ❻ 4①$ ♥ 4①❛ ♦ ➜❦❛✔➜❦❛ 2 ③♠❛✡➐✝❜ ❹
°✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸●▼❑▲❄❃✷❅❦✏✓✿✰✱✢❧➼[✵✿➥✮✰✮✰✯➑❉●❋ ❿ ❝C ❤✰❥❦❧➘❡♥➶✍❤✰❥♠❧ C ❤✰❥♠❧ ❽❅➣%❾➆➣✚➤→➄✾➅↕➄ ❥✓⑨✎⑩ ❶ ➈✒➂✖➇✷➤→➄❨➇✷↔➏➂✖➔

✉ ❛✪➜ C ❤✰❥♠❧➘❡ ❛✖9❅➉ ➡ → ❱❱✱❙ ➤➥❾❦➣✞✴✡➣ ➶➋❤❷➣✤❧ ➅ ➣ ➢ ✉ ❛✪➜ C ❤✰❥✘✖✡❧
❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫­➠ ♦❁✉ 4⑤♣✪❜❨③④❛✡➐ 2 ❻ ♣ 2 ♦f➶❡g ❜✦⑥⑦❜❣i ➞ (❛ ❻ 4⑤➐✝❜➋*✴⑥⑤❜ ✉ ❛➨⑥⑤❜➋➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ ➶ ⑧❁♣ 2 ♦ C g ❜✝⑥⑤❜✶i ➞ (❛ ❻ 4⑦➐✝❜✦*✷⑥⑦❜ ✉ ❛➨⑥⑤❜➋➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ C ❤✰❥♠❧ ⑧➎ ❜ ✉ 4⑤♣❂✾❁❜ ❻ ➐✝❜❨➜❦③④4⑦♣✖❛ ❻ ♣ 2 ➐ 2 ➶·❡¸❤+➶ ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❢➶ ❷ ❧➏✐ C ❤✰❥❦❧➬❡❪❤ C ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✡✐ C ❷ ❧
❺ ⑥ ✉ ❛✪➜❦❛✪③➏➐✝4 ♦ ❜ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ♥❁♦ ❜➃➐✝❜❨➜❦③④4✱❀ ❻ ❛➋♣✪❜%⑥⑤♣ ♥ ⑥⑦❜ ❻♠♥ ➐✝❜ ♦❁✉ 2 ♣ 2 ♦❲❻ 4①$ ♦ 2 ❜❨➉❁③ 2 ➉❊4⑤❜ ✉ 2 ⑧✷➜ 2 ✉ 2 ❻ ⑥ 2 ❻ ➉❁③ 2 ✉❁♥ ♣✖➜ 2 ❻➊ ♥ ❛ ❻ ❛ 2 ➓❁➜♠4①❛ ♦ ❛ ♦✎✉ ❛✔❛✡⑥①❛✪$↕4①③ ♥❊♦✚➎✟❻ 2 ⑥ 2 ♥❁♦ ➜✲(❛✪③④➐✝4 ♦ 2 ✉ ❛➨♣✪❜ ✉ ❜✝♣ 2 ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ➎ ♣✪❜ ✉ ❜➋*✷⑥⑤❜ ✉ ❛➨⑥⑦❜✦➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ ❹ ❵✼4✷❛ ❻ ➜ 2 ❻➜✲(❛✪③④➐✝4 ♦ 2 ❻✍✉ ❛✪➉✴❛ ♦❊✉ ❛ ♦❳✉ ❛ ❥ ⑧➍⑥⑦❜ ✉ ❛✪③➏4①➑✤❜ ✉ ❜ ✉ ❛✡⑥ ✉ ❛✪➜❦❛✪③④➐✝4 ♦ ❜ ♦ ➜❦❛✟③♠❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ 2 ✉ ❛ ❥✂❻ ❛ 2 ➓❊➜♠4①❛ ♦ ❛%⑧➍➉ 2 ③✍⑥⑤❜✧③♠❛✪$↕⑥⑤❜ ✉ ❛✉ ❛✪③④4⑤➑✤❜%♣✪4✡(2 ♦✚✉ ❛ ♥❁♦ ➉❁③ 2 ✉❁♥ ♣✖➜ 2 ⑧✼♣ 2 ➐ 2

❤➥✉ ❛✪➜ C ❤✰❥♠❧❦❧✿m✲❡❣✉ ❛✪➜ ❤ ❝C ➶ ✐ C ➾ ✐✪➚✪➚✪➚✡✐ C ❷ ❧➼❬✣✉ ❛✪➜ ❤ C ➶ ✐ ❝C ➾ ✐✪➚✪➚✪➚✡✐ C ❷ ❧n❬❮➚✪➚✪➚❞❬✣✉ ❛✪➜ ❤ C ➶ ✐ C ➾ ✐✪➚✪➚✪➚✹✐ ❝C ❷ ❧
❤➥✉ ❛✪➜ C ❤✰❥♠❧❦❧ m ❡ ❷og✱p ➶ ✉ ❛✪➜ ❤ C ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✹✐ ❝C g➹✐✪➚✪➚✪➚✹✐ C ❷ ❧❾ 2 ➐ 2 ⑧❈➉ 2 ③❭✾❁4①➉➦(2 ➜❦❛ ❻ 4 ❻ ⑧ ❝C g✓❡➈➶❡g C ❤✰❥♠❧ ⑧✵③④❛ ❻♠♥ ⑥①➜♠❜✚➊ ♥ ❛ ❝C g ❛ ❻ ♣ 2 ➐✂➓❊4 ♦ ❜%♣✪4✡(2 ♦ ⑥⑤4 ♦ ❛✡❜%⑥ ✉ ❛➃⑥⑤❜ ❻ *✴⑥⑤❜ ❻✔✉ ❛ C ❤✰❥♠❧➏❹t (❜ ❻ ➉❁③♠❛✡♣✪4 ❻ ❜%➐✦❛ ♦ ➜❦❛ ❝C g➩❡❤❖❪g ➶ C ➶ ❬❮➚✪➚✪➚v❬➟❖❪gxg C g➤❬❮➚✪➚✪➚❯❖❘g ❷ C ❷|



✉ ! ♦❁✉ ❛➨⑥⑤❜✍*✷⑥⑤❜ ➶❡" ❛ ❻❶❖❘" ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❢❖❪" ❷ ❹❾ ! ➐ ! ❛✡⑥ ✉ ❛✪➜❦❛✪③➏➐✝; ♦ ❜ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ♥❊♦ ❜✎➐✝❜❨➜❦③④;✱❀ ♦ ! ♣✪❜B➐✂➓❊;⑤❜✎❜B⑥❼③♠❛ ❻ ➜♠❜❨③ ✉ ❛ ♥❁♦ ❜✟*✷⑥⑤❜✎♣ ♥ ❜B⑥⑦➊ ♥ ;⑤❛✪③➨♣ ! ➐☎➓❊; ♦ ❜B♣✪;✡K! ♦⑥⑤; ♦ ❛✡❜B⑥ ✉ ❛☎⑥⑤❜ ❻✫✉ ❛✡➐MK❜ ❻ ⑧✼③♠❛ ❻♠♥ ⑥⑤➜♠❜ ➴
❤➥✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧❦❧ , ❡ ❷-"✱. ➶ ✉ ❛✪➜ ❤ + ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❢❖ "/" + " ✐✪➚✪➚✪➚✾✐ + ❷ ❧➘❡ ➜❦③④❜❞❀✡❜ ➶➋❤✰❥❦❧■✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧

❵■❛✡❜ 1
❤✰❥❦❧➬❡❪❤➥✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧❦❧ ❛✖^■➉ ➡ ☎❴→ ❱❱ ❙ ➜❦③④❜❞❀✡❜ ➶➋❤❷➣✤❧●✉➤➣ ➢

➢ ❛✪③④;①➑❨❜ ♦❁✉ ! ③④❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜ ! ❜ ❥✓❻ ❛✔➜♠;①❛ ♦ ❛
❝1 ❤✰❥♠❧➘❡ ❛✖^❅➉ ➡ ☎❴→ ❱❱✱❙ ➜❦③④❜❞❀✡❜ ➶✍❤❷➣❨❧✓✉➤➣ ➢ ❤❦❤➥✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧✿,⑧☎ ❤ ➜❦③④❜❞❀✡❜ ➶✍❤✰❥♠❧❦❧✖❤➥✉ ❛✪➜ + ❤✰❥❦❧❦❧❦❧➘❡♥✡

➒✵♥ ❛✪l !
1
❤✰❥❦❧➬❡

1
❤✰❥ ✖ ❧ ⑧❁❛ ❻✫✉ ❛✡♣✪;①③

✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧ ❛✖^■➉❴➡ ☎❴→ ❱❱ ❙ ➜❦③④❜❞❀✡❜ ➶➋❤❷➣✤❧✓✉✢➣✪➢m❡n✉ ❛✪➜ + ❤✰❥✙✖✪❧
♣ ! ➐ ! ❻ ❛☎➊ ♥ ❛✪③✾Ko ❜ ✉ ❛✡➐ ! ❻ ➜❦③➏❜❨③ ❹
p✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸●▼❑▲✑▼✯H ➣✤➔❸➔✖➄❨➛➻�❁↔✪❿➙➄❨➇✴➂➀➔✗➁✝➣✪✩B❿✰➁✝➣❨➛⑤➂➀➔☎➅❃➂➨�■➇✴➣✑➂♠↔✡�❁➣↕↔✪❿❁�➄❨➇✧➅❨❿ ➟✡➂✖❾♠➂✖➇✷↔✡❿➥➣❨➛➫➛➻❿✰➇✴➂♠➣❨➛✗✲■➄B➁✦➄✿✚✫�➂✖➇❑➂♠➣ ❝❞➌❡❤➶➋❤✰❥♠❧➹❞➟✪➄❨❾➏➁✝➣❨➇✈�❅➇❳➂➀➔�❽❅➣↕↔✡❿➥➄✑�❨➂④↔✡➤→➄❨❾➀❿➙➣❨➛➧➅❃➂➋➅B❿②➁➃➂✖➇❁➔➏❿❁�➄❨➇ ➝ ➡¤ ➇✷➣➋➁✝➣B➤➥❾➀❿❄✴ + ❤✰❥♠❧ ➂➀➔➧➟➏�❅➇✷➅↕➣B➁✝➂✪➇❊➤→➣❨➛❑➔➀❿✹❍✍➔✖➄B➛✃➄✦➔➏❿❈➔➏�■➔✗↔➏➄❨➛ �❅➁➋➇✷➣✤➔❸➔✖➄B➇✢�❅➇✷➣➃¨④➣✤➔✪➂☎➅❃➂✖➛✵➂➀➔�❽❅➣↕↔✡❿➥➄✑➅❃➂❸➔✪➄❨➛ �❁↔✡❿➥➄❞R➇✴➂✖➔✖➡ H ➣✝➔✪➄❨➛➻�✼↔✡❿✼�➄B➇●▲✪�❊➂●❽❅➣✤➔✖➣☎❽✼➄❨❾ ❤✰❞ ✖ ✐❦❥ ✖ ❧ ➂➀➔ ❫➍❤✰❞ ✖ ✐❦❥ ✖ ✐❦❥❦❧❼❡ + ❤✰❥♠❧ + ❤✰❥ ✖ ❧ ➪➫➶ ❞ ✖ ➡❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫¬ ❵❅; ­ ➶ ❤✰❥♠❧✟➎❣­ ➾ ❤✰❥♠❧➌❻ ! ♦ ✉ ! ❻✎❻ ! ⑥ ♥ ♣✪; ! ♦ ❛ ❻✚✉ ❛✬⑥⑤❜✣❛✡♣ ♥ ❜B♣✪;✾K! ♦ ⑧✗❛ ♦ ➜ ! ♦ ♣✖❛ ❻ ➔ ­ ➶ ❤✰❥♠❧⑤❬✆[➧­ ➾ ❤✰❥♠❧➜♠❜B➐✂➓❊;➏K❛ ♦ ➑B❛✪③④;✃*✷♣✪❜✍⑥⑤❜➨❛✡♣ ♥ ❜B♣✪;✡K! ♦ ⑧ ➎ ❛ ❻ ➐➃❜✤^❅;⑤➐➃❜B⑥❊➉ ! ③④➊ ♥ ❛✫❛ ❻ ➜❁K❜ ✉ ❛✖* ♦ ; ✉ ❜✔➉❊❜❨③➏❜➨➜ ! ✉ ! ❥➀❹➘➒✵♥ ❛✪l ! ⑧■⑥⑤❜ ❻✒❻ ! ⑥ ♥ ♣✪; ! ♦ ❛ ❻➐✝❜✤^✼;⑤➐✝❜B⑥①❛ ❻ ✇ ! ③➏➐✝❜ ♦➃♥❁♦ ❛ ❻ ➉❊❜B♣✪; ! ➑B❛✡♣✖➜ ! ③④;⑤❜B⑥ ❹ ➦ ❛✡❜B➐ ! ❻ ➊ ♥ ❛✫➜♠;①❛ ♦ ❛ ✉ ;⑤➐✦❛ ♦❊❻ ;✡K! ♦ ➝ ❹ µ➍❜❨③④❜☎❛✡⑥⑦⑥ ! ➉❁③ ! ➓❊❜❨③④❛✡➐ ! ❻ ➊ ♥ ❛⑥⑤❜ ❻ ♣ ! ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻●✉ ❛✂♣ ♥ ❜B⑥⑤➊ ♥ ;①❛✪③●➐✝❜❨➜❦③④;❄❀✔✇ ♥❁♦❁✉ ❜B➐✦❛ ♦ ➜♠❜B⑥ + ❤✰❥❦❧ ✇ ! ③④➐✝❜ ♦✢♥❁♦ ❜➋➓❊❜ ❻ ❛ ✉ ❛✡⑥➫❛ ❻ ➉❊❜B♣✪; ! ✉ ❛ ❻ ! ⑥ ♥ ♣✪; ! ♦ ❛ ❻✪❹❵■❛✡❜ ­✹"♠❤✰❥❦❧ ⑥⑤❜➃♣ ! ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜➛^ ➞ K❛ ❻ ;⑤➐✝❜ ✉ ❛✍⑥⑤❜✑➐➃❜❨➜❦③④;❄❀ + ❤✰❥❦❧➏❹ ❾ ! ➐ ! ✉ ❛✪➜ + ❤✰❥♠❧➋✟❡✆✡ ⑧ ❻④♥❁❻ ♣ ! ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻❸❻ ! ♦ ⑥⑤; ♦ ❛✡❜B⑥ ➞➐✦❛ ♦ ➜❦❛☎; ♦❁✉ ❛✪➉✴❛ ♦❊✉ ;①❛ ♦ ➜❦❛ ❻ ➉✷❜❨③④❜➋➜ ! ✉ ! ❥➏❹·❸✉ ❛✡➐ K❜ ❻ ❝+ ❤✰❥♠❧➠❡a➶✍❤✰❥♠❧ + ❤✰❥♠❧ ⑧ ❻ ; ➎✧❻ ! ⑥ ! ❻ ;➍♣✪❜ ✉ ❜✚♣ ! ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ­✹"♠❤✰❥❦❧ ➑B❛✪③④;①*✷♣✪❜➌⑥⑤❜✟❛✡♣ ♥ ❜B♣✪;✡K! ♦✬✉ ;⑤✇②❛✪③♠❛ ♦ ♣✪;⑤❜B⑥ ❝❞❳❡➶➋❤✰❥❦❧➹❞❈❹➒ ! ❜ ♦ ➜❦❛✪③④; ! ③✟➉❁③ ♥ ❛✪➓❊❜❳➊ ♥ ❛ ­✹"➆❤✰❥♠❧✦❻ ! ♦❮❻ ! ⑥ ♥ ♣✪; ! ♦ ❛ ❻ ⑥⑦; ♦ ❛✡❜B⑥⑤➐✦❛ ♦ ➜❦❛✢; ♦❊✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ;①❛ ♦ ➜❦❛ ❻✦✉ ❛✢⑥⑤❜❳❛✡♣ ♥ ❜B♣✪;✡K! ♦ ✾ !❨➞➐ ! l➧K❛ ♦ ❛✡❜ ❹ ➨ ❜B⑥①➜♠❜➃➑B❛✪③➠➊ ♥ ❛ ­✹"➆❤✰❥♠❧ lB❛ ♦ ❛✪③④❜ ♦ ❛✡⑥➫❛ ❻ ➉❊❜B♣✪; ! ✉ ❛ ❻ ! ⑥ ♥ ♣✪; ! ♦ ❛ ❻✪❹➒ ⑥⑤❜B➐✦❛✡➐ ! ❻●❞✢"✵❡n­✹"➆❤✰❥✙✖✾❧➏❹ ❾ ! ➐ ! ✉ ❛✪➜ + ❤✰❥✙✖✪❧✛✟❡❤✡ ⑧❊⑥ ! ❻ ➑B❛✡♣✖➜ ! ③④❛ ❻➠❞ ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✹✐❦❞ ❷ ❻ ! ♦✢♥❁♦ ❜✂➓✷❜ ❻ ❛ ✉ ❛ ⑩ ❶✗❷❊❹❵■❛✡❜ ❫➧❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖❨✐❦❥♠❧✓♥❁♦ ❜ ❻ ! ⑥ ♥ ♣✪;✡K! ♦➫❹➘❺ ⑥➫➑B❛✡♣✖➜ ! ③ ❞✢✖ ❛ ❻ ♣ ! ➐✂➓❊; ♦ ❜B♣✪;✾K! ♦ ⑥⑤; ♦ ❛✡❜B⑥ ✉ ❛➨⑥⑤❜➋➓❊❜ ❻ ❛ ✉ ❛ ⑩ ❶✗❷❊➴❼❞ ➶ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❦❞ ❷ ❹❺❼❻➠✉ ❛✡♣✪;①③ ➴➬❞ ✖ ❡♥f ❷"✱. ➶ ➔ " ❞ " ❹❾ ! ♦❊❻ ; ✉ ❛✪③♠❛✡➐ ! ❻ ⑥⑤❜➌✇ ♥❁♦ ♣✪;✡K! ♦ f ❷"✱. ➶ ➔ "➙­➼"♠❤✰❥♠❧✗✉ ❛✖* ♦ ; ✉ ❜✟➉❊❜❨③④❜✚➜ ! ✉ ! ❥➀❹➃❺✭❻☎❻ ! ⑥ ♥ ♣✪;✡K! ♦✈✉ ❛➃⑥⑤❜➌❛✡♣ ♥ ❜B♣✪;✡K! ♦❳✉ ;⑤✇②❛ ➞③♠❛ ♦ ♣✪;⑦❜B⑥✵➉ ! ③④➊ ♥ ❛✂⑥⑦❜ ❻✗­✹" ⑥ ! ❻ ! ♦➫❹➨❺❼♦✧❥●❡¿❥✘✖ ➜ ! ➐✝❜✟❛✡⑥➧➑✤❜B⑥ ! ③ ❞✗✖ ➉ ! ③④➊ ♥ ❛ ­✹"♠❤✰❥✙✖✪❧➠❡À❞➑"❒❹ µ ! ③✗⑥⑦❜ ♥❁♦ ;⑤♣✪; ✉ ❜ ✉ ⑧✷❛ ❻❛ ♦ ➜ ! ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑦❜ ❻ ! ⑥ ♥ ♣✪;✡K! ♦ ➐➃❜✤^❅;⑤➐➃❜B⑥❑➉ ! ③ ❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖✾❧ ⑧❊❛ ❻✫✉ ❛✡♣✪;①③

❫➍❤✰❞✗✖❨✐❦❥✘✖❨✐❦❥♠❧➘❡ ❷-"❄. ➶ ➔ "➥­✹"♠❤✰❥♠❧i



❾  ♦ ⑥  ❜ ♦ ➜❦❛✪③④*  ③❸➉❊③  ➓❊❜/➐  ❻ ➊ ♥ ❛✍⑥⑦❜ ❻ ♣  ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻❸✉ ❛ ! ❤✰❥❦❧➠❻  ♦❇♥❁♦ ❜➃➓❊❜ ❻ ❛ ✉ ❛✡⑥❈❛ ❻ ➉❊❜/♣✪*  ✉ ❛ ❻  ⑥ ♥ ♣✪*  ♦ ❛ ❻✪❹✗❺❼♦ ➞➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ❛ ❻ ➜❦❛☎❛ ❻ ➉✷❜/♣✪*  ➜♠*①❛ ♦ ❛ ✉ *⑦➐✦❛ ♦❁❻ *✡M ♦ ➝ ❹❰ ❛✡♣/MP ➉❁③  ♣✪❜/➐✦❛ ♦ ➜❦❛/⑧ ❻ * ♥❊♦ ❜❇➐✝❜❨➜❦③④*❄❀ ! ❤✰❥♠❧ ➜♠*①❛ ♦ ❛ ❻④♥❁❻ ➝ ♣  ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻ ➊ ♥ ❛ ❻  ♦✺♥❊♦ ❜❲➓❊❜ ❻ ❛ ✉ ❛✡⑥✓❛ ❻ ➉✷❜/♣✪*  ✉ ❛❻  ⑥ ♥ ♣✪*  ♦ ❛ ❻✗✉ ❛➋⑥⑤❜➃❛✡♣ ♥ ❜/♣✪*✡M ♦ ✾  ➐  Y➧M❛ ♦ ❛✡❜❅⑧❈❛ ♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑤❜✑➐➃❜❨➜❦③④*❄❀➋➑/❛✪③④*✃_✷♣✪❜ ❝! ❡➳➶✍❤✰❥♠❧ ! ❤ ➉ ♥ ❛ ❻✗❻♠♥❁❻ ♣  ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻⑥  ➑/❛✪③④*✃_✴♣✪❜ ♦✷❧ ⑧ ➎❇❻♠♥✈✉ ❛✪➜❦❛✪③④➐✝* ♦ ❜ ♦ ➜❦❛✦❛ ❻☎♦  ♦✲♥ ⑥  ❤ ➉ ♥ ❛ ❻✔❻♠♥❁❻ ♣  ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜ ❻✔❻  ♦ ⑥⑦* ♦ ❛✡❜/⑥⑤➐✦❛ ♦ ➜❦❛➋* ♦❁✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ *⑤❛ ♦ ➜❦❛ ❻➏❧➏❹❺❼❻➠✉ ❛✡♣✪*①③✡⑧❁⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④*❄❀✔❛ ❻ ✇ ♥❁♦❁✉ ❜/➐✝❛ ♦ ➜♠❜/⑥ ❹➨ * ♦ ❜/⑥⑦➐✦❛ ♦ ➜❦❛✧✇✰❜/⑥⑤➜♠❜✬➉❁③  ➓✷❜❨③✑➊ ♥ ❛✧⑥⑤❜ ❻  ⑥ ♥ ♣✪*✾M ♦✷❫➍❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✤✐❦❥❦❧ ❛ ❻ ! ❤✰❥❦❧ ! ❤✰❥✙✖✾❧ ➪➫➶ ❞✢✖✧❺❼♦ ❛✪✇✰❛✡♣✖➜  ⑧➦♣  ➐  ! ❤✰❥♠❧❛ ❻ ➐✝❜❨➜❦③④*❄❀✧✇ ♥❁♦❊✉ ❜/➐✦❛ ♦ ➜♠❜/⑥➙⑧ ✉ ❛✪③④*①➑❨❜ ♦❁✉  ③④❛ ❻ ➉❑❛✡♣✖➜  ✉ ❛ ❥ ❜★⑥⑦❜✬✇ ♥❁♦ ♣✪*✡M ♦✺❞➍❤✰❥❦❧✢❡ ! ❤✰❥❦❧ ! ❤✰❥✘✖✾❧ ➪➫➶ ❞✗✖✎❻ ❛  ➓❁➜♠*①❛ ♦ ❛❝❞➧❤✰❥♠❧❲❡➩➶➋❤✰❥❦❧ ! ❤✰❥❦❧ ! ❤✰❥ ✖ ❧ ➪➫➶ ❞ ✖ ❡➩➶➋❤✰❥❦❧➹❞➍❤✰❥❦❧➏❹ ➒✵♥ ❛✪Y  ❞➍❤✰❥❦❧ ❛ ❻✚❻  ⑥ ♥ ♣✪*✡M ♦➫❹}~➦✉ ❛✡➐ M❜ ❻➌❞➧❤✰❥ ✖ ❧✧❡ ❞ ✖ ❹ �  ③✎⑥⑤❜♥❁♦ *⑦♣✪* ✉ ❜ ✉✟❞➧❤✰❥♠❧➬❡♥❫➍❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖❨✐❦❥❦❧ ♣  ➐  ➊ ♥ ❛✪③✾MP ❜/➐  ❻ ➉❁③  ➓❊❜❨③ ❹
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�  ③☎⑥  ❜ ♦ ➜❦❛✪③④3  ③✡⑧✵♣  ♦ ➑t❛✪③♠�t❛ ❤✰➎ ⑥  ✾❁❜t♣✖❛✑❜❨➓ ❻  ⑥ ♥ ➜♠❜t➐✝❛ ♦ ➜❦❛ ❧ ♣ ♥ ❜t⑥⑦➊ ♥ 3⑤❛✪③④❜ ❻ ❛✡❜✚⑥⑤❜➌➐✝❜❨➜❦③④3❄❀ ➶ ➎ ♣ ♥ ❜t⑥⑤➊ ♥ 3①❛✪③④❜ ❻ ❛✡❜❛✡⑥ ♦ y♥ ➐✦❛✪③  ③♠❛✡❜t⑥ ❥➀❹✝�❸✉ ❛✡➐ y❜ ❻ ⑧ ♥❁❻ ❜ ♦❁✉  ❛✡⑥❼♣✖③④3①➜❦❛✪③④3  ✉ ❛✑⑥⑤❜✚➐✝❜ ➎  ③➏❜ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛✟✞✈❛✡3①❛✪③ ❻ ➜❦③④❜ ❻♠❻ ⑧ ♦  ❛ ❻ ♣  ➐✦➉✷⑥⑤3⑤♣✪❜ ✉  ✉ ❛✡➐  ❻ ➜❦③④❜❨③➠➊ ♥ ❛➨⑥⑤❜ ❻ ❛✪③➏3①❛ ✉ ❛☎⑥⑤❜ ❻●✉ ❛✪③➏3①➑✤❜ ✉ ❜ ❻
☎F
❷ G ➶ ➶ ❷❤ ➝ ☎�➳✾❧ ✆ ❡♥➶ ☎F
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♣  ♦ ➑t❛✪③♠�t❛ ♥❁♦ 3①✇  ③➏➐✦❛✡➐✦❛ ♦ ➜❦❛●❛ ♦ ♣ ♥ ❜t⑥⑤➊ ♥ 3①❛✪③➬3 ♦ ➜❦❛✪③♠➑❨❜t⑥  ➒ ☎ ✵ ✐ ✵ ➓ ⑧■♣ ♥ ❜t⑥⑤➊ ♥ 3①❛✪③④❜ ❻ ❛✡❜➋✵ ✎✷✡❅❹➍❺✭♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻ ⑧ ❻♠♥➃❻♠♥ ➐✝❜❛ ❻ 3①� ♥ ❜t⑥✭❜✧⑥⑤❜ ✉ ❛✪③④3⑤➑✤❜ ✉ ❜ ✉ ❛✟⑥⑦❜✢➐✝❜❨➜❦③④3✱❀ ➙ ✂ ❥ ⑧ ➎ ❛ ❻ ➜  ➑✤❜t⑥①❛✑➉❊❜❨③④❜❲♣ ♥ ❜t⑥⑤➊ ♥ 3①❛✪③ ❥ ③♠❛✡❜t⑥ ❤✰➎ ❜❲➊ ♥ ❛ ✉ ❜ ✉  ❥ ➉ ♥ ❛ ✉ ❛❛✡⑥①❛✪�↕3①③ ❻ ❛❭✵ ✉ ❛➨➐  ✉  ➊ ♥ ❛ ❥✭⑨ ➒ ☎ ✵ ✐ ✵ ➓ ❧➏❹❺✭♦ ➜  ♦ ♣✖❛ ❻❲❤ ➙✄✂ ❱ ❧ W ❡♠➶ ➙✄✂ ❱ ⑧❼➉✷❜❨③④❜❇➜  ✉  ❥ ③♠❛✡❜t⑥ ❹➞➵ ❛ ♦ 3⑤❛ ♦❁✉  ❛ ♦ ♣ ♥ ❛ ♦ ➜♠❜✬➊ ♥ ❛ ➙✄✂ ✖ ❛ ❻ ⑥⑤❜❇3 ✉ ❛ ♦ ➜♠3 ✉ ❜ ✉ ⑧ ❻ ❛✉ ❛ ✉❁♥ ♣✖❛➨➊ ♥ ❛ ➴
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❺✭❻ ✇❨D❜F♣✪I⑤⑥■➑F❛✪③❦P✷♣✪❜❨③✾⑧↕❜➦➉✷❜❨③♠➜♠I①③ ✉ ❛✒⑥⑦❜ ✉ ❛✖P ♦ I⑤♣✪I✡D_ ♦✂✉ ❛●➐✝❜❨➜❦③④I❄❀✒❛✖e■➉ _ ♦ ❛ ♦ ♣✪I⑤❜F⑥➙⑧❨➊ ♥ ❛ ❻ I☞☛✬❛ ❻➍♥❁♦ ❜➦➐✝❜❨➜❦③➏I❄❀ ✉ I⑤❜❨m _ ♦ ❜F⑥♣ _ ♦ ➑❨❜F⑥ _ ③♠❛ ❻ ➉❁③ _ ➉❊I _ ❻➋❻➤- ⑧✵❛ ♦ ➜ _ ♦ ♣✖❛ ❻ ➙✄✌ ❱ ❛ ❻ ➜♠❜F➐✂➓❊I➏D❛ ♦❳♥❁♦ ❜✚➐✝❜❨➜❦③④I❄❀ ✉ I⑦❜❨m _ ♦ ❜F⑥➙⑧➩✇ _ ③④➐✝❜ ✉ ❜➌➉ _ ③☎⑥⑦❜ ❻ ✇ ♥❊♦ ♣✪I _ ♦ ❛ ❻➙ ❿✠✍✱❱ ❛ ♦ ⑥⑤❜ ✉ I⑤❜❨m _ ♦ ❜F⑥➫➉❁③➏I ♦ ♣✪I①➉❊❜F⑥ ❹➵ ❜F➐☎➓✷I➏D❛ ♦ ❛ ❻ ✇❨D❜F♣✪I⑤⑥■➑F❛✪③④I✃P✷♣✪❜❨③➘➊ ♥ ❛ ❻ I✏✎➱❛ ❻❼♥❁♦ ❜❸➐✝❜❨➜❦③④I❄❀ ♦ I⑦⑥①➉ _ ➜❦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ _ ③ ✉ ❛ ♦✒✑✧❤ ❛ ❻ ➜ _ ❛ ❻ ⑧✁✎ ⑦ ❛ ❻ ⑥⑤❜✗➐✝❜❨➜❦③④I❄❀♦■♥ ⑥⑤❜❅⑧ ❻ I⑤❛ ♦❁✉ _ ✑ ❛✡⑥✷➐✎D~⑤♦ I⑦➐ _ ♦ ❜❨➜ ♥ ③④❜F⑥✼➉✷❜❨③④❜✔❛✡⑥❊♣ ♥ ❜F⑥✼❛ ❻ ➜ _✍_ ♣ ♥ ③④③♠❛ ❧ ⑧❃❛ ❻♠♦ ➜ _ ♦ ♣✖❛ ❻ ➙✠✓ ❱ ❛ ❻❼♥❊♦ ❜➨➐✝❜❨➜❦③④I✱❀✫➉ _ ⑥⑤I ♦ D_ ➐✝I⑦♣✪❜❛ ♦✚❥✓✉ ❛➨mF③④❜ ✉ _ ✑➛☎�➳➃❤ ➜ _ ✉ _ ❻ ⑥ _ ❻ ➜✲D❛✪③④➐✝I ♦ _ ❻➠❻ _ ♦ ➉ _ ⑥⑤I ♦ _ ➐➃I _ ❻ ❛ ♦✚❥✒✉ ❛✔mF③④❜ ✉ _ ➐ D❜✤e✼I⑤➐ _ ✑■☎�➳✾❧➏❹➢ ❜ ✉ ❜ ♥❁♦ ❜✎➐✝❜❨➜❦③➏I❄❀➃♣ ♥ ❜ ✉ ③➏❜ ✉ ❜ ➶ ⑧❈❛✖e✼I ❻ ➜❦❛ ♥❊♦ ♣✪❜F➐☎➓✷I _ ✉ ❛➃➓❊❜ ❻ ❛F⑧➧➜♠❜F⑥❼➊ ♥ ❛ ➶ ❛ ❻☎❻ ❛✡➐✝❛❒�❦❜ ♦ ➜❦❛✟❜✧⑥⑤❜➌✇ _ ③④➐✝❜♣✪❜ ♦ D_ ♦ I⑦♣✪❜ ✉ ❛✕✔ _ ③ ✉ ❜ ♦●✤ ⑧➫❛ ❻✗✉ ❛✡♣✪I⑤③ ➶�❡✗✖❣✤✘✖ ➪➫➶ ❹➨❺✭❻ ➜ _ I⑦➐✦➉❊⑥⑤I⑤♣✪❜➃➊ ♥ ❛ ❤;➶➦❥❦❧ ❷ ❡✗✖➃❤<✤➫❥♠❧ ❷ ✖ ➪➫➶ ⑧ ➎ ❜❨➉✷⑥⑤I⑤♣✪❜ ♦❁✉ _⑥⑤❜ ✉ ❛✖P ♦ I⑤♣✪I✡D_ ♦➌✉ ❛➨➐✝❜❨➜❦③➏I❄❀✔❛✖e■➉ _ ♦ ❛ ♦ ♣✪I⑤❜F⑥ ➙ ✂ ❱ ❡✙✖ ➙✛✚ ❱ ✖ ➪➫➶
➒ ❜✂✇ _ ③④➐✝❜✍♣✪❜ ♦ D_ ♦ I⑦♣✪❜ ✉ ❛✜✔ _ ③ ✉ ❜ ♦★✤ ❛ ❻ ➜❁D❜➋♣ _ ➐✦➉ ♥ ❛ ❻ ➜♠❜✍➉ _ ③✒➓❊⑥ _ ➊ ♥ ❛ ❻ ♣ ♥ ❜ ✉ ③④❜ ✉ _ ❻✌? ➶ ✐❢? ➾ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❢?✣✢ ⑧ ♥ ➓❊I⑤♣✪❜ ➞✉ _ ❻ ❜✗⑥ _ ⑥⑤❜❨③♠m _ ✉ ❛●⑥⑤❜ ✉ I⑤❜❨m _ ♦ ❜F⑥→⑧ ❻ I①❛ ♦❁✉ _ ⑥ _ ❻➬✉ ❛✡➐ D❜ ❻ ➜■D❛✪③④➐✝I ♦ _ ❻➬♦✲♥ ⑥ _ ❻✪❹ ❵■❛ _ ➓ ❻ ❛✪③♠➑❨❜❸➊ ♥ ❛✓❛ ♦ ➜ _ ♦ ♣✖❛ ❻❥✤ ❷ ➜♠❜F➐✂➓❊I➏D❛ ♦❛ ❻ ➜❁D❜✦✇ _ ③④➐✝❜ ✉ ❜✦➉ _ ③●➓❊⑥ _ ➊ ♥ ❛ ❻ ♣ ♥ ❜ ✉ ③④❜ ✉ _ ❻ ⑧ ✉ ❛✡⑥➫➐✝I ❻ ➐ _ ➜♠❜F➐➃❜✥✤♦ _ ➊ ♥ ❛➨⑥ _ ❻✫✉ ❛ ✤ ⑧❊➊ ♥ ❛ ❻ _ ♦ ? ❷➶ ✐❢? ❷➾ ✐✪➚✪➚✪➚✾✐❢? ❷✢ ⑧ ➎❜❨➉❊⑥⑤I⑦♣✪❜ ♦❁✉ _ ⑥⑤❜ ✉ ❛✖P ♦ I⑤♣✪I✡D_ ♦➌✉ ❛➨➐✝❜❨➜❦③④I✱❀➨❛✖e■➉ _ ♦ ❛ ♦ ♣✪I⑤❜F⑥➙⑧❅③♠❛ ❻♠♥ ⑥⑤➜♠❜✍➊ ♥ ❛ ➴
B ➣➃➁✝➣F➤➥❾➀❿✱✴ ➙ ✚ ❱ ➂➀➔✖➤❊©➣➠➟✪➄❨❾➀➁✝➣↕➅↕➣✂❽❅➄F❾☎➛①➄✤➔✍¯✖➛①➄✪▲✪°❊➂✖➔✂↔✪°❁➣↕➅❨❾❦➣↕➅↕➄✤➔ ➙✠✦✘✧ ❱ ✐ ➙✠✦✩★ ❱ ✐✪➚✪➚✪➚✡✐ ➙✛✦✥✪ ❱ ➡❾✓❜ ✉ ❜✂➓✷⑥ _ ➊ ♥ ❛ ?✧-❈✉ ❛✗⑥⑤❜✍✇ _ ③➏➐✝❜➋♣✪❜ ♦ D_ ♦ I⑤♣✪❜ ✉ ❛✫✔ _ ③ ✉ ❜ ♦ ❛ ❻ I①m ♥ ❜F⑥❑❜ ❻➽-➥⑩❶❬ ✎ - ⑧ ❻ I①❛ ♦❁✉ _ ❻➽-➧♥❁♦ ➑✤❜F⑥ _ ③●➉❁③ _ ➉❊I _✉ ❛ ➶✙❤ ③♠❛✡❜F⑥ _ ♣ _ ➐✦➉❊⑥①❛❒� _ ❧ ⑧ ➠ ⑥⑤❜✧➐✝❜❨➜❦③④I❄❀➌I ✉ ❛ ♦ ➜♠I ✉ ❜ ✉❳➎ ✎ -➠♥❊♦ ❜✧➐➃❜❨➜❦③④I❄❀ ♦ I⑤⑥①➉ _ ➜❦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ _ ③ ✉ ❛ ♦✬✑➑-✂❤ I①m ♥ ❜F⑥✒❜F⑥➜♠❜F➐✝❜✭✤♦ _ ✉ ❛✡⑥➫➓❊⑥ _ ➊ ♥ ❛ ❧➏❹❵■❛ _ ➓ ❻ ❛✪③④➑✤❜✑➊ ♥ ❛✍➜♠❜ ♦ ➜ _ ⑥⑦❜➃➐✝❜❨➜❦③④I✱❀ ➙ ➸ ❿ ✮ N ✓ ➼ ❱ ♣ _ ➐ _ ⑥⑤❜➃➐➃❜❨➜❦③④I❄❀ ➙ ❿✳❱ ➙✠✓ ❱ ❻ _ ♦ ➐➃❜❨➜❦③④I⑤♣✖❛ ❻ ➉❁③④I ♦ ♣✪I①➉❊❜F⑥①❛ ❻●✉ ❛➋⑥⑤❜❛✡♣ ♥ ❜F♣✪I✡D_ ♦ ❝❞➌❡�❤➏❻❊⑩Q❬ ✎ ❧➹❞❈❹ » _ ③➦⑥⑤❜ ♥❁♦ I⑤♣✪I ✉ ❜ ✉➌✉ ❛➨⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④I❄❀✔➉❁③④I ♦ ♣✪I①➉❊❜F⑥➙⑧ ❻ ❛ _ ➓❁➜♠I⑤❛ ♦ ❛✔❛ ♦ ➜ _ ♦ ♣✖❛ ❻ ➊ ♥ ❛ ➴
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✉ _ ♦❁✉ ❛ ➶ ❛ ❻➦♥❁♦ ❜➋➐✝❜❨➜❦③④I❄❀ ✉ ❛✔➜✲D❛✪③④➐✝I ♦ _ ❻ ♣ _ ♦❁❻ ➜♠❜ ♦ ➜❦❛ ❻✍❤ I ♦❊✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ I①❛ ♦ ➜❦❛ ❻✓✉ ❛ ❥❦❧➏❹» _ ③➦⑥ _ ➑■I ❻ ➜ _ ❛ ♦ ⑥⑤❜ ❻ ❛✡♣✪♣✪I✡D_ ♦ ❜ ♦ ➜❦❛✪③➏I _ ③✡⑧ ❻ ❛✔➜♠I⑤❛ ♦ ❛➨⑥⑤❜ ❻ _ ⑥ ♥ ♣✪I✡D_ ♦ mF❛ ♦ ❛✪③④❜F⑥
❫➍❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖❨✐❦❥❦❧➘❡ ➙ ✂ ❱ ❤ ➙ ✂ ❱✱❙ ❧④➪➫➶♠❞✗✖✄❬ ➙ ✂ ❱ → ❱❱ ❙ ❤ ➙ ✂✩✳ ❧④➪➫➶❂❲❨❤❷➣✤❧☞✴➃➣

» _ ③ ♥❊♦ ⑥⑤❜ ✉ _ ❻ ❛✫➜♠I①❛ ♦ ❛✫➊ ♥ ❛➠⑥⑤❜✔I ✉ ❛ ♦ ➜♠I ✉ ❜ ✉✦⑩ ❛ ❻ ⑥⑤❜➨➐✝❜❨➜❦③➏I❄❀●➉❁③④I ♦ ♣✪I①➉❊❜F⑥ ✉ ❛➠⑥⑤❜✗❛✡♣ ♥ ❜F♣✪I✡D_ ♦ ❝❞✎❡❤✡❅❹ » _ ③ _ ➜❦③ _ ⑧ ❻ ❛➑F❛✪③④I✃P✴♣✪❜✝➊ ♥ ❛✔➜♠❜F➐☎➓❊I➀D❛ ♦ ⑥⑤❜ ❻ ➐✝❜❨➜❦③➏I⑤♣✖❛ ❻ ➙✠✂ ❱ ➙ ☎❡➶➠❥✓➎ ➙ ➪ ✂ ❱ ➙✄✂ ❱ ❻ _ ♦ ⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④I❄❀✔➉❁③④I ♦ ♣✪I①➉❊❜F⑥ ❹➍❺❼♦ ➜ _ ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑤❜✦I ♦ ➑F❛✪③ ❻ ❜✉ ❛ ➙ ✂ ❱ ❛ ❻ ➙ ➪ ✂ ❱ ❡ ➙ ✂ ➸②➪ ❱ ➼ ❹❼❺✭❻●✉ ❛✡♣✪I①③●➉❊❜❨③➏❜✍I ♦ ➑F❛✪③♠➜♠I⑤③✫⑥⑤❜➋➐✝❜❨➜❦③④I❄❀✔❛✖e❅➉ _ ♦ ❛ ♦ ♣✪I⑤❜F⑥ ➙ ✂ ❱ ➓❊❜ ❻ ➜♠❜ ❻♠♥❊❻ ➜♠I①➜ ♥ I①③ ❥ ➉ _ ③ ☎➠❥➏❹❰ ❛✪➉❊I①➜♠I①❛ ♦❁✉ _ ❛✡⑥➬③➏❜❞❀ _ ♦ ❜F➐✝I①❛ ♦ ➜ _ ⑧❈⑥⑤❜ ❻ ➐➃❜❨➜❦③④I⑤♣✖❛ ❻ ➙✠✂ ➸ ❱ ➪ ❱ ❙ ➼ ➎ ➙✄✂ ❱ ➙ ➪ ✂ ❱ ❙ ➑F❛✪③➏I✃P✷♣✪❜ ♦ ⑥⑤❜✟❛✡♣ ♥ ❜F♣✪I✡D_ ♦★✉ I①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪I⑤❜F⑥❝❞➌❡♥➶➠❞❲➎ ❛ ♦✎❥➬❡❮❥ ✖ ♣ _ I ♦ ♣✪I ✉ ❛ ♦➫❹ » _ ③➦⑥⑤❜ ♥❁♦ I⑤♣✪I ✉ ❜ ✉✟✉ ❛☎⑥⑤❜ ❻ _ ⑥ ♥ ♣✪I✡D_ ♦✚✉ ❛✪➓❑❛ ♦ ♣ _ I ♦ ♣✪I ✉ I①③ ❹❰ ❛ ♥❁♦ I①❛ ♦❁✉ _ ⑥ _ ❜ ♦ ➜❦❛✪③④I _ ③ ❻ ❛➨➜♠I①❛ ♦ ❛ ➴
➳ ◆



 ➣✝➔✪➄❨➛➻(✼↔✡❿✼-➄.➇❳➅❃➂ ❝❞➌❡❤➶➦❞❣❬➞❲✤❤✰❥♠❧ ➈✒↔➏➄❨➇✬➅↕➣.➤→➄➌❿✰➇❁❿➙↔✪❿➙➣❨➛ ❤✰❥✘✖❨✐❦❞✗✖✾❧ ➂✖➔
❫➍❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖❨✐❦❥♠❧➘❡ ➙ ✂ ➸ ❱ ➪ ❱ ❙ ➼➥❞✢✖❊❬ ➙ ✂ ❱ → ❱❱ ❙ ➙ ✂ ➸⑦➪ ✳ ➼ ❲❨❤❷➣❨❧☞✴❪➣

✁✗✽✪✻✾✸❊❆➧✿➥✮➥✿❛❇❈✸➤❇✐❇➧✯✧✮✰✱❊✽✑✽✾✿✰✽✪✻✾✯❅❄❳✸❁✽✝✮➥✿➥✳❈✯✲✸❊✮✰✯■✽
➢ ❜ ✉ ❜ ♥❁♦ ❜✂❛✡♣ ♥ ❜.♣✪o✡pq ♦✎✉ o①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪o⑦❜.⑥ ❝❞✚❡❮❢z❤✰❞❈✐❦❥❦❧ ➜♠❜.⑥➩➊ ♥ ❛✗❛✖~✼o ❻ ➜❦❛ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✾pq ♦ p♥❊♦ o⑤♣✪❜✂➉ q ③ ❤✰❥✙✖✤✐❦❞✢✖✾❧ ⑧❁⑥⑤⑥⑦❜.➐✦❛✡➐ q ❻❞➧❤✰❥♠❧ ❜✦❛ ❻ ❜ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✾pq ♦ ⑧ ➎✟❻♠♥ ➉ q ♦ �↕❜.➐ q ❻ ➊ ♥ ❛✔❛ ❻ ➜❁p❜ ✉ ❛✖� ♦ o ✉ ❜✍➉ q ③✫⑥ q ➐✦❛ ♦ q ❻ ➉❊❜❨③④❜✦➜ q ✉ q ❥✒➲ ❥ ✖ ❹

✘✚✯✲�➍✳➧✿✰❂❃✿❃�✱✷✳❤❵➫▲✑✏ ❵■❛ ✉ o⑦♣✖❛✂➊ ♥ ❛✂⑥⑤❜ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✾pq ♦✎❞➧❤✰❥♠❧ ❛ ❻ ➂✖➔➀➤→➣❃�✪➛①➂ ❤ ❛ ♦ ❛✡⑥✵✇ ♥ ➜ ♥ ③ q ⑧✴❛ ♦ ❛✡⑥ ❻ ❛ ♦ ➜♠o ✉ q ✉ ❛ ➒ o⑦❜❨➉ ♥❁♦ q ➑ ❧ ⑧❻ o ✉ ❜ ✉ q ➧ ✎✍✡ ⑧❊❛✖~❅o ❻ ➜❦❛✶✵ ✎✍✡ ➜♠❜.⑥✵➊ ♥ ❛ ✸ ➷ ✖ ☎✬❞ ✖ ✸ ☞ ✵✍o⑤➐✦➉❊⑥⑤o⑦♣✪❜✂➊ ♥ ❛✔❛✖~✼o ❻ ➜❦❛ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦ p♥❁♦ o⑤♣✪❜ ➷➫❤✰❥♠❧ ➉ q ③ ❥ ✖ ✐❦➷ ✖ ⑧✉ ❛✖� ♦ o ✉ ❜✂➉ q ③➦⑥ q ➐✦❛ ♦ q ❻ ➉✷❜❨③④❜ ❥✓➲✺❥✘✖ ⑧ ➎✚❻ ❛➨♣ ♥ ➐✝➉❊⑥①❛ ✸ ➷❑❤✰❥♠❧➸☎✬❞➍❤✰❥❦❧ ✸ ☞ ➧✫➉✷❜❨③④❜➋➜ q ✉ q ❥✭➲¤❥✘✖✤❹❵■❛ ✉ o⑤♣✖❛➨➊ ♥ ❛➨⑥⑤❜ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✾pq ♦➌❞➧❤✰❥♠❧ ❛ ❻ ❿✰➇✴➂➀➔✖➤→➣❃�✖➛⑤➂ ❻ o ♦ q ❛ ❻ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❹❵■❛ ✉ o⑦♣✖❛✫➊ ♥ ❛●⑥⑤❜ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦✍❞➧❤✰❥♠❧ ❛ ❻ ➣✤➔➀❿②➇❊➤❊-➄↕➤➥❿➥↔➏➣❨➁➃➂✖➇❊➤ª➂➨➂✖➔➀➤→➣❃�✪➛①➂ ❤ ❛ ♦ ❛✡⑥❅✇ ♥ ➜ ♥ ③ q ⑧.❛ ♦ ❛✡⑥ ❻ ❛ ♦ ➜♠o ✉ q ✉ ❛ ➒ o⑦❜❨➉ ♥❁♦ q ➑ ❧ ⑧❻ o❑❛ ❻ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ➎ ❜ ✉ ❛✡➐ p❜ ❻ ❛✖~❅o ❻ ➜❦❛✜✷ ✎✍✡ ➜♠❜.⑥➩➊ ♥ ❛ ✸ ➷ ✖✌☎✬❞✢✖ ✸ ☞ ✷➌o⑤➐✦➉✷⑥⑤o⑤♣✪❜✍➊ ♥ ❛ ✸ ➷➫❤✰❥♠❧➸☎✬❞➧❤✰❥♠❧ ✸ «❼❱✑♣ ☎ ✡❅❹
❺✭❻ ➜♠❜ ❻✝✉ ❛✖� ♦ o⑤♣✪o q ♦ ❛ ❻➋❻ ❛➌➉ ♥ ❛ ✉ ❛ ♦ ❜❨➉❊⑥⑤o⑤♣✪❜❨③➋❛ ♦ ➉❊❜❨③♠➜♠o⑦♣ ♥ ⑥⑤❜❨③✦❜✈⑥ q ❻ ➉ ♥❁♦ ➜ q ❻✦✉ ❛✚❛✡➊ ♥ o⑤⑥⑤o⑤➓❁③④o q ✉ ❛✎⑥⑦❜✧❛✡♣ ♥ ❜.♣✪o✡pq ♦✉ o①✇✰❛✪③♠❛ ♦ ♣✪o⑦❜.⑥ ❤ ❛ ❻➦✉ ❛✡♣✪o①③✡⑧❁❜➃⑥⑤❜ ❻●❻ q ⑥ ♥ ♣✪o q ♦ ❛ ❻ ♣ q ♦❁❻ ➜♠❜ ♦ ➜❦❛ ❻➦❞➧❤✰❥♠❧➬❡❮❞✢✖ ➉❊❜❨③➏❜➋➜ q ✉ q ❥ ③♠❛✡❜.⑥ ❧➏❹

¯✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸✬❵➫▲✱✰✹✸ ➄✡➅↕➣❨➔✢➛✃➣❨➔✎➔✖➄❨➛➻(❁↔✪❿➙➄❨➇✴➂✖➔✧➅❃➂✧➛✃➣✺➂④↔✪(❁➣↕↔✪❿❁-➄❨➇ ➅❨❿ ➟✪➂✪❾❦➂✪➇✷↔✪❿➙➣❨➛ ❝❞ ❡➯➶➦❞★❬✒❲❨❤✰❥♠❧ ➤➥❿→➂✖➇❑➂✖➇❮➛✃➣★➁➋❿⑦➔➀➁✝➣➂➀➔✖➤→➣❃�✖❿✰➛➻❿➥➅↕➣❃➅↕➡ ✓ ❏✓➔➌➅❃➂④↔✪❿✰❾④➈☎➄✬�✪❿➙➂✪➇✣➔✖➄❨➇¤➤→➄✾➅↕➣✤➔✢➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔④➈✂➄✬�✪❿➙➂✪➇✣➔✖➄❨➇ ➤→➄✡➅↕➣✤➔➌❿②➇❑➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔④➈O❍❲➔➏❿➠➔✖➄❨➇❣➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔④➈➂✖➇✷➤→➄❨➇✷↔➏➂✖➔✂➄✚�✖❿→➂✖➇❲➔✖➄❨➇✈➤→➄✡➅❃➣✤➔✍➣✤➔➀❿②➇❊➤❊-➄↕➤➥❿➥↔➏➣❨➁➃➂✖➇❊➤ª➂✑➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔④➈✓➄➌�✪❿➙➂✪➇❇➇✷➄✑➛✃➄✚➂➀➔✔➇❁❿✰➇❪✚↕(■➇✴➣❯✔❨➡
❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫¾¿ ❜ ❻ ➜♠❜ ✉ ❛✡➐ q ❻ ➜❦③④❜❨③➃➊ ♥ ❛✚⑥⑤❜❇❛ ❻ ➜♠❜❨➓✷o⑤⑥⑤o ✉ ❜ ✉z✉ ❛ ♥❁♦ ❜ ❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦z❞➧❤✰❥♠❧ ♣ ♥ ❜.⑥⑤➊ ♥ o①❛✪③➏❜✧❛ ❻ ⑥⑦❜✈➐✝o ❻ ➐✝❜❲➊ ♥ ❛✎⑥⑤❜ ✉ ❛✡⑥➉ ♥❁♦ ➜ q ✉ ❛✢❛✡➊ ♥ o⑤⑥⑤o⑤➓❁③④o q ✡z✉ ❛✡⑥ ❻ o ❻ ➜❦❛✡➐✝❜❼✾ q ➐ q �➧p❛ ♦ ❛ q ❝❞❪❡ ➶➦❞✵❹ Á➍❜❨③④❜z❛✡⑥⑤⑥ q ➓❊❜ ❻ ➜♠❜ q ➓ ❻ ❛✪③♠➑❨❜❨③➌➊ ♥ ❛ ✉ ❜ ✉ ❜z⑥⑤❜❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦➃❞➍❤✰❥❦❧✭✉ ❛✔⑥⑤❜✂❛✡♣ ♥ ❜.♣✪o✡pq ♦ ❝❞✚❡❤➶➦❞O❬❝❲❨❤✰❥❦❧ ⑧ ♥❁♦ ❜ ❻ ❛✪� ♥❁♦❊✉ ❜☎✇ ♥❁♦ ♣✪o✾pq ♦➃➷➫❤✰❥❦❧ ❛ ❻ ➜♠❜.➐✂➓❊o➀p❛ ♦✚❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦✑❻ o ➎✑❻ q ⑥ q❻ o✘✺ ❤✰❥❦❧➘❡Â➷❑❤✰❥♠❧➸☎✬❞➍❤✰❥❦❧ ❛ ❻➠❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦✚✉ ❛ ❝❞✎❡♥➶➦❞✵❹ ❾ q ➐ q ⑥⑤❜ ♦ q ③④➐➃❜ ✉ ❛ ➷➫❤✰❥❦❧➸☎❳❞➧❤✰❥♠❧ ❛ ❻ o①� ♥ ❜.⑥➩❜✝⑥⑤❜ ♦ q ③➏➐✝❜ ✉ ❛

✺ ❤✰❥♠❧❽☎❼✡ ⑧❊➓❊❜ ❻ ➜♠❜✟❜❨➉❊⑥⑤o⑦♣✪❜❨③➠⑥⑤❜ ❻➠✉ ❛✖� ♦ o⑤♣✪o q ♦ ❛ ❻ ➉❊❜❨③④❜ q ➓❁➜❦❛ ♦ ❛✪③✗➊ ♥ ❛ ❞➧❤✰❥♠❧ ❛ ❻❸❻ q ⑥ ♥ ♣✪o✡pq ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❤ ❜ ❻ o ♦ ➜❁pq ➜♠o⑤♣✪❜.➐✦❛ ♦ ➜❦❛❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥⑤❛.⑧❊o ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓✷⑥①❛ ❧✭✉ ❛☎⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜.♣✪o✾pq ♦ ❝❞✚❡♥➶➠❥\❬➜❲❨❤✰❥❦❧ ⑧ ❻ o ➎✟❻ q ⑥ q ❻ o ✡ ⑥ q ❛ ❻➠✉ ❛➨⑥⑤❜➋❛✡♣ ♥ ❜.♣✪o✡pq ♦ ❝❞✎❡❤➶➠❞❈❹Ä ✾ q ③④❜➌➑.❛✡❜.➐ q ❻ ♣➫pq ➐ q ⑥⑤❜➌❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊o⑤⑥⑤o ✉ ❜ ✉✧✉ ❛✡⑥ ❻ o ❻ ➜❦❛✡➐✝❜✚⑥⑤o ♦ ❛✡❜.⑥ ❻ ❛✦➉ ♥ ❛ ✉ ❛ ✉ ❛ ✉❊♥ ♣✪o①③ ✉ ❛✝⑥ q ❻ ➑❨❜.⑥ q ③♠❛ ❻ ➉❊③ q ➉❊o q ❻✉ ❛ ➶✂➴
¯✒✯✲✱✷✶✹✯❅❄★✸✬❵➫▲❄❃`❋ ➂♠➣✑➛✃➣✚➂④↔✪(❁➣↕↔✪❿❁-➄❨➇❳➅❨❿ ➟✡➂✖❾♠➂✖➇✷↔✡❿➥➣❨➛✵➛ ❿✰➇✴➂♠➣.➛➧➣➌↔④➄✾➂❷✜✭↔✪❿→➂✖➇✷➤ª➂➀➔✂↔④➄.➇✼➔➀➤→➣❨➇✷➤ª➂➀➔✼✻ ❝❞➌❡❤➶➦❞❣❬➞❲✤❤✰❥♠❧ ➡❋ ❿✟➤→➄✡➅↕➄✤➔✺➛①➄✤➔★Æ❨➣❨➛①➄❨❾❦➂✖➔✢❽✴❾➆➄➏❽✴❿➥➄✤➔¤➅❃➂ ➶ ➤➥❿→➂✖➇✴➂✪➇❣❽❅➣❨❾✖➤ª➂ ❾❦➂④➣❨➛➋➇✴➂➏✚✲➣.➤➥❿②Æ❨➣✤➈✈➂✪➇❊➤→➄❨➇✷↔➀➂➀➔z➛✃➣✤➔★➔✖➄❨➛➻(❁↔✪❿➙➄❨➇✴➂✖➔★➔✪➄❨➇➣✤➔➀❿②➇❊➤❊-➄↕➤➥❿➥↔➏➣❨➁➃➂✖➇❊➤ª➂✑➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔ ✓ ✲❅➣↕↔✪❿➙➣✎➂✖➛.➟➀(✼➤➥(■❾❦➄✤➈✭➔✪➂➏✚✗-(■➇  ❿➥➣➏❽✴(■➇✴➄❨Æ❢✔.➡❋ ❿☎➣.➛ ✚↕(■➇✴➄★➅❃➂✢➛①➄✤➔✚Æ✤➣❨➛①➄❨❾♠➂➀➔✦❽✴❾➆➄➏❽✴❿➥➄✤➔❇➅❃➂ ➶ ➤➥❿→➂✖➇❑➂➋❽✼➣❨❾➀➤ª➂✧❾♠➂♠➣.➛➍❽❅➄✤➔➀❿✰➤➥❿✰Æ✤➣✤➈➃➂✖➇✷➤→➄❨➇✷↔➏➂✖➔✎➛✃➣❨➔✟➔✪➄❨➛➻(✼↔✡❿➥➄.➇✴➂➀➔✚➔✪➄❨➇❿✰➇✴➂➀➔✖➤→➣❃�✖➛⑤➂➀➔ ✓ ✲■➣↕↔✪❿➙➣✎➂✖➛❃➟➏(✼➤➥(❅❾➆➄➃➔✡➂➏✚✗-(❅➇  ❿➙➣➏❽✷(❅➇✷➄❨Æ✿✔❨➡❏●➇✧➂✖➛➫↔④➣✤➔✪➄➛▲✪(❊➂➦❾♠➂➀➔✖➤→➣✤➈✒➂➀➔❸➅✲➂♠↔✪❿✰❾➏➈➧➔➀❿❈➤→➄✡➅❃➄✤➔✔➛✃➄✤➔❸Æ✤➣❨➛①➄❨❾♠➂➀➔✭❽✷❾❦➄➏❽✷❿➙➄✤➔☎➅❃➂ ➶ ➤➥❿➙➂✪➇✴➂✖➇➋❽✼➣❨❾➀➤ª➂➨❾♠➂♠➣❨➛❑➁➃➂✖➇✷➄.❾✗➄➋❿❄✚.(❁➣❨➛▲✪(❊➂☎↔➏➂✖❾❦➄✤➈✄❍➃➣❨➛j✚.(❅➇✷➄✑➤➥❿→➂✖➇✴➂✒❽❅➣❨❾✖➤ª➂➨❾♠➂♠➣.➛✾✽✹➈✭➂✖➇❊➤→➄.➇✷↔➏➂✖➔❸➛①➣✤➔✗➔✖➄❨➛➻(❁↔✪❿➙➄❨➇✴➂✖➔❸➔✪➄❨➇❇➂✖➔➀➤→➣❃�✪➛①➂✖➔❼❽❁➂✖❾❦➄➃➇✴➄➃➣✤➔➀❿②➇❊➤❊-➄↕➤➥❿➥↔➏➣❨➁➃➂✖➇❊➤ª➂✓ ➂✪➇Â➂✪➛➫➟➏(✼➤➥(❅❾❦➄✤➈✂➔✡➂➏✚✗-(❅➇  ❿➙➣➏❽✷(❅➇✷➄❨Æ✿✔✾➈➋➔➏❿✗➛①➣★➁✍(❅➛✃➤➥❿ ❽✴➛ ❿➙↔✪❿➙➅↕➣↕➅❨✚■➂♠➄❨➁Â-➂✪➤➥❾➀❿➙↔④➣✣➅❃➂✧➤→➄✡➅↕➄✤➔✧➛✃➄✤➔✎Æ❨➣❨➛①➄❨❾❦➂✖➔➋❽✷❾❦➄➏❽✷❿➙➄✤➔❇↔➏➄❨➇❽❅➣❨❾✖➤ª➂✬❾❦➂④➣❨➛✗➇❁(❅➛✃➣✤➈✚➂➀➔✢❿❄✚.(❁➣❨➛✔➣✣➛①➣✣➁➋(■➛✃➤➥❿ ❽✷➛ ❿➙↔✪❿➙➅↕➣↕➅ ➣❨➛j✚✲➂✾�✪❾➆➣.❿➥↔➏➣✺❾♠➂➀➔→❽❁➂♠↔✡➤➥❿✰Æ✤➣❃➡➈❏●➇➵↔④➣✤➔✪➄ ↔④➄❨➇✷➤➥❾➆➣❨❾➀❿➙➄✤➈✎➂✖➔❇➅❃➂④↔✪❿✰❾④➈➔➏❿●❽❅➣❨❾❦➣¤➣❨➛j✚❸-(❅➇ÂÆ✤➣❨➛①➄❨❾➃❽✷❾❦➄➏❽✷❿➙➄ ↔④➄❨➇z❽✼➣❨❾➀➤ª➂✈❾❦➂④➣❨➛➠➇❊(■➛①➣✤➈✝➛①➣✤➔✢➁➋(❅➛➻➤➥❿ ❽✷➛➻❿➥↔✡❿➥➅❃➣↕➅❃➂➀➔❳✚✲➂④➄❨➁❣-➂✪➤➥❾➀❿➥↔➏➣❼❍✣➣❨➛j✚✲➂✹�✖❾❦➣❨❿➙↔④➣z➔✪➄❨➇➅❨❿ ➟✪➂✪❾❦➂✪➇❊➤ª➂➀➔➏➈✓➂✖➇✷➤→➄❨➇✷↔➏➂✖➔☎➛①➣✝➔✪➄❨➛➻(✼↔✡❿➥➄.➇✴➂➀➔✔➔✪➄❨➇✈❿②➇❑➂➀➔➀➤→➣✲�✖➛⑤➂➀➔✖➡

➳ ⑨



❆➨✶❞❧❈✯✲❆➧✸➫)* ❜ ❻ ➜♠❜✑❛ ❻ ➜ ♥❁✉ 4⑦❜❨③➦⑥⑤❜➃❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊4⑤⑥⑤4 ✉ ❜ ✉✚✉ ❛ ✡ ❛ ♦ ❛✡⑥ ❻ 4 ❻ ➜❦❛✡➐➃❜➛✾ C ➐ C D➧E❛ ♦ ❛ C ❝❞✧❡✒➶➠❞ ⑧ ❻ 4①❛ ♦❁✉ C ➶M❡✿✖❣✤✘✖ ➪➫➶ ⑧✴♣ C ♦✤ ❤ ➊ ♥ 4✱❀➩E❜ ❻ ➐➃❜❨➜❦③④4❄❀✦♣ C ➐✦➉❊⑥①❛❒Y♠❜ ❧ ⑥⑤❜✑✇ C ③④➐➃❜✟♣✪❜ ♦ EC ♦ 4⑤♣✪❜ ✉ ❛✟✔ C ③ ✉ ❜ ♦❲✉ ❛ ➶✂❹✶❀ ❜a♣✪4①❛ ♦❁✉ C ❛✡⑥➍♣✪❜a➐✂➓❊4 C ✉ ❛➋➑✤❜❨③➏4⑤❜❨➓❊⑥①❛ ❻❞➌❡❁✖✔➷ ⑧ ❻ ❛ C ➓❁➜♠4①❛ ♦ ❛☎❛✡⑥ ❻ 4 ❻ ➜❦❛✡➐➃❜➋❛✡➊ ♥ 4⑤➑✤❜a⑥①❛ ♦ ➜❦❛ ❝➷✝❡✆✤➫➷✷❹ ❾ C ➐ C ♥❁♦✚❻ 4 ❻ ➜❦❛✡➐✝❜ ❻ ❛ C ➓❊➜♠4①❛ ♦ ❛ ✉ ❛✡⑥ C ➜❦③ C ➐✦❛ ✉ 4⑤❜ ♦ ➜❦❛♥❁♦ ♣✪❜a➐☎➓❊4 C ✉ ❛✑➑✤❜❨③➏4⑤❜❨➓❊⑥①❛ ❻ ➊ ♥ ❛ ✉ ❛❒Y♠❜✚maY C ❜a⑥✭➉ ♥❁♦ ➜ C ✉ ❛✑❛✡➊ ♥ 4⑤⑥⑤4①➓❁③➏4 C ✡ ⑧➍⑥⑦❜✎❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊4⑦⑥⑤4 ✉ ❜ ✉✬✉ ❛✑❜a➐✂➓ C ❻➋❻ 4 ❻ ➜❦❛✡➐✝❜ ❻❛ ❻ ⑥⑤❜✝➐✝4 ❻ ➐✝❜ ❹ ❾ C ➐ C ⑥⑤❜ ❻ ➐✝❜❨➜❦③④4⑤♣✖❛ ❻❡➶r➎★✤❳❻ C ♦✢❻ ❛✡➐✦❛❒Y♠❜ ♦ ➜❦❛ ❻ ⑧ ❻④♥❁❻ ➑❨❜a⑥ C ③♠❛ ❻ ➉❁③ C ➉❊4 C ❻ ⑧ ➎✚❻♠♥❁❻ ➐ ♥ ⑥①➜♠4①➉✷⑥⑤4⑤♣✪4 ✉ ❜ ✉ ❛ ❻Da❛ C ➐vE❛✪➜❦③④4⑤♣✪❜ ❻✂➎ ❜a⑥⑤Da❛✪➓❁③④❜a4⑤♣✪❜ ❻✔❻ C ♦ ⑥⑦❜✟➐➃4 ❻ ➐✝❜ ❹☎❺✭♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻ ➓❊❜ ❻ ➜♠❜ ✉ ❛✡➐ C ❻ ➜❦③④❜❨③➨❛✡⑥➧➜❦❛ C ③♠❛✡➐✝❜✎➉❊❜❨③④❜➌⑥⑤❜➌➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ ✤❛ ♦ ⑥ ♥ D↕❜❨③ ✉ ❛ ➶✂❹➒ ❜ ❻ C ⑥ ♥ ♣✪4✡EC ♦❲✉ ❛ ❝❞❇❡ ✤➫❞ ❛ ❻❸❞➧❤✰❥♠❧✫❡ ➙ ✚ ❱ ❞ ✖ ❹ ❵❅4➧⑥⑤❜ ♦ C ③④➐✝❜ ✉ ❛✦⑥⑤❜✟➐✝❜❨➜❦③④4❄❀ ➙ ✚ ❱ ❛ ❻ ➜❁E❜➌❜a♣ C ➜♠❜ ✉ ❜✚➉❊❜❨③➏❜➃➜ C ✉ C❥✒➲✍✡ ⑧❁❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻ ✸ ❞➍❤✰❥❦❧ ✸✧✺ ✵ ✸ ❞✢✖ ✸ ➉❊❜❨③➏❜✦➜ C ✉ C ❥✭➲✐✡ ⑧ ✉ C ♦❁✉ ❛;✵�❛ ❻➠♥❊♦ ❜✦♣ C ♦❁❻ ➜♠❜ ♦ ➜❦❛☎➉ C ❻ 4①➜♠4⑤➑✤❜ ❹➬➢ ❜ ✉ C ➧ ✎✍✡➓❊❜ ❻ ➜♠❜✝➜ C ➐✝❜❨③✒✵ ❡ ➧ ✝ ✵ ➉✷❜❨③④❜✦➑a❛✪③④4✃m✴♣✪❜❨③➠➊ ♥ ❛ ❻ ❛➨♣ ♥ ➐✦➉❊⑥⑤❛✗⑥⑦❜ ✉ ❛✖m ♦ 4⑤♣✪4✾EC ♦✚✉ ❛✔❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊4⑤⑥⑦4 ✉ ❜ ✉➌✉ ❛✡⑥ ✡❅❹❵❅❜❨➓✷4①❛ ♦❁✉ C ➊ ♥ ❛ ✡ ❛ ❻ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥⑤❛a⑧✴♣ C ➐ C ❞➧❤✰❥♠❧✓❡ ➙ ✚ ❱ ❞✗✖ ⑧✴❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻;✡ ❛ ❻ ❜ ❻ 4 ♦ ➜❁EC ➜♠4⑤♣✪❜a➐✦❛ ♦ ➜❦❛➋❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❻ 4 ➎✎❻ C ⑥ C❻ 4➫⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④4❄❀ ➙ ✚ ❱ ➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛✔❜✝⑥⑤❜✦➐➃❜❨➜❦③④4❄❀ ♦■♥ ⑥⑤❜❅⑧❁♣ ♥ ❜ ♦❁✉ C ❥ ➜♠4①❛ ♦❊✉ ❛➨❜ ❬❭❩❮❹� C ③ C ➜❦③ C ⑥⑤❜ ✉ C ⑧ ❻ 4❅❛✖�❅4 ❻ ➜❦❛➠❜a⑥①D✓E♥❁♦ ➜■E❛✪③④➐➃4 ♦ C ❤ ❛ ♦ ⑥⑤❜❸m✷⑥⑤❜✧C ➎ ♣ C ⑥ ♥ ➐ ♦ ❜❃❂ ❧➘✉ ❛✫⑥⑤❜✔➐✝❜❨➜❦③④4✱❀ ➙ ✚ ❱ ⑧✲➊ ♥ ❛●❛ ♦ ➐�EC ✉❁♥ ⑥ C➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛➠❜ ❬❭❩ ⑧❃➉ C ✉ ❛✡➐ C ❻ ❛✡⑥①❛✪D↕4⑤③ ♥❁♦ ➑a❛✡♣✖➜ C ③ ❞✗✖ ♣ C ♦✑❻④♥ ♣ C ➐✦➉ C ♦ ❛ ♦ ➜❦❛❄❂ ➞ E❛ ❻ 4⑤➐✝❜ ♦ C ♦■♥ ⑥⑤❜ ❤ ➊ ♥ ❛➦➉ ♥ ❛ ✉ ❛✫❛✡⑥⑤❛✪D↕4①③ ❻ ❛♣ C ♦✚♦ C ③④➐➃❜☎➜♠❜ ♦ ➉❑❛✡➊ ♥ ❛✡✤♦ ❜✍♣ C ➐ C ❻ ❛ ✉ ❛ ❻ ❛✪❛ ❧➏❹ ❵■❛ C ➓❁➜♠4⑤❛ ♦ ❛❸➊ ♥ ❛❸❛✡⑥❑➉❁③ C ✉❁♥ ♣✖➜ C ❞➧❤✰❥♠❧➘❡ ➙ ✚ ❱ ❞ ✖ ➜♠4⑤❛ ♦ ❛ ❻④♥ ➜■E❛✪③④➐➃4 ♦ CC ➞ E❛ ❻ 4⑤➐ C ➊ ♥ ❛✔➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛a⑧✼❛ ♦ ➐�EC ✉❁♥ ⑥ C ⑧❁❜✦4 ♦ m ♦ 4①➜ C ❹➬❺❼♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻✫♦ C ❻ ❛☎♣ ♥ ➐✦➉✷⑥①❛✔➊ ♥ ❛ ✸ ❞➍❤✰❥❦❧ ✸ ❛ ❻ ➐✦❛ ♦ C ③✫➊ ♥ ❛➋➧✫➉❊❜❨③④❜➜ C ✉ C ❥❦✎✷✡ ⑧❁❜➋➉✴❛ ❻ ❜❨③✫➊ ♥ ❛ ❞✗✖ ➉ ♥❁✉ C ❛✡⑥①❛✪D↕4①③ ❻ ❛✗♣ C ♦✢♦ C ③④➐✝❜➋➐✦❛ ♦ C ③✫➊ ♥ ❛✔♣ ♥ ❜a⑥⑤➊ ♥ 4①❛✪③❅✵ ❹❼❺❼❻ ➜ C 4⑤➐✦➉❊⑥⑤4⑦♣✪❜✂➊ ♥ ❛ ✡ ❛ ❻4 ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❤ ✾❁❜a♣✪4⑤❜✦❛✡⑥➩✇ ♥ ➜ ♥ ③ C ❧➏❹❰ ❛ ❻♠♥ ➐✝4①❛ ♦❊✉ C ⑧ ❻ 4➧➜ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻ ➜✲E❛✪③④➐✝4 ♦ C ❻✔✉ ❛➋⑥⑦❜✟➐➃❜❨➜❦③④4❄❀ ➙ ✚ ❱ ❛ ❻ ➜❁E❜ ♦ ❜a♣ C ➜♠❜ ✉ C ❻ ➉❊❜❨③④❜ ❥✔➲✆✡ ⑧➩❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻❭✡ ❛ ❻❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥⑤❛ ❤ ❛ ♦ ❛✡⑥➩✇ ♥ ➜ ♥ ③ C ❧➏❹ ❵❅4⑤❛ ♦❁✉ C ✡ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛a⑧✷❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻ ❛ ❻ ❜ ❻ 4 ♦ ➜❁EC ➜♠4⑤♣✪❜a➐✦❛ ♦ ➜❦❛➋❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❻ 4 ➎✚❻ C ⑥ C ❻ 4➩➜ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻➜✲E❛✪③④➐✝4 ♦ C ❻✔✉ ❛ ➙ ✚ ❱ ➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛ ♦ ❜➌♣✖❛✪③ C ♣ ♥ ❜ ♦❁✉ C ❥ ➜♠4⑤❛ ♦❁✉ ❛➋❜✚4 ♦ m ♦ 4⑤➜ C ❹ � C ③ C ➜❦③ C ⑥⑤❜ ✉ C ❻ 4➍❜a⑥①D✓E♥❊♦ ➜■E❛✪③④➐➃4 ♦ C ✉ ❛ ➙ ✚ ❱➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛✔❛ ♦ ➐ EC ✉❁♥ ⑥ C ❜➃4 ♦ m ♦ 4⑤➜ C ⑧■♣ ♥ ❜ ♦❊✉ C ➜✫➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛➨❜✝4 ♦ m ♦ 4①➜ C ⑧✲❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻✧✡ ❛ ❻ 4 ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥①❛ ❹� ✾ C ③④❜❲❜ ♦ ❜a⑥⑤4⑤♣✖❛✡➐ C ❻ ⑥⑦❜✢➐✝❜❨➜❦③④4✱❀ ➙ ✚ ❱ ♣✪❜a⑥⑤♣ ♥ ⑥⑦❜ ✉ ❜✢➐ E❜ ❻ ❜❨③♠③➏4①➓❊❜ ❹★➵ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻ ➜■E❛✪③④➐➃4 ♦ C ❻➋✉ ❛➃❛✡⑥⑦⑥⑤❜ ❻ C ♦★✉ ❛➌⑥⑤❜✇ C ③④➐✝❜ ➙ ❿✄✍✱❱ ✑➑J❛❚ ❆↕❤✰❥♠❧➬✉ C ♦❊✉ ❛ ❻➽J ❛ ❻✭♥❁♦ ➑❨❜a⑥ C ③➘➉❁③ C ➉✷4 C ✉ ❛ ✤ ⑧ ➎✒✑➑J❛❚ ❆a❤✰❥♠❧ ❛ ❻✭♥❁♦ ➉ C ⑥⑤4 ♦ C ➐➃4 C ✉ ❛✫Da③④❜ ✉ C ➐�E❜✤�❅4⑤➐ C 4①D ♥ ❜a⑥❜a⑥➫➜♠❜a➐✝❜✭✤♦ C ✉ ❛✡⑥➫➓❊⑥ C ➊ ♥ ❛ ✉ ❛✶✔ C ③ ✉ ❜ ♦ ❜a⑥➩➊ ♥ ❛➨➉❑❛✪③♠➜❦❛ ♦ ♣✖❛a⑧❁➐✦❛ ♦ C ❻➠♥❁♦ C ❹❺✭♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻ ⑧ ❻ 4❊➜ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻ ➑❨❜a⑥ C ③♠❛ ❻ ➉❁③ C ➉✷4 C ❻✭✉ ❛ ✤ ➜♠4①❛ ♦ ❛ ♦ ➉❊❜❨③♠➜❦❛✗③♠❛✡❜a⑥ ♦ ❛✪D↕❜❨➜♠4①➑❨❜❅⑧✼➜ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻ ➜✲E❛✪③➏➐✝4 ♦ C ❻✓✉ ❛✔⑥⑤❜➐✝❜❨➜❦③④4✱❀ ➙ ✚ ❱ ➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛ ♦ ❜✍♣✖❛✪③ C ♣ ♥ ❜ ♦❁✉ C ❥ ➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛❸❜✂4 ♦ m ♦ 4①➜ C ⑧ ➎ ➉ C ③✒⑥ C ➜♠❜ ♦ ➜ C ❛ ❻ ➜❁E❜ ♦ ❜a♣ C ➜♠❜ ✉ C ❻ ➉❊❜❨③➏❜ ❥✒➲✍✡❅❹ � C ③⑥ C ➑❅4 ❻ ➜ C ❜ ♦ ➜❦❛ ❻ ❛ ❻ ➜ C 4⑤➐✦➉❊⑥⑦4⑤♣✪❜✂⑥⑦❜➋❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊4⑤⑥⑤4 ✉ ❜ ✉ ❜ ❻ 4 ♦ ➜❁EC ➜♠4⑤♣✪❜ ✉ ❛✡⑥ ✡❅❹❵❅4➬❜a⑥⑤D✒E♥❁♦ ➑✤❜a⑥ C ③➨➉❁③ C ➉❊4 C ✉ ❛ ✤ ➜♠4⑤❛ ♦ ❛✦➉❊❜❨③♠➜❦❛✝③④❛✡❜a⑥➬➉ C ❻ 4①➜♠4①➑❨❜❅⑧➫❛✖�❅4 ❻ ➜❦❛ ♥❁♦ ➜✲E❛✪③④➐✝4 ♦ C ✉ ❛ ➙ ✚ ❱ ➊ ♥ ❛✦➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛a⑧➩❛ ♦➐ EC ✉❁♥ ⑥ C ⑧❁❜✝4 ♦ m ♦ 4①➜ C ⑧❅♣ ♥ ❜ ♦❁✉ C ❥ ➜♠4①❛ ♦❁✉ ❛➨❜✝4 ♦ m ♦ 4①➜ C ❹ � C ③❸⑥ C ➑❅4 ❻ ➜ C ❜ ♦ ➜❦❛ ❻ ⑧❊❛ ❻ ➜ C 4⑤➐✦➉❊⑥⑦4⑤♣✪❜✂⑥⑦❜✦4 ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊4⑦⑥⑤4 ✉ ❜ ✉✟✉ ❛✡⑥➉ ♥❁♦ ➜ C ✉ ❛✔❛✡➊ ♥ 4⑤⑥⑤4⑤➓❁③④4 C ❹➨ 4 ♦ ❜a⑥⑦➐✦❛ ♦ ➜❦❛a⑧■❛ ♦ ⑥ C ❻ ♣✪❜ ❻ C ❻ ➊ ♥ ❛❸➊ ♥ ❛ ✉ ❜ ♦ ⑧ C ➓ ❻ ❛✪③♠➑a❛✡➐ C ❻ ➊ ♥ ❛❸⑥ C ❻ ➜✲E❛✪③④➐✝4 ♦ C ❻✓✉ ❛❸⑥⑤❜☎➐➃❜❨➜❦③④4❄❀ ➙ ✚ ❱ ➊ ♥ ❛➦♣ C ③④③♠❛ ❻ ➞➉ C ♦❁✉ ❛ ♦ ❜✂➑❨❜a⑥ C ③♠❛ ❻ ➉❁③ C ➉❊4 C ❻ ♣ C ♦ ➉✷❜❨③♠➜❦❛➠③♠❛✡❜a⑥ ♦ ❛✪D↕❜❨➜♠4①➑❨❜ ❤➥❻ 4✷⑥ C ❻ ✾ ♥ ➓❊4①❛✪③④❜ ❧ ⑧✲❛ ❻ ➜❁E❜ ♦ ❜a♣ C ➜♠❜ ✉ C ❻ ➉❊❜❨③④❜ ❥✭➲✷✡ ⑧ ➎ ➊ ♥ ❛⑥ C ❻ ➜✲E❛✪③④➐✝4 ♦ C ❻ ➊ ♥ ❛✦♣ C ③♠③④❛ ❻ ➉ C ♦❁✉ ❛ ♦ ❜✟➑✤❜a⑥ C ③④❛ ❻ ➉❁③ C ➉❊4 C ❻ ♣ C ♦ ➉❊❜❨③♠➜❦❛➋③♠❛✡❜a⑥ ♦■♥ ⑥⑤❜❅⑧ ♦ C ➜♠4①❛ ♦❊✉ ❛ ♦❇♦✲♥❁♦ ♣✪❜✑❜✚♣✖❛✪③ C ⑧ ➎❛ ❻ ➜❁E❜ ♦ ❜a♣ C ➜♠❜ ✉ C ❻✔❻ 4 ➎✎❻ C ⑥ C ❻ 4❈⑥ C ❻ ➉ C ⑥⑤4 ♦ C ➐✝4 C ❻✾✑➑J❛❚ ❆ ➜♠4①❛ ♦ ❛ ♦ ➜ C ✉ C ❻ Da③④❜ ✉ C ♣✖❛✪③ C ❹➠❺✭♦ ♣✪❜ ❻ C ♣ C ♦ ➜❦③➏❜❨③④4 C ➜♠4⑤❛ ♦❁✉ ❛ ♦❜➌4 ♦ m ♦ 4①➜ C ❹ ❾ C ➐ C ❛✡⑥➧Da③④❜ ✉ C ➐�E❜✤�❅4⑤➐ C ✉ ❛✍❛ ❻ C ❻ ➉ C ⑥⑤4 ♦ C ➐✝4 C ❻ ❛ ❻ 4①D ♥ ❜a⑥➧❜a⑥➧➜♠❜a➐✝❜✭✤♦ C ✉ ❛✡⑥✵➓❊⑥ C ➊ ♥ ❛✂➐✝❛ ♦ C ❻✔♥❁♦ C ⑧C ➓❁➜❦❛ ♦ ❛✡➐ C ❻ ➊ ♥ ❛ ✡ ❛ ❻ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥⑤❛a⑧✲➉❑❛✪③ C ♦ C ❜ ❻ 4 ♦ ➜❁EC ➜♠4⑦♣✪❜a➐✦❛ ♦ ➜❦❛a⑧ ❻ 4✷➜ C ✉ C ❻ ⑥ C ❻ ➓❊⑥ C ➊ ♥ ❛ ❻❼✉ ❛❇✔ C ③ ✉ ❜ ♦➃✉ ❛➦⑥ C ❻ ➑✤❜a⑥ C ③♠❛ ❻➉❁③ C ➉✷4 C ❻ ♣ C ♦ ➉❊❜❨③④➜❦❛➨③♠❛✡❜a⑥ ♦■♥ ⑥⑤❜➋➜♠4①❛ ♦ ❛ ♦ ➜♠❜a➐✝❜✭✤♦ C ♥❁♦ C ❹ ❵❅4➫❜a⑥⑤D ♥❁♦ C ➜♠4①❛ ♦ ❛☎➜♠❜a➐✝❜✥✤♦ C ➐✝❜ ➎ C ③❸➊ ♥ ❛ ♥❊♦ C ⑧✼❛ ♦ ➜ C ♦ ♣✖❛ ❻❛✡⑥ ✡ ❛ ❻ 4 ♦ ❛ ❻ ➜♠❜❨➓❊⑥⑤❛ ❹�➧❛✪③ C ⑧✫⑥⑤❜❳♣✪❜ ♦ ➜♠4 ✉ ❜ ✉ ✉ ❛✢➓❊⑥ C ➊ ♥ ❛ ❻➃✉ ❛❈✔ C ③ ✉ ❜ ♦ ➉❊❜❨③➏❜✬♣✪❜ ✉ ❜✬➑❨❜a⑥ C ③✟➉❁③ C ➉❊4 C ❛ ❻ 4①D ♥ ❜a⑥➦❜❳⑥⑤❜❳➐ ♥ ⑥⑤➜♠4①➉❊⑥⑤4⑤♣✪4 ✉ ❜ ✉Da❛ C ➐vE❛✪➜❦③④4⑤♣✪❜ ✉ ❛✡⑥❊➑✤❜a⑥ C ③✭➉❁③ C ➉❊4 C ❤ ➉ C ③④➊ ♥ ❛✫➉❊❜❨③④❜✂♣✪❜ ✉ ❜✂➓❊⑥ C ➊ ♥ ❛⑤✾❊❜ ➎✝♥❁♦ ❜ ❻ C ⑥⑤❜ ✉ 4①③♠❛✡♣✪♣✪4✡EC ♦✑✉ ❛✫➑a❛✡♣✖➜ C ③♠❛ ❻ ➉❁③ C ➉❊4 C ❻➏❧➏❹�❸✉ ❛✡➐ E❜ ❻ ⑥⑤❜✦➐ ♥ ⑥①➜♠4⑤➉❊⑥⑤4⑤♣✪4 ✉ ❜ ✉ ❜a⑥①Da❛✪➓❁③➏❜a4⑤♣✪❜➋❛ ❻ 4①D ♥ ❜a⑥➫❜✦⑥⑤❜✦♣✪❜ ♦ ➜♠4 ✉ ❜ ✉✎✉ ❛✔➑a❛✡♣✖❛ ❻ ➊ ♥ ❛➨❜❨➉❊❜❨③♠❛✡♣✖❛➨❛✡⑥➫➑❨❜a⑥ C ③✫➉❊③ C ➉❊4 C ❛ ♦
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G✓❤✰❞✢✖❨✐❦❥✙✖✤✐❦❥❦❧ ✺ ✣ ❤✰❞✢✖↕✐❦❥✘✖✤✐❦❥♠❧ ➉❊❜❨③④❜➋➜ % ✉ % ❥✌☞ ❥✙✖

❥ ➜♠❜K⑥✵➊ ♥ ❛➨❜K➐✂➓❊❜ ❻➠❻ % ⑥ ♥ ♣✪. % ♦ ❛ ❻ ❛ ❻ ➜✲R❛ ♦❲✉ ❛✖T ♦ . ✉ ❜ ❻✪❹❤ ❵ ♥ YK❛✪③♠❛ ♦ ♣✪.⑤❜ ➴✭❺ ⑥①❛✪Y↕.①③
 ❿ ^  

➜♠❜K⑥➩➊ ♥ ❛
 ❿ ✎  

❧➏❹➹ ❹ ➠ ♦ ➑K❛ ❻ ➜♠.①Y↕❜❨③ ❻ .➫❛ ❻ ♣✪.①❛✪③♠➜♠❜➃⑥⑤❜➋➉❁③ % ➉ % ❻ .⑤♣✪.✾R% ♦✟❻ .①Y ♥ .①❛ ♦ ➜❦❛ ➴❵❅❛✡❜➾➐ ❤✰❥♠❧✓♥❁♦ ❜➋✇ ♥❁♦ ♣✪.✾R% ♦ ③④❛✡❜K⑥➩♣ % ♦ ➜♠. ♦✲♥ ❜ ✉ ❛✖T ♦ . ✉ ❜☎➉❊❜❨③➏❜ ❥✭⑨ ➒ ❥✘✖✤✐❦❥ ➶❁➓ ➜♠❜K⑥✵➊ ♥ ❛ ➴➐ ❤✰❥❦❧✓➲ ➔ ❬➞→ ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧ ➐ ❤❷➣❨❧●✉➤➣☎➲✍✡
✉ % ♦❁✉ ❛ ➯➫❤❷➣❨❧✒➲✍✡ ❛ ❻ ♣ % ♦ ➜♠. ♦■♥ ❜✦➉❊❜❨③➏❜➋➜ % ✉ % ➣✔⑨ ➒ ❥✙✖❨✐❦❥ ➶❁➓ ❹❺✭♦ ➜ % ♦ ♣✖❛ ❻ ➐ ❤✰❥❦❧✭➲ ➔ ❛✖q❅➉ ➡ → ❱❱ ❙ ➯➫❤❷➣❨❧✓✉➤➣ ➢ ✐ ➉❊❜❨③④❜➋➜ % ✉ % ❥✒⑨ ➒ ❥ ✖ ✐❦❥ ➶ ➓@ ❹ ❵❅❛✡❜ ➶➋❤✰❥♠❧❼♥❊♦ ❜✂➐➃❜❨➜❦③④.❄❀ ➝ s ➝ ➊ ♥ ❛❸❛ ❻ ➜❁R❜ ✉ ❛✖T ♦ . ✉ ❜✔➉✷❜❨③④❜✍➜ % ✉ % ❥ ③♠❛✡❜K⑥ ➎✟✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛➦♣ % ♦ ➜♠. ♦■♥ ❜K➐✦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥➀❹❵✼❜❨➓❊.①❛ ♦❁✉ % ➊ ♥ ❛ ➶➋❤✰❥❦❧✒➎❳➶➋❤❷➣✤❧ ♣ % ♦ ➐ ♥ ➜♠❜ ♦ ➉❊❜❨③④❜✦➜ % ✉ % ❻●❥✒➎❳➣ ③♠❛✡❜K⑥⑤❛ ❻ ⑧❁➉❁③ % ➓✷❜❨③✫➊ ♥ ❛➙ ➝ G❙ ✂ ➸ ✳ ➼❚❙ ✳
❛ ❻ ⑥⑤❜✂➐✝❜❨➜❦③④.❄❀❸➉❁③④. ♦ ♣✪.①➉❊❜K⑥ ✉ ❛✡⑥ ❻ . ❻ ➜❦❛✡➐✝❜ ❝❞✚❡❤➶✍❤✰❥♠❧➹❞✵❹ ❵ ♥ YK❛✪③♠❛ ♦ ♣✪.⑦❜ ➴ ❵❅. ❝I➌❤✰❥❦❧✘I✚❤✰❥♠❧➘❡❤I✚❤✰❥❦❧ ❝I✚❤✰❥♠❧ ➉✷❜❨③④❜➨➜ % ✉ %❥ ⑧❁❛ ♦ ➜ % ♦ ♣✖❛ ❻ ⑥⑦❜ ✉ ❛✪③④.①➑❨❜ ✉ ❜ ✉ ❛ ➙✛✦ ➸ ❱ ➼ ❛ ❻ ❝I ➙✠✦ ➸ ❱ ➼ ❹J ❹ ❵❅❛✡❜ ➶➋❤✰❥♠❧❼♥❊♦ ❜✂➐➃❜❨➜❦③④.❄❀ ➝ s ➝ ➊ ♥ ❛❸❛ ❻ ➜❁R❜ ✉ ❛✖T ♦ . ✉ ❜✔➉✷❜❨③④❜✍➜ % ✉ % ❥ ③♠❛✡❜K⑥ ➎✟✉ ❛✪➉❑❛ ♦❁✉ ❛➦♣ % ♦ ➜♠. ♦■♥ ❜K➐✦❛ ♦ ➜❦❛ ✉ ❛ ❥➀❹
❜ ❧ ❵❅❛ ✉ ❛✖T ♦ ❛ ✸ ➶➋❤✰❥❦❧ ✸ ❡ ❻♠♥ ➉ ➀ ✸ ➶➠❞ ✸ ➴❑❞✺⑨✺❶ ❷ ✐ ✸ ❞ ✸ ❡ ➳ ➂ ❹✑➢ ❛✡➐ % ❻ ➜❦③④❜❨③✂➊ ♥ ❛ ✸ ➶➋❤❒➚ ❧ ✸ ➴✩❯➌�^ ❶ ❛ ❻♣ % ♦ ➜♠. ♦■♥ ❜ ❹❵❅❛✡❜ ❝❞➌❡❤➶➋❤✰❥♠❧➹❞✵❹➓ ❧ ➦ ❛✪③➏.✃T✷♣✪❜❨③➠➊ ♥ ❛ ✸ ❞➍❤✰❥❦❧ ✸❶✺P✸ ❞➧❤Q✡❃❧ ✸ ❬ ➝ ❱✖ ✸ ➶✍❤❷➣❨❧ ✸⑧✸ ❞➧❤❷➣❨❧ ✸ ✴❪➣ ➉✷❜❨③④❜✦➜ % ✉ % ❥❦✎✷✡❅❹♣ ❧ "❼③ % ➓❊❜❨③➠➊ ♥ ❛ ✸ ❞➍❤✰❥ ✸❡✺➳✸ ❞➧❤Q✡❃❧ ✸❂➙ ➝ G❙✝❱ ✂ ➸ ✳ ➼ ❱ ❙ ✳X ❹ ❵❅❛ ✉ ❜ ❝❞ ❡ ➶➋❤✰❥❦❧➹❞ ⑧➦♣ % ♦❤➶ ➴✍❤Q❖✷✐✿❲✪❧❇��❶��^

\
❷❳❲✲❷ ❹❩❨ ❾ ♥ R❜K⑥➠❛ ❻ ❛✡⑥❸. ♦ ➜❦❛✪③♠➑✤❜K⑥ % ➐✝❜✤q✼.⑤➐✝❜K⑥ ✉ ❛❇⑥⑤❜ ❻❻ % ⑥ ♥ ♣✪. % ♦ ❛ ❻❭❬^ ❹➠➢ ❛✡➐ % ❻ ➜❦③④❜❨③➦➊ ♥ ❛➨⑥⑤❜➋➐✝❜❨➜❦③④.✱❀✔➉❁③④. ♦ ♣✪.⑤➉❊❜K⑥❊❛ ♦➌❥ ✖ ✉ ❛ ♥❁♦✚❻ . ❻ ➜❦❛✡➐✝❜✦⑥⑤. ♦ ❛✡❜K⑥ ❝❞✚❡❤➶➋❤✰❥❦❧➹❞ ❛ ❻ R♥❁♦ .⑤♣✪❜ ❹➠❤ ❵❅❛ ✉ ❛✖T ♦ ❛➉ % ③➠⑥⑦❜ ❻ ♣ % ♦❁✉ .⑤♣✪. % ♦ ❛ ❻ ❝` ❤✰❥❦❧❼❡❤➶✍❤✰❥♠❧ ` ❤✰❥♠❧✒➎ ` ❤✰❥✙✖✪❧ .①Y ♥ ❜K⑥➫❜✝⑥⑤❜✦. ✉ ❛ ♦ ➜♠. ✉ ❜ ✉➫❹
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➇✰➃✴ñ❳➜ ❺ ñ✡➈ ❼ ➎ ❼➔❣ ❦⑦⑧✦❦ ❡❄❝❁❹⑤❢✡�✪❼✵ò ❒✡❮➋❰ ï♥❮ ➇ ❺ ➈ ❡❄�●➌❳❡❄� ❦ ♦✗❢✡❝❊❺➓❧✺❢❿�♥❡➑� ❦ �♥❤❂❣✪✐✼❥❦ ❝ ⑧ ❡✤ð✺✐ ⑧ ❡❄�●❷ ❦ ♦ ➇✰➃✴ñ✤➜ ❺ ñ✼➈ ❼▲❷✷❡❳♦�❡➑❣✪❤❂❡❄�♥➐✲❤❂✐⑩❢✪♦❺ ➠✢➡ ❒ ❮ ❰ ï ❮ → ➹ ❢✔❹♣✐⑩❢✡❝✺❢☎ò ❒ ❮ ❰ ï ❮❄➇ ❺ ñ✡➈➸➄➛➃✴ñ →
ó ✶✤✱✷ô➸✱✴✻✼✽✰❅❆✽❆õ✱✴✳➟❍✷❃➒❍✛ö ✉❂� ②✴÷⑦①✟ø �✚ù♣ú✡✉✺�❆ú✪û❂✇①❳② ù❽ü✂�❳✉✺✈✷✇①❳②✴①❄④ �❳ý➙ü✪ù❿ú✡✉ ④❾þ③ø ù

➡ ❒✡❮➋❰ ï♥❮ ➄ ❺ ñ➸ÿ✣➡ ❒✡❮➋❰ ñ
 ✔þ �❳!" �✎✈ ①✡÷⑦① ❺✂ù ② ù✖ü✪ù☎û ② ✈# ù✖!❽ $✤� ø⑩① ò ❒✡❮❽❰ ï♥❮❳➇ ❺ ➈➸➄ ò ❒✡❮➋❰ ñ ➇ ❺%&✬❺ ñ ➈

➧



 ✶❳#➏✯✲❉●✸▲+ ➹ ❢✡❡✦❺ ➠ ❺ 3➸5✣➡ ❒✡❮❽❰ 3 → ➹ ❢❻❣✪❤ ⑧ ❷✷D♥❢
❧
❧❈❺ H ❒✡❮❽❰ 3❄➇ ❺✵L❲❺ 3✼➈↔➄

❧
❧❂❺ST H ❒✡❮❽❰ 3❳➇ ❺ T ➈✾VVVV W⑩Y⑩Z③W➒]❂W♥❮

➄➆➅`➇ H ❒✡❮❽❰ 3❄➇ ❺●L✬❺ 3✪➈⑤➈
❷ ❦ ♦e➐✲❤✺❢❻H ❒✡❮❽❰ 3 ❢✡h➓h ❦ D♥❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝✚❧❂❢❻D♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄Ds→➣✵❤✺❢✪⑥ ❦ H ❒✡❮❽❰ 3❳➇ ❺➙L■❺ 3✡➈ ❼✵❧✺❢✖z③❝❂✐♥❧❂❡⑨❷✷❡❳♦e❡➑❺ ➠ ❺ 3✓5~➡ ❒✡❮➋❰ 3 ❼➔➌❄❢✪♦e✐⑩z✴❣✪❡✚D♥❡✟❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✬❧✷✐⑩♠❀❢✪♦e❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄Ds→ ✃ ❧✺❢ ⑧ ❥❡❄h✡❼➔❢✡❝❺ ➄ ❺ 3 ❹ ❦⑦⑧ ❡✦❢✡D▲➌❳❡❄D ❦ ♦➓H ❒✡❮❽❰ 3 ➇➒�❆➈➸➄➆➃ 3 →➙� ❦ ♦❞D♥❡✦❤❂❝❂✐♥❣✪✐➀❧❂❡❄❧➑❧✺❢❻D♥❡✦h ❦ D♥❤✷❣✪✐✡❥❦ ❝➑❷ ❦ ♦ ➇✰➃ 3 ➜ ❺ 3 ➈ h⑤❢❻❹♣✐⑩❢✡❝✺❢

H ❒✡❮❽❰ 3❳➇ ❺●L✬❺ 3✼➈↔➄ H ❒✡❮❽❰ W♥❮ ➇ ❺ ➈
➎ ❷ ❦ ♦➓❧✺❢✖z✴❝❂✐♥❣✪✐✼❥❦ ❝✟❧❂❢❻✐♥❝❆❹⑤❢✪♦e➌✤❡❄D ❦✝⑧ ❡✤�❈✐ ⑧ ❡❄D❸❺ 3➙5✣➡ ❒✡❮➋❰ 3 ➷ ➡ ❒✡❮➋❰ W♥❮ →� ❦ ♦ ❦ ❹⑤♦e❡➑❷✴❡❳♦♣❹⑤❢ ➡ ❒ ❮ ❰ 3 ❢✡h✗❢✡D↔✐➀❝❆❹⑤❢✪♦♣➌❳❡❄D ❦✚⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D↔❧✺❢✝H ❒ ❮ ❰ 3 →✍��❡❳♦e❡➑❹ ❦ ❧ ❦ ❺ T ➠ L❾❺ 3✭5➘➡ ❒ ❮ ❰ W ❮ ❼➏D♥❡✟♠➒❤❂❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝H ❒✡❮❽❰ W♥❮ ➇ ❺ T 5 ❺ 3✼➈ ➌❄❢✪♦e✐�z✴❣✪❡✑D♥❡✑❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❊❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄D ➎ ❷✷❡❳♦e❡✑❺ T ➄�� ❹ ❦⑦⑧ ❡✑❢✡D✵➌❳❡❄D ❦ ♦ ➃③3 →❞� ❦ ♦✔D♥❡✑❧✺❢✖z✴❝❂✐♥❣✪✐✼❥❦ ❝✎❧✺❢✐♥❝❁❹⑤❢✪♦♣➌❳❡❄D ❦✝⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D�L✫❺ 3➸5✣➡ ❒ ❮ ❰ W ❮ ➷ ➡ ❒ ❮ ❰ 3

☛✂✱③✳➏✻✼✯❁❅❆#✵✯❈✳➏❅❆✽✰✸▲+
➣✵❡✚⑥❄♦✷❥❡✤z✴❣✪❡✎❧❂❢✝D♥❡✎h ❦ D♥❤✷❣✪✐✡❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D�❷ ❦ ♦ ➇✰➃ 3 ➜ ❺ 3 ➈ h⑤❢ ❦❄❶ ❹♣✐♥❢✡❝✺❢✝❹⑤♦e❡❄h♣D➀❡❄❧❂❡❄❝❂❧ ❦ ➊ ❦ ♦➋✐⑩❐ ❦ ❝❆❹♣❡❄D ⑧ ❢✡❝❆❹⑤❢✑h⑤❢✪⑥✒❥❤❂❝❺ 3 ❼✴D♥❡❿⑥❄♦✷❥❡✤z✴❣✪❡✝❧❂❢❻D♥❡✦h ❦ D♥❤❂❣✪✐✼❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�❈✐ ⑧ ❡❄D❸❷ ❦ ♦ ➇✰➃✴3❳➜♣�❆➈ →➸®↔❢✪♦❾z✷⑥⑦❤✺♦e❡ ➧ →➉❞❢✡❝ ❦ ❹♣❡ ⑧✦❦ h✔❣ ❦ ❝❊± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ ➈ ❡✑D♥❡⑨h ❦ D➀❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D●H ❒ ❮ ❰ 3❳➇ ❺ ➈ ❷ ❦ ♦ ➇✰➃✴3❳➜♣�❆➈ ❼❸❷✷❡❳♦e❡⑨❹ ❦ ❧ ❦ ➃❊➠ ➴ ➜ ❺ ➠❊➡ ❒ ❮ ❰ 3 ❼

➎ ❡✦❢✡h⑤❹⑤❢☎✐♥❝❁❹⑤❢✪♦♣➌❳❡❄D ❦✝⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D➔D ❦ ❢✡h♣❣✖♦e✐ ❶ ✐ ⑧✦❦ h✓❣ ❦⑦⑧✦❦ ➡ ❒✡❮ ➄➛➡ ❒✡❮❽❰ 3 →✭µ ❶ h✲❥❢✪♦♣➌❄❢✡h♣❢✂➐✲❤✺❢☎± ➇✰➃✴3❳➜♣�❆➈➸➄➆➃③3 →➝✭❝✣➌✲✐⑩♦e❹♣❤❂❧★❧❂❢✎D♥❡❱❷❂♦ ❦ ❷ ❦ h♣✐♥❣✪✐✡❥❦ ❝■❡❄❝❁❹⑤❢✪♦e✐ ❦ ♦✡❼✒❣ ❦ ❝ ❦ ❣✪✐♥❢✡❝❂❧ ❦ ± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ ➈ ❼✭❢✡h✦❧✺❢✡❣✪✐♥♦✝D♥❡❊h ❦ D♥❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D✒❷ ❦ ♦
➇✰➃ 3 ➜♣�❆➈ ❷✷❡❳♦e❡✝❣✪❤✷❡❄D♥➐❁❤✷✐⑩❢✪♦ ➃ 3 ➠ ➴✗❼✷h♣❢☎❣ ❦ ❝ ❦ ❣✖❢✡❝✢❹ ❦ ❧❂❡❄h❾D➀❡❄h❾h ❦ D♥❤✷❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡h ⑧ ❡✤�✺✐ ⑧ ❡❄D♥❢✡h✪❼ ➎ ❡⑨➐✲❤✺❢☎D♥❡⑨➐❁❤✺❢☎❷✷❡❄h♣❡✦❷ ❦ ♦
➇✰➃✴3❳➜ ❺ 3✡➈ ❢✡h➓± ➇✰➃③3❳➜ ❺✵L✬❺ 3✡➈ →
 ✶✤✱✷º➸✱✴✻✼✽✰❅❆✽❆»✱✴✳➟❍✷❃♥¿

± ➇✰➃③3❳➜ ❺ 5 ❺ 3✼➈↔➄ ± ➇ ± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ 3✡➈➋➜ ❺ ➈
À Á❳Â⑤Á✚✈ ①✡Å❆①✍➃✴3✗➠ ➴❞Æ À Á❳ÂÇÁ✎✈ ①✡Å⑦① ❺ 3✗➠✢➡ ❒✡❮ È✗À Á❄ÂÇÁ✚✈ ①✼Å⑦① ❺❻✈ÉÁ Ê�Ë ✉✷Í❾❺ 5 ❺ 3❞➠✢➡ ❒✡❮❳Î
 ✶❳#➏✯✲❉●✸▲+ ± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ 5 ❺ 3✼➈ ❢✡h❾h ❦ D♥❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝✚❧❂❢❻D♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✎❧✷✐⑩♠❀❢✪♦e❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄D ➎ ❷✴❡❳♦e❡❿❺ ➄➬� ❹ ❦⑦⑧ ❡✦❢✡D❸➌❳❡❄D ❦ ♦➓± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ 3✼➈ →� ❦ ♦➓D♥❡✦❤✷❝❂✐♥❣✪✐♥❧❂❡❄❧✟❧✺❢☎D➀❡✦h ❦ D♥❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�❈✐ ⑧ ❡❄D❸❢✡h❾± ➇ ± ➇✰➃③3❄➜ ❺ 3✪➈➋➜ ❺ ➈ →➣✵❡✫h ❦ D♥❤❂❣✪✐✼❥❦ ❝ ⑧ ❡✤�❈✐ ⑧ ❡❄D❳❷ ❦ ♦ ➇✰➃ 3 ➜♣�❆➈ ❢✡h●± ➇✰➃ 3 ➜ ❺ ➈ →●Ð❞❡❄h⑤❹♣❡✫❡❄➊ ❦ ♦➋❡✫❝ ❦ h▲♦♣❢✪♠✰❢✪♦e✐ ⑧✝❦ h➔❡✫D♥❡✓⑥❄♦✷❥❡✤z③❣✪❡✫❧✺❢➸D♥❡➾h ❦ D➀❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝▲❼❢✡h❞❧✺❢✡❣✪✐⑩♦✡❼③❡⑨D ❦ h➓❷✷❤❂❝❁❹ ❦ h ➇ ± ➇✰➃③3❳➜ ❺ ➈➋➜ ❺ ➈❾➠❊➡ ➢ ➤➑Ô ➡ ➢ ❷✴❡❳♦e❡✝❺ ➠ ➡ ❒✡❮ → ↕ ❤❂❡❄❝✷❧ ❦ ❢✡D➏he✐♥h⑤❹⑤❢ ⑧ ❡⑨❢✡h➓❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧✦❦ ❼▲h♣❤✺❢✡D⑩❢♦♣❢✪❷❂♦e❢✡h⑤❢✡❝❆❹♣❡❳♦➋h⑤❢⑨⑥❄♦✷❥❡✤z③❣✪❡ ⑧ ❢✡❝❆❹⑤❢✟D♥❡✎h ❦ D➀❤❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ✐♥❹♣✐⑩❢✡❝❂❧ ❦ D♥❡✎➌✤❡❳♦e✐➀❡ ❶ D⑩❢✦❺❽❼➏❢✡❝❲D ❦ ➐❁❤❂❢⑨h⑤❢✑D➀D♥❡ ⑧ ❡➑❹⑤♦e❡ ➎ ❢✡❣✖❹ ❦ ♦e✐♥❡❈❼➸❤❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡❈→
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆»✱✴✳�❍❂❃✄✂ ➉❞❡❄❧ ❦ ➃✴3 ➠ ➴✗❼✭h♣❢✎D♥D♥❡ ⑧ ❡✣✈➒Â⑤Á È Í♣×✡✈ ① Â➋ØsÁ✣✉ ✇① Â✆☎✖Ø➒✈ÉÁ À✺① Â ➃✴3 ❡✬D♥❡❊❣✪❤✺♦♣➌❳❡❊❷✷❡❳♦e❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦e✐➀❣✪❡ ❢✡❝
➡ ➢ ➤ ➁ ± ➇✰➃✴3❳➜ ❺ ➈➋➜ ❺ ➠✢➡ ❒✡❮ ❼✷❣ ❦ ❝ ➃✴3 z✞✝ ❦ ❼ ➎ ❺✒❷✷❡❳♦✷❥❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦ ❦ →✟❱✐⑩❢✡❝❁❹⑤♦e❡❄h➸❢✡❝✑D♥❡✔⑥❄♦✷❥❡✤z✴❣✪❡✂❤❂❝❂❡✔❣ ❦✲❦ ♦e❧✺❢✡❝❂❡❄❧✷❡❻✐♥❝❂❧❂✐➀❣✪❡➓❢✡D✷➌✤❡❄D ❦ ♦✭❧✺❢✫D♥❡❻➌✤❡❳♦e✐➀❡ ❶ D⑩❢➾❺❽❼❆❢✡❝✝D♥❡❲❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡✔❢✡h♣❹♣❡❻➌❳❡❳♦e✐♥❡ ❶ D⑩❢❝ ❦ ❡❳❷✷❡❳♦♣❢✡❣✖❢❄→✭➣➏❡✣❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡✂❢✡h➾❤❂❝❂❡✍❣✪❤✺♦♣➌❳❡❿➐❁❤❂❢❞h⑤❢ ❦ ♦e✐♥❢✡❝❆❹♣❡❿h⑤❢✪⑥✓❥❤❂❝✟➌❳❡❄D ❦ ♦♣❢✡h➾❣✖♦♣❢✡❣✪✐♥❢✡❝❆❹⑤❢✡h✫❧❂❢➓❺❽❼❈❷③❢✪♦ ❦ ❧✺❢✡D③❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ❧✺❢D♥❡✦❣✪❤✺♦e➌✤❡✦❝ ❦ ❷✴❤✺❢✡❧✺❢❻❧✺❢✡❧❂❤✷❣✪✐⑩♦eh⑤❢✗❢✡❝✎➐✲❤✭❥❢❻❹♣✐⑩❢ ⑧ ❷ ❦ ❺✓h⑤❢ ❦❄❶ ❹♣❤❂➌ ❦ →✠ ❡ ⑧☎❶ ✐➋❥❢✡❝✑h⑤❢❞D♥D♥❡ ⑧ ❡❻❹⑤♦e❡ ➎ ❢✡❣✖❹ ❦ ♦e✐➀❡✂❤➘❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❈❼✲❷ ❦ ♦➙h♣✐ ⑧ ❷✴D♥✐♥❣✪✐♥❧❂❡❄❧➔❼❳❡❄D✴❣ ❦ ❝✡✝♣❤❂❝❆❹ ❦ ❧✺❢✫❷✷❤✷❝❆❹ ❦ h✭❢✡❝ ➡ ➢ ➤ ♦♣❢✡❣ ❦ ♦e♦e✐♥❧ ❦❧✺❢❻D♥❡❿♠➒❤❂❝❂❣✪✐✼❥❦ ❝✎± ➇✰➃③3❳➜ ❺ ➈ ❡❄D▲➌✤❡❳♦➋✐♥❡❳♦➾❺➋❼✴❣ ❦ ❝ ➃✴3 z☛✝ ❦ →➣✵❡■❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡✍❢✡h➾D♥❡✂❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✪❣✪✐✼❥❦ ❝✎h ❦❄❶ ♦♣❢ ➡ ➢ ➤ ❧✺❢❞D➀❡✂⑥❄♦✴❥❡✤z✴❣✪❡✦➐❁❤❂❢➓❢✡h⑤❹❂❥❡❿❢✡❝ ➡ ➢ ➤❿Ô ➡ ➢ ❼❈❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✖❹❂❥❡❄❝❂❧ ❦ D➀❡✦h⑤❢✪⑥✒❥❤❂❝➑❢✡D❢☞✝⑤❢☎❧✺❢❻D ❦ h➾❺❽→➣✵❡❛❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❿❷ ❦ ♦ ➃③3 h⑤❢❻❧✺❢✡❝ ❦ ❹♣❡✝❣ ❦⑦⑧✝❦✍✌ ➇✰➃✴3✡➈ →

✎



✏ ➤ ✏ ➤✒✑ ✏

✓

✔✖✕✘✗✙✛✚✢✜✣✙✥✤✧✦✖✕✩★✫✪ !☛✬✮✭✰✯ ✔✖✕✢✗✙✱✚✢✜✣✙✥✤✧✦✖✕✩★✫✪ !☛✬ ✓ !✲✯

✓ !

✪ !☛✬ ✓ !✪ !☛✬✲✭✗✦✖✕✴✳✘✵✷✶✲✙
✤✧✦✖✕✸✪ !

✹●✐♥⑥⑦❤✺♦*❡ ➧ ➁✻✺❞♦✴❥❡✤2✴❣✪❡❄6❾❧✺❢❻❧ ❦ 6✫6 ❦ =♥❤❂❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡6✫➐✲❤✺❢❻6⑤❢✔❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✖❹♣❡❄❝✧6 ❦❄❶ ♦♣❢❻=♥❡ ⑧ ✐➀6 ⑧ ❡❴❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡

O✒✯❁✱✴✶✾✯❈❇★✸❴❍❂❃✽✼✿✾ \✔] ^ _❽\➀_✖✈b] ④ d★]✖_➑d❳✉✺✈✷✇①❳②✴①❄④✦① m n⑦① _ ✇① o✆☎✖\➒✈qd✤_✎s✪✉❂d ^ ]❽_ t ✉❈\u]✪ovd ① ☎✖\q] ② _ ①❳②➛n \➀_❁❀➋✉ ② ✈qd❳_ ① ☎✖\q] ②s ① \ ② s✡\ n ] ② y
z ✶❳{➏✯✲❉●✸▲� ➹ ✐▲❝ ❦ 6 ❦ ❝✎❧❂✐♥6❂✝⑤❤❂❝❁❹♣❡❄6✪❼❈❢✖�✺✐♥6⑤❹⑤❢✡❝ ➃③!✾➜ ❺ !❳➜⑤➃ ➦ ➜ ❺ ➦ ❹♣❡❄=⑩❢✡6✫➐✲❤✺❢✂� ➇✰➃③!✾➜ ❺ !✼➈➸➄ � ➇✰➃ ➦ ➜ ❺ ➦ ➈ →➉❞❢ ❶ ✐♥❧ ❦ ❡✝=♥❡❿❷❂♦ ❦ ❷ ❦ 6♣✐➀❣✪✐✡❥❦ ❝ ➧ → ✎ ❼✴6⑤❢✔❹♣✐⑩❢✡❝❂❢

� ➇✰➃✴!❳➜ ❺ ➈➸➄ � ➇ � ➇✰➃✴!❳➜ ❺ !✼➈➋➜ ❺��✬❺ !✡➈↔➄ � ➇ � ➇✰➃ ➦ ➜ ❺ ➦ ➈➋➜ ❺●�✬❺ !✪➈➙➄ � ➇✰➃ ➦ ➜ ❺ ➦ �✬❺ !➸� ❺ ➈
➣➏❤❂❢✪⑥ ❦ ❼✴❹ ❦ ❧ ❦ ❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ❧✺❢☎=♥❡❛❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡✦❷ ❦ ♦ ➃③! ❢✡6➓❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ❧✺❢☎=♥❡➘❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡✝❷ ❦ ♦ ➃ ➦ → ➹ ✐ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦*✐➀❣✪❡ ⑧ ❢✡❝❆❹⑤❢❄❼③❹ ❦ ❧ ❦ ❷✷❤✷❝❆❹ ❦❧✺❢❻=♥❡❴❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❿❷ ❦ ♦ ➃ ➦ ❢✡6❾❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ❧✺❢❻=♥❡❴❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡❿❷ ❦ ♦ ➃③! →
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆¦✱✴✳§❍❂❃✷❃ ➹ ❢✍=➀=♥❡ ⑧ ❡❅❄✭✉✮❀ ① m ① _➋\❀_❽✈b] ④ d n \ ② ✇d ④ \us ① ❡❄6 ❦ ❣✪✐➀❡❄❧ ❦ ❡➑=♥❡✑❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❊❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄=➏❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ❡➂➃➑➄➛➅■➇✰➃❸➈➋➜ ➅ ➁✲➴➬❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ❧❂❢ ➡ ➢ ➤ ➮➱ ➡ ➢ ➤ ❼❂❡⑨=♥❡❿♠✰❡ ⑧ ✐♥=♥✐♥❡✍❧✺❢❲❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄6✓❷ ❦ ♦❾= ❦ 6➾❷✷❤✷❝❆❹ ❦ 6 ➃③!❞➠ ➴✗→

✥✧✱❂✹✼✸▲� ➉✗❡❄❧❂❡☎=♥❡✗❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✑❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=❈❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ❡❛➂➃➑➄➆➅✣➇✰➃❸➈ ❼❈=♥❡❞➌❄❢✡= ❦ ❣✪✐♥❧❂❡❄❧ ➂➃ ❼⑦❢✡6➸❢✡=✺➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦✭❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢❡✝=♥❡Ã❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡ ➃✢➄➛➃�➇ ❺ ➈ →✒➝➙6➓❧✺❢✡❣✪✐⑩♦✡❼❂6♣✐➀❝✚♦♣❢✡6 ❦ =⑩➌❄❢✪♦❞=♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝➔❼✴❣ ❦ ❝ ❦ ❣✖❢ ⑧✦❦ 6✪❼③❷ ❦ ♦❾❣✪❡❄❧❂❡✦❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ❧❂❢✡=▲❢✡6⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ➃ ❼❢✡=▲➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦❞❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢ ➅✣➇✰➃❸➈ ❡✝=➀❡❄6✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❈→❇❆✫❢✡6 ❦ =⑩➌❄❢✪♦❞=♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✢❢✡➐❁❤✷✐⑩➌✤❡❄=♥❢❻❡✦❢✡❝❂❣ ❦ ❝❁❹⑤♦*❡❳♦➓=♥❡❄6✢❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄6✪❼ ❦ 6⑤❢✡❡❈❼❡✦❢✡❝❂❣ ❦ ❝❁❹⑤♦*❡❳♦❾=➀❡❄6✫❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄6➾❢✡❝✚❢✡=▲❢✡6♣❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ➐✲❤✺❢❻6 ❦ ❝✚❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✡6❞❡❄=❸➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦❞❧❂❡❄❧ ❦ ➅■➇✰➃❸➈ ❷ ❦ ♦➓❣✪❡❄❧❂❡❿❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃ ❷ ❦ ♦❧ ❦ ❝❂❧❂❢✔❷✷❡❄6♣❡❄❝▲→✟❱❤❂❣*➊✷❡❄6✦➌❄❢✡❣✖❢✡6✝❢✡6⑤❹♣❡ ❦❄❶ 6⑤❢✪♦♣➌❳❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✣❷❸❢✪♦ ⑧ ✐⑩❹⑤❢❄❼✭6♣✐♥❝■♦♣❢✡6 ❦ =⑩➌❄❢✪♦✑=♥❡❱❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❛❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄=u❼↔❹⑤❢✡❝✺❢✪♦⑨= ❦ 6✦❧❂❡❳❹ ❦ 6❣✪❤❂❡❄=♥✐♥❹♣❡❳❹♣✐⑩➌ ❦ 6⑨6 ❦❄❶ ♦♣❢✚❢✡=✫❣ ❦⑦⑧ ❷ ❦ ♦♣❹♣❡ ⑧ ✐♥❢✡❝❆❹ ❦ ❧✺❢✎6♣❤❂6✝6 ❦ =♥❤❂❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡6✡→ÃÉ ❦ ♦⑨❢☞✝⑤❢ ⑧ ❷✷= ❦ ❼✓6♣✐♥❝✣♦♣❢✡6 ❦ =⑩➌❄❢✪♦⑨=♥❡ ❢✡❣✪❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝▲❼❧❂✐ ❶ ❥❤✡✝v❢✡❝✷6⑤❢❞=➀❡❄6✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄6❾❧✺❢❻=♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=❿➂➃✚➄ � ➃ ❢✡❝ ➡ ➢❉❈ → ➇ Ê↔❢✪♦✫2✴⑥⑦❤✺♦*❡ ✎ ➈ →É ❦ ♦ ❦ ❹⑤♦ ❦ =♥❡❄❧ ❦ ❼❾❧❂❡❄❧✷❡❲❤❂❝❂❡❲♠✰❡ ⑧ ✐♥=♥✐♥❡✬❧❂❢✧❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄6✑❷✷❡❳♦*❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦*✐♥❣✪❡❄6✚❧✷✐⑩♠❀❢✪♦*❢✡❝❂❣✪✐♥❡ ❶ =⑩❢✡6✡❼✭❹♣❡❄=⑩❢✡6➑➐✲❤✺❢✢❷ ❦ ♦➑❣✪❡❄❧❂❡❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃✴! ❧❂❢❾➴✣❷✷❡❄6♣❡❻❤✷❝❂❡ ➎ 6 ❦ = ❦ ❤❂❝❂❡✔❣✪❤❂♦♣➌✤❡✔❧❂❢➾❢✡6⑤❹♣❡❻♠➒❡ ⑧ ✐♥=♥✐➀❡❈❼❄❢✖�❈✐♥6♣❹⑤❢❾❤❂❝❂❡❞❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✑❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=❈❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ❡➂➃➑➄➛➅■➇✰➃❸➈ ➐✲❤✺❢✗❹♣✐⑩❢✡❝✺❢✗❡✍❢✡6♣❡❿♠➒❡ ⑧ ✐♥=♥✐♥❡✂❣ ❦⑦⑧✦❦ 6♣✐♥6⑤❹⑤❢ ⑧ ❡✍❧✷✐♥❝✫❥❡ ⑧ ✐♥❣ ❦ ❡❄6 ❦ ❣✪✐♥❡❄❧ ❦ →❋❊✓❡❄6⑤❹♣❡❿❢✡=⑩❢✪⑥⑦✐♥♦✒❢✡❝➑❣✪❡❄❧❂❡ ➃✧➠ ➴➆❤❂❝
➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦ ➅✣➇✰➃❸➈ ❼▲❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢❿❢✡❝ ➃ ❡➑=♥❡✑❣✪❤✺♦♣➌❳❡✑➐✲❤✺❢✍❷✷❡❄6♣❡✑❷ ❦ ♦ ➃ ❼ ❦ ♦➋✐⑩❢✡❝❆❹♣❡❄❧ ❦ 6⑤❢✪⑥✓❥❤✷❝✧❢✡=●❷✷❡❳♦✴❥❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦ ❦ ❺❾❣✖♦♣❢✡❣✪✐⑩❢✡❝❁❹⑤❢❄→
➇❂● ❦ ♦♣❢✡6*❤❂=⑩❹♣❡❾❝❂❢✡❣✖❢✡6♣❡❳♦*✐♥❡ ⑧ ❢✡❝❁❹⑤❢ ➅■➇✰➃▲➈ ❣ ❦ ❝❁❹♣✐♥❝✲❤❂❡ ➎ ⑧ ❢✡❝ ❦ 6●=♥✐⑩❷✷6♣❣➋➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐♥❡❄❝✷❡ ➈ → ✃ =♥⑥⑦❤❂❝❂❡❄6✵➌❄❢✡❣✖❢✡6✪❼⑦❷✷❡❳♦*❡➓6♣❤ ⑧ ✐➀❝❂✐♥6⑤❹⑤♦*❡❳♦❢☞✝⑤❢ ⑧ ❷✷= ❦ 6✪❼✒❢✡❝➘➌❄❢✪❐✧❧✺❢✢❧✷❡❳♦⑨❢✖�❈❷✷=♥✐♥❣✪✐⑩❹♣❡ ⑧ ❢✡❝❆❹⑤❢✢=➀❡❊❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝➆❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=u❼✒❧❂❡❳♦♣❢ ⑧✦❦ 6⑨❢✡=✩❍⑤❧❂✐ ❶ ❤✡✝ ❦✞■ ❧✺❢✎6♣❤❑❏✴❤✣✝ ❦❡❄6 ❦ ❣✪✐♥❡❄❧ ❦ →

▲



✥✧✱❂✹✼✸▲( ➉❞❢ ❶ ✐♥❧ ❦ ❡❄3➸❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡✧❧✺❢✟<➙✐♥❣✪❡❳♦➋❧▲❼✵❷ ❦ ♦✂❹ ❦ ❧ ❦ ❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ❧✺❢➑➴❭❷✷❡❄M♣❡✧❡❄3⑩⑥⑦❤❂❝❂❡ ❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❈→✚➉❞❢ ❶ ✐♥❧ ❦ ❡❄3❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡ ➧ →◆▼✺❼▲❷✷❡❄MV❡✟❤✷❝❂❡⑨M ❦ 3➀❡➘❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡⑨❷ ❦ ♦✗❣✪❡❄❧❂❡✑❷✷❤❂❝❁❹ ❦ →✗➝✭3❖❏③❤✡✝ ❦ ❢✡M❞❹♣❡❄3●➐✲❤✺❢❿❧ ❦ M❊❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄M❞❧❂✐♥M♣❹♣✐♥❝❆❹♣❡❄M❞❝ ❦ M⑤❢❣ ❦ ♦♣❹♣❡❄❝▲→● ❥❦ ❹⑤❢✡M⑤❢✝➐✲❤✺❢✍MV✐●h ➇✰➃ l ➜ ❺ ➈✫➄ ❣ ❦ ❝❂M⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢❄❼➔❷✷❡❳♦➋❡⑨❹ ❦ ❧ ❦ ❺➋❼❸❢✡❝❁❹ ❦ ❝❂❣✖❢✡M❻3♥❡➆❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡⑨❷ ❦ ♦ ➃ l M⑤❢❿♦♣❢✡❧✷❤❂❣✖❢✍❡❄3●❷✷❤✷❝❆❹ ❦
➃✴l →✣< ❦ ♦✝❢☞✝y❢ ⑧ ❷✷3 ❦ 3♥❡❱❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❛❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄3❱➂➃➬➄ � ➃ ❼➙❢✡❝ ➡ ➢ ❈ ❼➸❹♣✐♥❢✡❝✺❢✎❣ ❦⑦⑧✦❦ ❏✴❤✡✝ ❦ ❡❄M ❦ ❣✪✐➀❡❄❧ ❦ ❼✭❢✡3✓M♣✐➀M⑤❹⑤❢ ⑧ ❡❧✺❢❴❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡❄M➓♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❧ ❦ ❷ ❦ ♦✗❢✡3●❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➇➒�❈➜♣�❆➈ ❼ ➎ 3♥❡❄M✔M⑤❢ ⑧ ✐⑩♦♣♦♣❢✡❣✖❹♣❡❄M✦�✱☎✪���✪�❽✈��✤�✦❼➔❣ ❦ ❝❊❢✖�❈❹⑤♦♣❢ ⑧✦❦ ❢✡❝ ➇➒�❈➜♣�❆➈ ❼✵➐✲❤✺❢❿M⑤❢♦♣❢✡❣ ❦ ♦♣♦V❢✡❝▲❼❂❷✷❡❳♦V❡❿❺✓❣✖♦♣❢✡❣✪✐⑩❢✡❝❁❹⑤❢❄❼✴❡❄❣✖❢✪♦➋❣▲❥❡❄❝❂❧ ❦ M⑤❢✍❡ ➇➒�❈➜♣�❆➈ M♣✐➀❝✚❡❄3♥❣✪❡❄❝✺❐✡❡❳♦V3 ❦ ❝✲❤❂❝❂❣✪❡❈→

+ ◗■➵➸➚❿➯➾➵➸➼♣➻❙❘❿➳➸➽❯❚✝➼❲❱✡➳➸➭▲➳❇❘❿➵➸➼♣➯❨❳♣➳➙➽❭➳❋❘ ➽③➚❬❩✟➳➸➭✘❭✝➵➸➼V➳➸➽
¢✗✐ ⑧✦❦ M❿➐❁❤❂❢✟❧❂❡❳♦✦3♥❡✧❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❴❧✷✐⑩♠❀❢✪♦V❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄3✒❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ❡✛➂➃➆➄ ➅■➇✰➃▲➈ ❢✡❝❴➴ ➷ ➡ ➢ ➤ ❼↔❢✡M✦❧❂❡❳♦❿❢✡❝✣❣✪❡❄❧❂❡❊❷✷❤✷❝❆❹ ❦
➃✢➠ ➴➛❢✡3❸➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦ ➅✣➇✰➃❸➈✒➠✧➡ ➢ ➤ →➸➝✭M⑤❹♣❡✦♠➒❤❂❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ➅ M⑤❢☎3♥3♥❡ ⑧ ❡➑®➋� ④➓°❈① ❢✡❝✢➴✗→➸➝✭3❪❏✴❤✡✝ ❦ ❡❄M ❦ ❣✪✐➀❡❄❧ ❦ ❢✡M➾❢✡3▲M♣✐➀M⑤❹⑤❢ ⑧ ❡❧✺❢❻❣✪❤✺♦V➌✤❡❄M ➇ ❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄M ➈ ❹♣❡❄❝❂⑥❄❢✡❝❆❹⑤❢✡M❞❡❄3➔❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ❧❂❡❄❧ ❦ ➅ ❢✡❝✎❣✪❡❄❧❂❡⑨❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃ ❷ ❦ ♦✫❧ ❦ ❝❂❧❂❢✔❷✷❡❄M♣❡❄❝▲→¢↔❢✡❡ ⑧✦❦ M✟❣▲❥❦⑦⑧✦❦ ❢✡M⑤❹⑤❢✧❣ ❦ ❝❂❣✖❢✪❷✷❹ ❦ M⑤❢✢❷✷❤✺❢✡❧✺❢✚❢✖�❈❹⑤❢✡❝❂❧✺❢✪♦✟❡✬M♣❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐♥❢✡M✩❫➟❣ ❦ ❝❆❹⑤❢✡❝✷✐♥❧❂❡❄M✝❢✡❝ ➡ ➢ ➤ ❼✭❢✡❝➘3♥❤✺⑥⑦❡❳♦❧✺❢✬❡ ❶ ✐♥❢✪♦♣❹ ❦ M✢➴ ➷ ➡ ➢❞➤ → ➝✭❝ ⑧ ❤❂❣➋➊ ❦ M✎❢☞✝⑤❢ ⑧ ❷✷3 ❦ M✎❧✺❢✬❡❳❷✷3♥✐➀❣✪❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝➛❷❂♦✷❥❡❄❣✖❹♣✐♥❣✪❡❈❼✔❢✡3❻❢✡M⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❧✺❢ ♠➒❡❄M⑤❢✡M✧❝ ❦ ❢✡M❹ ❦ ❧ ❦ ➢ ➤ ❼❂❝❂✐③❤❂❝✑❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ➴➆❧✺❢ ➢ ➤ ❼✺M♣✐♥❝ ❦ ❣✪✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ M➾M♣❤ ❶ ❣ ❦ ❝✣✝⑤❤❂❝❁❹ ❦ M✒❧✺❢ ➢ ➤ ❼✺❝ ❦ ❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ M✪❼✺❣ ❦ ❝➑❤❂❝❂❡✂❢✡M⑤❹⑤♦V❤✷❣✖❹♣❤✺♦V❡⑥❄❢ ❦⑦⑧ ❥❢✪❹⑤♦V✐♥❣✪❡❈→➸< ❦ ♦✵❢☞✝y❢ ⑧ ❷✴3 ❦ ➁➔❤❂❝❂❡✓M♣❤✺❷❸❢✪♦⑤³③❣✪✐⑩❢·❢✡M⑤♠✡❥❢✪♦V✐➀❣✪❡❈❼ ❦ ❣✪✐➀3�❥❴ ❝❂❧✺♦➋✐♥❣✪❡❈❼ ❦ ❤❂❝✔❹ ❦ ♦ ❦ ❼❳❤ ❦ ❹⑤♦ ❦ M ❦❄❶ ✝⑤❢✪❹ ❦ M➔⑥❄❢ ❦⑦⑧ ❥❢✪❹⑤♦V✐♥❣ ❦ M❧✺❢❻❧❂✐ ⑧ ❢✡❝❂M♣✐✡❥❦ ❝✥❵❜❛❞❝✬❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧ ❦ M✫❢✡❝ ➡ ➢ ➤ ❼✷3♥3♥❡ ⑧ ❡❄❧ ❦ M✗¸✤�❳�❽��� ¹ � ¹ �❽�✂→<➙♦V✐ ⑧ ❢✪♦ ❦ ➌❄❢✡❡ ⑧✦❦ M✍3♥❡✚❧✺❢✖³③❝❂✐♥❣✪✐✡❥❦ ❝❊❧✺❢⑨MV❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢✍❢✡❝❂❣✪❡❡✝♣❡❄❧❂❡✚❢✡❝ ➡ ➢ ➤ → ● ❦ M ❶ ❡❄MV❡❳♦♣❢ ⑧✦❦ M✔❢✡❝✬3➀❡✚❢✖�❈✐➀M⑤❹⑤❢✡❝❂❣✪✐♥❡❧✺❢✚❣✪✐⑩❢✪♦♣❹♣❡❄M✝❹⑤♦V❡❄❝❂M⑤♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❣✪✐ ❦ ❝❂❢✡M ➇ ❷✷❡❳♦V❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦V✐♥❐✡❡❄❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡M✝❧✺❢✚❧ ❦ M❿❷✴❡❳♦✷❥❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦ ❦ M ➈ ❧✷✐⑩♠❀❢✪♦V❢✡❝❂❣✪✐♥❡ ❶ 3⑩❢✡M✡→❢❆✫❢✡❣ ❦ ♦V❧❂❢ ⑧✦❦ M➐✲❤✺❢❿❷✷❡❳♦V❡➑❧✺❢✖³✴❝❂✐♥♦❞❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡ ❶ ✐♥3♥✐➀❧❂❡❄❧✎❧✺❢✦❤❂❝❂❡✑❹⑤♦V❡❄❝❂M♣♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝ ❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ❡ ➡ ➢✸❣ ❼▲❢✡❝ ❤❂❝❱❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃✣➠★➡ ➢ ➤ ❼➔M⑤❢♦♣❢✡➐✲❤❂✐⑩❢✪♦♣❢✗❷ ❦ ❧✺❢✪♦➾❣✪❡❄3♥❣✪❤❂3♥❡❳♦✫✐♥❝✷❣✖♦♣❢ ⑧ ❢✡❝❁❹ ❦ M✫❧✺❢❻3♥❡✍❹⑤♦V❡❄❝❂M♣♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✎❡❄3❸➌❳❡❳♦V✐♥❡❳♦ ➃ M♣❢✪⑥✒❥❤❂❝✎❣✪❤❂❡❄3♥➐✲❤❂✐⑩❢✪♦➾❧❂✐♥♦♣❢✡❣✪❣✪✐✡❥❦ ❝✟❢✡❝
➡ ➢ ➤ →✓<·❡❳♦V❡✑❢✡3♥3 ❦ M♣❢✂❝✺❢✡❣✖❢✡M♣✐♥❹♣❡⑨➐✲❤✺❢☎3♥❡✦❹⑤♦➋❡❄❝❂M⑤♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✣�❽�❽✈✺✇� ¹ �❂❤ ② � ¹ �✧� ② ✉ ② � ② ✈ ① � ②✴① �✛☎✖���✖�✖✈ ① � ¾ �♣� ¹ � ¹⑦① � ¹ �
➃ � ②✚➡ ➢ ➤❸¿➝✭❝✬3♥❡✎❧✺❢✖³③❝❂✐♥❣✪✐✡❥❦ ❝❊❧✺❢⑨MV❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢✦➐✲❤✺❢✝❧❂❡❳♦♣❢ ⑧✦❦ M✂❡✎❣ ❦ ❝❁❹♣✐♥❝❁❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❲M⑤❢⑨❷③❢✡❧✷✐⑩♦✷❥❡➑➐❁❤❂❢⑨❤❂❝❂❡➑❹⑤♦V❡❄❝✷M⑤♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✐ Á ➦ ❧✺❢✖³③❝❂✐♥❧❂❡✂❢✡❝✚❤❂❝✚M♣❤ ❶ ❣ ❦ ❝✡✝♣❤❂❝❁❹ ❦ ❫✥❥✍❦ ❧✺❢ ➡ ➢ ➤ M♣❢✡❡✦❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡ ❶ 3♥❢❄→●<●❢✪♦ ❦ ❫✥❥✍❦ ❝ ❦ ❢✡M✫❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ❢✡❝ ➡ ➢ ➤ →❧ ↕ ❥❦⑦⑧✦❦ M⑤❢⑨❢✡❝❆❹♣✐⑩❢✡❝✷❧✺❢✦❢✡❝❆❹ ❦ ❝✷❣✖❢✡M✂3♥❡✚❧✷✐⑩♠❀❢✪♦V❢✡❝❂❣✪✐♥❡ ❶ ✐♥3➀✐♥❧❂❡❄❧✢❧❂❢ ✐ Á ➦♥♠ ↕ ❦ ❝❁➌❄❢✡❝❂✐ ⑧✦❦ M❻❢✡❝❲➐✲❤✺❢✦❢✡M☎❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡ ❶ 3⑩❢❿M♣✐❢✖�✺✐♥M⑤❹⑤❢➓❤✷❝⑨❡ ❶ ✐⑩❢✪♦V❹ ❦♣♦ ❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ➐❁❤✺❢❞❣ ❦ ❝❆❹♣✐♥❢✡❝✺❢❞❡♣❫♣❥W❦★❼ ➎ ❤❂❝❂❡✔♠➒❤❂❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝XY❿❧❂❢✖³✴❝❂✐♥❧❂❡✗❢✡❝ ♦ ❼✲❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡ ❶ 3⑩❢❄❼❆➐✲❤✺❢❣ ❦ ✐♥❝❂❣✪✐➀❧✺❢✔❣ ❦ ❝ ✐ Á ➦ ❣✪❤✷❡❄❝❂❧ ❦ M⑤❢☎3➀❡❿♦♣❢✡M⑤❹⑤♦V✐♥❝❂⑥❄❢❻❡✩❫Z❥❜❦★→
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆É✱✴✳➬Ê❸❃�❍ ❜➓❝❱�❽✉ ° �✖�❁❤✭®✪���✉❫★❢✡M❾❤❂❝✑MV❤ ❶ ❣ ❦ ❝✡✝⑤❤✷❝❆❹ ❦ ❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ➜ ❝✇✈ ✎ ❼✺❹♣❡❄3▲➐❁❤❂❢❞❣✪❡❄❧❂❡❿❷✴❤❂❝❆❹ ❦ ➃③l✗➠ ❫★❢✡M⑤❹❂❥❡
❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧ ❦ ❢✡❝★❤❂❝Ï�✱☎✪���✪�❽✈ ① ❦ ➷ ➡ ➢❞➤ ❼●➐✲❤✺❢⑨✐♥❝❁❹⑤❢✪♦VM⑤❢✡❣✖❹♣❡❄❧ ❦ ❣ ❦ ❝①❫➬❢✡M ¹ � ②✡� ①❳④✝① �❁② ① ❡✢❤❂❝✬❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ➴❭❧❂❢ ➡ ➢ ❈ →
➇ ❦③❥❉❫✧❢✡M➸❧❂✐⑩♠✰❢ ❦⑦⑧✦❦ ♦♣♠ ❦ ❡❻➴✣M♣✐❈❢✖�✺✐♥M⑤❹⑤❢✫❤❂❝❂❡✗♠➒❤❂❝❂❣✪✐✼❥❦ ❝ ✐ ➁❆➴ ➮➱ ❦④❥❉❫❊❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡ ❶ 3⑩❢❄❼❄✐♥❝❁➌❄❢✪♦♣❹♣✐ ❶ 3⑩❢ ➎ ❣ ❦ ❝✝✐♥❝❁➌❄❢✪♦VM♣❡❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡ ❶ 3⑩❢ ➈ →

● ❥❦ ❹⑤❢✡M⑤❢✦➐❁❤❂❢ ✐ ❢✡M⑤❹❂❥❡➑❧✺❢✖³✴❝✷✐♥❧ ❦ ❢✡❝❱❤❂❝✧❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ➴ ❧✺❢ ➡ ➢❉❈ →➓➝✭M❾❢✡❝❁❹ ❦ ❝❂❣✖❢✡M✔❤❂❝❂❡⑨♠✰❤✷❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝✎❧✺❢❿❧ ❦ M➓➌✤❡❳♦➋✐♥❡ ❶ 3⑩❢✡M♦♣❢✡❡❄3⑩❢✡M✡❼●➐✲❤✺❢✑❡❄MV✐⑩⑥⑦❝❂❡❈❼·❡✧❣✪❡❄❧❂❡✢➌✤❡❄3 ❦ ♦✂❧✺❢✑❢✡M⑤❹♣❡❄M✍➌✤❡❳♦V✐➀❡ ❶ 3⑩❢✡M✪❼●❤❂❝ ❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ❧❂❢⑨3♥❡✢MV❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢❄→ ✃ 3 ⑧✦❦ ➌❄❢✪♦❿3♥❡❄M✍❧ ❦ M➌❳❡❳♦V✐♥❡ ❶ 3⑩❢✡M✭♦♣❢✡❡❄3⑩❢✡M✭❢✡❝✚➴➆M⑤❢➓♦V❢✡❣ ❦ ♦♣♦♣❢✡❝✟❹ ❦ ❧ ❦ M✒3 ❦ M➙❷✷❤✷❝❆❹ ❦ M✒❧✺❢✗3♥❡✂MV❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢❙❫❲➐✲❤✺❢➓❢✡M♣❹❂❥❡❄❝➑❢✡❝✑❤❂❝✑❢✡❝❁❹ ❦ ♦V❝ ❦ ❦ ❧✺❢
➃✴l → ➣✵❡✝♠➒❤❂❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ✐ M♣❢✂3♥3♥❡ ⑧ ❡ ° �❳�⑤� ④ �✪✈➒�❽�✽⑤✼�⑦®✪�❂✇①❳②✧° �❳�⑤�✧� ¾✺° ✉ ② ✈ ①✦➃✴l ¿ <➙❤✺❢✡❧✺❢✍M♣❤❂❣✖❢✡❧✺❢✪♦✗➐✲❤✺❢☎❡❄3♥❣✪❡❄❝❂❣✖❢❿❤❂❝❂❡⑨M ❦ 3♥❡❷✷❡❳♦V❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦V✐⑩❐✡❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❿❷✷❡❳♦➋❡❞❣✪❤ ❶ ♦V✐⑩♦·❹ ❦ ❧❂❡✗3♥❡✗M♣❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢⑥❫✒❼⑦❷❸❢✪♦ ❦ 3 ❦ ❣ ❦⑦⑧ ❥❤❂❝✍❢✡M➸➐✲❤✺❢➾M⑤❢✫❝✺❢✡❣✖❢✡MV✐⑩❹⑤❢✡❝❿➌✤❡❳♦➋✐ ❦ M·❢✡❝❆❹ ❦ ♦➋❝ ❦ M❦★❼ ➎ ❷ ❦ ♦✫3 ❦ ❹♣❡❄❝❁❹ ❦ ➌❳❡❳♦V✐♥❡❄M✫❷✷❡❳♦V❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦V✐♥❐✡❡❄❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡M✪→< ❦ ♦❾❢☞✝⑤❢ ⑧ ❷✷3 ❦ ❼❂3♥❡❿❢✡M⑤♠✰❢✪♦V❡ ➎ ❢✡3▲❹ ❦ ♦ ❦ M ❦ ❝✢M♣❤✺❷❸❢✪♦⑤³✴❣✪✐⑩❢✡M✒❢✡❝ ➡ ➢✸⑦ →

▼



✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆)✱✴✳➬-❸❃➀- ❜➓❝❂❡☎7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢✉❫ ❢✡7➙❧✺❢➓❣✪G♥❡❄7⑤❢✸⑧❉⑨✒7K✐❂❢✖M✺✐♥7⑤❹⑤❢❄❼❆❷✴❡❳♦K❡☎❣✪❡❄❧❂❡☎❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ❧✺❢❾G➀❡❻7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐♥❢❄❼⑦❡❄G⑩⑥⑦❤❂❝❂❡❷✷❡❳♦K❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦K✐⑩❐✡❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝ ✐ ❹♣❡❄G➔➐✲❤✺❢ ✐ ➎ 7♣❤✢✐♥❝❆➌❄❢✪♦➋7♣❡ ✐ b ➦ ❹♣✐⑩❢✡❝❂❢✡❝✎❧✺❢✪♦K✐⑩➌❳❡❄❧❂❡❄7➾❣ ❦ ❝❁❹♣✐♥❝✲❤❂❡❄7❾➊❂❡❄7♣❹♣❡ ❦ ♦K❧✺❢✡❝✥⑩❈→
✜➔j➏❉➙✯❁✻✡n●✸❂❅❆✽✰✱➆✹✼✸✷✳✵✿✷✯❈✳③✹✼✯✴v ➹ ❢✡❡✢❤✷❝❂❡✚❣✪❤✺♦♣➌❳❡✚❷✷❡❳♦K❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦➋✐♥❣✪❡ ➃❴➄ ➃●➇ ❺ ➈➋➜ ❺ ➠❛➡ ❼●✐♥❝❁❹⑤❢✪♦♣➌❳❡❄G ❦ ❡ ❶ ✐⑩❢✪♦K❹ ❦ ❧✺❢

➡ ➢ ❼➔❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧✷❡✑❢✡❝ G➀❡✟7K❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢❄❼❸❢✡7✔❧✺❢✡❣✪✐⑩♦ ➃�➇ ❺ ➈✔➠ ❫➘❷✷❡❳♦➋❡✑❹ ❦ ❧ ❦ ❺ ➠★➡ → ➹ ❢✡❡➑❺ �✦➠■➡ →✂➝✭G�➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦�➂➃●➇ ❺ �✼➈ ❧✺❢
➡ ➢ ➤ ❢✡7✍❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✎❡❱G♥❡✧❣✪❤❂♦♣➌✤❡✧❢✡❝■❢✡G✒❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃③�➑➄ ➃●➇ ❺ �✼➈ → ➉➓❢✡❣✪✐ ⑧✦❦ 7✦➐❁❤❂❢✟❤❂❝★➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦⑨❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ❢✡7✚✈�� ②❷❶ � ② ✈��❡✢G➀❡✢7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@③❣✪✐⑩❢✍❫➛❢✡❝★❢✡G➙❷✴❤❂❝❆❹ ❦ ➃ � 7K✐↔❢✡7✍❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❆❹⑤❢✟❢✡❝ ➃ � ❡❱❡❄G⑩⑥⑦❤❂❝❂❡✢❣✪❤✺♦♣➌❳❡✢❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡✢❢✡❝★G♥❡✢7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢❄→➹ ❢✂❷✷❤✺❢✡❧✺❢✍❧✺❢ ⑧✦❦ 7⑤❹⑤♦K❡❳♦✗➐✲❤✺❢➑� £ ¤ ①❳② ❀❽✉ ② ✈ ①✎¨ �✦✈ ①✼¨⑦① © £ª① ©✂«❳�K¤✡✈ ① ¬♣�❽©❿✈�� ②✛❶ � ② ✈��✖©❿� £ �✟©➋✉ ® �✪¬❸❤✒¤✪¯��1❫ � ② � £✺® ✉ ② ✈ ①
➃✴�✗➠ ❫❹② ① ¬ ④ � ② ✉ ② ©➋✉❺☎K�✖© ® �⑦¤✡¯ ① «❄�♣¤✼✈ ① ¬➋¯±� £✵¨ � ¨ ¯ ④ � ② ©➋¯❂✇①❳②✬¨⑦① ©✍� ②➑➡ ➢ ➤❸´ ➝➙7⑤❹⑤❢✔❢✡7⑤❷✴❡❄❣✪✐ ❦ ➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦K✐♥❡❄G➔7♣❢❻❧✺❢✡❝ ❦ ❹♣❡❣ ❦⑦⑧✦❦❬❻ ❒✡❮ ❫ ➎ 7⑤❢❻G♥G♥❡ ⑧ ❡✢�❽© ® �⑦¤✪¯ ① ✈�� ②✛❶ � ② ✈��❿�❬❫·� ② � £✲® ✉ ② ✈ ①✍➃③� ´¸ ❦ ♦➓❧❂❢✖@✴❝❂✐♥❣✪✐✡❥❦ ❝➔❼❁❷✷❡❳♦➋❡✝❣✪❡❄❧❂❡✝❣✪❤✺♦K➌✤❡ ➃✚➄➆➃●➇ ❺ ➈ ❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡❿❢✡❝❹❫✒❼❂7⑤❢☎❣✪❤ ⑧ ❷✷G⑩❢❴➂➃●➇ ❺ ➈✒➠ ❻ ❒✣❼ º✷❽ ❫✒→
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆)✱✴✳➬-❸❃✄✂ ➹ ❢✫G♥G♥❡ ⑧ ❡❿¤K� ④❾®✺① � ② ❫★❡✔❤❂❝❂❡❞♠✰❤✷❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝ ➅ ➐✲❤✺❢➾❡❻❣✪❡❄❧❂❡✗❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ➃❱➠ ❫❱G⑩❢➾❡❄7♣✐⑩⑥⑦❝❂❡✔❤✷❝❿➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦
➅■➇✰➃▲➈ ❧✺❢✡G➔7K❤ ❶ ❢✡7⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✂❡✍❫✣❢✡❝ ➃ →➙➝✭7✫❧✺❢✡❣✪✐⑩♦✼➁

➅✣➇✰➃❸➈✒➠ ❻ ❒ ❫ ➜ ❷✷❡❳♦K❡❿❹ ❦ ❧ ❦ ➃✧➠ ❫
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆)✱✴✳➬-❸❃✽✼ ❜➓❝❂❡✬❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝�❧✷✐⑩♠❀❢✪♦K❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄G ❦ ♦K❧❂✐♥❝✷❡❳♦K✐♥❡❊❡❄❤✺❹❂❥❦ ❝ ❦⑦⑧ ❡❲❢✡❝❛G♥❡ 7♣❤❂❷③❢✪♦♣@✴❣✪✐⑩❢@❫➟❢✡7 ➂➃ ➄ ➅■➇✰➃▲➈ ❼❧ ❦ ❝❂❧❂❢ ➅ ❢✡7❾❤✷❝✚❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ❢✡❝❾❫✒→

❆❾❢✡7 ❦ G⑩➌❄❢✪♦❻G♥❡✑❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❊❢✡7✗➊❂❡❄G♥G➀❡❳♦❞G♥❡❄7❞♠➒❤❂❝❂❣✪✐ ❦ ❝❂❢✡7 ➃ ➄·➃●➇ ❺ ➈ ❼➔❧✺❢✖@✴❝❂✐➀❧❂❡❄7✫❢✡❝❊✐♥❝❁❹⑤❢✪♦♣➌❳❡❄G ❦ 7✗❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ 7 ➡ ➷ ➡ ➢ ❼
➎ ➐❁❤✺❢✢❹ ❦⑦⑧ ❡ ➌❳❡❄G ❦ ♦♣❢✡7 ➃�➇ ❺ ➈✎➠ ❫✒❼✭❹♣❡❄G♥❢✡7⑨➐✲❤✺❢ ➂➃●➇ ❺ ➈✑➄ ➅■➇✰➃�➇ ❺ ➈⑤➈ ❷✷❡❳♦K❡❊❹ ❦ ❧ ❦ ❺ ➠➟➡ →➆➝➙7⑤❹ ❦ ❢✡7✝❢✡➐❁❤❂✐♥➌✤❡❄G⑩❢✡❝❁❹⑤❢❡❱➊❂❡❄G♥G♥❡❳♦❿G♥❡❄7✍❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄7✍❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧✷❡❄7✂❢✡❝❞❫ ➐✲❤✺❢✑7 ❦ ❝■❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✡7✝❡❄G✒❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ❧✷❡❄❧ ❦ ➅ → ➝➙7⑤❹♣❡❄7❿❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄7❿7 ❦ ❝✣G♥❡❄7✈➒¬⑤� È �♣¤✡✈ ① ¬➋¯±�✤©⑨✉➍✇① ¬✆☎✖¯➒✈��✤© ´ ✃ ➊ ❦ ♦K❡➑G♥❡❄7✗❹⑤♦K❡ ➎ ❢✡❣✖❹ ❦ ♦K✐♥❡❄7✂❢✡7⑤❹❂❥❡❄❝✬❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡❄7✗❢✡❝❲G♥❡➑7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢❬❫✒→❿➣➏❡➑♠➒❡ ⑧ ✐♥G♥✐♥❡✑❧✺❢❹ ❦ ❧❂❡❄7❾G♥❡❄7❾❹⑤♦K❡ ➎ ❢✡❣✖❹ ❦ ♦➋✐♥❡❄7❞♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❝✎❢✡G❿❄✒✉✮❀ ① ❼ ❦ ©➋¯❀©❽✈�� ④ � ¨ ¯ ② ✇� ④ ¯➒¤ ① ❼✴❡❄7 ❦ ❣✪✐♥❡❄❧ ❦ ❡✝G♥❡✦❢✡❣✪❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧✷✐⑩♠❀❢✪♦K❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄G③❢✡❝G♥❡✦7♣❤❂❷③❢✪♦♣@✴❣✪✐⑩❢❄→

➣✵❡✔❤❂❝❂✐♥❣✪✐♥❧✷❡❄❧ ➎ ⑧ ❡✤M❈✐ ⑧ ❡❄G♥✐♥❧❂❡❄❧✍❧✺❢➾7 ❦ G♥❤❂❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡7�❧✺❢➾G♥❡❞❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✦❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡❄G❆❢✡❝✦G♥❡✗7♣❤❂❷③❢✪♦♣@✴❣✪✐⑩❢➀❫❱7♣❢✫❧✺❢✖@✴❝✺❢✡❝❣ ❦⑦⑧✦❦ ❢✡❝✢❢✡G➔❣✪❡❳❷➏❥❴ ❹♣❤✷G ❦♣➁ →¸�❡❳♦K❡✂❷ ❦ ❧✺❢✪♦➙❢✡❝❁❤❂❝✷❣✪✐♥❡❳♦➙❢✡G✴❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡✍❧✺❢➓¸✭✐♥❣✪❡❳♦K❧✦❢✡❝✟7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@③❣✪✐⑩❢✡7✪❼⑦♦♣❢✡❣ ❦ ♦➋❧✺❢ ⑧✦❦ 7✒➐❁❤✺❢➓❢✡G✷❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ➅ ❢✡❝✥❫✒❼✲❢✡7✪❼
❢✡❝✚❷✷❡❳♦K❹♣✐♥❣✪❤❂G♥❡❳♦✡❼✺❤❂❝✷❡❿♠✰❤❂❝✷❣✪✐✡❥❦ ❝✚❧✺❢✖@✴❝❂✐➀❧❂❡☎❢✡❝➂❫✣➷ ➡ ➢ ➤ ➐❁❤❂❢✔❹ ❦⑦⑧ ❡✝➌❳❡❄G ❦ ♦♣❢✡7➾❢✡❝ ➡ ➢ ➤ →
✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆)✱✴✳➬-❸❃✷❃ ➹ ❢➓❧❂✐➀❣✖❢❾➐❁❤❂❢ ➅ ❢✡7✒G♥✐⑩❷▲❣K➊❂✐♥❹⑤❐✡✐♥❡❄❝ ❦ ⑥⑦G ❦❄❶ ❡❄G ⑧ ❢✡❝❆❹⑤❢❞❢✡❝➃❫❲7♣✐✷❢✖M❈✐♥7♣❹⑤❢➓❤❂❝❂❡☎❣ ❦ ❝❂7⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢✸➄➆➅ Ì ❹♣❡❄G➐✲❤✺❢ ➇

➅■➇✰➃③�✾➈ Î ➅✣➇✰➃ ➦ ➈
➇ ❛❞➄ ➇ ➃③� Î ➃ ➦

➇
➜ ❷✴❡❳♦K❡✦❹ ❦ ❧ ❦ 7 ➃✴�✤➜⑤➃ ➦ ➠ ❫➹ ❢✍❧❂✐♥❣✖❢☎➐✲❤✺❢ ➅ ❢✡7❞G♥✐⑩❷✴7♣❣K➊❂✐♥❹⑤❐✡✐♥❡❄❝ ❦ ❢✡❝➂❫✓❼③7♣✐➔❷✷❡❳♦K❡⑨❣✪❡❄❧✷❡⑨❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ➃ ➠ ❫❛❢✖M❈✐♥7♣❹⑤❢✂❤❂❝✢❢✡❝❆❹ ❦ ♦K❝ ❦ ❦☞➷ ➡ ➢ ➤ ❹♣❡❄G➐✲❤✺❢ ➅ ❢✡7➓G♥✐⑩❷✷7K❣K➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐➀❡❄❝ ❦ ⑥⑦G ❦❄❶ ❡❄G ⑧ ❢✡❝❁❹⑤❢✔❢✡❝➂❫✒❥✥❦❲→

Ñ✒✯❁✱✴✶✾✯❈❇★✸❲-❸❃✄➈➊➉ Ô ✽❀❅❆✸❂✶✾❋➛✯❈✳�✻✾j➏n➸✯✲✶ ✁ ❅❆✽✰✯✲✻✣➋❢✾ ¯ ➅ �✖©✗✉ ② ¤K� ④➓®❈① ¤ ①❳② ✈➒¯ ② ✉ ①⑨È✦£ ¯ ® ©✖¤✲➌❆¯✰✈✷⑤✪¯➒� ②✴① � ②❱£ �✝©➋✉ ® �✪¬♥➍❤✭¤✡¯±�❅❫ ¨ �✑¤ £ �✤©✪�➎⑧ ❈ ×➓� ② ✈ ①❳② ¤➋�✖©✝�➐➏❄¯❀©❽✈��✖× ® �❳¬⑤�❱¤➋� ¨ � ➃✴�❿➠ ❫✒× È ¤➋� ¨ �⑨❺ �❿➠■➡ ➢ ×➾✉ ② � ✇✉ ② ¯±¤K�✚© ①❳£ ✉❂¤✪¯❂✇①❳②✣¨ � £ ��♣¤✡✉❂�⑦¤✪¯❂✇①❳②✬¨ ¯ ②✪�✪¬⑤� ② ¤✪¯±� £ ➂➃✚➄➆➅■➇✰➃▲➈☎Ø ✉✷� ® �✤©✖� ®✺① ¬ ➃③� � ② ❺ ➄ ❺ � ´
● ❦ ❹♣❡❈➁✭➝✭G▲❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡✦❢✡7❾➌✒❥❡❄G➀✐♥❧ ❦ ❹♣❡ ⑧☎❶ ✐➋❥❢✡❝✢7♣✐➔G➀❡✦7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢❞❢✡7✫7❂❥❦ G ❦ ⑧ ➦ →Ô ✶❳j✵✯❁❉●✸▲v ↕ ❦ ❝✷7♣✐♥❧✺❢✪♦♣❢ ⑧✝❦ 7❞❤✷❝❂❡✟❷✷❡❳♦K❡ ⑧ ❢✪❹⑤♦K✐♥❐✡❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝ ✐ ➁▲➴ ➷ ➡ ➢ ❈❿➮➱ ❫❹❥❾❦ ➷ ➡ ➢ ➤ ❧❂❢✝G♥❡➑7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐⑩❢❄❼❢✡❝✎❤❂❝✎❢✡❝❆❹ ❦ ♦K❝ ❦ ❧✺❢✡G❸❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃ � ➠ ❫✒→ ✃ ❷✷❡❳♦♣❹♣✐⑩♦✫❧✺❢❻❤✷❝❂❡✦❣✪❤✺♦♣➌❳❡✦❷✷❡❳♦K❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦➋✐♥❣✪❡❬➑ ➇ ❺ ➈ ❢✡❝✢➴✗❼✷❷✷❤✺❢✡❧✺❢✔❧✺❢✖@✴❝✷✐⑩♦K7⑤❢✔G♥❡❣✪❤✺♦♣➌❳❡✦❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡✦❢✡❝✢G♥❡✦7♣❤✺❷❸❢✪♦⑤@✴❣✪✐♥❢ ➃�➇ ❺ ➈➸➄ ✐➎➒ ➑ ➇ ❺ ➈ → ➹ ❢❻❣✪❤ ⑧ ❷✷G⑩❢❴➂➃�➇ ❺ ➈➸➄ ❧ ✐ ➇ ➑ ➇ ❺ ➈⑤➈➔➓ ➑ Ý ➇ ❺ ➈ →

→



➝✭❝❆❹ ❦ ❝❂❣✖❢✡+✡❼ ➃●➇ ❺ ➈ ➌❄❢✪♦➋✐89✴❣✪❡■=♥❡✬❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✼❥❦ ❝➘❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄=✬➂➃❭➄ ➅■➇✰➃▲➈ ❢✡❝③❫✒❼❾+♣✐ ➎ + ❦ = ❦ +♣✐❨➑ ➇ ❺ ➈ ➌❄❢✪♦R✐89✴❣✪❡■=♥❡❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=③❢✡❝✢➴➬➷ ➡ ➢✸❈ ➁
➑ ] ➇ ❺ ➈➸➄ ❧ ✐ ➇ ➑ ➇ ❺ ➈⑤➈ ` ➦ ➓✡➅■➇ ✐♣➒ ➑ ➇ ❺ ➈⑤➈

➝➙+♣❹♣❡✚❢✡+☎❤❂❝✷❡➑❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝❲❧❂❢✝=♥❡➑♠ ❦ ♦ ⑧ ❡✚➞ ] ➄ ➨ ➇ ➞ ➈ ❣ ❦ ❝❲➞ ➠ ➴✗❼●➨ ➇ ➞ ➈✗➄ ❧ ✐ ➇ ➞ ➈ ` ➦ ➓❳➅✣➇ ✐ ➇ ➞ ➈⑤➈ → ↕ ❦⑦⑧✦❦ ✐ ➎❧ ✐ ` ➦ ❹♣✐⑩❢✡❝✺❢✡❝✧❧✺❢✪♦R✐⑩➌❳❡❄❧❂❡❄+➓❣ ❦ ❝❆❹♣✐♥❝✲❤❂❡❄+✪❼❸❷ ❦ ♦R➐✲❤✺❢➎❫❛❢✡+➓❧❂❢✂❣✪=♥❡❄+⑤❢+⑧ ❈ ❼❸+ ❦ ❝❱=♥✐⑩❷✷+♣❣➋➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐♥❡❄❝✷❡❄+✪→➾➣➏❡⑨❣ ❦⑦⑧ ❷ ❦ +R✐♥❣✪✐✡❥❦ ❝ ➎❢✡=❂❷✷♦ ❦ ❧✷❤❂❣✖❹ ❦ ❧✺❢✫♠➒❤❂❝❂❣✪✐ ❦ ❝❂❢✡+➸❣ ❦ ❝❆❹♣✐➀❝❁❤❂❡❄+ ➎ =♥✐⑩❷✷+R❣R➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐➀❡❄❝❂❡❄+↔+ ❦ ❝✝❹♣❡ ⑧✂❶ ✐❽❥❢✡❝✟❣ ❦ ❝❆❹♣✐➀❝❁❤❂❡❄+ ➎ =♥✐⑩❷✷+♣❣➋➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐♥❡❄❝✷❡❄+✪→●➣✵❤✺❢✪⑥ ❦ ❼=♥❡❿♠➒❤❂❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝✚➨ ❢✡+❾❣ ❦ ❝❁❹♣✐♥❝✲❤❂❡ ➎ =♥✐⑩❷✷+R❣R➊❂✐⑩❹⑤❐✡✐➀❡❄❝❂❡❈→� ❦ ♦❻❢✡=●❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡✢❧✺❢✦�➙✐♥❣✪❡❳♦R❧❱❢✡❝❊❢✡=↔❡ ❶ ✐♥❢✪♦♣❹ ❦ ➴ ➷ ➡ ➢ ❈ ❼▲❢✖�❈✐➀+⑤❹⑤❢➘❥❤❂❝❂✐♥❣✪❡➑+ ❦ =♥❤✷❣✪✐✡❥❦ ❝❊❧✺❢➬➂➞ ➄ ➨ ➇ ➞ ➈ ❷ ❦ ♦❻❣✪❡❄❧❂❡❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➞ ➠ ➴✗→ ✃ ❷✷=➀✐♥❣✪❡❄❝❂❧ ❦ ✐ ` ➦ +⑤❢✔❣ ❦ ❝❂❣✪=♥❤ ➎ ❢✔➐✲❤✺❢✗❢✖�❈✐➀+⑤❹⑤❢★❥❤❂❝❂✐♥❣✪❡✍+ ❦ =♥❤❂❣✪✐✼❥❦ ❝✑❧✺❢✔=♥❡✍❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✼❥❦ ❝✚❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄=✴❧❂❡❄❧❂❡❢✡❝❾❫✒❼✷❷ ❦ ♦✫❣✪❡❄❧✷❡✦❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃ � ➠ ❫✓→
➣ ◗✍↔✷➳❋↕➙❩❬❳♣➻➓➽
✩❾✮➒�❷➛✡✱❲ ➙✱✴✮✰✱★✳✵✱✷✶✾✹✼✯✱➜R ➸✱✴✮✰✱■✻✼�➏✶✟✯❈✳➘✮✰✸ ✯✲✻✆➝̈ ✯✲✶✾✸

➹ ❢✡❡➞❫ ❈ =♥❡➓❢✡+⑤♠✰❢✪♦R❡✗❧✺❢➾❣✖❢✡❝❆❹⑤♦ ❦ ➇➒ª ❼ ª ❼ ª❆➈●➎ ♦R❡❄❧✷✐ ❦ ➧ ❢✡❝ ➢ ⑦ →↔�¬❡❳♦R❡✔❣✪❡❄❧❂❡❇➟ ➠ ❫ ❈ +⑤❢✡❡ ➅✣➇ ➟ ➈ ❢✡=✲➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦➸❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢❡✝=♥❡❿❢✡+♣♠❀❢✪♦R❡✝❢✡❝✚❢✡=▲❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➟✧❧❂❡❄❧ ❦ ❷ ❦ ♦
➅✣➇✰➃➏➜ ➞ ➜❲➠❁➈➙➄ ➇✰➃➡➠✺➜ ➞ ➠✺➜ ® ➇✰➃ ❈ ¯ ➞ ❈ ➈⑤➈

° ❶ +✲❥❢✪♦R➌❄❢✡+⑤❢✔➐❁❤✺❢ ➅■➇ ➟ ➈ ❢✡+ ❦ ♦♣❹ ❦ ⑥ ❦ ❝❂❡❄=▲❡➢➟☎® ➇➒ª❈➜♣ª❈➜♣ª❆➈✭➄❭➇✰➃➏➜ ➞ ➜❲➠❁➈ ❼ ➎ ❷ ❦ ♦✭❢✡+ ❦ ❢✡+✒➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦➾❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✔❡✂=♥❡✂❢✡+⑤♠✰❢✪♦R❡❈→✃ ❧✺❢ ⑧ ❥❡❄+✗=♥❡✑❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✪❣✪✐✼❥❦ ❝ ❧✺❢ ➅✣➇ ➟ ➈ + ❦❄❶ ♦♣❢✍❢✡=●❷✷=♥❡❄❝ ❦ ➠✑➄±ª ❢✡+ ➇✰➃❪➠✺➜ ➞ ➠✺➜♣ª❆➈❾➄❯➠✷➇✰➃✵➜ ➞ ➜♣ª❆➈ →✂➝➙+♣❡✑❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✪❣✪✐✡❥❦ ❝❊❢✡+♦R❡❄❧❂✐➀❡❄=²❼❈❢✡+❾❧✺❢✡❣✪✐⑩♦✼❼❈❣ ❦ =➀✐♥❝✺❢✡❡❄=➔❣ ❦ ❝✎=➀❡❿❷❂♦ ❦ ➎ ❢✡❣✪❣✪✐✼❥❦ ❝ ➇✰➃✵➜ ➞ ➜♣ª❆➈ ❧✺❢➀➟⑨® ➇➒ª❈➜♣ª❈➜♣ª❆➈✒➄❭➇✰➃➏➜ ➞ ➜❲➠❁➈ + ❦❄❶ ♦♣❢✔❢✡=▲❷✴=♥❡❄❝ ❦ ➠✍➄➛ª →➝✭❝❆❹ ❦ ❝❂❣✖❢✡+ ➅✣➇ ➟ ➈ ❢✡+❿❤❂❝★➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦⑨❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢✎❡❄= ⑧ ❢✪♦R✐♥❧❂✐➀❡❄❝ ❦ ❧✺❢✚=♥❡✧❢✡+⑤♠✰❢✪♦R❡✧➐✲❤✺❢➑❷✷❡❄+♣❡✧❷ ❦ ♦❿❢✡=✭❷✴❤❂❝❆❹ ❦ ➟ ➇ +♣✐
➃ ❈ ¯ ➞ ❈❬➤➄ ª❆➈ →✒➣✵❡❄+✢❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄+❾❧✺❢❻=➀❡✦❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✛➂➟ ➄➛➅✣➇ ➟ ➈ + ❦ ❝✎❢✡=▲❷ ❦ = ❦ ❝ ❦ ♦R❹⑤❢ ➇✰➃✎➄➬ª❈➜ ➞ ➄➬ª❈➜❲➠✝➄ ➧✼➈ ❼✷❢✡=▲❷ ❦ = ❦+♣❤✺♦ ➇✰➃✬➄➟ª❈➜ ➞ ➄➟ª❈➜❲➠✟➄ ® ➧✼➈ ❼ ➎ = ❦ + ⑧ ❢✪♦R✐♥❧✷✐♥❡❄❝ ❦ +❞❧✺❢✍=➀❡⑨❢✡+⑤♠✰❢✪♦R❡❈❼ ❦ ♦R✐♥❢✡❝❆❹♣❡❄❧ ❦ +✗❧✺❢✡+R❧✺❢✂❢✡=●❷ ❦ = ❦ ❝ ❦ ♦♣❹⑤❢❿➊❂❡❄❣✪✐♥❡✟❢✡=❷ ❦ = ❦ +♣❤✺♦✡→¹ º✯❈✳✵❋●�●✮✰✱★✻✼✽➒✳➘✶✾✱➡➥⑦✸✷❇■✽✰✯✲✳③✹✼✱

➹ ❢✡❡⑨=♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧✺❢✡=❸❷✒❥❢✡❝❂❧❂❤❂= ❦ +R✐♥❝➑♦ ❦ ❐✡❡ ⑧ ✐⑩❢✡❝❁❹ ❦ ➁
❧ ❈✲➦
❧❈❺ ❈ ➄ ®⑥➧ ❈ +♣✐♥❝ ➦

❣ ❦ ❝ ➦ ➠ ➇ ®➢➨ ➜ ➨❪➩✬❥❡❄❝✺⑥⑦❤❂= ❦ ❧✺❢❱❧❂❢✡+⑤❷✷=♥❡❳❐✡❡ ⑧ ✐♥❢✡❝❆❹ ❦ ❧✺❢✡=➓❷✒❥❢✡❝❂❧❂❤❂= ❦ ♦♣❢✡+⑤❷❸❢✡❣✖❹ ❦ ❡★=➀❡❲➌❄❢✪♦♣❹♣✐➀❣✪❡❄=²❼ ➎ ➧ ❈ ❣ ❦ ❝❂+⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢❷ ❦ +♣✐⑩❹♣✐⑩➌❳❡❈❼✺➐❁❤❂❢❻❧✺❢✪❷❸❢✡❝❂❧✺❢✔❧✺❢☎=♥❡✦❡❄❣✖❢✡=♥❢✪♦R❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✎⑥❄♦➋❡✡➌❈✐⑩❹♣❡❳❹ ❦ ♦R✐♥❡ ➎ ❧✺❢❻=♥❡✦= ❦ ❝✺⑥⑦✐⑩❹♣❤❂❧✚❧✺❢✡=➔❷✒❥❢✡❝❂❧❂❤❂= ❦ →�¬❡❄+♣❡❄❝❂❧ ❦ ❡✝❤❂❝❂❡❿❢✡❣✪❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✎❧✺❢✔❷❂♦➋✐ ⑧ ❢✪♦ ❦ ♦R❧✺❢✡❝➔❼❂➐❁❤✺❢✡❧✷❡❈➁
➂➦ ➄④➠✺➜ ➂➠❿➄ ®⑥➧ ❈ +♣✐♥❝ ➦

➐✲❤✺❢✔❢✡+❾❧✺❢❻=➀❡❿♠ ❦ ♦ ⑧ ❡ ➂➟ ➄➆➅■➇ ➟ ➈ ❧ ❦ ❝❂❧✺❢➀➟ ➄❭➇ ➦ ➜❲➠❁➈ ❼ ➅✣➇ ➟ ➈➸➄❭➇❂➠❂➜ ®⑥➧ ❈ +♣✐♥❝ ➦ ➈ →✠ ❦⑦⑧ ❢ ⑧✦❦ +⑨❢✡❝✣❢✡=✓❢✡+⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ➇✰➃✵➜ ➞ ➜❲➠❁➈✎➠ ➡ ➢❉⑦ ❢✡=➾❣✪✐➀=♥✐♥❝❂❧✺♦ ❦✒➫ ❼✭❣ ❦ ❝❛+⑤❢✡❣✪❣✪✐✼❥❦ ❝❛=♥❡❊❣✪✐⑩♦R❣✪❤❂❝❂♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡✧❧❂❢✡=✓❷✷=♥❡❄❝ ❦➠✍➄➆ª ❼❈❧✺❢➾♦R❡❄❧✷✐ ❦ ➧ ❼ ➎ ❣✖❢✡❝❆❹⑤♦ ❦ ➇➒ª❈➜♣ª❈➜♣ª❆➈ ❼ ➎ ⑥❄❢✡❝✺❢✪♦R❡❳❹⑤♦R✐♥❣✖❢✡+➙➌❄❢✪♦♣❹♣✐♥❣✪❡❄=⑩❢✡+ ➇ ❷✷❡❳♦R❡❄=⑩❢✡=➀❡❄+➸❡❄=✺❢☞✝⑤❢❾❧✺❢✫=♥❡❄+ ➠✲➈ → ↕ ❡❄❧❂❡✔❷✷❤✷❝❆❹ ❦❧✺❢✡=▲❣✪✐♥=➀✐♥❝❂❧✺♦ ❦ ❢✡+⑤❹❂❥❡✝✐➀❧✺❢✡❝❆❹♣✐⑩9✴❣✪❡❄❧ ❦ ❷ ❦ ♦✫❧ ❦ +✫❣ ❦✲❦ ♦R❧✺❢✡❝❂❡❄❧✷❡❄+✪➁ ➠ ❼ ➎ ➦ ➇ ❢✡=☎❥❡❄❝❂⑥⑦❤❂= ❦ ➐✲❤✺❢✔♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❿❢✡=▲❢☞✝⑤❢☎❧✺❢❻=♥❡❄+ ➃ ❣ ❦ ❝
➭
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➳
➵ ★ ➳ ✯

✹ ✐⑩⑥⑦❤✺♦➋❡ ✎ ➁❋✹ +♥❤✡✝ ❦ ❷ ❦ + ❦ ❝ ❦ ♦♣❹⑤❢✮➸4❷ ❦ + ❦ 5♣❤✺♦✫❢✡❝✢+♥❡❿❢✡5⑤♠✰❢✪♦=❡

❢✡+▲❷✷+➀❡❄❝ ❦ ➌❄❢✪♦♣❹♣✐♥❣✪❡❄+➔➐✲❤✺❢☎❣ ❦ ❝❁❹♣✐⑩❢✡❝✺❢✂❡✸➟ ➈ ❼ ➎ ♦♣❢✡❣❄❥❴ ❷❂♦ ❦ ❣✪❡ ⑧ ❢✡❝❁❹⑤❢❄❼✴❣✪❡❄❧✷❡✦❷✷❡❳♦♣❢☞✝♣❡ ➇ ➦ ➜❲➠❁➈ ❧❂❡✦❤❂❝✚❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ❧✺❢ ➫ →✭➉✗✐♥❣➋➊ ❦❧✺❢ ❦ ❹⑤♦=❡✝♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❈❼❂❢✡+▲❢✡5⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❧✺❢✔♠➒❡❄5⑤❢✡5✫❧✺❢✡+▲❷✓❥❢✡❝✷❧❂❤❂+ ❦ ❢✡5✫❢✡+➏❣✪✐♥+♥✐♥❝❂❧❂♦ ❦➞➫ →➣✵❡❄5★❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄5✂❧❂❢✑+♥❡✚❢✡❣✪❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝★❧✷✐⑩♠❀❢✪♦=❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄+❱➂➟ ➄✛➅■➇ ➟ ➈ ❼➸5 ❦ ❝★❣✪❤❂♦♣➌✤❡❄5✍❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡❄5✂❢✡❝❲❢✡+✭❣✪✐♥+♥✐♥❝✷❧✺♦ ❦❜➫ →✧➣➏❡❣ ❦⑦⑧ ❷ ❦ ❝✺❢✡❝❁❹⑤❢ ➂➦ ❢✡5✑+♥❡✬❣ ❦⑦⑧ ❷ ❦ ❝✺❢✡❝❁❹⑤❢✢❧✺❢✡+➓❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ➅ ❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❆❹⑤❢❊❡✬+♥❡❲5⑤❢✡❣✪❣✪✐✡❥❦ ❝w❣✪✐♥♦=❣✪❤❂+♥❡❳♦⑨❧❂❢✡+✫❣✪✐♥+♥✐♥❝✷❧✺♦ ❦ ❼ ➎ +♥❡
❣ ❦⑦⑧ ❷ ❦ ❝✺❢✡❝❁❹⑤❢w➂➠ ❢✡5❾5⑤❢✪⑥✒❥❤❂❝✎+♥❡❿⑥❄❢✡❝❂❢✪♦=❡❳❹⑤♦=✐⑩❐❻➌❄❢✪♦=❹♣✐♥❣✪❡❄+➔❧✺❢✡+➔❣✪✐➀+♥✐♥❝❂❧✺♦ ❦ →➣ ❦ 5❾❷✷❤✷❝❆❹ ❦ 5✓~✞✝ ❦ 5❾❢✡❝✎❢✡+➏❣✪✐➀+♥✐♥❝❂❧✺♦ ❦ ❼❈5 ❦ ❝✢+♥❡❄5✧❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄5➺➟ ➄ ➟ ➇ ❺ ➈ ❣ ❦ ❝❂5⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢✡5➓❷✴❡❳♦=❡✝❹ ❦ ❧ ❦ ❺❽→✒➝✭5⑤❹ ❦ ❢✡5✣➂➟ ➄ � ❼
❦ 5⑤❢✡❡❈❼ ➠✍➄➛�❈➜ 5♣✐➀❝ ➦ ➄➛� →➙➝✭5⑤❹ ❦ ❧❂❡✦❧ ❦ 5✫❷✷❤❂❝❁❹ ❦ 5✓~☛✝ ❦ 5✪➁ ➠✍➄➛�❈➜ ➦ ➄➛�✦➎➃➠✂➄➛�❈➜ ➦ ➄ ➨ →➝✭5⑤❹♣❤❂❧❂✐♥❡❄❝✷❧ ❦ ❢✡+ 5♣✐⑩⑥⑦❝ ❦ ❧✺❢➆➂➠✟➎ ❧✺❢ ➂➦ ❼ ➎ ❤❂5♣❡❄❝❂❧ ❦ +♥❡❄5✗5♣✐ ⑧ ❢✪❹⑤♦✾❥❴ ❡❄5➓❧❂❢✍+♥❡❄5➓❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐ ❦ ❝❂❢✡5✗♦♣❢✡5⑤❷❸❢✡❣✖❹ ❦ ❡ ➠✟➎ ❡ ➦ ❼❷✷❤✺❢✡❧❂❢✡❝✢❣✖♦ ❦ ➐❁❤✷✐⑩❐✡❡❳♦=5⑤❢✍+♥❡❄5✫❹⑤♦=❡ ➎ ❢✡❣✖❹ ❦ ♦=✐♥❡❄5❻5 ❦❄❶ ♦♣❢✂+➀❡✝5♣❤✺❷❸❢✪♦⑤~✴❣✪✐♥❢❻❧✺❢✡+✵❣✪✐➀+♥✐♥❝❂❧✺♦ ❦ ❼ ❦❄❶ ❹⑤❢✡❝❂✐⑩❢✡❝❂❧ ❦ 5⑤❢☎❢✡+❖❏✴❤✡✝ ❦ 5⑤❢✪⑥✓❥❤❂❝❱+♥❡~✷⑥⑦❤✺♦➋❡❈→

� ❡❳♦=❡☎➌❄❢✪♦✒➐✲❤✺❢➓+➀❡❄5⑨❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡❄5➙❣✖❢✪♦=❣✪❡❄❝❂❡❄5✒❡❄+❂❷✴❤❂❝❆❹ ❦ ❧✺❢✫❢✡➐✲❤❂✐♥+♥✐ ❶ ♦=✐ ❦ ➦ ➄➛�❈➜❲➠✦➄➛� 5 ❦ ❝✑❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄5➙❣✖❢✪♦♣♦➋❡❄❧❂❡❄5✪❼ ❶ ❡❄5⑤❹♣❡
❦❄❶ 5⑤❢✪♦=➌✤❡❳♦❞➐❁❤✺❢✍+♥❡✝❣✪❡❄❝❁❹♣✐♥❧❂❡❄❧ ♦ ➇ ➦ ➜❲➠✲➈✭➄➻➠ ❈ � ✎ ➧ ❈ ❣ ❦ 5 ➦ 5⑤❢✍❣ ❦ ❝❂5⑤❢✪♦♣➌❳❡⑨5 ❦❄❶ ♦♣❢☎+♥❡❄5✧❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄5✡❼ ➎ ❣✪❤❂❡❄❝❂❧ ❦ ❢✡+➔➌❳❡❄+ ❦ ♦❣ ❦ ❝❂5⑤❢✪♦=➌✤❡❄❧ ❦ ❢✡5✫❣✖❢✪♦=❣✪❡❄❝ ❦ ❡✚� ✎ ➧ ❈ ❼✷❣ ❦ ♦♣♦♣❢✡5♣❷ ❦ ❝✷❧✺❢✔❡✝+♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧✺❢❻❤❂❝❂❡✦❣✪❤❂♦♣➌✤❡✦❣✖❢✪♦=♦=❡❄❧❂❡❈→
➼ ◗■➵➸➚❿➯➾➵➸➼♣➻❙❘❿➳➸➽❯❚✝➼❲❱✡➳➸➭▲➳❇❘❿➵➸➼♣➯❨❳♣➳➙➽❭➳❋❘➾➽➾➯➾➭➔➼♣➳➺❚✦➯⑥❚✦➳➸➽
✃ 5✡❥❴ ❣ ❦⑦⑧✦❦ 5♣❢✝➊❂❡❄❝ ❢✡5⑤❹♣❤❂❧✷✐♥❡❄❧ ❦ +♥❡❄5✗❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡5☎❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄+⑩❢✡5✗❢✡❝✬5♣❤❂❷③❢✪♦♣~✴❣✪✐⑩❢✡5✗❣ ❦ ❝❆❹⑤❢✡❝✷✐♥❧❂❡❄5✔❢✡❝ ➡ ➢ ➤ ❼✵❷✷❤✺❢✡❧✺❢✡❝❧✺❢✖~✴❝✷✐⑩♦=5⑤❢ ➎ ❢✡5⑤❹♣❤✷❧❂✐♥❡❳♦=5⑤❢✍❢✡❝ ❦ ❹⑤♦ ❦ 5 ❦❄❶ ✝�❢✪❹ ❦ 5✔⑥❄❢ ❦⑦⑧ ❥❢✪❹⑤♦➋✐♥❣ ❦ 5✂❧❂❢❿❧✷✐ ⑧ ❢✡❝❂5♣✐✼❥❦ ❝➂❵➚❛➻❝❴❣ ❦ ❝❆❹⑤❢✡❝✷✐♥❧ ❦ 5✔❢✡❝ ➡ ➢ ➤ →✍➝✭5⑤❹ ❦❢✡5➬❥❤❂❹♣✐♥+✫❣✪❤❂❡❄❝❂❧ ❦ ❢✡+✫❢✡5♣❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❧✺❢✧♠✰❡❄5♣❢✡5✝❹♣✐⑩❢✡❝✺❢❱❧❂✐ ⑧ ❢✡❝✷5♣✐✡❥❦ ❝❞❵ ➎ ❢✡5✑❤❂❝w5♣❤ ❶ ❣ ❦ ❝✣✝⑤❤❂❝❁❹ ❦ ❧✺❢✡+➾❢✡5♣❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❢✡❤✷❣✪+♥✐♥❧✺❢ ❦❝✘➸¡❧❂✐ ⑧ ❢✡❝❂5♣✐ ❦ ❝❂❡❄+4→
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➶

➹
➘➹✧➴❨➷

➘➶ ➴➢➷
➬

✹ ✐⑩⑥⑦❤❂♦(❡ ▲ ➁➙➝➙-♣❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❧✺❢✔♠➒❡❄-⑤❢✡-✫❷✴❡❳♦(❡❿❢✡A▲❷✓❥❢✡❝❂❧❂❤✷A ❦ -♣✐♥❝➑♦ ❦ ❐✡❡ ⑧ ✐⑩❢✡❝❆❹ ❦ →

✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆U✱✴✳➮✼➔❃Y❍ ❜➓❝❂❡➑]❳^❳_❽aYb c ^ c ❢✡❝❂❣✪❡❡✝♣❡❄❧❂❡❿❢✡❝ ➡ ➢ ➤ ❼ c b c a ④ b ② j❽a✺✇①❳② ❵❜❛❞❝↔❼✺❢✡-❾❤❂❝➑-♣❤ ❶ ❣ ❦ ❝✡✝♣❤❂❝❆❹ ❦ ❫■❧✺❢ ➡ ➢ ➤❹♣❡❄A➏➐✲❤✺❢❻❣✪❡❄❧❂❡⑨❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃✴x✗➠ ❫■❢✡-⑤❹❂❥❡✑❣ ❦ ❝❆❹⑤❢✡❝❂✐➀❧ ❦ ❢✡❝✢❤✷❝✎❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ❦ ❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ❼✷❹♣❡❄A➏➐✲❤✺❢➞❦➱❥✒❫✣❢✡- c a ②✡b ①❄④✦① _❸② ① ❡❤❂❝❱❡ ❶ ✐⑩❢✪♦♣❹ ❦ ➴ ➠★➡ ➢❉✃ →✂➝➙-✗❧✺❢✡❣✪✐⑩♦✡❼❸❢✖�✺✐♥-⑤❹⑤❢ ✐ ➁③➴➟➷ ➡ ➢❉✃ ➮➱ ❫❹❥B❦ ➷ ➡ ➢✗➤ ❼▲❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡ ❶ A⑩❢❄❼❸✐♥❝❆➌❄❢✪♦(❹♣✐ ❶ A⑩❢ ➎ ❣ ❦ ❝✐♥❝❁➌❄❢✪♦(-♣❡✦❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡ ❶ A⑩❢❄→
➣✵❡❄-❾-♣❤✺❷❸❢✪♦⑤�③❣✪✐⑩❢✡-✓- ❦ ❝✎A♥❡❄-➾➌❳❡❳♦(✐⑩❢✡❧✷❡❄❧✺❢✡-➾❧✺❢☎❧❂✐ ⑧ ❢✡❝❂-♣✐✡❥❦ ❝✟❧ ❦ -✪→✜➔�➏❉➙✯❁✻✡�●✸❂❅❆✽✰✱★✹✼✸✷✳✵✿✷✯❈✳③✹✼✯✴ 
➹ ❢✡❡ ➃✣➄ ➃●➇ ❺ ➈ ❤❂❝✷❡✚❣✪❤✺♦♣➌❳❡✚❷✷❡❳♦(❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦(✐➀❣✪❡✢❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡✚❢✡❝★A♥❡➑➌❳❡❳♦(✐⑩❢✡❧❂❡❄❧❐❫✓→✑➝➙A➸➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦➆➂➃ ➇ ❺ ➈ ❢✡-☎❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢❡❲A➀❡❲❣✪❤✺♦♣➌❳❡ ❢✡❝➘❢✡A✫❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ➃●➇ ❺ ➈ → «➙❤✺❢✡❧✺❢✧❧✺❢ ⑧✦❦ -⑤❹⑤♦(❡❳♦➋-⑤❢✧➐✲❤✺❢✢❹ ❦ ❧ ❦ -✟A ❦ -✝➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦(❢✡-➑❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❆❹⑤❢✡-✟❢✡❝ ➃ x ❡★A♥❡❄-❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄-✓❷✷❡❳♦(❡ ⑧ ❥❢✪❹⑤♦➋✐♥❣✪❡❄-❾❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧❂❡❄-✫❢✡❝B❫✣➐❁❤❂❢❞❷✴❡❄-♣❡❄❝✚❷ ❦ ♦ ➃✴x ❼✺♠ ❦ ♦ ⑧ ❡❄❝✚❤❂❝➑-♣❤ ❶ ❢✡-⑤❷✴❡❄❣✪✐ ❦ ➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦(✐♥❡❄A➔❧✺❢ ➡ ➢ ➤ ❧✺❢❧❂✐ ⑧ ❢✡❝❂-♣✐✡❥❦ ❝➃❵③→➙➝➙-♣❹⑤❢✔❢✡-⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦➋✐♥❡❄A➔-⑤❢❻A♥A➀❡ ⑧ ❡✎b❽j ° ^⑦±✪a ① ✈³^ ②✛❶ b ② ✈´b❿♣̂❫ b ②➑➃ x µ ➎ -♣❢❻❧✺❢✡❝ ❦ ❹♣❡✝❣ ❦⑦⑧✦❦H❻ ❒✡❮ ❫✒→« ❦ ♦➓❣ ❦ ❝❂-♣❹⑤♦(❤❂❣✪❣✪✐✡❥❦ ❝▲❼❂-(✐ ➃●➇ ❺ ➈ ❢✡-⑤❹❂❥❡⑨❣ ❦ ❝❁❹⑤❢✡❝❂✐♥❧✷❡❿❢✡❝✎A♥❡❿➌❳❡❳♦(✐⑩❢✡❧❂❡❄❧❾❫✓❼✺❢✡❝❆❹ ❦ ❝❂❣✖❢✡-■➂➃●➇ ❺ ➈✒➠ ❻ ❒✣❼ ¹✷❽ ❫✒→

✘✚✯ ✁ ✳●✽✰❅❆✽❆U✱✴✳➮✼➔❃➀º ❜➓❝»±(^ ④➓°❈① ❢✡❝➘A♥❡ ➌❳❡❳♦(✐⑩❢✡❧❂❡❄❧❒❫❭❢✡-⑨❤❂❝✷❡ ♠✰❤✷❝❂❣✪✐✡❥❦ ❝❴➐✲❤✺❢✢❡❲❣✪❡❄❧✷❡ ❷✷❤❂❝❁❹ ❦ ➃ ❧✺❢➂❫❭A♥❢✢➊❂❡❄❣✖❢
❣ ❦ ♦♣♦♣❢✡-♣❷ ❦ ❝✷❧✺❢✪♦✫❤❂❝➑➌❄❢✡❣✖❹ ❦ ♦ ➅■➇✰➃❸➈ ❧✺❢✡A❸❢✡-⑤❷✷❡❄❣✪✐ ❦ ❹♣❡❄❝✺⑥❄❢✡❝❁❹⑤❢☎❢✡❝ ➃ ❡✩❫✒→

➉✗❡❄❧ ❦ ❤✷❝ ❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ➅ ❢✡❝★A♥❡➑➌✤❡❳♦➋✐⑩❢✡❧❂❡❄❧❢❫✒❼✵♦♣❢✡- ❦ A⑩➌❄❢✪♦☎A➀❡➑❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✬❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄A ❦ ♦(❧❂✐♥❝❂❡❳♦➋✐♥❡➟➂➃★➄ ➅✣➇✰➃❸➈ ❼●❢✡-➊❂❡❄A♥A➀❡❳♦✂❹ ❦ ❧❂❡❄-❿A♥❡❄-✍♠✰❤✷❝❂❣✪✐ ❦ ❝✺❢✡- ➃➘➄➍➃●➇ ❺ ➈ ❼➙❣ ❦ ❝■❺ ➠➬➡ ❼ ➡ ✐♥❝❆❹⑤❢✪♦(➌✤❡❄A ❦ ❡ ❶ ✐⑩❢✪♦(❹ ❦ ❧✺❢ ➡ ➢ ❼↔❹♣❡❄A♥❢✡-✦➐❁❤✺❢ ➃●➇ ❺ ➈⑨➠ ❫ ➎➂➃●➇ ❺ ➈❿➄ ➅■➇✰➃●➇ ❺ ➈⑤➈ ❼➙❷✴❡❳♦(❡❱❹ ❦ ❧ ❦ ❺ ➠➬➡ →✬➝➙-⑤❹ ❦ ❢✡➐❁❤✷✐⑩➌✤❡❄A♥❢✟❡❊➊❂❡❄A♥A➀❡❳♦☎❹ ❦ ❧❂❡❄-✦A♥❡❄-❿❣✪❤✺♦♣➌❳❡❄-❿❣ ❦ ❝❆❹⑤❢✡❝❂✐➀❧❂❡❄-✍❢✡❝❮❫»➐✲❤✺❢
- ❦ ❝❴❹♣❡❄❝❂⑥❄❢✡❝❆❹⑤❢✡-✪❼➾❢✡❝Ç❣✪❡❄❧❂❡✬❷✷❤✷❝❆❹ ❦ ➃ ❷ ❦ ♦✝❧ ❦ ❝❂❧✺❢✚❷✷❡❄-♣❡❄❝➔❼✒❡❄A✫❣✪❡ ⑧ ❷ ❦ ❧❂❡❄❧ ❦ ➅■➇✰➃▲➈ →➘➝✭-⑤❹♣❡❄-⑨❣✪❤✺♦(➌✤❡❄-✝- ❦ ❝❛A♥❡❄-
✈➒_⑤^ Ê b♣±✡✈ ① _➋aY^✤j✦✉✛✇① _✆☎✖a➒✈³^✤j Í ➣➏❡✦♠➒❡ ⑧ ✐♥A♥✐➀❡✦❧✺❢❻❹ ❦ ❧❂❡❄-➓A➀❡❄-✢❥❦ ♦ ❶ ✐♥❹♣❡❄-✫❢✡-➓❢✡A❿❄✒✉✴❀ ① µ ① j➋a❀j❽✈´b ④ ^ c a ② ✇^ ④ aY± ① µ↔❡❄- ❦ ❣✪✐♥❡❄❧ ❦ ❡A♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✼❥❦ ❝✢❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡❄AY→

❰



➝✭"▲❹⑤❢ ❦ ♦♣❢ ⑧ ❡✟❧✺❢☎0✭✐♥❣✪❡❳♦6❧✚➌❳❡❄"⑩❢❻❷✷❡❳♦➋❡✝➌❳❡❳♦6✐⑩❢✡❧❂❡❄❧✺❢✡B❙❫✒❼✴❣ ❦ ❝✧" ❦ B ⑧ ✐➀B ⑧✦❦ B➾❢✡❝✲❤❂❝❂❣✪✐♥❡❄❧ ❦ ➎ ❷❂♦6❤✺❢ ❶ ❡✦➐✲❤✺❢❻❢✡❝ ✎ → ➭ ❼B♣❤❂B♣❹♣✐⑩❹♣❤ ➎ ❢✡❝❂❧ ❦ "♥❡❿❷✴❡❄"♥❡ ❶ ♦6❡✦B♣❤❂❷③❢✪♦♣S✴❣✪✐⑩❢❄❼✲❷ ❦ ♦❾➌✤❡❳♦6✐♥❢✡❧❂❡❄❧▲→

✁❙$▲✁✗✆✟☛✂✞✤☛✂✞✤✄➑✜
➧ → ➹ ❢✡❡✦❢✡❝✢➴ ➄%&❁➇✰➃✵➜ ➞ ➈➾➠✎➡ ➢ ❈ ➁ q❬)r➃*) ⑧ ➦ ➜♣q,) ➞ ) ⑧ ❈❡. ❼❂❢✡"➏B♣✐♥B⑤❹⑤❢ ⑧ ❡

➂➃ ➄ / ➦ ➇ ⑧ ➦ v ➃❸➈ ➞✍v❐1 ➦ ➃➂➞ ➄ / ❈ ➇ ⑧ ❈ v✬➞ ➈z➃ v❐1 ❈ ➞
❧ ❦ ❝❂❧✺❢ / ➦ ➜❲/ ❈ ➜ 1 ➦ ➜ 1 ❈ ➜ ⑧ ➦ ➜ ⑧ ❈ B ❦ ❝✎❣ ❦ ❝❂B⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢✡B➓♦♣❢✡❡❄"⑩❢✡B➾❷ ❦ B♣✐⑩❹♣✐♥➌✤❡❄B✪→
❡ ➈ ✺✗♦6❡✤S✴❣✪❡❳♦➓"➀❡❄B✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄B✫❢✡❝✢➴✗❼❂❧❂✐♥B6❣✪❤✺❹♣✐⑩❢✡❝❂❧ ❦ B⑤❢✪⑥✓❥❤❂❝✢"♥❡❄B✫❣ ❦ ❝❂B⑤❹♣❡❄❝❁❹⑤❢✡B❞❧❂❡❄❧❂❡❄B✪→
❶ ➈ ➝✭B⑤❹♣❡❄B✗❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐ ❦ ❝❂❢✡B✔❣ ❦ ♦♣♦♣❢✡B⑤❷ ❦ ❝❂❧✺❢✡❝ ❡➑❤❂❝ ⑧✦❦ ❧❂❢✡" ❦ ❧❂❢✂❢✪➌ ❦ "♥❤✷❣✪✐✡❥❦ ❝ ❧✺❢❿"♥❡⑨⑥ ❦ ❝ ❦ ♦♣♦♣❢✡❡➑❢✡❝❊❤❂❝❂❡❷ ❦❄❶ "➀❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✢❧✺❢❬⑧ ➦ ➊ ❦⑦⑧✂❶ ♦♣❢✡B ➎ ⑧ ❈ ⑧ ❤✡✝⑤❢✪♦♣❢✡B✪❼③❣ ❦ ❝❱❤✷❝❂❡✝❹♣❡❄B♣❡ / ➦ ❧✺❢✍❣ ❦ ❝❆❹♣❡❳⑥⑦✐ ❦ ❧✺❢✍➊ ❦⑦⑧✂❶ ♦♣❢✡B✪❼❸❤❂❝❂❡❹♣❡❄B6❡ / ❈ ❧✺❢❻❣ ❦ ❝❁❹♣❡❳⑥⑦✐ ❦ ❧✺❢ ⑧ ❤✡✝⑤❢✪♦♣❢✡B✪❼❂❤✷❝❂❡❿❹♣❡❄B♣❡✩1 ➦ ❧✺❢✔❣✪❤✺♦6❡✦❧✺❢❻➊ ❦⑦⑧☎❶ ♦6❢✡B✪❼ ➎ ❤❂❝✷❡❿❹♣❡❄B♣❡✦❧✺❢❻❣✪❤✺♦6❡,1 ❈❧❂❢ ⑧ ❤✡✝⑤❢✪♦♣❢✡B✪→

➹ ❢✪⑥✒❥❤❂❝✎"♥❡❄B➾⑥❄♦✴❥❡✤S✴❣✪❡❄B❾❧✺❢❻"➀❡❿❷✷❡❳♦♣❹⑤❢☎❡ ➈ ❼ ❧ ❢✡B✫❷ ❦ B♣✐ ❶ "⑩❢❞❢✪♦♣♦6❡❄❧❂✐♥❣✪❡❳♦✫"➀❡❿❢✡❝✺♠❀❢✪♦ ⑧ ❢✡❧❂❡❄❧ ♠
✎ →❙✺✗♦6❡✤S✴❣✪❡❳♦➓"➀❡❄B✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄B ➇ ❦ ♦6✐⑩❢✡❝❁❹❂❥❡❄❝❂❧ ❦ "♥❡❄B➾❷✴❡❳♦6❡❿❺✒❣✖♦6❢✡❣✪✐⑩❢✡❝❆❹⑤❢ ➈ ❧✺❢❻"♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✼❥❦ ❝✢❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐➀❡❄"✴❢✡❝ ➡ ➢ ❈ ➁

➇ ➂➃➏➜ ➂➞ ➈➸➄❭➇❂/❁➃➏➜ 1➋➞ ➈
❧✷✐♥B♣❣✪❤✺❹♣✐⑩❢✡❝✷❧ ❦ B⑤❢✪⑥✒❥❤❂❝✚❢✡"➔B6✐⑩⑥⑦❝ ❦ ❧✺❢ /✑➎ 1✾→

▲ →❙✺✗♦6❡✤S✴❣✪❡❳♦➓"➀❡❄B✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄B❾❧✺❢❻"♥❡❿❢✡❣✪❤❂❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✧❧❂✐⑩♠✰❢✪♦♣❢✡❝❂❣✪✐♥❡❄"③❢✡❝ ➡ ➢ ❈ ➁
➇ ➂➃➏➜ ➂➞ ➈➸➄❭➇❂/❁➃❿� ➞ ➜❲/ ➞ ➈

❧✷✐♥B♣❣✪❤✺❹♣✐⑩❢✡❝✷❧ ❦ B⑤❢✪⑥✒❥❤❂❝✚❢✡"➔B6✐⑩⑥⑦❝ ❦ ❧✺❢ / →
▼✺→❙✺✗♦6❡✤S✴❣✪❡❳♦➓"➀❡❄B✎❥❦ ♦ ❶ ✐⑩❹♣❡❄B✫❢✡❝ ➡ ➢ ❈ ❧✺❢❻"♥❡❿❢✡❣✪❤✷❡❄❣✪✐✡❥❦ ❝✢❧❂✐♥♠❀❢✪♦♣❢✡❝✷❣✪✐♥❡❄"�➁

➇ ➂➃✵➜ ➂➞ ➈↔➄❭➇❂/❁➃ v①16➞ ➜ 1 ➃❿�❑/ ➞ ➈
❣ ❦ ❝➂1 ➤➄➛q ❼✷❧❂✐♥B6❣✪❤✺❹♣✐⑩❢✡❝❂❧ ❦ B⑤❢✪⑥✓❥❤❂❝✢❢✡"▲B♣✐⑩⑥⑦❝ ❦ ❧❂❢ / →

→ → ➹ ❢✡❡ ➂➃➑➄④B➓➃ ❼✴❧ ❦ ❝❂❧✺❢ ➃❱➠✢➡ ➢ ❈ ❼ ➎➃B ❢✡B❾❤❂❝❂❡ ⑧ ❡❳❹⑤♦6✐♥❐ ✎ � ✎ ❼✷❧✺❢✔❹✲❥❢✪♦ ⑧ ✐♥❝ ❦ B❾❣ ❦ ❝✷B⑤❹♣❡❄❝❆❹⑤❢✡B➓♦♣❢✡❡❄"⑩❢✡B✡→
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CAPITULO INTERMEDIO ENTRE II Y III

SISTEMAS DINAMICOS

En este caṕıtulo consideraremos propiedades topológicas generales de los sistemas dinámicos
continuos. Estas propiedades serán, en particular, aplicables a la solución general φ(x, t) de una
ecuación diferencial autónoma ẋ = X(x), con X lipschitziana y continua, definida para cada x en
una variedad M (que puede ser un abierto de Rn), después de una adecuada reparametrización.
(Ver ejercicio 3)

1 Sistemas dinámicos en espacios topológicos

De ahora en adelante M será un espacio topológico de Haussdorf con bases locales numerables.
Para quien no conozca qué es eso, digamos que es una generalización (mucho más general)

abstracta de cualquier subconjunto M del espacio eucĺıdeo Rn, munido de la “topoloǵıa”heredada
de Rn. (Una topoloǵıa en un conjunto M es la familia de todos los subconjuntos abiertos en M .

Un subconjunto de M es abierto en M si es la intersección de un abierto de Rn con M . Un
entorno en M de un punto x de M es un abierto en M que contiene al punto x.

Que el espacio M es topológico, quiere decir que está definida la familia de abiertos en M .
Que es de Haussdorf quiere decir que dados dos puntos distintos de M existen entornos de ellos
disjuntos.

Que el espacio M tiene bases locales numerables, quiere decir que dado un punto p de M existe
una colección numerable de entornos de p en M , V1(x) ⊃ V2(x) ⊃ . . . ⊃ Vi(x) ⊃ . . . tales que
cualquier otro entorno de p en M contiene a algún Vi(p) de la colección. Si M es un subconjunto
de Rn, una base local numerable de entornos del punto p, en M es la colección de bolas abiertas
de centro p y radio 1/n, intersectadas con M , para todo p natural mayor que cero.

Como caso particular M puede ser una variedad de dimensión k encajada en Rn, aunque su
estructura diferenciable no será necesaria para desarrollar la teoŕıa topológica de este caṕıtulo.

Definición 1.1 Una función φ : M ×R 7→M continua, es un sistema dinámico de variable real,
o también flujo en M , si φ(p, 0) = p para todo p ∈ M y φ(p, t1 + t2) = φ(φ(p, t1), t2) para todos
t1 y t2 reales, para todo x ∈M .

Observaciones
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1. Sea t1 ∈ M cualquiera.La función φt1 : M 7→ M que se obtiene fijando t = t1 en φ(p, t),
es un homeomorfismo (esto es, es continua, invertible, y con inversa continua). En efecto
φt1 ◦ φ−t1 = φt1−t1 = φ0 = Id y análogamente φ−t1 ◦ φt1 = id. La inversa de φt1 es φ−t1 .

2. Sea p0 cualquiera. La función φ(p0, ·) : R 7→ M que se obtiene fijando p = p0 en φ(p, t), es
la parametrización de una curva continua orientada (según t creciente), que se llama órbita
o trayectoria de p0. A veces también se llama órbita o trayectoria a la traza de esa curva, o
sea al conjunto imagen de la función φ(p0, ·), que denotaremos como o(p0).

o(p0) = {φ(p0, t) : t ∈ R}

3. Dos órbitas distintas no se intersectan, pues si lo hicieran existiŕıa p2 ∈ o(p0 ∩ o(p1). Luego
p2 = φ(p0, t0) = φ(p1, t1). Para todo t real se cumple φ(p0, t) = φ(p0, t0 + t − t0) =
φ(φ(p0, t0), t− t0) = φ(p2, t− t0) = φ((φ(p1, t1), t− t0) = φ(p1, t+ t1 − t0). Entonces o(p0) ⊂
o(p1). Simétricamente se cumple la inclusión opuesta, y entonces las órbitas coinciden.

4. Si un punto p0 es tal que existen t0 6= t1 tales que φ(p0, t0) = φ(p0, t1) entonces, o bien p0

es un punto fijo del flujo (es decir φ(p0, t) = p0 para todo t, y o(p0) = {p0}), o bien p0 es
periódico de peŕıodo T > 0 (es decir φ(p0, t+ T ) = φ(p0, t) para todo t real, y φ(p0, t) 6= p0

para todo t que no sea múltiplo entero de T ). En el caso que p0 sea periódico la órbita por
p0 es una curva cerrada y rećıprocamente.

Prueba:

Para demostrar la afirmación, (tomando t0 − t1 6= 0 en lugar de t0 y 0 en lugar de t1), basta
probar que si φ(p0, t0) = p0, con t0 6= 0 y p0 no es un punto fijo, entonces es peródico con
peŕıodo T > 0. Sea

G(t) = {t ∈ R : φ(p0, t) = p0}

(a) 0 ∈ G

(b) Si t1 y t2 pertenecen a G entonces t1 + t2 también.

Esto es porque φ(p0, t1 + t2) = φ(φ(p0, t1), t2) = φ(p0, t2) = p0.

(c) Si t1 ∈ G entonces −t1 ∈ G.

Esto es porque p0 = φ(p0, t1 − t1) = φ(φ(p0, t1),−t1) = φ(p0,−t1).

Un subconjunto G de reales que cumpla las propiedades a),b) y c), se llama subgrupo
de reales.

(d) Además G es un conjunto cerrado de reales, pues si tn ∈ G es una sucesión de reales
tal que tn → t̄ ∈ R, entonces t̄ ∈ G. En efecto, φ(p0, tn) = p0 para todo n. Haciendo
n→ ∞, como la función φ es continua, se obtiene φ(p0, t̄) = p0.

(e) El subgrupo G es no trivial, (esto es: G no es todo R y no se reduce a {0}). En
efecto, G no es todo R porque p0 no es punto fijo. Además, por hipótesis t0 6= 0 y
φ(p0, t0) = p0, lo que significa que t0 ∈ G.
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Todo lo anterior se resume en que G es un subgrupo cerrado y no trivial de reales. Para
terminar la prueba basta demostrar la siguiente afirmación:

Todo subgrupo G cerrado y no trivial de reales es el conjunto de múltiplos enteros de un
cierto real T > 0.

En efecto, sea G+ = {T ∈ G : t > 0}. Como G es no trivial, existe algún g ∈ G, con g 6= 0.
Entonces |g| ∈ G+ y G+ es no vaćıo.

Sea T = inf G+.

T > 0 pues si fuera T = 0, existiŕıa, para todo natural n ≥ 1 un real tn ∈ G+ tal que 0 <
tn < 1/n (por definición de ı́nfimo). Sea para cada x ∈ R y para cada n ≥ 1 el número entero
ent(x/tn) (parte entera de x/tn). Se cumple que 0 ≤ x/xn − ent(x/tn) < 1. Multiplicando
por tn se tiene 0 ≤ x − tnent(x/tn) < Tn < 1/n. Entonces tnent(x/tn) →n→∞ x. Pero
tn ∈ G siendo G un subgrupo de reales, y ent(x/tn) es un número entero. Multiplicar por
un número entero es sumar una cantidad natural de veces y eventualemtne tomar el opuesto
del resultado. Entonces ent(x/tn) ∈ G, y como tiende a x y G es cerrado, entonces x ∈ G.
Luego, suponiendo que T fuera igual a cero hemos llegado a que G contiene a todo x real,
y G seŕıa trivial. Hemos probado que T > 0.

Por definición de ı́nfimo, existe tn → T con tn ∈ G+. Pero G es cerrado. entonces T ∈ G.
Como T > 0, se tiene T ∈ G+. Es decir T es el m9́nimo de G+.

Es inmediato que todos los múltiplos enteros de T están en G, porque T está en G y G es
un subgrupo de reales. Veamos que G no contiene otros reales. Sea t ∈ G. Tomando la
parte entera de t/T , se obtiene 0 ≤ T ((t/T ) − ent(t/T ) < T . Pero entonces tenemos el real
t−T ent(t/T ) que es mayor o igual que cero, está en G y es menor que el m9́nimo T de G+.
Esto significa que ese real debe ser cero, o sea, t es múltiplo de T .

En lo que sigue Z es el conjunto de los números enteros.

Definición 1.2 Un sistema dinámico de variable entera, en M es una sucesión bi-infinita de
funciones fn : M 7→M continuas, una para cada n ∈ Z, tales que f0 = Id y fn ◦ fm = fn+m para
todos n y m enteros.

Dado un flujo, o sistema dinámico φ(p, t) en M de variable real, se tiene un sistema dinámico
de variable entera tomando fn(p) = φ(p, n) para todo n ∈ Z. Sin embargo, no todo sistema
dinámico de variable entera proviene de un flujo en el mismo espacio M tomando los tiempos t
enteros.

Observaciones:

1. fn es un homeomorfismo con inversa f−n.

2. Fijado p0, la sucesión de puntos de M definida como pn = fn(p0), para n ∈ Z se llama
trayectoria , u órbita de p0. A veces también se llama trayectoria u órbita al conjunto de
todos los puntos pn.

o(p0) = {p ∈M : p = fn(p0) para algún entero n}
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3. Dos trayectorias distintas no se intersectan.

4. Si para cierto punto p0 existen enteros n0 y n1 diferentes tales que fn0
(p0) = fn1

(p0),
entonces, o bien p0 es un punto fijo del sistema (es decir, fn(p0) = p0 para todo n ente-
ro, yo(p0) = {p0}), o bien p0 es un punto peródico de peŕıodo natural N > 1 (es decir,
fn+N (p0) = p0 para todo n entero, y fn(p0) 6= p0 si n no es múltiplo entero de N).

Prueba:

fn0
(p0) = fn1

(p0) implica que fn0−n1
(p0) = fn1

−1 ◦ fn0
(p0) = p0. Como n1 6= n0, y p0 no es

punto fijo, el conjunto G = {n ∈ Z : fn(p0) = p0} es no vaćıo, y diferente de todo Z. Tiene
un mı́nimo natural positivo N que no es uno.

Se cumple fN (p0) = p0, y para todo n entero fn+N (p0) = fn ◦ fN (p0) = fn(p0).

Es inmediato que G contiene a todos los múltiplos enteros de N . Ahora veamos que coincide
con el conjunto de los múltiplos enteros de N . Dado n inG, haciendo la división entera entre
N , se tiene n = mN +r con 0 ≤ r < N . Siendo p0 = fn(p0) = fr ◦fmN (p0) = fr(p0) se tiene
que r ∈ G y es no negativo, menor que el mı́nimo natural positivo N de G. Esto implica
que r = 0.

Definición 1.3 Dado un homeomorfismo f : M ∈M , se llama sistema dinámico por iterados de
f al definido mediante

fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f n veces, si n > 0
fn = f−1 ◦ f−1 ◦ . . . ◦ f−1 |n| veces, si n < 0
f0 = Id

Se usa la notación fn para indicar la composición de f consigo misma n veces, si n es natural, y
la inversa de la compuesta de f consigo misma |n| veces, si n es entero negativo.

Observaciones

Todo sistema dinámico con parámetro entero es obtenido por iterados de un homeomorfismo f
(ver ejercicio 4). Por eso se identifica el sistema dando simplemente la transformación f : M 7→M
continua, invertible y con inversa continua.

Si φ(p, t) es un flujo, entonces tiene asociado un sistema dinámico de variable entera, por
iterados de φ(·, 1) (la transformación de tiempo uno). El rećıproco no es cierto: no todo sistema
dinámico de variable entera, es obtendio por iterados de la transformación de tiempo uno de un
flujo, en el mismo espacio M (ver ejercicio 5). Pero śı puede darse una versión que requiere
agrandar el espacio (ver ejercicio 6): todo sistema dinámico de variable entera es el sistema
dinámico por iterados de la transformación de tiempo uno de un flujo, en un espacio M ′ que
contiene a M , llamado suspensión.

Dada una ecuación diferencial autónoma ṗ = X(p) en, por ejemplo una variedad M de di-
mensión tres, (que puede ser un abierto de R3), considérese su flujo asociado φ(p, t). Supóngase
que existe, contenida en M , una superficie compacta S tal que para todo p ∈ S hay un tiempo
Tp > 0 en que la órbita por p vuelve a estar en S, es decir φ(p, Tp) ∈ S. Considérese la función
f : S 7→ S definida por f(p) = φ(p, Tp). Bajo ciertas condiciones hipotéticas, f resulta continua.
(Por ejemplo si el campo X de la ecuación diferencial autónoma es transversal a la superficie S
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en todos los puntos de S). La superficie S se llama, en ese caso sección de Poincaré del flujo,
y la transformación f es el mapa de Poncaré. El mapa de Poncaré no tiene en general, nada
que ver con la tranformación de tiempo uno del flujo, pero mejor que ella refleja propiedades
topológicas del flujo. El sistema dinámico por iteradas del mapa de Poincaré f tiene órbitas que
son subconjuntos de puntos de las órbitas del flujo dado. Los puntos periódicos de f (incluyendo
los puntos fijos de f), corresponden a las órbitas periódicas del flujo que intersectan a la superficie
S, y rećıprocamente. En general, toda la teoŕıa cualitativa topológica que desarrollaremos, es
aplicable al flujo, pero pueden sacarse conclusiones estudiándolas solo referidas la mapa de Pon-
caré f . La estabilidad de las órbitas del flujo que intersectan a S puede estudiarse trabajando con
las trayectorias del mapa de Poincaré. Este tiene la ventaja frente a la transformación de tiempo
uno, y frente al flujo mismo, que es una transformación en un espacio S de dimensión menor que
la del espacio M donde está definido el flujo.

2 Omega y Alfa ĺımites

Sea Φ(p, t) un sistema dinámico de variable real en el espacio M . (Sea f un sistema dinámico de
variable entera en el espacio M).

Definición 2.1 Un subconjunto A ⊂ M es invariante si φ(A, t) ⊂ A para todo t ∈ R (respecti-
vamente fn(A) ⊂ A para todo n entero).

Se observa que A ⊂M es invariante si y solo si φ(A, t) = A para todo t real (respectivamente
f(A) = A ). En efecto: φ(A,−t) ⊂ A para todo t real, implica que φ(φ(A,−t), t) ⊂ φ(A, t) para
todo t real. Entonces A = φ(A, 0) = φ(φ(A,−t), t) ⊂ φ(A, t) ⊂ A. Entonces A = φ(A, t) para
todo t real.

Los subconjuntos invariantes son aquellos que se mantienen incambiados en el tiempo. Se
caracterizan porque, por definición, si contienen a un punto p0 entonces contienen a toda la órbita
de p0

Definición 2.2 Se llama semiórbita positiva de p0, o semitrayectoria positiva de p0, a la curva
paramétrica orientada, dada por la función φ(p0, ·) : [0,+∞) 7→ M . A veces también se llama
semiórbita positiva a la traza de esa curva, es decir al conjunto de puntos en M dado por

o+(p0) = {φ(p0, t) para algún t ≥ 0}

En forma similar, para los sistemas dinámicos de variable entera, asociado a los iterados de
f : M 7→ M , se llama semitrayectoria positiva de p0 a la sucesión de puntos fn(p0) para n ≥ 0
natural. A veces se llama semitrayectoria positiva al conjunto de puntos en M dado por

o+(p0) = {fn(p0) para algún natural n ≥ 0}

Se define semiórbita o semitrayectoria negativa de p0 de manera análoga, sustituyendo t ≥ 0
por t ≤ 0 (respectivamente n ≥ 0 natural, por n ≤ 0 entero). La semiórbita negativa de p0 se
denota como o−(p0).
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Sea ahora φ(p, t) un flujo en M , y p0 un punto de M .

Definición 2.3 Se llama ω−ĺımite (omega-ĺımite) de p0 al conjunto de puntos dado por:

ω(p0) = {q ∈M : Existe alguna sucesión de reales tn → +∞ que cumple φ(p0, tn) →n→∞ q}

Se llama α−ĺımite ( alfa-ĺımite) de p0 al conjunto de puntos dado por:

α(p0) = {q ∈M : Existe alguna sucesión de reales tn → −∞ que cumple φ(p0, tn) →n→∞ q}

El conjunto omega-ĺımite de un punto tiene interés porque en sistemas provenientes de distintas
ramas de la ciencia, puede interesar tanto el comportamiento transitorio (la órbita), como el
comportamiento asintótico cuando el tiempo tiende a infinito. El conjunto omega-ĺımite es el
conjunto a donde se acerca, (lo alcance o no), la semiórbita positiva del punto. Digamos que es
donde muere la órbita, si tiene algún sentido decir esto aún cuando la órbita dé infinitas vueltas,
y no exista un punto ĺımite de φ(p0, t) cuando t→ ∞.

Puede suceder que alguna semiórbita positiva (y también alguna negativa) sea densa en el
espacio (es decir se acerque tanto como se quiera, a cualquier punto del espacio). Esto significaŕıa
que el conjunto omega-ĺımite correspondiente es todo el espacio.

Por ejemplo esto sucede en el llamado flujo irracional del toro . El toro es una superficie
que se obtiene, por ejemplo girando una circunferencia generatriz alrededor de un eje que no
la corta y que está en el mismo plano de la circunferencia generatriz (el toro es la superficie
de una rueda de sección circular). Todo el toro menos la circunferencia generatriz y menos la
circunferencia ortogonal con la generatriz de radio máximo, es homeomorfo a un cuadrado plano.
(Dos conjuntos son homeomorfos cuando existe un homeomorfismo h que lleva uno en el otro, es
decir una tranformación h continua, invertible con inversa continua).

Considérese en el cuadrado la función ψ(x, t) = x + vt, donde v es un vector fijo cualquiera
de pendiente irracional (tomando como ejes los lados del cuadrado), x es un punto cualquiera
del cuadrado y t es un número real (tal que ψ(x, t) pertenezca al cuadrado). Llévese por el
homeomorfismo h esta función ψ a la superficie del toro. (Es decir dado p en el toro, considérese
φ(p, t) = h−1(ψ(h(p), t)). La función aśı definida puede extenderse continuamente para todo t
real y para todo p del toro, y constituye un flujo, llamado flujo irracional (porque la pendiente del
vector v es irracional).

Las órbitas del flujo irracional son curvas que dan infinitas vueltas enrollándose por la superficie
del toro, sin cerrarse nunca. Puede demostrarse que las semiórbitas positivas (y también las
negativas) son densas en la superficie del toro. Por lo tanto, los conjuntos omega y alfa ĺımites
son toda la superficie del toro (ver ejercicio 12). Sin embargo cada órbita no es todo el toro.

Observaciones

1. Si la órbita por p0 es peródica, o si p0 es un punto fijo, entonces ω(p0) = α(p0) = o(p0) =
o+(p0) = o−(p0).
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2. ω(p0) ⊂ o+(p0) ⊂ ø(p0).

α(p0) ⊂ o−(p0) ⊂ ø(p0).

(A indica el conjunto clausura o adherencia de A, esto es la unión de A con el conjunto de
sus puntos de acumulación).

3. ω(φ(p0), t)) = ω(p0) para todo t real.

α(φ(p0), t)) = α(p0) para todo t real.

Prueba Si q ∈ ω(p0) existe tn → +∞ tal que q = limn→∞ φ(p0, tn). Fijado t real, la sucesión
tn − t también tiende a +∞. Luego, q = limn→∞ φ(φ(p0, t), tn − t) ∈ ω(φ(p0, t)).

Lo anterior prueba que ω(p0) ⊂ ω(φ(p0, t)) para todo resl t, y para todo punto p0. En
particular vale para −t en lugar de t y y para φ(p0, t) en lugar de p0. Se obtiene aśı la
inclusión opuesta.

En forma similar se demuestra la afirmación referente al conjunto α- ĺımite.

Lo anterior dice que los conjuntos ω− ĺımite y α− ĺımite son inherentes a las órbitas, más
que a los puntos. Es decir todos los puntos de una misma órbita tienen los mismos ω-ĺımite
y α−ĺımite.

Teorema 2.4 Los conjuntos ω(p0) y α(p0) son invariantes y cerrados.

Prueba: La invariancia de ω(p0) se demuestra verificando que si q ∈ ω(p0) entonces φ(q, t) ∈
ω(p0) para todo t real. En efecto si q = limn→∞ φ(p0, tn) con tn → +∞, entonces fijado t
real cualquiera φ(q, t) = limn→∞ φ(φ(p0, tn), t) = limφ(p0, tn + t) con t + tn → +∞. Luego
φ(q, t) ∈ ω(p0) como se queŕıa demostrar.

Para demostrar que ω(p0) es cerrado, tomemos un punto de acumulación r de ω(p0) y probemos
que r ∈ ω(p0). En todo entorno V de r existe algún punto q ∈ ω(p0), siendo entonces q =
limφ(p0, tn) con tn → +∞.

Como q ∈ V , y por la definición de ĺımite, existe algún T = tn (para cierto n), que puede
elegirse tan grande como se desee porque tn → +∞, tal que φ(p0, T ) ∈ V .

Sea V1 ⊃ V2 ⊃ . . . ⊃ Vj ⊃ . . . una base local numerable de entornos del punto r. Para cada
uno de ellos elijamos Tj de modo que Tj+1 > Tj y φ(p0, Tj) ∈ Vj . Entonces φ(p0, Tj) →j→∞ r con
Tj → +∞. Es decir r ∈ ω(p0).

Las afirmaciones para el conjunto alfa-ĺımite se demuestran en forma similar.

Definición 2.5 Sea un sistema dinámico con variable entera, definido por iterados de un homeo-
morfismo f : M 7→ M . Sea p0 un punto de M . Se llama ω-ĺımite de p0 (omega-ĺımite de p0) al
conjunto

ω(p0) = {q ∈M : Existe alguna sucesión de naturales nj → ∞ tal que fnj (p0) → q}

Se llama α-ĺımite de p0 (alfa-ĺımite de p0) al conjunto

α(p0) = {q ∈M : Existe alguna sucesión de naturales nj → ∞ tal que f−nj (p0) → q}
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Las observaciones y el teorema anteriores valen también para los conjuntos ω y α- ĺımite en
sistemas dinámicos con variable entera (ver ejercicio 8).

En cambio, en el siguiente teorema, la afirmación sobre conexión vale exclusivamente para
flujos, y no para la dinámica de iterados de f .

Teorema 2.6 Sea φ : M × R 7→ M un flujo en M . Sea p0 un punto de M . Si la semiórbita
positiva de p0 tiene adherencia compacta, entonces el conjunto ω-ĺımite de p0 es no vaćıo, compacto
y conexo.

Análogamente si la semiórbita negativa de p0 tiene adherencia compacta, entonces el conjunto
α-ĺımite de p0 es no vaćıo, compacto y conexo.

Prueba: Recordemos las siguientes propiedades de los conjuntos compactos:

1. Una sucesión de puntos contenida en un conjunto compacto tiene siempre alguna subsucesión
convergente a un punto del compacto.

2. Todo subconjunto cerrado contenido en uno compacto, es también compacto.

Se tiene φ(p0, n) ∈ o+(p0) ⊂ o+(p0) para todo n natural. Tiene una subsucesión convergente:
φ(p0, nj) →j→∞ q, con nj → +∞. Por definición q ∈ ω(p0), es decir, ω(p0) es no vaćıo.

Como ω(p0) es un conjunto cerrado contenido en o+(p0) que por hipótesis es compacto, es
también compacto.

Recordemos la definición de conjunto conexo: un conjunto es conexo si no puede cubrirse con
dos abiertos disjuntos que lo intersecten. Supongamos por absurdo que A y B son dos abiertos
en M disjuntos que intersectan a ω(p0): A ∪ B ⊃ ω(p0), y existen puntos q1 ∈ A ∩ ω(p0) y
q2 ∈ B ∩ ω(p0). Por lo tanto existen sucesiones de reales tn → +∞ y sn → +∞, tales que
q1 = limφ(p0, tn) y q2 = limφ(p0, sn).

Tomando subsucesiones adecuadas de tn y sn, puede suponerse que t1 < s1 < t2 < s2 < . . . <
tn < sn < tn+1 < sn+1 < . . .. Para todo n ≥ N se cumple que φ(p0, tn) ∈ A porque A es un
entorno del punto ĺımite q. Análogamente φ(p0, sn) ∈ B.

El arco de curva φ(p0, t) con tn ≤ t ≤ sn es conexo, entonces los abiertos disjuntos A y B que
cortan a ese arco respectivamente en φ(p0, tn) y φ(p0, sn) no pueden cubrir al arco. Esto dice que
existe algún punto φ(p0, un) en el arco, que no está ni en A ni en B.

Como tn < un < sn, tenemos que un → +∞.
Siendo φ(p0, un) una sucesión de puntos contenida en el conjunto compacto o+(p0), existe una

subsucesión convergente φ(p0, unj
) →j→∞ q. Entonces q ∈ ω(p0).

Por otro lado φ(p0, unj
) no pertenece a A ∪ B, es decir pertenece al complemento de A ∪ B.

Como A ∪ B es abierto, su complemento es cerrado. El ĺımite de una sucesión de puntos de un
cerrado pertenece al mismo cerrado. Entonces q está en el complemento de A ∪ B. Es decir
encontramos un punto de ω(p0) que no está en A ∪ B, y por lo tanto A ∪ B no cubre a ω(p0)
contra lo supuesto.

Notas:
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1. El teorema, excepto la afirmación de que ω(p0) es conexo, es cierto también para sistemas
dinámicos de variable entera, con prácticamente la misma demostración.

2. La tesis de conexión del conjunto omega-ĺımite no es cierta para sistemas dinámicos de
variable entera (ver ejercicio 9).

3. Si o+(p0) no es compacto, entonces ω(p0) puede ser vaćıo, o ser no vaćıo pero no conexo (ver
ejercicio 10).

4. En algunos espacios topológicos particulares (por ejemplo en subconjuntos de Rn), vale una
especie de rećıproco de este teorema: si ω(p0) es compacto y no vaćıo, entonces o+(p0) es
compacto, y además resulta ser ω(p0) conexo (ver ejercicio 11).

Bibliograf́ıa para este caṕıtulo:

J. SOTOMAYOR: Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. Projeto Euclides. IMPA Rio de
Janeiro.

NEMITSKII-STEPANOV: Qualitative theory of differential equations.

EJERCICIOS

1. Sea la ecuación diferencial no autónoma en Ω ⊂ Rn ×R, abierto,

ẋ = X(x, t) (1)

con X continua y lipschitziana respecto a la variable x. Sea φ(x0, t0, t) la solución general.

Considérese la función Y : Ω 7→ Rn+1 dada por Y (x, λ) = (X(x, λ), 1) para todo (x, λ) ∈ Ω.

Sea la ecuación diferencial autónoma ẏ = Y (y) definida para y ∈ Ω.

(a) Probar que Y es continua y lipschitziana. Sea ψ(y0, t) la solución de ẏ = Y (y) tal que
en t = 0 vale y0. Siendo y0 = (x0, λ0) ∈ Omega ∈ Rn × R, probar que ψ(y0, t) =
(φ(x0, λ0, t+ λ0), t+ λ0)

(b) Probar que las gráficas en Ω de las soluciones φ(x0, t0, λ) de la ecuación diferencial no
autónoma dada, son las órbitas de la ecuación diferencial autónoma en y.

2. (a) Sea ẋ = X(x) con X : Ω ⊂ Rn 7→ Rn continua y lipschitziana, Ω abierto de Rn,
una ecuación diferencial autónoma. Sea ϕ(x0, t0, t) la solución por (t0, x0) para t en
su intervalo maximal. Probar que ϕ(x0, t0, t) = ϕ(x0, 0, t − t0) (para t donde estén
definidas). Se denotará como φ(p, t) a ϕ(p, 0, t).

(b) Probar que si Ω = Rn y si X es continua, lipschitziana, y acotada, entonces el intervalo
maximal de las soluciones es (−∞,∞) y que φ(p, t) es un sistema dinámico en Rn.
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3. (a) Sea a : Ω ⊂ Rn 7→ R una función siempre positiva, continua y lipschitziana, definida
en el abierto Ω de Rn, y sea X : Ω 7→ Rn un campo también continuo y lipschit-
ziano, definido en el mismo Ω. Se consideran las ecuaciones diferenciales autónomas
ẋ = X(x) y ẏ = a(y)X(y). Probar que las órbitas de ambas, como conjuntos, coin-
ciden. Sugerencia: Si φ(p, t) es la solución de la primera, y ψ(p, s) la de la segunda,
entonces tomar t(p, u) =

∫ u
0
a(ψ(p, s)) ds y verificar que es una reparametrización que

hace ψ(p, u) = φ(p, t(p, u)).

(b) Demostrar que las órbitas de cualquier ecuación diferencial autónoma ẋ = X(x) con
X continua y lipschitziana en todo IRn, coinciden como conjuntos, (y como curvas
orientadas) con las órbitas de un sistema dinámico de variable real en Rn. (Sugerencia:
considerar la ecuación ẋ = X(x)/(1 + ‖X(x)‖) y el ejercicio 2 parte b).

(c) Demostrar lo mismo que en la parte anterior pero cuando X está definida solo en un
abierto Ω ⊂ Rn diferente de todo Rn. Sugerencia: Considerar a(x) = distancia de x al
complemento de Ω, y la ecuación diferencial ẋ = a(x)X(x)/(1+a(x)‖X(x)‖) que tiene
soluciones definidas en el intervalo maximal (−∞,+∞).

4. Probar que todo sistema dinámico de variable entera es un sistema dinámico por iterados
de un homeomorfismo f .

5. (a) Probar que si φ(p, t) es un sistema dinámico de parámetro real, entonces fn = φ(p, n)
es un sistema dinámico por iterados de la transformación f de tiempo uno, definida
por f(p) = φ(p, 1).

(b) Mostrar que existe algún sistema dinámico de variable entera, en algún espacio M ,
que no se obtiene por iteración de la transformación de tiempo uno de ningún flujo en
M .(Sugerencia: simetŕıa axial en R2).

6. Sea f un homeomorfismo en un espacio M . Se considera el espacio producto M × R, y en
él la siguiente relación de equivalencia: Dados (p, s) y (p′, s′) en M ×R: diremos que (p, s)
es equivalente a (p′, s′) si s′ − s es un número entero, y si fs

′
−s(p) = p′.

(a) Probar que es una relación de equivalencia

(b) Sea M̃ el espacio cociente de M por la relación de equivalencia dada. (Los elementos
de M̃ son las clases de euivalencia en M×R, que se indican como [p, s], siendo (p, s) un
representante de la clase. Es entorno de [p0, s0] entre otros, por definición, el conjunto
de todos los [p, s] obtenidos de tomar p en un entorno de p0 en M , y s en un entorno
de s0 en R.

M̃ se llama espacio suspensión de M en realción al homeomorfismo f . Sea en M̃ el
siguiente flujo: φ([p, s], t) = [p, t+ s].

Demostrar que está bien definido, y que es un flujo en M̃ .

(c) Sea [p, s] ∈ M̃ . Probar que si s es entero, entonces existe un único p′ ∈ M tal que
[p′, 0] = [p, s] en M̃ . Probar que para todo [p, s] en M̃ , existe una única pareja (p′, s′) ∈
M ×R con 0 ≤ s′ < 1 y tal que [p, s] = [p′.s′] en M̃ .
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(d) Sea Ms0 = {[p, s] ∈ M̃ : s− s0 es entero } definido para cada s0 fijo de [0, 10 ⊂ R. Sea
Π : M0 7→ M definida por Π([p, 0]) = p. Probar que Π es un homeomorfismo. Probar
que f : M 7→M se obtiene como f(p) = π ◦ φ([p, 0], 1) para todo p ∈M .

(e) Concluir que todo sistema dinámico de variable entera en M se obtiene, a menos de
homeomorfismo, como la transformación de tiempo uno de un flujo, definido en otro
espacio tildeM que contiene a M (mejor dicho, a una copia homeomorfa M0 de M).

(f) Sea M un intervalo de R, f : M 7→ M la simetŕıa central respecto al punto medio del
intervalo. Describir la suspensión M̃ de M respecto a f . Describir M0, y el flujo φ en
M̃ . Sugerencia: es un flujo en una banda de Moebius).

(g) Idem parte anterior para M una circunferencia, con f la simetŕıa axial respecto a un
diámetro. (Sugerencia: tildeM es la botella de Klein).

7. Sea M un espacio métrico (dotado de una distancia d entre dos puntos cualesquiera).

(a) Sea f : M 7→ M un homeomorfismo. Probar que dados p0 ∈ M , ǫ > 0, y dados
k ≤ N , números enteros, existe δ > 0 tal que si d(p0, p) < δ y si k ≤ n ≤ N , entonces
d(fn(p0), f

n(p)) < ǫ.

(b) Sea φ(p, t) un flujo en M . Probar que dados p0 ∈ M , ǫ > 0, y dados T ≤ S reales,
existe δ tal que, si d(p0, p) < δ y si T ≤ t ≤ S entonces d(φ(p, t), φ(p0, t)) < ǫ.

(c) Probar que si M es compacto, se puede elegir δ en las partes anteriores, independiente
de p0.

8. Sea f : M 7→M un homeomorfismo y p0 ∈M .

(a) Probar que α(p0) y ω(p0) son invariantes por f .

(b) Probar que α(p0) = α(fn(p0)) y que ω(po) = ω(fn(p0)) para todo n entero.

(c) Probar que los conjuntos omega y alfa-ĺımites son cerrados en M .

9. Sea f : M 7→M un homeomorfismo y p0 ∈M .

(a) Probar que si la adherencia de la semiórbita positiva por p0 es compacta entonces el
conjunto omega-ĺımite de p0 es no vaćıo y compacto.

(b) Probar que en las hipótesis de la parte anterior, el conjunto omega-ĺımite no puede
descomponerse en dos partes disjuntas, compactas, no vaćıas e invariantes.

(c) encontrar algún ejemplo en que o+(p0) sea compacto y ω(p0) sea no conexo.

10. (a) Dibujar esquemáticamente las órbitas y los conjuntos omega y alfa ĺımites del sistema
dinámico asociado a la solución general de las ecuaciones diferenciales siguientes:

i. ṗ = X(p) donde X : R2 7→ R2 está dada por

X(x, y) = (−y + (1 − ρ)x, x+ (1 − ρ)y) donde ρ(x, y) = (x2 + y2)1/2

Sugerencia: en coordenadas polares queda ρ̇ = (1 − ρ)ρ, ϕ̇ = 1.
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ii. En M = {(x, y) ∈ R2 : |y| < 1} sea la ecuación diferencial (ẋ, ẏ) = (1− y2)X(x, y),
donde X es la función definida en la parte anterior.

(b) Sea h : M 7→ R2, donde M es el cuadrado de la última parte anterior, y h(x, y) =
(x, y/(1−y2)). Probar que es un homeomorfismo. Sea ψ(x0, y0, t) = h(φ(h−1(x0, y0), t),
donde phi(p0, t) es la solución general de la última ecuación de la parte a). Verificar que
ψ es un sistema dinámico en R2. Dibujar esquemáticamente las órbitas, ylos conjuntos
alfa y omega-ĺımites.

11. (a) En Rm sea φ(p, t) un sistema dinámico de variable real t y sea p0 ∈ Rm. Probar que
ω(p0) es compacto y no vaćıo si y solo si la semiórbita positiva de p0 tiene adherencia
compacta. (sugerencia: ω(p0) compacto y no vaćıo, está contenido en algún abierto U
acotado, con adherencia compacta. Si la semiórbita no tuviera adherencia compacta,
existiŕıa tn → +∞ tal que φ(p0, tn) tiende a un punto del borde de U .

(b) Probar lo mismo que en la parte anterior para un sistema dinámcio por iterados de un
hoemomorfismo f en Rm.

12. Probar que las órbitas del flujo irracional del toro no son curvas cerradas, y que las se-
miórbitas positivas y negativas son densas en el toro. Deducir que los conjuntos omega y
alfa-ĺımite son todo el toro. (Sugerencia: tomar como sección de Poincaré una circunferencia
generatriz del toro, ver que la tranformación de Poincaré es una rotación de ángulo irracio-
nal. Identificar cada punto de la circunferencia con un número complejo e2πix de módulo
1 y observar que el mapa de Poincaré se puede traducir como f(x) = x + a con a real fijo
irracional. Ver que si se demuestra lo que se pide para la órbita por el punto que corres-
ponde a x = 0, entonces vale para cualquier otra órbita. No existen n y m enteros tales
que fn(0) = m, entonces la órbita por 0 no es cerrada. Además, el conjunto de complejos
{e2nπia : n natural } es denso en la circunferencia y entonces la semiórbita positiva es densa
en el toro.)

13. Sean M y N dos espacios topológicos homeomorfos entre śı. Y sean f : M 7→ M y g :
N 7→ N dos homeomorfismos. Se dice que f y g son conjugados si existe un homeomorfismo
h : N 7→M , llamada conjugación , tal que h ◦ g = f ◦ h.

(a) Verificar que h(og(p0)) = of (h(p0)), h(ω(p0)) = ω(h(p0)), y que p0 es periódico sefún g
si y solo si h(p0) lo es según f .

(b) Verificar que la conjugación es una relación de equivalencia en el conjunto de los ho-
meomorfismos de M en M .

14. Sean M y N espacios topológicos y sean f : M 7→M y G : N 7→ N homeomorfismos. Se dice
que f es semiconjugado con g si existe una función h : N 7→ M llamada semiconjugación ,
tal que es continua, sobreyectiva, y cumple f ◦ h = h ◦ g

(a) Verificar que h(og(p0)) = of (h(p0)), que h(ω(p0)) ⊂ ω(h(p0)) (¿vale la igualdad?), y
que p0 es periódico según g implica que h(p0) es periódico según f .
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(b) Se considera en N la relación de equivalencia p es equivalente a q si h(p) = h(q).
Sea Ñ el espacio cociente (cuyos elementos son las clases de equivalencia [p] cada una
representada por algún p de N). Sea g̃ : Ñ 7→ Ñ , definida por g̃([p]) = [g(p)]. Verificar
que g̃ está bien definida (es decir no depende de la elección del representante p en la
clase de equivalencia [p]). ¿ Es h̃ un homeomorfismo en Ñ . ¿Es h̃ conjugado a f?
(Sugerencia: ver si h̃ : Ñ 7→M dada por h̃([p]) = h(p) es una conjugación).

15. Sean M y N espacios topológicos homeomorfos, y sean φ : M ×R 7→ M y ψ : N ×R 7→ N
sistemas dinámicos. Se dice que son conjugados si existe un homeomorfismo h : N 7→ M
llamado conjugación, tal que

h ◦ ψ(p0, t) = φ(h(p0), t) para todos p0 ∈ N, t ∈ R

Se dice que son equivalentes topológicamente si existe un homeomorfismo : N 7→ M y una
función continua s : N ×R 7→ R, llamada reparametrización, tales que:

s(p0, ·) : R 7→ R es biyectiva y monótona creciente

φ(h(p0), t) = h(ψ(p0), s(p0, t)) para todos p0 ∈ N, t ∈ R

(a) Probar que si son conjugados, entonces son equivalentes topológicamente, y que si son
equivalentes entonces oφ(h(p0)) = h(oψ(p0)), y ω(h(p0)) = h(ω(p0)), para todo p0 ∈ N .

(b) Probar que dado un sistema dinámico φ en M , siempre existe uno ψ que sea conjugado
con φ, en un espacio homeomorfo a M .

(c) Probar que dado un sistema dinámico φ en M , dado un esapcio N homeomorfo a M ,
y dada una función t : M ×R 7→ R, continua, biyectiva y creciente en t, y tal que

t(q0, s1 + s2) = t(q0, s1) + t(φ(q0, t(q0, s1), s2)

para todos s1 y s2 en R, y para todo q0 ∈ M , entonces existe un sistema dinámico ψ
en N que es equivalente topológicamente con φ con reparametrización t.

(d) Probar que las reparametrizaciones uniformes, (esto es, que no dependen de p0) de
sistemas dinámicos que tienen algún punto no fijo ni periódico, son las lineales s(p0, t) =
kt.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Eleonora Catsigeras.

Octubre de 1998.

CAPITULO III

ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV

1 Definiciones

Sea ẋ = X(x, t), con X : Ω ⊂ IRn × IR 7→ IR una ecuación diferencial en las hipótesis del teorema
de Picard. Denotaremos con φ(x0, t0, t) a la solución definida en su intervalo maximal, que en
t = t0 toma el valor x0.

Definición 1.1 La solución x = x(t) definida para todo t ≥ t0 se llama estable en el futuro según
Liapunov, si dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que ‖y0 − x(t0)‖ < δ implica que φ(y0, t0, t) está definida
para todo t ≥ t0 y además ‖φ(y0, t0, t) − x(t)‖ < ǫ para todo t ≥ t0.

Definición 1.2 La solución x = x(t) definida para todo t ≥ t0 se dice asintóticamente estable en
el futuro según Liapunov, si es estable (en el futuro) y además existe ρ > 0 tal que ‖y0−x(t0)‖ < ρ
implica que ‖φ(y0, t0, t) − x(t)‖ →t→+∞ 0.

En forma similar pero sustituyendo t ≥ t0 por t ≤ t0 y t → +∞ por t → −∞, se define
solución estable y asintóticamente estable hacia el pasado, según Liapunov.

Definición 1.3 Un punto de equilibrio de la ecuación diferencial ẋ = X(x, t) es un punto x0 tal
que la función constante x(t) = x0 para todo t ∈ IR es solución de la ecuación. A veces se llama
punto de equilibrio a esa solución constante. Obsérvese que los puntos de equilibrio, si existen,
son los puntos x0 tales que X(x0, t) = 0 para todo t ∈ IR. La órbita por un punto de equilibrio
x0 es el conjunto formado solo por el punto x0.

Las definiciones de estabilidad, estabilidad asintótica e inestabilidad se aplican en particular
a los puntos de equilibrio, resultando:

El punto de equilibrio x0 es estable en el futuro si dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que ‖y0−x0‖ < δ
implica que ‖φ(y0, t0, t) − x0‖ < ǫ, ∀ t ≥ t0.

El punto de equilibrio es asintóticamente estable en el futuro si es estable en el futuro y además
existe ρ > 0 tal que ‖y0 − x0‖ < ρ implica que φ(y0, t0, t) →t→+∞ x0.
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Nota 1.4 Trabajaremos también con ecuaciones diferenciales en superficies de IR3 o en variedades
de IRn. En estos casos también valen las definiciones de estabilidad anteriores.

EJEMPLOS
En el sistema ẋ = y, ẏ = −x, el punto de equilibrio x = 0, y = 0, es estable según Liapunov en

el futuro y en el pasado, pero no lo es asintóticmante. En efecto, las órbitas verifican ẋx+ ẏy = 0,
es decir la derivada respecto a t de x(t)2 + y(t)2 es cero para todo t. Esto implica que para
cualquier solución, la distancia al origen es constante. Entonces las órbitas están contenidas en
circunferencias alrededor del origen.

Sea Ω = {(x, y) ∈ IR2 : 1/2 < x2 + y2 < 2}. Para (x, y) ∈ Ω sea la ecuación diferencial:
ẋ = (1 − ρ2)x + (ρ − y)y
ẏ = (1 − ρ2)y − (ρ − y)x, con ρ2 = x2 + y2.
La ecuación es de la forma ṗ = X(p) para p ∈ Ω y verifica las hipótesis del teorema de Picard.
El vector X(p) puede descomponerse en

X(p) = (1 − ρ2) (x, y) + (ρ − y) (y,−x)

El primer sumando es un vector radial (según la dirección p − 0 = (x, y)), y el segundo sumando
es un vector ortogonal a la dirección p − 0.

La componente radial tiene el mismo sentido que el radio p−0 si ρ < 1, y tiene sentido opuesto
si ρ > 1, anulándose si ρ = 1.

La componente tangencial al radio es cero si p = (0, 1) que es el único punto de equilibrio del
sistema.

La órbita que pasa por p es una curva tangente en p al campo X(p). Si inicialmente la distancia
de p a 0 es uno, y p no es el punto de equilibrio (0, 1), el vector tangente tiene exclusivamnte la
componente tangencial no nula, y del mismo sentido que (y,−x). La órbita es casi toda la
circunferencia de centro (0, 0) y radio 1 (a la que le falta el punto 0, 1)). Se recorre en sentido
horario (el sentido del vector (y,−x)). Tiende al punto de equilibrio cuando t → +∞.

Si inicialmente la distancia de p a 0 es mayor que uno, entonces el vector tangente tiene una
componente radial que apunta hacia el (0, 0). Eso quiere decir que ρ va decreciendo. Pero no puede
ser menor que 1, porque esta órbita no puede cortar a la otra contenida en la circunferencia de
radio 1. Entonces x(t) se mantiene dentro de la corona Ω, y por el teorema de salida de compactos
está definida para todo t ≥ 0. Análogamente la órbita que inicialmente está a distancia menor que
uno del origen, está definida para todo t ≥ 0 y su distancia al origen va creciendo pero siempre
por abajo de uno.

Un croquis del plano de fases puede verse en la figura.
Todas las soluciones tienden al punto de equilibrio cuando t → +∞. sin embargo el punto de

equilibrio no es asintóticmante estable, porque no es estable. No es estable porque en cualquier
entorno de (0, 1) existen puntos p1 = (x1, y1) con x1 > 0, que son tales que φ(p1, t) se aleja más
que 1/2 del punto de equilibrio, para ciertos valores de t ≥ 0, antes de volver a acercarse a él. Esto
significa que algunas órbitas no se mantienen a distancia menor que cualquier ǫ > 0 arbitrario que
se dé del punto de equilibrio, aunque inicialmente estén tan cerca del mismo como se desee.

Como comentario final cabe recordar que el hecho de que todas las órbitas tiendan a una dada,
no implica que ésta sea asintóticamente estable, porque puede no ser estable.
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2 Estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas autónomos.

FUNCIONES DE LIAPUNOV
Sea ẋ = X(x) en las hi[ótesis del teorema de Picard.
Llamaremos ϕ(x1, t1, t) a la solución, como función de t, cuyo gráfico pasa por el punto (x1, t1)

dado como condición inicial. Como el sistema es autónomo, se verifica que ϕ(x1, t1, t) = ϕ(x1, 0, t−
t1). Usaremos la notación φ(x1, t) para la solución ϕ(x1, 0, t1).

Sea x0 un punto de equilibrio, es decir, un punto tal que X(x0) = 0. Se tiene φ(x0, t) = x0 y
su intervalo maximal es todo IR.

De acuerdo con las definiciones en la sección anterior, el punto de equilibrio x0 es estable en
el futuro si dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que ‖y0 − x0‖ < δ implica que φ(y0, t) está definida para
todo t ≥ 0 y ‖φ(y0, t)− x0‖ < ǫ para todo t ≥ 0. El punto es asintóticamente estable en el futuro
si, además de ser estable, existe ρ > 0 tal que ‖y0 − x0‖ < ρ implica que φ(y0, t) →t→+∞ x0.

Definición 2.1 Sea ẋ = X(x) en las hipótesis del teorema de Picard, y sea x0 tal que X(x0) = 0.
Una función real V : U 7→ IR definida en un entorno U de x0 se llama función de Liapunov si

es continua y además existe la derivada respecto a t en t = 0 de la función compuesta V (φ(x, t))
para todo x ∈ U , y resulta ser una función continua de x. Esta derivada se denota como V̇ (x).

Se observa que V̇ (x) puede existir aunque V (x) no sea diferenciable. Solo se está pidiendo que
exista, cuando h → 0 el ĺımite del cociente incremental

V̇ (x) = lim
h→0

V (φ(x, h)) − V (x)

h
=

d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
V (φ(x, t))

Observaciones:

1. Sea V una función de Liapunov. Entonces, para todo T en el intervalo maximal de la
solución φ(x, t) se cumple que V̇ (φ(x, T )) es la derivada respecto a t en t = T de la función
compuesta V (φ(x, t)).

En efecto, por definición

V̇ (φ(x, T )) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
V (φ(φ(x, T ), t))

Como el sistema es autónomo se cumple que φ(φ(x, T ), t) = φ(x, T + t), de donde

V̇ (φ(x, T )) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
V (φ(x, T + t)) =

d

du

∣

∣

∣

∣

u=T
V (φ(x, u))

siendo u = T + t, como se queŕıa probar.

2. Sea la ecuación ẋ = X(x). Si V (x) es una función diferenciable, se puede calcular V̇ sin
necesidad de conocer las soluciones φ(x, t). Resulta V̇ (x) = ∇V (x) · X(x) donde · indica el
producto escalar usual en IRn. (Ver ejercicio 2).
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Definición 2.2 Una función H : U 7→ IR definida en un entorno U del punto x0 es definida
positiva (para x0) si se cumple H(x0) = 0 y H(x) > 0 para todo x ∈ U tal que x 6= x0.

Es semidefinida positiva si H(x0) = 0 y H(x) ≥ 0 para todo x ∈ U .
Análogamente se define H definida negativa, y H semidefinida negativa, sustituyendo las

desigualdades H(x) > 0 y H(x) ≥ 0 respectivamente por H(x) < 0 y H(x) ≤ 0.

TEOREMAS DE LIAPUNOV

Teorema 2.3 (Teorema 1 de Liapunov) Si existe una función de Liapunov V definida positi-
va en un entorno del punto de equilibrio x0 y si V̇ es semidefinida negativa, entonces x0 es estable
en el futuro.

Prueba:
Dado ǫ > 0 (tomémoslo de modo que la bola Bǫ(x0), de centro x0 y radio ǫ, esté contenida en

U) hay que hallar δ > 0 tal que ‖y0 − x0‖ < δ implique que φ(y0, t) esté definida para todo t ≥ 0
y cumpla φ(y0, t) ∈ Bǫ(x0) para todo t ≥ 0.

Sea m = min{V (x) : ‖x − x0‖ = ǫ} > 0.
Como V es continua en x y como V (x0) = 0 existe δ > 0 (que puede tomarse menor que ǫ) tal

que ‖y − x0‖ < δ implica que V (y) < m.
Fijemos y0 tal que ‖y0 − x0‖ < δ. Tenemos que y0 ∈ Bǫ(x0).
Consideremos la función V (φ(y0, t)) definida para todo t en el intervalo maximal de φ(y0, t)

tal que φ(y0, t) ∈ U . Para esos valores de t se cumple:

d

dt
V (φ(y0, t)) = V̇ (φ(y0, t)) ≤ 0

Por eso, como función de t, V (φ(y0, t)) es continua y decreciente (no estrictamente), siempre que
φ(y0, t) ∈ U .

Consideremos la ecuación diferencial restringida al abierto U . Sea b el extremo derecho del
intervalo maximal de φ(y0, t). Como, para todo t ∈ [0, b) se cumple V (φ(y0, t)) ≤ V (y0) < m, y
además y0 ∈ Bǫ(x0), tenemos que φ(y0, t) ∈ Bǫ(x0). La solución está acotada dentro de la bola de
centro x0 y radio ǫ, dentro de U . Por el teorema de salida de compactos está definida para todo
t ≥ 0. (Es decir b = +∞).

Teorema 2.4 (Teorema 2 de Liapunov) Si existe una función de Liapunov V : U 7→ IR para
el punto de equilibrio x0, definida positiva, con V̇ definida negativa, entonces x0 es asintóticmante
estable en el futuro.

Nota: Lo mismo vale si se encuentra una función de Liapunov U definida negativa con U̇
definida positiva. Basta tomar V = −U .

Prueba: Por el teorema anterior x0 es estable en el futuro. Dado ǫ > 0 (que puede conside-
rarse tal que Bǫ(x0) ∈ U), sea δ > 0 de la definición de estabilidad en el futuro. demostraremos
primero que V (φ(x, t)) →t→+∞ 0, para todo x ∈ Bδ(x0), y después que φ(x, t) →t→+∞ x0.
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Sea y 6= x0, y ∈ Bδ(x0). La función real F (t) = V (φ(y, t)) positiva y diferenciable para todo t ≥
0, es decreciente estrictamente porque Ḟ (t) = V̇ (φ(y, t)) < 0. Entonces existe α = limt→+∞ F (t)
y es mayor o igual que cero. Por absurdo supongamos que α > 0. entonces F (t) > α > 0 para
todo t ≥ 0.

Por la continuidad de V , existe γ < ǫ tal que ‖x − x0‖ < γ implica que V (x) < α. Como
F (t) = V (φ(y, t)) > α tenemos que ‖φ(y, t) − x0‖ ≥ gamma para todo t ≥ 0.

Entonces φ(y, t) está en la corona compacta C = {x ∈ IRn : γ ≤ ‖x − x0‖ ≤ epsilon}. Sea
−r = max{V̇ (x)talquex ∈ C} < 0. Tenemos que Ḟ (t) = V̇ (φ(y, t)) ≤ −r < 0 para todo t ≥ 0.
integrando entre 0 y t se tiene F (t) = F (0) +

∫ t
0 Ḟ (t) dt ≤ F (0) − rt →t→+∞ −∞. Pero esto

contradice que F (t) ≥ 0 para todo t ≥ 0. Hemos probado, por absurdo, que α = 0.
Tenemos entonces que V (φ(y, t) →t→+∞ 0. Ahora, para finalizar la prueba, veamos que

φ(y, t) →t→+∞ x0.
Dado ǫ′ > 0 (que podemos suponer menor que ǫ), sea m = min{V (x) : ǫ′ ≤ ‖x−x0‖ ≤ ǫ} > 0.

Como V (φ(y, t)) tiende a cero cuando t → +∞, existe T tal que para todo t ≥ T se cumple
V (φ(y, t)) < m. O sea, ‖φ(y, t) − x0‖ no puede ser mayor o igual que ǫ′ para ningún t ≥ T .

Hemos probado que dedo ǫ′ > 0 arbitrariamente pequeño, existe T tal que para todo t ≥ T se
cumple ‖φ(y, t) − x0‖ < ǫ′. Esto es, φ(y, t) →t→+∞ x0 como se queŕıa demostrar.

Ejemplos:

1. Sea ẋ = −x3 en IR. El origen es asintóticmante estable en el futuro pues V (x) = x2 es
definida positiva con V̇ (x) = −2x4 definida negativa.

2. Sea ẋ = −x, ẏ = −y + x. tomando V (x, y) = x2 + y2 se pureba que el origen es
asintóticamente estable en el futuro.

3. El péndulo con rozamiento θ̈ = −ω2 sin θ−aθ̇ con a y ω constantes positivas, se escribe como
sistema de primer de orden: θ̇ = z, ż = −ω2 sin θ − az. tomando V (θ, z) = (z2/2) + ω2(1−
cos θ) se demuestra que el origen (θ = 0, θ̇ = 0) es asintóticmante estable en el futuro.

4. ẋ = y − x3, ẏ = −x − y3 tiene a (0, 0) como punto de equilibrio asintóticamente estable en
el futuro. Basta tomar V (x, y) = x2 + y2. Sin embargo para la parte lineal del sistema, que
es ẋ = y, ẏ = −x el (0, 0) es estable pero no asintóticamente estable en el futuro.

Observaciones:

1. El rećıproco del teorema 2 de Liapunov es cierto (teorema de Massera, que se demuestra
más adelante). Sin embargo el rećıproco del teorema 1 de Liapunov es falso (ver ejercicio
5).

2. Dada la ecuación ẋ = X(x), considérese la nueva ecuación ẋ = −X(x). Si φ(x0, t) es
la solución general de la primera, entonces φ(x0,−t) es la de la segunda. Los puntos de
equilibrio de una y otra ecuación son los mismos. El punto x0 es un punto de equilibrio
estable hacia el pasado de la primera ecuación si y solo si es un punto de equilibrio estable
hacia el futuro de la segunda, y viceversa. También es cierto para la estabilidad asintótica.
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Si V es una función de Liapunov definida positiva cerca de x0, lo es también para la otra
ecuación. Sin embargo la función V̇ relativa a la segunda ecuación es opuesta a la que se
obtiene usando la segunda ecuación.

Con esas consideraciones se obtienen los siguientes corolarios:

Corolario 2.5 Si existe una función de Liapunov V para el punto de equilibrio x0, definida
positiva con V̇ semidefinida positiva, entonces x0 es estable hacia el pasado.

Si existe una función de liapunov V definida positiva, con V̇ definida positiva, entonces x0 es
asintóticamente estable hacia el pasado.

Definición 2.6 Se llama fuente a un punto de equilibrio asintóticamente estable hacia el pasado.
Se llama pozo a un punto de equilibrio asintóticamente estable hacia el futuro.

Definición 2.7 Sea la ecuación ẋ = X(x), X campo en M , (M variedad o subconjunto abierto
de IRk). Sea E : M 7→ IR una función continua no constante tal que Ė(x) = d

dt |t=0E(φ(x, t))
existe y es cero para todo x ∈ M . Una tal función E se llama preintegral de la ecuación.

Se observa que, cuando existe una preintegral E, esta es una función de Liapunov con Ė = 0.
Entonces los puntos de equilibrio que sean mı́nimos relativos estrictos de la función E son estables
en el futuro, y los máximos relativos estrictos son estables hacia el pasado. Como la preintegral
E, por definición, no es constante, esos puntos de equilibrio estables no lo son asintóticamente
(ver ejercicio 8).

Ejemplos:

1. La enerǵıa de los sistemas mecánicos conservativos es una preintegral.

2. Sea ẍ = f(x) con x ∈ IR. Se puede escribir como ẋ = y, ẏ = f(x). Se obtiene que
ẏy = ẋf(x). Integrando respecto a t se tiene (y2/2) −

∫ x
0 f(x) dx = constante . La función

E(x, y) = (y2/2) −
∫ x
0 f(x) dx es una preintegral de la ecuación.

TEOREMA DE CETAEV

Definición 2.8 El punto de equilibrio x0 es inestable en el futuro según Liapunov, si no es estable
en el futuro.

Aśı como el teorema 1 de Liapunov da una condición suficiente (pero no necesaria) para la
estabilidad, mediante la existencia de alguna función de Liapunov adecuada, el siguiente teorema
da una condición suficiente (tampoco es necesaria) para la inestabilidad, también mediante la
existencia de funciones de Liapunov adecuadas.

Teorema 2.9 (Cetaev) Sea ẋ = X(x), X(x0) = 0.
Si existe una función de Liapunov V para el punto de equilibrio x0, tal que V (x0) = 0, V̇ es

definida negativa y para alguna sucesión xn 6= x0 que tiende a x0 se cumple V (xn) ≤ 0, entonces
x0 es inestable en el futuro.
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Prueba:
Sea ǫ > 0 tal que Bǫ(x0) ⊂ U , donde U es el entorno de x0 dominio de la función de Liapunov

V .
Por absurdo, si x0 fuera estable, existiŕıa δ > 0 tal que ‖x0 − y0‖ < δ implica φ(y0.t) ∈ Bǫ(x0)

para todo t ≥ 0.
Como xn → x0, puede elegirse n tal que ‖xn − x0‖ < δ. Entonces φ(xn, t) ∈ Bǫ(x0) para todo

t ≥ 0.
siendo V̇ definida negativa, y xn 6= x0, se tiene que V̇ (φ(x− n, t)) < 0 para todo t ≥ 0. Como

para t = 0 V (xn) ≤ 0, se deduce que V (φ(xn, t) ≤ −k < 0 para todo t ≥ T , para cierto T ≥ 0.
Como V es continua, existe ρ > 0, ρ < ǫ tal que ‖x − x0‖ < ρ implica |V (x)| < k. Por lo

anterior, tenemos que para todo t ≥ T el punto φ(xn, t) está en la corona

C = {y ∈ IRn : ρ ≤ ‖y − x0‖ ≤ ǫ}

Siendo V̇ definida negativa, tiene un máximo negativo −r en la corona C, y por lo tanto
V̇ (φ(xn, t)) ≤ −r para todo t ≥ T .

Integrando respecto a t se obtiene:

V (φ(xn, t)) = V (φ(xn, T )) +

∫ t

T
V̇ (φ(xn, t)) dt ≤ V (φ(xn, T )) − r(t − T ) →t→+∞ −∞

Esto es absurdo, porque siendo V continua, está acotada en la bola de centro x0 y radio ǫ,
donde se mantiene la semitrayectoria φ(xn, t).

TEOREMA DE MASSERA
El rećırpoco del teorema 2 de Liapunov asegura que la existencia de funciones de Liapunov

adecuadas es equivalente a la estabilidad asintótica del punto de equilibrio. Es el siguiente teorema,
debido al profesor uruguayo José Luis Massera.

Teorema 2.10 (Massera) Sea una ecuación ẋ = X(x) en las hipótesis del teorema de Picard.
Si x0 es un punto de equilibrio asintóticamente estable, entonces existe, en un entorno U del punto
de equilibrio, una función de Liapunov V definida positiva con V̇ definida negativa.

Para la prueba necesitaremos algunas definiciones y un lema previo.

Definición 2.11 Un punto de equilibrio x0 es uniformemente asintóticamente estable (en el fu-
turo) si es asintóticamente estable y además existe ρ > 0 tal que φ(x, t) converge uniformemente
en x ∈ Bρ(x0) a x0 cuando t → +∞.

Esto es, dado ǫ > 0 existe T independiente de x, tal que t > T implica ‖φ(x, t)− x0‖ < ǫ para
todo x ∈ Bρ(x0). O equivalentemente,

lim
t→+∞

sup
x∈Bρ(x0)

‖φ(x, t) − x0‖ = 0

Lema 2.12 Si x0 es un punto asintóticamente estable de un sistema autónomo ẋ = X(x) entonces
es uniformemente asintóticamente estable.
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Prueba: x0 es asintóticamente estable. Entonces es estable y además existe ρ > 0 tal que
‖x − x0‖ ≤ ρ implica que φ(x, t) →t→+∞ x0.

Por absurdo, si x0 no es uniformemente asintóticamente estable en Bρ(x0), entonces existe
una sucesión de tiempos tn tendiendo a infinito (que puede elegirse tal que tn > n) y existe un
número real ǫ > 0 que cumple: supx∈Bρ(x0) ‖φ(x, tn) − x0‖ > ǫ > 0

Por definición de supremo, existe para cada n natural un punto xn ∈ Bρ(x0) tal que

‖φ(xn, tn) − x0‖ > ǫ/2 > 0 para todo n natural

Por la estabilidad de x0, existe δ > 0 (que puede elegirse menor que ρ), tal que ‖x − x0‖ < δ
implica ‖φ(x, t) − x0‖ < ǫ/2 para todo t ≥ 0.

De lo anterior, y observando que φ(xn, tn) = φ(φ(xn, t), tn − t) se deduce que

‖φ(xn, t) − x0‖ ≥ δ para todo t ∈ [0, tn] y para todo n natural

En particular se cumple la desigualdad anterior para todo t ∈ [0, n] porque tn > n.
Sea xnj

una subsucesión convergente a x ∈ Bρ(x0) de la sucesión de puntos xn. Se tiene
‖x − x0‖ ≤ ρ.

Tomemos T ≥ 0 cualquiera real, y consideremos los naturales nj > T . Se cumple T ∈ [0, nj ],
y por lo tanto ‖φ(xnj

, T ) − x0‖ ≥ δ. Haciendo j tender a infinito, se obtiene ‖φ(x, T ) − x0‖ ≥ δ
para todo T ≥ 0. Entonces φ(x, T ) no tiende a x0 cuando T → +∞. Pero ‖x − x0‖ ≤ ρ, y lo
anterior contradice la elección de ρ debida a la estabilidad asintótica de x0.

Prueba del teorema de Massera:

No es restrictivo suponer que x0 = 0 (pues de lo contrario se haŕıa el cambio de variables
y = x − x0). Tomemos ρ > 0 tal que φ(x, t) converge uniformemente a x0 cuando t → +∞ para
x ∈ Bρ(0).

Construyamos una función de Liapunov del tipo:

V (x) =

∫ +∞

0
g(‖φ(x, s)‖) ds

definida en Bρ(0), eligiendo g : [0,+∞) 7→ [0, +∞) de modo que:
1. g sea creciente estrictamente, y g(0) = 0.
2. g sea continua
3.

∫ +∞
0 g(supx∈Bρ(0) ‖φ(x, s)‖) ds sea convergente.

Esas tres condiciones aseguran lo siguiente:

a) La existencia y continuidad de V (x): en efecto g(‖φ(x, s)‖) es continua y está mayorada para
todo x ∈ Bρ(0) por una función de integral convergente. Entonces

∫ +∞
0 g(‖φ(x, s)‖) ds converge

uniformemente para x ∈ Bρ(0). Luego V (x) es continua.
b) V (x) es definida positiva, pues V (0) =

∫ +∞
0 g(0) ds = 0 y si x 6= 0 entonces g(‖φ(x, s)‖) > 0

y V (x) > 0.
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c)

V̇ (x) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

∫ +∞

0
g(‖φ(x, t + s)‖) ds =

d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

∫ +∞

t
g(‖φ(x, u)‖ du = −g(‖x‖)

es continua y definida negativa.

Basta entonces construir una función g que cumpla 1. 2. y 3.
Sea h(s) = sup{‖φ(x, s)‖ : x ∈ Bρ(0)}. Debido a que 0 es uniformemente asintóticamente

estable, se cumple que lims→+∞ h(s) = 0. Entonces existe una sucesión tn → +∞ tal que
h(t) < 1/n si t ∈ [tn, tn+1].

Elijamos números ai, con 0 < ai < 1/(2i(ti+1 − ti))
Sea g : [0,+∞) 7→ [0,+∞) una función creciente tal que g(0) = 0 y 0 < g(t) < ai si t ∈

(1/(i + 1), 1/i].
Se tiene

∫ ∞

0
g(h(s)) ds ≤

∫ t1

0
g(h(t)) dt +

∫ t2

t1
g(1) dt +

∫ t3

t2
g(1/2) dt + . . .

=

∫ t1

0
g(h(t)) dt +

∞
∑

i=1

g(1/i)(ti+1 − ti) ≤

∫ t1

0
g(h(t)) dt +

∞
∑

i=1

1/2i = K

Lo anterior prueba el teorema. Se observa que g◦h es integrable porque es continua. En efecto
g es continua por construcción, y h es continua porque

|h(t) − h(t0)| ≤ sup‖x‖<ρ‖φ(x, t) − φ(x, t0)‖ < ǫ

La última desigualdad es cierta para todo x en el compacto Bρ(0) por la continuidad de φ(x, t)
respecto de (x, t).

3 Estabilidad de la parte lineal de los sistemas autónomos

Consideremos el sistema lineal ẋ = Ax donde A es una matriz n × n y x es un vector de IRn. 0
es un punto de equilibrio del sistema. Consideremos la función V : IRn 7→ IR definida mediante:

V (x) = Mx · x

donde · indica el producto interno usual en IRn y M es una matriz simétrica real. La función
V (x) es una forma cuadrática en IRn, y es una función de Liapunov.

Estudiemos V̇ : IRn 7→ IR. Llamamos x(t) a la solución que en t = 0 toma el valor x. Se tiene:

V̇ (x) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
Mx(t) · x(t) = Mẋ · x + Mx · Ax = MAx · x + AtMx · x = (MA + AtM)x · x

La matriz MA+AtM es simétrica, y la función V̇ (x) es también una forma cuadrática en IRn.
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La manera de pasar de la matriz simétrica correspondiente a la forma cuadrática V (x), a la
matriz simétrica de la forma cuadrática V̇ (x) es:

M 7→ MA + AtM

donde A es la matriz de coeficientes del sistema lineal dado.

Lema 3.1 Si la matriz A tiene todos los valores propios con parte real negativa, entonces la
transformación T que lleva una matriz simétrica M en otra simétrica N mediante:

T (M) = N = MA + AtM

es una transformación lineal biyectiva.

Prueba: T es una transformación lineal de un espacio vectorial de dimensión finita en śı
mismo (el espacio de las matrices reales simétricas n×n). Basta pues demostrar que el núcleo de
T es 0.

Sea M en el núcleo de T . Eso es:

MA + AtM = 0

Se sabe que la solución de la ecuación diferencial ẋ = Ax con el dato inicial x(0) = 0 es
x(t) = eAtx0. Ya se vio que como los valores propios de A tienen todos parte real negativa,
entonces 0 es asintóticamente estable en el futuro. (Caṕıtulo I). Entonces x(t) →t→+∞ 0.

Consideremos V (x) = Mx · x donde M está en el núcleo de T . Entonces V̇ (x) = (MA +
AtM)x · x = 0 para todo x. Es decir V (x) es una preintegral de la ecuación, porque es constante
sobre las trayectorias.

Entonces V (x0) = V (x(t)) para todo t y es igual al ĺımite de V (x(t)) cuando t → +∞, que
es cero. Tenemos V (x0) = 0 para todo x0. Es decir, la forma cuadrática V (x) es idénticamente
nula. Esto es: la matriz simétrica M es nula.

Teorema 3.2 Sea la ecuación diferencial ẋ = Ax. Si todos los valores propios de A tienen parte
real negativa entonces:

a) Dada una forma cuadrática cualquiera W (x) = Nx · x existe una única forma cuadrática
V (x) tal que V̇ = W .

b) Si además W (x) es dada definida negativa, entonces V (x) resulta definida positiva.

Prueba:
a) Dada W (x) = Nx · x, con N matriz simétrica, sea M = T−1(N) la matriz preimagen de

N por la transformación T del lema anterior. La forma cuadrátrica V (x) = Mx · x verifica lo
deseado. La unicidad se debe a la inyectividad de la transformación T .

b) Supongamos que W (x) es definida negativa, y por absurdo existe algún x1 6= 0 tal que
V (x1) ≤ 0. Tomemos xn = (1/n)x1. Entonces tenemos V (xn) = V ((1/n)x1) = (1/n2)V (x1),
porque V es una forma cuadrática. Como V̇ (x) = W (x) es definida negativa, aplicando el teorema
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de Cetaev se deduce que 0 es inestable. Esto es absurdo por lo demostrado en el caṕıtulo 1: como
todos los valores propios de A tienen parte real negativa, 0 es asintóticamente estable.

Nota: El teorema anterior da un método para construir funciones de Liapunov (cuadráticas)
de sistemas lineales asintóticamente estables.

Consecuencias: Para el sistema lineal ẋ = Ax con todos los valores propios de A con parte
real negativa, se cumple:

1. Existe una única forma cuadrática V (x) tal que V̇ (x) = −‖x‖2 y resulta ser definida positiva.

2. Dada un forma cuadrática V definida positiva, existe una única forma cuadrática U (que
resulta ser definida negativa) tal que U̇ = V . (Basta aplicar el teorema anterior con W =
−V )

3. Dada un forma cuadrática W definida positiva, existen únicas las formas cuadráticas U y V
tales que U̇ = V y V̇ = W , y resultan U definida positiva y V definida negativa.

APROXIMACION LINEAL
Los resultados anteriores que fueron probados sólo para sistemas lineales, pueden aplicarse a

sistemas autónomos no lineales cuando la parte lineal tiene todos los valores propios con parte
real negativa.

Teorema 3.3 Sea ẋ = X(x) con X de clase C1. Sea x0 un punto de equilibrio, es decir X(x0) =
0.

Si la matriz jacobiana X ′(x0) tiene todos los valores propios con parte real negativa, entonces
existe una función de Liapunov V para el punto de equilibrio x0, que es una forma cuadrática en
(x − x0) definida positiva y tal que V̇ es definida negativa en un entorno de x0 . Por lo tanto x0

es asintóticamente estable en el futuro.

Prueba:
No es restrictivo considerar que x0 = 0 ya que mediante el cambio de variables y = x − x0 no

se modifica la matriz jacobiana.
Llamando A a la matriz jacobiana de X en 0, se cumple: X(x) = Ax + f(x) donde f(x) =

X(x) − Ax.
Por la regla de Barrow

X(x) − X(0) =

∫ 1

0

d

du
(X(ux)) du =

∫ 1

0
X ′(ux)x du

Luego:

f(x) = X(x) − Ax =

∫ 1

0
(X ′(ux) − A)x du

‖f(x)‖ ≤

∫ 1

0
‖X ′(ux) − X ′(0)‖‖x‖ du

Como X ′ es continua, porque X es de clase C1, dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

‖X ′(ux) − X ′(0)‖ < ǫ si ‖x‖ < δ, 0 ≤ u ≤ 1
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Entonces:
‖f(x)‖ ≤ ǫ‖x‖ si ‖x‖ < δ

Sea V (x) = Mx·x la única forma cuadrática definida positiva tal que (MA+AtM)x·c = −‖x‖2

Se cumple
V̇ (x) = Mẋ · x + Mx · ẋ = MX(x) · x + Mx · X(x) =

= M(Ax + f(x)) · x + Mx · (Ax + f(x)) = (MA + AtM)x · x + 2Mx · f(x) =

= −‖x‖2
(

1 − 2
Mx · f(x)

‖x‖2

)

Por otro lado sabemos que

|Mx · f(x)|

‖x‖2
≤

‖M‖‖x‖‖f(x)‖

‖x‖2
≤ ‖M‖ǫ si ‖x‖ < δ

Como ǫ es arbitrario, podemos elegirlo de modo que 2‖M‖ǫ < 1, y resulta:

V̇ (x) ≤ −‖x‖2(1 − 2‖M‖ǫ) < 0 si 0 < ‖x‖ < δ

Entonces V̇ es definida negativa, y por el teorema 2 de Liapunov, el punto de equilibrio es
asintóticamente estable.

Ejemplos:

1. Sea la ecuación ẋ = − sin x + x3/2, con x ∈ IR. El punto de equilibrio 0 es asintóticamente
estable, ya que la parte lineal es ẋ = −x.

2. El péndulo con rozamiento θ̈ = −ω2 sin ω − aω̇, con a < 0, se lleva al sistema de primer
orden: θ̇ = y, ẏ = −ω2 sin θ − ay. El campo X es X(θ, y) = (y,−ω2 sin θ − ay). El (0, 0)
es un punto de equilibrio asintóticamente estable en el futuro, pues la matriz Jacobiana en
(0, 0) es

A =

[

0 1
−ω2 −a

]

con valores propios de parte real −a/2 negativa.

Nota: Un sistema lineal ẋ = Ax es asintóticamente estable si y solo si todos los valores
propios de A tienen parte real negativa. Pero en un sistema no lineal ẋ = X(x) las partes
reales de los valores propios de X ′(x0) negativas es condición suficiente pero no necesaria para la
estabilidad asintótica en el futuro del punto de equilibrio x0. (Ver ejercicio 13).

Ejemplos:

1. Sea el sistema ẋ = −y + x3, ẏ = x + y3. El punto de equilibrio (0, 0) no es estable por el
teorema de Cetaev, usando V (x, y) = x2 + y2. Sin embargo la parte lineal del sistema es
ẋ = −y, ẏ = x que tiene al (0, 0) como punto de equilibrio estable.
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2. Sea el sistema ẋ = 2y3, ẏ = −x3. El punto de equilibrio (0, 0) es estable, como se deduce
del teorema de Liapunov, usando la función V (x, y) = x2 + y4 con V̇ = 0. Sin embargo el
sistema lineal es ẋ = 0, ẏ = −x que tiene a (0, 0) como punto de equilibrio inestable.

EJERCICIOS

1. Para la ecuación diferencial ẋ = t − x2 (estudio cualitativo del caṕıtulo I), ¿qué soluciones
son estables en el futuro?, ¿qué soluciones son asintóticamente estables en el futuro?

2. Sea V (x) una función de Liapunov para ẋ = X(x) en Rn. Probar que si V es diferenciable
entonces V̇ (x) = ∇V (x) ·X(x) donde · indica el producto interno usual en Rn, y ∇V (x) es el
vector gradiente de V , esto es ∇V (x) = (∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn), para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

3. Sea la ecuación del péndulo sin rozamiento:

d2θ

dt2
= −ω2 sin θ

donde θ es un ángulo y w2 es una constante positiva.

(a) Probar que admite una preintegral

(b) demostrar que θ = 0, θ̇ = 0 es un punto de equilibrio estable pero no asintóticamente
estable en el futuro. (sug. probar que si las condiciones iniciales están cercanas a (0, 0),
entonces las órbitas son periódicas, observando que la preintegral igual constante es la
ecuación de una curva cerrada).

4. Sea ẋ = X(x) con X(x0) = 0. Se sabe que existe una función de Liapunov V definida
positiva en un entorno de x0 tal que V (φ(x, t)) es estrictamente decreciente con t, para todo
x 6= x0 (y para todo t tal que V (φ(x, t)) esté definida).

(a) ¿Es x0 asintóticamente estable en el futuro? (Sugerencia: reemplazar V̇ por V (φ(x, 1))−
V (x)

(b) Probar que (0, 0) es asintóticamente estable en el futuro en ẋ = −y− y2x3, ẏ = x− y5

(c) Probar que (0, 0) es estable en el futuro pero no asintóticamente estable, en el sistema:
ẋ = −y − yx3, ẏ = x − y4. (Sugerencia: tomar una trayectoria y ver que mientras
está en el semiplano y > 0 la distancia al origen decrece. Ver que todas las órbitas
son cerradas, observando que son simétricas respecto al eje de las x: si se tiene una
solución, invirtiendo los tiempos y el signo de las y, se obtiene otra solución).

5. Sea X : (−1, 1) 7→ R definida por X(x) = x3 sin2(1/x) si x 6= 0, X(0) = 0.

(a) Hallar los puntos de equilibrio y dibujar las órbitas. Verificar que 0 es estable pero no
asintóticamente, en el futuro.
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(b) Probar que no existen funciones de Liapunov definidas positivas en un entorno de 0 con
V̇ semidefinida o definida negativa. (El rećıproco del teorema de Liapunov 1 es falso).

6. Sea x0 un punto de equilibrio asintóticamente estable de ẋ = X(x).

(a) Probar que exsite un entorno V de x0 tal que, si x ∈ V entonces φ(x, t) es estable en
el futuro.

(b) Ver que la afirmación anterior no es cierta si se pide sólo que x0 sea estable. (Buscar
un ejemplo en R, de la forma ẋ = λ(x)x donde λ(x) se anula en una sucesión xn → 0.

7. Croquizar las órbitas de algún sistema dinámico en R2 que tenga un único punto de equilibrio
x0 inestable en el futuro, pero que φ(x, t) → x0 para todo x ∈ R2.

8. Sea E : Rn 7→ R una preintegral de ẋ = X(x), con X(x0) = 0, E(x) > E(x0) para todo
x 6= x0 en un entorno U de x0.

(a) Demostrar que x0 es estable en el futuro y en el pasado.

(b) Demostrar que x0 no es asintóticamente estable.

(c) Estudiar la estabilidad en el futuro y en el pasado de (0, 0) en ẋ = sin y, ẏ = −x3 en
R2.

9. Probar que los pozos no son estables Liapunov en el pasado, y que las fuentes no son estables
en el futuro. (sugerencia: teoremas de Massera y Cetaev).

10. Sabiendo que existe una función de Liapunov V con V̇ definida negativa en un entorno del
punto de equilibrio x0, demostrar que las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) V (x) − V (x0) es definida positiva en algún entorno de x0.

(b) x0 es estable en el futuro

(c) x0 es asintóticamente estable en el futuro.

(Sugerencia: b) implica a) por Cetaev).

Deducir que cuando V̇ es definida positiva o negativa, el estudio del signo de V (x) − V (x0)
en un entorno de x0 da la afirmación precisa sobre la estabilidad del punto de equilibrio,
tanto en el futuro como en el pasado. (Es el caso de los sitemas mecánicos disipativos).

11. Demostrar que si existe una función de Liapunov V con V̇ definida negativa en un entorno
del punto de euilibrio x0, entonces existe ǫ > 0 tal que, para todo x ∈ Bǫ(x0) con x 6= x0,
existe algún t ∈ R en que φ(x, t) no pertenece a Bǫ(x0). (La única órbita que permanece en
el entorno Bǫ(x0) para todo t es la de x0).

12. Probar esta versión más general del teorema de Cetaev:

Si existe una función de Liapunov V para el punto de equilibrio x0 tal que

{x : x 6= x0; V (x) ≤ V (x0)} ⊂ {x : V̇ (x) < 0}
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y si existe xn 6= x0, con xn → x0 tal que V (xn) ≤ V (x0), entonces x0 es inestable en el
futuro.

13. Probar que (0, 0) es asintóticamente estable en ẋ = −y − x3, ẏ = x − y3, aunque la parte
real de los valores propios de X ′(0, 0) no son negativos. (X(x, y) = (−y − x3, x − y3)).

14. Probar que el sistema ẋ = −y − y2x3, ẏ = x − y5 tiene (0, 0) asintóticamente estable,
pero no existe ninguna función V de Liapunov cuadrática, definida positiva con V̇ definida
negativa.

15. (a) Encontrar una matriz A en que la transformación T definida en el espacio de matrices
simétricas por T (M) = MA + AtM no sea biyectiva.

(b) Demostrar que para tales matrices A el sistema ẋ = Ax admite una preintegral.

16. Sea A una matriz invertible real n × n, cuyos valores propios tienen parte real negativa.
Demostrar que existe un producto interno en Rn tal que con respecto a él, la norma de la
matriz eA es menor que 1. (Es decir, que existe λ > 0 menor que 1, tal que ‖eAx‖ ≤ λ‖x‖
para todo x ∈ Rn).

(Sugerencia: elegir el producto interno usando la forma cuadrática Mx · x definida positiva,
que es función de Liapunov para el (0, 0) en la ecuación diferencial ẋ = Ax).

17. Demostrar que (0, 0) es asintóticamente estable en grande en ẋ = f(x) − y, ẏ = f(y) + x,
siendo f : R 7→ R una función continua, lipschitziana, impar y tal que f(x) < 0 para todo
x > 0.

18. Demostrar el siguiente teorema:

Si existe una función de Liapunov V : Rn 7→ R definida positiva en 0, tal que V (x) → +∞
cuando ‖x‖ → ∞, y tal que para todo x 6= 0, V (φ(x, t)) es estrictamente decreciente con t
(donde esté definida), entonces 0 es asintóticamente estable en grande en el futuro.

19. Probar que si 0 es el único punto de equilibrio de ẋ = X(x), y existe una función de Liapunov
V definida positiva, tal que V (x) → +∞ cuando ‖x‖ → ∞, y tal que V̇ es semidefinida
negativa que se anula solo en un cerrado Q de puntos aislados, entonces x0 es asintóticamente
estable en grande en el futuro.

20. Demostrar que x0 es asintóticamente estable en grande en el futuro si y solo si x0 es un
pozo y toda órbita es estable. (Sugerencia: los puntos del borde de la cuenca no pueden ser
estables).

21. (a) Dar un ejemplo ẋ = X(x) en R2, en que (0, 0) sea punto de equilibrio asintóticamente
estable en grande en el futuro, pero que la parte real de los valores propios de X ′(x) +
X ′(X)t no sean todos negativos para algún x.

(b) Idem pero que la parte real de los valores propios de X ′(x) no sean todos negativos
para algún x.
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22. Sea ẋ = f(x) en R, con f : R 7→ R continua, f(x0) = 0. Probar que x0 es asintóticamente
estable si y solo si V (x) = (x − x0)

2 es definida positiva con V̇ definida negativa en un
entorno de x0.

23. (a) Demostrar que si x0 es punto de equilibrio asintóticamente estable y K es compacto,
contenido en la cuenca de atracción de x0, entonces x0 es uniformemente asintóticmante
estable en K (sugerencia: usar lema).

(b) Demostrar que la función V (x) que se construye en la prueba del teorema de Massera,
puede extenderse a toda la cuenca de atracción C. (Sugerencia: g(u) está definida para
todo u ≥ 0. Para todo x0 ∈ C la integral

∫ ∞
0 g(‖φ(x, s)‖) ds converge uniformemente

en un compacto que contiene a x0).

24. Demostrar que si x0 es un punto asintóticamente estable en grande, entonces la función
V (x) construida en la prueba del teorema de Massera, se puede definir de modo que cumpla
V (x) →= ∞ cuando ‖x‖ → ∞.

25. Si la cuenca C de atracción de un pozo x0 no es todo Rn, entonces investigar qué com-
portamiento tiene la función V (x) construida en la prueba del teorema de Massera, cuando
xn → x̄ ∈ ∂C.

(Sugerencia: Dado K compacto en C, y dado T , existe N tal que para todo n > N : xn no per-
tenece a K y {φ(xn, t) : 0 ≤ t ≤ T} no corta a K. entonces V (xn) =

∫ ∞
0 g(‖φ(xn, s)‖) ds >

Tg(diam K) para todo n > N).

26. Demostrar los teoremas de Liapunov para homeomorfismos.

27. Demostrar el teorema de Massera para homeomorfismos.

28. Enunciar y demostrar una versión del teorema de Cetaev para homeomorfismos.

29. Si f : Rn 7→ Rn es un difeomorfismo tal que f(0) = 0 y f ′(0) tiene valores propios con
módulo menor que 1, probar que 0 es asintóticmante estable. (Sugerencia: Utilizando la
norma adaptada del ejercicio 16 , con la matriz A = log f ′(0) escribir f(x) = Ax+∆(x) con
‖∆(x)‖/‖x‖ →x→0 0.)

30. Sea ẋ = y + (1 − ρ2)x, ẏ = −x + (1 − ρ2)y donde ρ2 = x2 + y2.

(a) Verificar que la circunferencia unitaria S1 es una órbita periódica.

(b) Probar que S1 es orbitalmente estable.

(c) Probar que todas las órbitas son estables.

(Sugerencia: En polares ρ̇ = ρ(1− ρ2), ϕ̇ = −1, entonces ρ(t) →t→+∞ 1 y todas las órbitas
se recorren con la misma velocidad angular).

31. Sea

ẋ = ρy − x
(ρ − 1)3

ρ
, ẏ = ρx − y

(ρ − 1)3

ρ

donde ρ = (x2 + y2)1/2

16



(a) Verificar que la circunferencia unitaria es una órbita periódica, y que es orbitalmente
estable.

(b) Probar que S1 no es estable y que las demás órbitas śı lo son. (Sugerencia: En polares
integrando queda ρ(t) →t→+∞ 1 y ϕ(t) = ϕ0 +t+1/(‖ρ0−1‖)(1−(1−2t(‖ρ0−1‖)1/2))
si ρ0 6= 1, pero ϕ(t) = ϕ0 + t si ρ0 = 1)
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b = 0, 000 . . . donde en el lugar 1 al 10 después de la coma hay un cero, en el lugar 11 está

la primera cifra decimal de y1 + 1. En los lugares 12 al 100 después de la coma hay ceros. En el

lugar 101 está la primera cifra decimal de x1 + 1. En los lugares 102 hasta 1000 hay ceros. En

los lugares 1001 y 1002 están las dos primeras cifras de y2 + 1, en los lugares 1003 hasta el 106

incluidos hay ceros. En los lugares 106 + 1 y 106 + 2 están las dos primeras cifras de x2 + 1, etc.

Veamos cómo seguir: se toma la sucesión siguiente:

h1 = 1, h2 = 3, . . . , hj+1 = 2hj + 1, . . .

Las cifras de b después de la coma de las que no se diga nada son ceros.

La cifra en el lugar 10h1 +1 es la primera cifra decimal de y1 +1. La cifra en el lugar 102h1 +1

es la primera cifra decimal de x1 + 1.

Las dos cifras en los lugares 10h2 + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales de

y2 + 1. Las dos cifras en los lugares 102h2 + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales

de x2 + 1.

Las tres cifras en los lugares del 10h3 + 1 al 10h3 + 3 son las tres primeras cifras decimales de

y3 +1. Las tres cifras en los lugares del 102h3 +1 al 102h3 +3 son las tres primeras cifras decimales

de x3 + 1.

En general: Las j cifras en los lugares del 10hj +1 al 10hj +j son las j primeras cifras decimales

de yj + 1. Las j cifras en los lugares del 102hj + 1 al 102hj + j son las j primeras cifras decimales

de xj + 1.

Dado (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] y dado δ > 0, elijamos N > 1 tal que 1/10N < δ/8, y luego elijamos

(xj , yj) con j > N tal que |x− xj | < δ/4 y también |y − yj | < δ/4.

Basta probar que existen n, h, k enteros tales que |n2b− xj + h| < δ/4 y nb− yj + k| < δ/4.

Sea n = 10hj . Se cumple nb − yj = b10hj − yj tiene parte decimal con todos ceros en las

primeras j − 1 cifras. A continuación hay o bien un cero, o bien un uno:

dec (nb− yj) <
2

10j
<

2

10N
<
δ

4

Además n2b− xj = 102hjb− xj tiene ceros en las primeras j − 1 cifras, y a continuación tiene

un cero o un uno:

dec (n2b− xj) <
2

10j
<

2

10N
<
δ

4

como se queŕıa.

Elijamos (b, b) tal que {fn(0, 0)}n∈Z sea densa en T 2.

ii) Probemos que o(φ(a, 0)) es densa en T 2. El número a es real cualquiera.

fn(π(a, 0)) = π(An(a, 0) +
n−1
∑

i=0

Ai(b, b)) = π

[

a+ n2b
nb

]
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CAPITULO IV

DINAMICA TOPOLOGICA

EJERCICIOS

1. Probar que p es recurrente positivamente si y solo si para todo enotrno U de p, existe t > 1
tal que φ(p, t) ∈ U (sugerencia: considerar entorno de p que no corte al arco {φ(p, t) : 1 ≤
t ≤ T}).
Demostrar que el conjunto de los puntos recurrentes es invariante.

2. (a) Demostrar que si a es irracional el grupo

G = {an+m ∈ IR : n,m enteros }

es denso en IR y que el conjunto

H = {an+m ∈ IR : n,m enteros con n ≥ N}

es denso en IR con N entero fijo.

(b) Probar que el flujo irracional en el toro T 2 tiene todas las semiórbitas positivas y
negativas densas.

(c) Probar que en el flujo irracional del toro todos los puntos son recurrentes.

3. Demostrar que los puntos recurrentes negativamente o positivamente son no errantes.

Sea en IR2 el sistema dinámico ψ del ejercicio 10 del caṕıtulo intermedio entre el II y III,
parte b). Ver que tiene puntos no errantes que no son recurrentes.

4. Probar que el conjunto no errante es invariante.

Probar que los alfa y omega-ĺımites de todos los puntos están contenidos en el no errante.

Buscar un ejemplo en que haya puntos no errantes que no estén en el alfa ĺımite ni en el
omega ĺımite de ningún punto.

5. Sea u̇ = F (u, v), v̇ = F (u, v)a (u, v) ∈ IR2, con a irracional constante y F (u, v) =
sin2 2πu+ sin2 2πv.

Esa ecuación diferencial induce un sistema dinámico en el toro T 2 a través de la proyección
π : IR2 7→ T 2 como se cio en la sección 1 de este caṕıtulo.

Sea P+ = {p0 ∈ T 2 : p0 es recurrente positivamente }
y sea P− = {p0 ∈ T 2 : p0 es recurrente negativamente }
Verificar que hay puntos en P+ que no están en P− y viceversa.

Probar que P+ ∩ P− es denso en el toro.

Probar que el conjunto no errante es todo el toro.
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6. Sea K un compacto no vaćıo. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) K es minimal

ii) ω(p) = K, ∀p ∈ K

iii) α(p) = K, ∀p ∈ K

Probar que si K es minimal compacto, entonces todo punto de K es recurrente.

Encontrar un ejemplo en que haya un punto recurrente que no esté contenido en ningún
minimal.

7. Dar ejemplos de:

a) punto no errante que no esté en ningún alfa ni omega ĺımite.

b) punto que esté en un omega-ĺımite pero que no sea recurrente ni positivamente ni nega-
tivamente.

c) Punto que sea recurrente positivamente pero no negativamente.

d) Punto recurrente que no esté contenido en ningún minimal (ver ejercicio anterior).

8. Sea M un espacio topológico con base numerable {Vi} de abiertos (esto significa que todo
abierto del espacio se puede escribir como unión de algunos de los Vi, y que la familia de los
Vi es numerable).

Sea f : M 7→M un homeomorfismo.

Para cada Vi se define V ∗
i = Vi − ∪n≥0f

−n(Vi).

Demostrar que ∪iV
∗
i es el conjunto de los puntos que no son recurrentes positivamente.

9. Sea M un espacio topológico y φ un flujo en él. Se dice que un conjunto A es recurrente
positivamente si dado T existe t > T tal que A ∩ φ(A, t) 6= ∅. En forma similar se define
conjunto recurrente negativamente.

(a) Probar que A es recurrente positivamente si y solo si lo es negativamente.

(b) Esta parte del ejercicio requiere conocer de teoŕıa de la medida:

En M se define una σ−álgebra A y una medida µ. La medida es invariante si para
todo A ∈ A y para todo t ∈ IR, se cumple φ(A, t) ∈ A y µ(φ(A, t)) = µ(A).

Probar que si µ es una medida finita, entonces todo medible con medida positiva es
recurrente (Teorema de recurrencia de Poincaré). si la medida es de Borel, ¿cómo es el
conjunto no errante?

10. Demostrar que el conjunto de los puntos fuertemente recurrentes y el conjunto de los puntos
uniformemente fuertemente recurrentes son invariantes.

11. demostrar que si o(p) es compacto, entonces p es fuertemente recurrente si y solo si p es
uniformemente fuertemente recurrente. (Ver sugerencia en la sección 5 de este caṕıtulo).

12. (a) Probar que si p es uniformemente fuertemente recurrente entonces o(p) es totalmente
acotado (Esto es: Dado ǫ > 0 arbitrario, existe una cantidad N finita de puntos
qi ∈ o(p) tal que o(p) ⊂ cupN

i=1Bǫ(qi)). Sugerencia: Si q ∈ o(p) entonces la distancia de
q a un cierto arco compacto es menor que ǫ.

(b) Deducir que en un espacio métrico completo, si p es uniformemente fuertemente recu-
rrente entonces la adherencia de la órbita por p es compacta. (Sugerencia: recoradar
que en espacios métricos, K es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado).

(c) Demostrar la siguiente versión del teorema de birkhoff en espacios métricos completos:
o(p) es minimal compacto si y solo si p es uniformemente fuertemente recurrente.
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13. Demostrar que en un espacio métrico completo, si p es casi-periódico entonces o(p) es minimal
compacto. (Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

14. En el flujo irracional del toro (con pendiente a irracional) se probó que para todo ǫ > 0
existen M y N enteros tales que 0 < aM +N < ǫ. Demostrar que para todo p0 del toro el
conjunto

{τ ∈ IR : dist (φ(p0, t+ τ), φ(p0, t) < ǫ}
es N -denso. Deducir que todas las órbitas son casi periódicas.

15. En un espacio métrico M , sea f : M 7→M homeomorfismo.

(a) Definir recurrencia, recurrencia fuerte, minimal, y casi periodicidad, para el sistema
dinámico por iterados de f .

(b) demostrar que si o(p) es compacta entonces es minimal si y solo si p es fuertemente
recurrente.

(c) Demostrar que un minimal compacto tiene todas sus órbitas casi periódicas si y solo si
es estable Liapunov.

16. En Ω = {(x, y, z) ∈ IR3 : (x, y) 6= (0, 0)} sea

ẋ = 1

2

(

−2by − axzr−1 − xr−1(r − 1)(w − 1

4
)
)

ẏ = 1

2

(

2bx− ayzr−1 − yr−1(r − 1)(w − 1

4
)
)

ż = a(r − 1) − z(w − 1

4
)

donde r = x2+y2 y w = (r−1)2+z2, y a y b son constantes reales tales que b/a es irracional.

Demostrar que la superficie w = 1/4 (que es homeomorfa a un toro T 2) es un invariante
minimal, con flujo casi periódico. (Sugerencia: con el cambio x =

√
r cosϕ, y =

√
r sinϕ

queda ϕ̇ = b y luego con el cambio r − 1 =
√
w cos θ, z =

√
w sin θ queda θ̇ = a, ϕ̇ =

b, ẇ = (−1/2)(w − 1/4)w).

17. Demostrar que en un espacio métrico los puntos estables Liapunov en el futuro y recurrentes
fuertemente son casi periódicos.

Sugerencia: Dado ǫ > 0 sea δ de la definición de estabilidad. Si φ(p, τ) ∈ Bδ/2(p) eĺıjase
tn → −∞ tal que φ(p, tn) ∈ φ−τ (Bδ/2(φτ (p))) y pruébese que para todo t > tn la distancia
entre φ(p, t+ τ) y φ(p, t) es menor que ǫ.

18. Sea M un minimal compacto.

¿Puede ser M estable Liapunov en el futuro y no serlo en el pasado?

19. Se considera en C2 el conjunto

Q = {(z, w) ∈ C2 : |z| = 1, |w| < 1}

llamado toro sólido. Es el producto cartesiano de la circunferencia S1 = {|z| = 1} por el
disco D2 = {|w| < 1} y es homeomorfo a la componente conexa acotada de R3 que queda
en el interior de la superficie de un toro.

Sea f : C2 7→ C2 un homeomorfismo tal que f |Q(z, w) = (z2, (1/2)z + (1/4)w)

(a) Verificar que f(Q) ⊂ Q

(b) Dibujar la sección plana {z = z0} ∩ f(Q) y {z = z0} ∩ f2(Q).

(c) Probar que Λ = ∩∞
n=0f

n(Q) es compacto, invariante y no vaćıo. Demostrar que para
todo p ∈ Q el conjunto omega-ĺımite de p es no vaćıo y está contenido en Λ.

4







































TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Eleonora Catsigeras.

Octubre de 1998.

CAPITULO V

EJEMPLOS Y FENOMENOS CAOTICOS

EJERCICIOS

1. En la transformación f de herradura de Smale sea Λ = ∩n∈Zfn(Q).

Probar que Λ es el conjunto de las parejas (x, y) ∈ IR2 con 0 < x < 1, 0 < y < 1 tales que
los desarrollos de x e y en base 5 tienen sólo las cifras 1 y 3 después de la coma.

2. Sea f : IR2 7→ IR2 dada por:

Si (x, y) ∈ Q0 = {|x| ≤ 1, |y| ≤ 1} entonces f(x, y) = ((1/3)x, 3y)
Si (x, y) ∈ Q1 = {|x| ≤ (1/2), |y − 2| ≤ (1/2)} entonces f(x, y) = ((2/3) − (1/3)x, 3(2 − y))

(a) Hallar todos los iterados de (2/3, 0) y verificar que fn(2/3, 0) → (0, 0) cuando n → +∞
y cuando n → −∞.

(b) Sea Q = Q0 ∪ Q1 dibujar Q ∩ f(Q); f−1(Q) ∩ Q; Q ∩ f(Q) ∩ f2(Q) y ∩+2

j=−2
f j(Q).

Demostrar que el conjunto K = {p ∈ IR2 : fn(p) ∈ Q∀n ∈ Z} es compacto, invariante
y no vaćıo.

(c) Sea {in{n∈Z una sucesión bi-infinita de ceros y unos tal que in = 1 implica in+1 = 0.
demostrar que exsite un único p ∈ K tal que fn(p) ∈ Qin para todo n ∈ Z.

(d) Demostrar que f tiene minimales no triviales (Sugerencia: elegir una sucesión apropiada
de ceros y unos).

3. Sea f : M 7→ M un homeomorfismo y g = fk donde k es entero.

(a) Probar que Ω(g) es invariante bajo f y que Ω(g) ⊂ Ω(f).

(b) Si p es fuertemente recurrente según g, entonces ¿lo es según f?

(c) Sea Λ minimal compacto de g. Probar que ∪n∈Zfn(Λ) es minimal compacto de f .

(d) Sea K minimal compacto de f . ¿Existe Λ minimal compacto de g tal que K =
∪n∈Zfn(Λ)
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4. Sea f : IRn 7→ IRn un homeomorfismo. un punto q ∈ IRn se llama homocĺınico de p0 si
ω(q) = α(q) = {p0} para p0 diferente de q.

(a) Probar que p0 es un punto fijo, y que todo punto de la órbita por q también es ho-
mocĺınico.

(b) Sabiendo que existe un entorno Q de p0 tal que f(p) = Ap para todo p ∈ Q, donde A
es una matriz diagonal real, probar que A tiene algún valor propio de módulo mayor
que uno, y otro de módulo menor que uno.

(c) Sea f : IR2 7→ IR2, q un punto homocĺınico de (0, 0), f(x, y) = (αx, βy) con β ≥ α, para
todo (x, y) ∈ Q = {|x| < 1, |y| < 1}. Probar que existe N natural arbitrariamente
grande, tal que para todo n > N se cumple f−n(q) = (0, yn) ∈ Q y fn(q) = (xn, 0) ∈ Q.

(d) Además de la hipótesis de la parte anterior, se sabe que exite un entorno Q1 de f−N (q)
tal que para todo (x, y) ∈ Q1 se cumple f2N (x, y) = (xN , y−N ) + H(x, y) donde H es
una matriz real diagonal. Demostrar que f tiene un minimal no trivial. (Sugerencia:
existe un rectángulo U y un entero m tales que fm(U) ∩ U tiene por lo menos dos
componentes conexas que son rectángulos con igual altura que U . Probar que fm tiene
un minimal no trivial).

5. Probar que 2Z con la topoloǵıa definida por los N -entornos, es un espacio totalmente des-
conexo, perfecto, compacto, metrizable con la distancia:

dist ({an}, {bn}) =
∑

n∈Z

|an − bn|/2|n|

6. En el espacio del shift, probar que hay un conjunto denso de minimales no triviales.

7. Sea f : M 7→ M un homeomorfismo.

(a) Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:

i. f topológicmante transitivo.

ii. Para todos U y V abiertos no vaćıos, existe nj → +∞ tal que fnj (U) ∩ V 6= ∅.

iii. Para todos U y V abiertos no vaćıos, y para todo N natural, existe un entero
n < −N tal que fn(U) ∩ V 6= ∅.

(b) Encontrar un ejemplo de un homeomorfismo topológicmante transitivo pero no to-
pológicmante mixing.

8. Sea f : M 7→ M topológicmante transitivo. Probar que:

(a) Ω(f) = M

(b) Si U0 es abierto no vaćıo, entonces:

H0 = {p ∈ M : fn(p) ∈ U0 para algún natural n}

es abierto y denso.
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(c) Si M tiene base numerable, entonces hay un residual de puntos cuya semiórbita positiva
es densa.

(d) Si M tiene base numerable y todo residual de M es denso en M (espacio de Bai-
re), entonces la condición de la parte anterior es también suficiente para que f sea
topológicmante transitivo.

9. Sea A una matriz 2 × 2 de términos enteros con determinante igual a uno, con un valor
propio mayor que uno, y otro menor que uno, y tal que los vectores propios forman con los
ejes un ángulo de pendiente irracional. Demostrar que f(π(x, y)) = π(A(x, y)) define en el
toro un homeomorfismo f que es topológicmante mixing.
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