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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Eleonora Catsigeras

Diciembre, 1997.

CAPITULO I
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Sea
z = X(z,t)

una, ecuacién diferencial ordinaria, con x € IR". Es de primer orden, porque concierne solo a la
funcién desconocida z(t) y a su primera derivada. La varible z es espacial tomando valores en
un espacio n-dimensional, llamado espacio de fases. Es la variable dependiente. Depende de la
variable real ¢, usualmente el tiempo. La dependencia de x en funcion de ¢ es desconocida. La
ecuacion diferencial es una ley dada X que determina, en funcién del tiempo ¢ y de la posicién
espacial z, cudl es la velocidad % en el espacio de fases.

Observamos que una ecuacién diferencial de orden k£ > 1, esto es

k) = F(:z;,a'c,x@), ... ,m(kfl),t)

con z € IR", puede reducirse a una de primer orden en el espacio de fases IR*", mediante el cambio
de variables: y = (z,2,2®,...,2¢,~1), obteniendo:

Y= (a’c,x@), k) F(z,4,... ,a:(k_l),t)) = X(y,1)

Resolver la ecuacion diferencial es encontrar la funcién desconocida x = z(t), que da el punto
del espacio de fases en funcién del tiempo. Debe verificar la ley dada por la ecuacién diferencial,
es decir: %(t) = X (z(t),t), para todo t en algin intervalo.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, puede demostrarse que existen soluciones. A pesar de
la existencia de soluciones, probada teéricamente, no siempre es posible encontrar explicitamente
estas soluciones z = z(t). En este curso veremos cémo estudiar la evolucién del sistema sin
necesidad de tener explicita la variable espacial z en funcién del tiempo ¢. Ese es el propésito de
la teoria cualitativa.

En las primeras dos secciones enunciaremos los teoremas de Picard, y de la dependencia
continua de las soluciones de las condiciones iniciales y de los pardmetros. Suponemos conocidos
estos teoremas de los cursos anteriores.



1 Existencia y unicidad de soluciones

Definicién 1.1 Sea & = X(z,t) una ecuacion diferencial ordinaria, donde X : Q — IR", Q2 es un
subconjunto abierto de R" x Ry (z.t) € Q.
Una solucion es una funcién ¢ : I — IR", definida en un intervalo abierto I C IR, tal que:

(p(t),t) € Q para todo t € T

%cp(t) — X(g(1),1) para todo £ € T

Nota: Un intervalo es, o bien toda la recta real, o bien una semirrecta, o bien un segmento
en la recta real.

Obsérvese que, por definicion, la solucién estd definida en un intervalo abierto. No es solucién
una, funcién de ¢ que verifica la ecuacion diferencial, pero estd definida, por ejemplo, en la unién
de dos intervalos abiertos disjuntos. Por ejemplo, para la ecuacién diferencial £ = —z?2, la funcién
z(t) = 1/t, definida para t # 0, no es solucién. Si son dos soluciones distintas z(t) = 1/¢, para
t<0,yparat>0.

Definicién 1.2 Una solucién ¢ (pasa) por (zg,tg) si @(tg) = xo. Es decir, la grdfica de la solucién
pasa por el punto (zg, o).

Una solucién ¢ : I — IR™ que pasa por (zg,tg) es unica cuando cualquier otra solucién
¥+ J — IR™ que pasa por (zg,to) verifica ¢(t) = 1(t) para todot € TN J.

Una solucién ¢ : I — IR"™ que pasa por (zg,ty) es mazimal (e I se llama intervalo mazimal),
si toda solucién ) por (zg,ty) definida en un intervalo J D I, y tal que ¢ = 9|, verifica I = J.

El teorema de Picard da condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones por
cualquier punto de €.

Definicién 1.3 La funcién X : Q — IR" es globalmente lipschitziana en 2, respecto a la variable
z, si existe una constante K > 0 tal que

| X (w0,£) — X (21,4)]| < Kllzo — 21]| para todo (z0,t) y (21,1) € O

La funcién X : Q — IR" es lipschitziana en S, respecto a la variable z, si cada punto (z,t) €
estd en algin entorno V C Q tal que X |y es globalmente lipschitziana en V.

Si X es diferenciable respecto a z con derivada continua, entonces es lipschitziana respecto a
T.

Teorema 1.4 (Picard) Sea X : Q +— IR" continua y lipschitziana respecto a la primera variable
z. Entonces la ecuacion diferencial © = X (z,t) tiene, por cualquier (zg,t9) € 2, una tinica
solucion.

Corolario 1.5 Si X es continua y lipschitziana respecto a la variable x, entonces la ecuacion
diferencial © = X (z,t) tiene, por cualquier (xg,ty), una inica solucién mazximal.



Nota: El intervalo maximal de la solucién maximal por (zg, %) se denotard como

(a'$01t0’ bwoyto)

donde a y b son —o0, +00, 0 nlimeros reales.
La solucién maximal por (zg, ) se denotard como

Pxo,to

Sus valores para cada t € (azg.to, bg,t0), SETAN Qg 1, () 0 también ¢(zg, 1o, ).

Teorema 1.6 (Salida de compactos) Si X es continua en Q, y si la ecuacion diferencial & =
X (z,t) tiene para cada (zg,ty) € 2 una inica solucidn, entonces, dado cualquier compacto K C €,
existen numeros a y b tales que tg < b < by 1y,  Qzope <@ <ty ,y, para todot>bot<a, en
el intervalo mazimal, se cumple

(‘pwo,to (t)a t) € K

El teorema anterior asegura que las soluciones se prolongan hacia la izquierda y la derecha de g,
de tal forma que la grafica se sale de cualquier compacto contenido en ().
Consecuencias:

1. SiQ = IR" X IRy si ¢g4,(t) estd acotada para t > ty, entonces by, s, = co. En forma
similar, si estd acotada para ¢ < tg, entonces ag, ;, = —oo.

2. 5i Q) es cualquier abierto, y si by, 1, = b finito, entonces:

e 0 bien, para toda sucesién t, — b, se cumple lim(pgz, +,(tn),tn) existe y estd en el
borde de €2,

e 0 bien lim;_,;- H<pg;0,t0(t)” = Q.

El resultado andlogo vale cuando ag, ¢, es finito.

2 Dependencia de las condiciones iniciales y de los parametros

Sea z = X(z,t,u), = € R".t € R, € IRP, una ecuacién diferencial ordinaria que depende del
pardmetro u. Para cada valor fijo del pardmetro p € IRP, se tendrd una ecuacién diferencial, que
supongamos tiene una tnica solucién maximal por (zg,t9). Esta solucién maximal, ahora, ademds
de depender de (zg,t), depende del pardmetro u, y es funcién, como siempre, de la variable ¢,
respecto a la cual verifica la ecuacion diferencial. Denotaremos como

(]5(.’50, th o2 t)

el valor de la solucién maximal en ¢, por (zg,%g), de la ecuacién diferencial que se obtiene al fijar
el pardmetro p.



Teorema 2.1 Sea X continua en un conjunto abierto @ C IR"™ x IR x IR?, y tal que para cada
(zo,to, ) € Q ewiste una unica solucion mazimal ¢(xzg,to, 1, t) de la ecuacion diferencial & =
X(z,t,p1).

Entonces ¢ depende continuamente de g, to, u,t en su dominio de definicion. Ademds dicho
dominio es abierto.

Ejemplo: Paraz € R,\ € R,t € R sea & = A\z?. Se tiene

_om
d(zo,t0, A\, 1) = 1— At —tg)zo

El intervalo maximal es:
Cuando Azg < 0: I 4.0 = (to + 1/Azo, +00)
Cuando Azg > 0: Iy 4.0 = (—00,t0 + 1/Azg)
Cuando Azg = 0: I, 4, » = (—00,+00)
El dominio de definicién de ¢ es {(xg,to, A\, 1) € R* : t € Lo ton}-

3 Lema de Gronwall

El lema de Gronwall, que enunciaremos y demostraremos a continuacién, ademas de ser 1til para
demostrar el teorema 2.1, permite acotar las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales, y por
ese medio, estudiar, en muchos casos, los intervalos maximales.

Lema 3.1 (Gronwall) Si una funcién continua real u definida en un intervalo [ty,t1] verifica
0<u(t) <a+ tt k(s)u(s) ds
0
con a >0 y k(s) > 0 continua para todo s € [tg,t1], entonces
u(t) < aexp ttk(s) ds para todo t € [tg,t1]
0

En particular, si oo = 0 entonces u =0, y si k(s) es constante u(t) < aek(t—to),

Prueba: Supongamos primero que o # 0. Entonces se tiene 0 < a < a + ftto k(s)u(s) ds, y
por hipétesis:
< ?(t)k(t) < k(1)
a+ [i, k(s)u(s) ds

Integrando ambos miembros entre ¢y y t resulta:

t t
log (a + | k(s)u(s) ds) —loga < [ k(s)ds
to to

de donde .

t
a+ [ Ek(s)u(s) ds < aexp/ k(s) ds
to to



Como u(t) < a+ ftto k(s)u(s) ds, resulta la tesis.
Veamos ahora el caso a = 0. Sea ¢, — 0, ¢, > 0. Por hipotesis se tiene:

t t
0<u(t) < [ k(s)u(s) ds < e, + | k(s)u(s) ds para todo t € [tg, 1]

o to

Por lo demostrado antes:

t
u(t) <epexp [ k(s) ds
to

Fijando ¢ y haciendo n — oo resulta u(t) <0 m

4 Ejemplo de estudio cualitativo

Veremos cémo, sin resolver la ecuacién diferencial, pueden croquizarse las graficas de las soluciones:

Sea la ecuacion diferencial

& =1t—a2
paraz € R,t € IR.

Dibujaremos esquemdticamente en IR? las graficas de las soluciones maximales ©z,0(t) para
z € IR, y t en el intervalo maximal I g.

Primero, analicemos el signo de . Si t < z(t)? entonces la gréfica de la solucién z(t) es
decreciente, porque %(t) < 0. Sit > z(t)?, la grifica es creciente. En el punto donde la gréfica
corta a la pardbola t = z2, hay un minimo relativo. No toda solucién tiene que cortar a esa
parabola, pero si lo hace, en el punto de intersecciéon presenta un minimo relativo, y solo en la
interseccién con la pardabola puede anularse la derivada. Luego, si la corta, no lo puede hacer mas
de una vez. Entonces, las soluciones que cortan a la parabola, tienen intervalo maximal infinito
hacia la derecha (ya que tiene que salir de cualquier compacto, son crecientes, y no pueden tener
asintota vertical porque estan por abajo de la pardbola).

Puede demostrarse, a partir de la ecuacion diferencial, que todas las soluciones tienen intervalo
de definicién acotado por la izquierda. También puede probarse que existe una tinica solucién que
queda entre el lugar de los minimos y el lugar de los puntos de inflexiéon. Y finalmente que todas
las soluciones que no cortan la pardbola lugar de minimos, pero que cortan el lugar de los puntos
de inflexién tienen intervalo de definicion acotado. Para hacer esas demostraciones se compara el
segundo miembro de la ecuacién diferencial con una funcién mayor (o menor) que ella, que tenga
soluciones facilmente calculables. Se observa que eso implica que la solucién de la ecuacién dada,
para t > ty estd por abajo (por arriba) de las solucién de la otra ecuacién diferencial, con mismo
dato inicial. Si la de esta otra ecuacién tiene asintota vertical hacia abajo, y la de la ecuacién
dada esta por abajo de ella, entonces la solucion buscada también tiene asintota vertical.

5 Sistemas lineales

Sea en IR" la ecuacién
z=A(t)z+0b(t), teR, ze€R"



_____ lugar de inflexiones

rama superior

t

lugar de inflexiones

rama inferior

Figura 1: Soluciones de 4 = t — 2



donde A(t) es, para cada t € IR, una matriz real n x n, que depende continuamente de ¢, y b(t) es
para cada t € IR un vector de IR" que también depende continuamente de t.

La ecuacién anterior se llama lineal. Si A(t) es independiente de ¢, entonces es a coeficientes
constantes. Si b(t) es nulo para todo t, la ecuacién se llama homogénea.

Se observa que A(t)z + b(t) es lipschitziana en z, pues

[A(t)z1 — A(t)z2|| = [|A(E) (21 — 22)[| < [[A@)|l[|z1 — 22|
donde la norma de una matriz A se define como
A = max{[|Aul| : u € R", [[ul| =1}

Entonces, si v # 0 en IR", se cumple

[Av[| = o]

4 ()| < toa

Luego, para todo v € IR" se cumple ||Av|| < || A]l]|v]|.

Proposicién 5.1 Las soluciones mazimales de la ecuacion lineal homogénea (que ezisten y son
dnicas para cada condicion inicial), estdn definidas para todo t € IR.

Prueba: La existencia y unicidad de la solucién maximalypg, 4 (¢) por cada punto (zg,%) €
IR™!, definida en el intervalo maximal I, 4. es una consecuencia del teorema de Picard.
Supongamos, por absurdo, que el extremo derecho del intervalo I, ;, sea el niimero real h.
Sea
M = max{|[At)] 1o <t < h}, B =max{[b®)]| :to <t < h}

Los ntimeros reales M y B existen porque A(t) y b(t) dependen continuamente de ¢, y los méximos
se calculan en un intervalo compacto.

Para abreviar llamaremos z(t) = @z, 4, (t)-

Como z(t) = A(t)z(t) + b(t), integrando respecto a t, entre ¢y y ¢ € [tg, h), se obtiene

t
z(t) =xzo+ [ A(t)z(t) +b(t) dt
Luego, para todo t € [tg,b):
t
() < llaall + | Mlz(e)] ds
0
Por el lema de Gronwall se tiene
|z (@®)]| < ||lzolle™® %) para todo ¢ € [to, b)

Luego, [J2(2)|| < [|zo|le™ 1)
tomando en IR™*! el compacto

K ={(z,t) € R™" : ||z|| < ||z1][eM®), ¢5 <t < b}



la grafica de la solucién maximal, a la derecha de ¢y no se saldria del compacto K, contradiciendo
el teorema de salida de compactos.

Para probar que el extremo izquierdo es —oo nétese que z(t) definida en (a, h) es solucién de
z = A(t)x + b(t), solo si z(—t) definida en (—h,—a) es solucién de §y = —A(—t)y — b(—t), que
también es una ecuacién lineal. Por lo demostrado antes —a = co. B

Definicién 5.2 Se llama matriz fundamental de la ecuacién lineal £ = A(t)z + b(t) a una matriz
®(t), invertible para todo ¢t € IR y tal que

®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR

La igualdad anterior es entre matrices cuadradas n X n, y la matriz (I>(t) es la que se obtiene
derivando respecto a t todos los términos de la matriz ®(t).

Proposicién 5.3 Si ®(t) verifica ®(t) = A(t)®(t), entonces es fundamental si y solo si
det q)(t(]) 75 0
para algin to € IR.

Prueba: Basta demostrar que si det ®(¢g) # 0 entonces det ®(¢) # 0 para todo t. Esto es
una consecuencia inmediata del siguiente teorema. ®

Teorema 5.4 (Liouville) Si ®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR, entonces

t
det ®(t) = exp (/ traza A(s) ds) det ®(tg)
to
Prueba:
Indicaremos con A; a la i-ésima fila de la matriz A, con ®; a la i-ésima fila de la matriz ®(¢),
y a dichas matrices como

A= (A1,...,Ay), B(t)=(D1,...,B,)

El determinante de una matriz se calcula sumando con signo apropiado, todos los productos
que se obtienen de elegir un y solo un término de cada columna y cada fila de la matriz. Si estos
términos dependen de ¢, la derivada del determinante respecto de ¢ se obtiene, por la regla de
derivacién de un producto, como

(det ®(t)) = det(P1, By, ..., By) + det(Dy, Dy, ..., By) + ... + det(B1, By, ..., d,)
TL .
(det ®(t)) = det(®1,...,P4..., Pp)
i=1

Como, por hipétesis, ®; = A;®(t), resulta que ®; es combinacién lineal de las filas de b(1).
Maés precisamente

D, =ay1®1+...+0;P +...0;,P,



donde la fila A; es a;1,...,a,
Como el determinante de una matriz no cambia al restar de una fila cualquier combinacion
lineal de las demds, resulta:

(det ®(¢ Zdet ®1,...,04iP;,...,0,) = traza A(t)det (1)

Sea .
f(t) = (det ®(t)) exp (/ traza A(s) ds)
to
Derivando respecto a t se tiene

F(t) = exp ( / " traza Als) ds) ((det B(t)" — (trazaA(t))(det B(£))) = 0

to

Luego f(t) = f(to), es decir

det ®(t) exp (— /t traza A(s) ds) = det ®(tg)

to

como se queria demostrar. m

Teorema 5.5 Las soluciones mazimales de una ecuacion diferencial lineal homogénea & = A(t)x
forman un espacio vectorial de dimension n.

Una matriz ®(t) es fundamental si y solo si sus columnas son una base del espacio de solucio-
nes.

La solucion que pasa por (zo,tg) es ¢(zo,t0,t) = ®(t)® (o) zo.

Prueba: Si ¢1(t) y ¢2(t) son dos soluciones de la ecuacidén, entonces awpi(t) + Bya(t)
también verifica la ecuacion, y es maximal porque esta definida para todo ¢t. Luego, las soluciones
maximales forman un espacio vectorial. Veamos que tiene dimensién n. Para ello probaremos que
las columnas de cualquier matriz fundamental ®(¢) forman una base del espacio de soluciones.

Sea ;(t) la columna i-ésima de la matriz ®(t). Como det ®(¢) # 0, sus columnas son lineal-
mente independientes para todo ¢.

Ademss ®(t) = A(t)®(t), si y solo si cada columna ;(t) verifica la ecuacién diferencial & =
A(t)z.

Lo anterior prueba que ¢;(t) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién ho-
mogénea. Falta ver que ;(t) generan el espacio de soluciones.

Llamemos z; = ¢;(tg). Como det ®(tg) # 0, los vectores z1,...,x, son una base de IR".

Sea ¢(xg,to,t) una solucién. El vector zy es combinacién lineal de la base de R": z1, ..., Zy,.
Es decir: zo = Y1 ; ayz;.

Consideremos la funcién Y7 ; «;p;(t) definida para todo t. Es solucién de la ecuacién dife-
rencial porque las ¢; lo son. En t = ¢y toma el valor zy porque @;(tg) = z;. Por la unicidad, es
entonces la solucién maximal por (xg, %), es decir

:1:0’ th Z aZ(P'L



Con lo anterior probamos que las columnas de ®(¢) son una base del espacio de soluciones. En-
tonces este espacio tiene dimensién n.

Reciprocamente, si una matriz ®(¢) tiene sus n columnas que son una base del espacio de
soluciones de la ecuacién homogénea, entonces la matriz verifica & = A(t)® (pues sus columnas
lo verifican), y su determinante es no nulo (pues sus columnas son linealmente independientes).
Es decir, la matriz es fundamental.

Finalmente falta probar que la solucién ¢(zg,%g,t) es ®(t)®@(ty) 'z En efecto, como ®(t)
es matriz fundamental, derivando respecto de ¢ a la funcién z(t) = ®(¢)®(to) 'zo se obtiene
i(t) = A(t)®(t)®(to) 'zo = A(t)z(t). Luego z(t) es solucién. Ademds z(ty) = zo. Por la
unicidad z(t) = ¢(xg, to,t) como queriamos probar. m

Definicién 5.6 Una matriz fundamental ®(¢) se llama principal, si ®(0) es la identidad.

Es facil ver que la matriz principal existe y es tnica.

En la ultima parte del teorema anterior se enuncia como resolver totalmente la ecuaciéon lineal
homogénea, teniendo una matriz fundamental. En particular, si la metriz fundamental es la
principal, entonces cualquier solucién z(t) se obtiene como ®(¢)z(0).

Resolvamos ahora la ecuacién lineal no homogénea.

Teorema 5.7 (Variacién de constantes) Sea ®(t) una matriz fundamental.
La solucion de la ecuacion

z = A(t)z + b(t)
que en t =ty toma el valor xg es
t

(0, o, £) = B(1)D (ko) —|—<I>(t)/t B(s)"'b(s) ds

Prueba: La solucién de la homogénea, por el teorema anterior es ®(¢)C donde C es un
vector de IR"™ independiente de t.

Busquemos ahora soluciones de la ecuacién no homogénea, sustituyendo el vector constante C
por un vector u(t) a determinar. Es decir probemos con

Derivando respecto a t y sustituyendo en la ecuacién diferencial no homogénea, se tiene:
z(t) = <I>(t)u(t) + ®(t)u(t) = A(t)P(t)u(t) + ®(t)u(t) = A(t)z(t) + D(t)u(t) = A(t)z(t) + b(t)
Luego
u(t) = ()" 'b(t)
Integrando respecto de t entre ¢y y t, se obtiene:

u(t) —u(ty) = t;@(s)_lb(s) ds

10



Como u(tg) = ®(ty) "'z, se tiene:

t

(1) = B(t) (@(to)lxo + [ () () ds)

to

6 Sistemas lineales a coeficientes constantes.

Matriz exponencial.
En los cursos de ecuaciones diferenciales basicos se demuestra que la matriz principal de la
ecuacién diferencial
T = Ax

donde A es una matriz k x k de términos constantes (independientes de t), es la matriz exponencial
e’ donde
o
An
>

n!
= n!

(En esta serie A es por definicién la matriz identidad).

Esta serie converge absolutamente (es decir converge la serie de la normas, porque estd mayo-
rada por la serie de términos positivos ||A||™/n!), y por lo tanto converge en el espacio normado
de matrices k X k, cualquiera sea la matriz A.

Consideremos
> Amn
>
n!
n=0

Por lo anterior, converge (y lo hace absolutamente) cualquiera sea la matriz A y cualquiera sea
el nimero real t. Ademas, usando el criterio de la mayorante de Weierstrass, no es complicado
demostrar que la serie de las derivadas

X A" > AMn
e =A = Ae™t
ngl (n—1)! 7;) n!

converge uniformemente en cualquier intervalo [— K, K|, cualquiera sea K > 0. Entonces, su suma
es igual a la derivada de la matriz e4t, y esto vale para cualquier ¢ real (va que dado t puede
elegirse K de modo que t € [- K, K]).

Entonces (e4?)” = Ae?*, para todo t real. Teniendo en cuenta que e
deduce que:

A0 o5 1a identidad, se

Teorema 6.1 et es la matriz principal de la ecuacidn © = Ax.
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Calculo de la matriz exponencial.

Es facil verficar, a partir de la definicién de matriz exponencial, que si A es una matriz diagonal
con valores propios J;, entonces e’
etit en la diagonal principal.

También es ficil verificar que si N es una matriz nilpotente de orden p (esto es, N? es la matriz
nula, siendo p el minimo natural para el cual esto ocurre), esntonces e’V! es una matriz polinémica
en t de grado p — 1 (todos los términos son polinomios en ¢ de grado méximo p — 1).

Dada una matriz cuadrada A, existe un cambio de base, tal que A es semejante a la forma
canénica de Jordan J, es decir A = PJP ™. Esto implica que (A#)" = P(Jt)"P~!, y aplicando
la definicién de matriz exponencial

es también una matriz diagonal, formada por las funciones

6At _ PeJtP—l

La forma canonica de Jordan J esta compuesta por bloques cuadrados By, Bs, ..., B,,, ubica-
dos a lo largo de la diagonal, siendo los demds términos nulos. Se observa que entonces J" también
estd formada por bloques cuadrados, del mismo tamano que los de J, que son BY,BY,..., B,y
aplicando la definicién de matriz exponencial, resulta que:

Bit _Bot Bt
, € 5 - .

La matriz e’ estd formada por los blogues cuadrados e .,€

Cada bloque B; de la forma canoénica de Jordan es igual a \;I + INV;, siendo \; un valor propio
de A (real o complejo), I la matriz identidad y N; una matriz nilpotente de orden p; (igual al
tamano del bloque).

Se observa que tanto la matriz e+

/\teNt

como la matriz e son matrices principales de la

ecuaciéon & = (A 4+ N)z. Por la unicidad de la matriz principal, se obtiene entonces que:
Descomponiendo cada blogue B en A\ + N, se cumple eBt = eMelVt siendo eV
polinémica en t de grado igual al tamano del blogue menos uno.

t una matriz

Sistemas lineales no homogéneos, a coeficientes constantes
Sea el sistema
i = At + b(t)

donde A es una matriz de términos constantes (independientes de t).
Por lo visto en la seccién anterior, se tiene la solucién general

¢
P(zo, to, ) = eAt(et0) "1y + eAt/ (eA%)71b(s) ds
to
Por un lado se tiene que la identidad I es la matriz principal de la ecuaciéon £ = 0. Por otro, se
verifica que también las matrices efe— At y e~ 4*e4* son la matriz principal. Entonces la inversa
de et es e At = ¢A(1) Eg decir para invertir la matriz exponencial et basta sustituir ¢ por —t.
Repitiendo el razonamiento, las matrices eA(!=%) y eAte=4% verifican la ecuacién diferencial
Z = Az y en t =ty coinciden. Por la unicidad de la solucién deben coincidir.
Reuniendo lo anterior se tiene:
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La solucion de & = Az + b(t), con dato inicial (tg, o) es

t
B(zo, to, 1) = eAl0) gy 4 eAt/ eA9)b(s) ds
to
Estabilidad de los sistemas lineales
Dada una ecuacion diferencial £ = X (z,t) tal que existe solucién unica por (g, zg), llamemos
z(t) a esa solucidn, y supongamos que estd definida por lo menos para todo ¢ > .

Definicién 6.2 Se dice que la solucién z(t) es estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si dado € > 0, existe § > 0 tal que ||yo — z¢|| < ¢ implica que existe solucién tnica y(t) por tg, Yo,
definida por lo menos para t > tg, y se cumple ||y(t) — z(t)|| < € para todo ¢t > t.

Se dice que la solucién z(t) es inestable si no es estable.

Se dice que la solucion z(t) es asintdticamente estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si es estable y ademds existe p > 0 tal que |[yo — 29[| < p implica que [ly(t) — z(?)|| —=t—00 0.

Estas definiciones se pueden aplicar en particular a los puntos de equilibrio de la ecuacién
diferencial (es decir, a las soluciones constantes z(t) = z( para todo ¢ real).

Teorema 6.3 Todas las soluciones de la ecuacion diferencial © = Ax + b(t) tienen la misma
estabilidad. (FEs decir, o bien son todas estables, o bien son todas inestables, y si son estables,
entonces o bien son todas asintéticamente estables, o bien no lo es ninguna).

Prueba:

Basta demostrar que la estabilidad de una solucién z(t) cualquiera es la misma que la del
punto de equilibrio 0 del sistema homogéneo z = Az. Para ello basta observar que dada la
solucién z(t) de la ecuacién z = Az + b(t), una segunda funcién y(¢) es también solucién si y solo
si z(t) = y(t) — z(t) es solucién de & = Az. Como la norma de y(t) — z(t) es igual a la norma de
z(t) — 0, basta aplicar las definiciones para obtener que z(t) es solucién estable (asintéticamente
estable, inestable) de la ecuacién © = At + b(t), siy solo si 0 lo es de la ecuacién & = Az. m

Ahora veamos cémo la estabilidad del sistema lineal se puede deducir de los valores propios
de A:

Teorema 6.4 Sea la ecuacidn diferencial lineal a coeficientes constantes: & = Ax + b(t).

Si todos los walores propios de A tiemen parte real negativa, entonces las soluciones son
asintdticamente estables (hacia el futuro, seqin Liapunov).

Si alguno de los valores propios de A tiene parte real positiva, entonces las soluciones son
inestables (hacia el futuro sequin Liapunov).

En el caso que resta, es decir, si todos los valores propios de A tienen parte real menor o igual
que cero, y alguno tiene parte real 0, entonces las soluciones son estables pero no asintdticamente
(en el futuro, seqin Liapunov), si la multiplicidad geométrica de todos los valores propios con
parte real nula, es igual a la multiplicidad algebraica respectiva. En caso contrario, es decir,
st para algin wvalor propio con parte real nula, las multiplicidades geométrica y algebraica son
diferentes, entonces la soluciones son inestables.
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Prueba:

Basta estudiar la estabilidad de 0 en el sistema homogéneo & = Az, siendo A = PJP~!, con
J (quizds matriz compleja) la forma canénica de Jordan de A. Haciendo el cambio de variables
x = Py, se obtiene el sistema equivalente y = Jy. Como un sistema se obtiene del otro mediante
un cambio de variables que deja fijo al punto de equilibrio 0, la estabilidad de ambos sistemas
es la misma. Como las matrices A y J son semejantes, sus valores propios, y sus multiplicidades
geométricas y algebraicas son la misma. Entonces basta demostrar el teorema para la matriz J
en lugar de A.

La solucién de & = Jz es z(t) = e’'zy. Sila norma de la matriz e’ est4 acotada para todo
t > 0, entonces ||z(t)|| < K||zo|| para todo ¢ > 0, donde K es una constante positiva. Dado € > 0
basta tomar § = ¢/ K para verificar que se cumple la definicién de estabilidad del 0.

Sabiendo que 0 es estable, como z(t) = 'z, entonces 0 es asintéticamente estable si y solo
si la matriz e’t tiende a la matriz nula, cuando ¢ tiende a +oo.

Por otro lado, si existe algiin término (en la fila i y columna j) de la matriz e’?, que en médulo
tiende a +o0, podemos elegir un vector zy con su componente j-ésima no nula (que puede elegirse
con norma tan pequefia como se desee). Se obtiene que el producto z(t) = e’!zq tiene su término
i-ésimo que tiende, en mddulo, a infinito. Entonces no se cumple que ||z(¢)|| es menor que € para
todo t > 0, a pesar que zg pudo elegirse con norma menor que cualquier §. Esto implica que 0 es
inestable (hacia el futuro).

Resumiendo, si todos los términos de la matriz e’* estdn acotados para ¢t > 0, entonces 0 es
estable (en el futuro). Siendo 0 estable, entonces es asintoticamente estable si y solo si todos los
términos de e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito. Por otro lado si algtin término de e’?
tiende en médulo a infinito, cuando t tiende a infinito, entonces 0 es inestable.

Ahora analicemos la matriz e’ calculada mds arriba. Todos los términos de ella son de la
forma e*i'p; ;(¢) donde ); es un valor propio de J, y p; ;(t) es un polinomio de grado maximo igual
al tamafio del bloque de Jordan al que pertence, menos uno.

Entonces, si todos los valores propios de J tienen parte real negativa, todos los términos de la
matriz e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito, y por lo tanto estan acotados para ¢t > 0. Por
lo visto antes esto implica la estabilidad asintética del 0.

Si algtin valor propio de J tiene parte real positiva, existe un término de e’* que tiende, en
modulo, a infinito, cuando t tiende a infinito. Por lo visto antes, esto implica la inestabilidad del
punto de equilibrio.

Finalmente, en los casos que quedan, observemos que los términos de la matriz e’! que corres-
ponden a valores propios con parte real negativa (si los hubiera), estdn acotados para t > 0, y que
los términos que corresponden a valores propios con parte real nula, no tienden nunca a cero, y
estdn acotados si y solo si los polinomios p; ; tienen todos grado cero. En caso contrario tienden
a infinito. Como el grado maximo de esos polinomios es igual al tamano del bloque menos uno,
obtenemos que 0 es estable, pero no asintoticamente, si todos los bloques de Jordan de los valores
propios con parte real nula tienen tamafno uno. Si alguno tiene tamano mayor que uno, entonces
el 0 es inestable.

Pero, la cantidad de bloques de Jordan para cada valor propio es igual a la multiplicidad
geométrica del valor propio (porque para cada bloque hay una sola direccién de vectores propios).
Ademas la multiplicidad algebraica es igual a la cantidad de veces que aparece el valor propio en

J
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la diagonal de J. Entonces los bloques asociados a un valor propio, tienen todos tamano uno si y
solo si la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica, para ese valor propio. B

Bibliografia:
J.SOTOMAYOR Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. IMPA Rio de Janeiro.
CODDINGTON-LEVINSON Theory of ordinary differential equations.

EJERCICIOS

1. Encontrar ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias con soluciones maximales en in-
tervalos del tipo (—o0, +00), (—00,b) y (a, +00).

2. Sea la ecuacién diferencial ¢ = X (z,t) con X de clase C' (es decir, continua, diferenciable
y con derivada primera continua), definida en © C IR"™ x IR, con valores en IR". La tnica
solucién maximal por (zg, ty) se denota como ¢(zg, tp, t). La derivada respecto a zy se denota
como ¢'(zo, to,t). Es una matriz n x n, cuyo término general a;; depende de zg, to,t, y es
la derivada parcial de la i-ésima componente de ¢ respecto a la jésima componente de xq.

Demostrar que la matriz ¢'(zg, tg,t) verifica:
a La ecuacién diferencial Y = J(¢)V, donde J(t) es la matriz jacobiana de X, es decir

J(t) = X'(z,1)] X'(z,t) indica la matriz n x n derivada de X respecto a
z, con t fijo.

z=p(z0,l0,t) ’

b La condicién inicial ¢'(zg, to, tg) = Id.
3. Con la notacién del ejercicio anterior:

Probar que la funcién real f(zo,to,t) = det(¢'(z0, to, 1)), verifica

a La ecuacién diferencial f = a(t)f, donde a(t) = traza J(t).

b La condicién inicial f(zg,t0,%0) =1

Sugerencia: Si A(t) es una matriz cuadrada cuyos términos son funciones derivables de t,

entonces %(det A(t)) es la suma de los determinanates de las matrices que se obtienen

sustituyendo cada columna de A por su derivada. Si A(t) verifica la ecuacién diferencial
Y = JY, entonces cada columna de A(t) verifica y = Jy.

4. En IR sean las ecuaciones diferenciales:

Zi?:f(mat)’ ?):g(yat)

con f y g continuas y lipchitzianas definidas en un mismo abierto 2 C IR x IR.

Sean ¢(zg,to,t) y ¥ (xo,to,t) sus respectivas soluciones maximales.
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a) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € Q, entonces
o(zo, to,t) > 1(xg,t9,t) para todo t > tg
o(zo,to,t) < P(zo,to,t) para todo t < tg

t tal que ambas soluciones estén definidas.

b) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € §, entonces
o(zo, to,t) > P(xg,t9,t) para todo t > tg
o(zo, to,t) < P(zg,to,t) para todo t < 1

t tal que ambas soluciones estén definidas.
(Sugerencia: Elegir f\ — f tal que f) > f).

. Investigar si es cierta la proposicién siguiente:
Sea u(t) una funcién real continua definida para ¢ € [tg, 1] tal que:
t
u(t) > a+ | k(s)u(s) ds >0
to
donde k(s) > 0 es continua para todo s € [tg, t1].
Entonces

t
u(t) > aexp ( k(s) ds) ,  para todo t € [to, 1]
to

. Sea A(t) una matriz n x n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.
Sabiendo que A(t) y A(s) conmutan para todos ¢ y s reales, probar que

efot A(s)ds

es la matriz principal del sistema & = A(t)z. Sugerencia: Si B(t)B(t) = B(t)B(t) para todo
t, entonces la derivada de eP®) es BeB®),

. Sea A(t) una matriz n X n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.

a) Se define ||A(t)|| = sup{||Az|| : z € R",||z|| = 1}. Demostrar que ||[A(.)|| : r — R es
continua.

Sea & = A(t)z.
b) Verificar que [lz(2)|| < [|z(0)]| + f |A(s)|/[|lz(s)|| ds para todo ¢ > 0.
C) Probar que
t
(]| < ||z(0)[|elo 14N ds

. Se da & = A(t)z, con A : (a,b) C R — M™*". ;Cudl es el intervalo maximal de las
soluciones?

. Demostrar que la matriz principal en ¢y de un sistema lineal i = A(f)z es tnica. (Se define
por las condiciones ®(t) = A(t)®(t) y @(tp) igual a la identidad.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Eleonora Catsigeras.

Diciembre de 1997.

CAPITULO II
ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS

Una ecuacion diferencial ordinaria es autonoma si el segundo miembro es independiente de ¢,
es decir, la ecuacién es de la forma:
z=X(x)

Dicho de otra forma, la velocidad & depende de la posicién z, ( y esta posicién, aunque en
forma desconocida, va variando en cada instante), pero la ley conocida X que da la velocidad en
funcién de la posiciéon, es la misma en todo instante ¢. La ley que gobierna el sistema, es invariante
en el tiempo.

Cualquier ecuacién no auténoma = = X (z,t) puede llevarse a una ecuacién auténoma en otro
espacio. En efecto, haciendo el cambio de variables y = (z,t) € IR"*, se obtiene § = (X (y),1) =

Y(y).

1 Trayectorias u 6rbitas

Sea la ecuacién auténoma

i=X(z) X:QCR"— R"

Ahora €2 es un abierto de IR".

Si X es continua y lipschitziana, indicamos con I, ;, al intervalo maximal de la solucién por
(z0,t0), y, como antes, @z, 4,(t) al valor en ¢ de la solucién maximal por (zo,ty), para cualquier
t € Ipyto- Se tiene @y 4 (to) = zo-

Proposiciéon 1.1 Cuando la ecuacion es autdénoma, se cumple
Imo,to = tO + I:L‘o,()

y para todo t en ese intervalo
Pxo,to (t) = Px0,0 (t - tO)



Prueba: Seat €ty + I;,0. Se cumple

d d ,
dt‘ﬁzo,ﬂ(t tO) d¢ (on,o(t) Pty =X (‘on,o(t to))

porque (g, o es solucién de la ecuacion diferencial.
Luego ¢z,.0(t — to), definida para t € ty + I, o, verifica la ecuacién diferencial. Ademads, en
t = tp toma el valor g, 0(0) = z¢. Por la unicidad de la solucién por (zg, %) se tiene

9010,0(?5 — 1) = Pzo,to (1)

y por definicién de intervalo maximal ¢g + Iy,,0 C Iz -

Por otra parte I, o es el intervalo maximal de ¢y, 0. Para todo ¢’ € —ty + I, 49, la funcién
©Oao.to (T + 1) verifica la ecuacién diferencial y para ¢’ = 0 toma el valor zy. Por la definicién de
intervalo maximal —tg + I+, C Iyg0

[

Consecuencia:

La grafica de la solucién maximal por (z,%g) se obtiene trasladando horizontalmente segin
to, la grafica de la solucién maximal por (zg,0). Ver figura 1.

Denotamos con ¢(zo,t) a la solucién maximal ¢z, o(t) por (zo,0), para todo z € Q,t € I,
y a este intervalo maximal lo escribimos como I, = I, 0. Obsérvese que ¢(zg,0) = zo.

En virtud de la proposicién anterior, conociendo ¢(zg,t), es decir la solucién maximal por
(z9,0) para cualquier zo € €, se conocen todas las soluciones maximales, ya que la que pasa por
(.To, t()) €s (b(.T(],t — t()).

Proposicién 1.2
B(zo,t +to) = ¢ (¢(z0,20), 1)
para todo o € 2, para todo tg € I, y para todo t tal que t +tg € I,.

Prueba: ¢(xg,t+ 1) es solucién de la ecuacién diferencial y para t = 0 toma el valor ¢(xg, to).
Por la unicidad de la solucién maximal es ¢(d(zo,t0),t). ®

La solucién maximal por (zg, 0) es ¢(xg,t). Hasta ahora nos referimos a la grafica de la solucién,
es decir, a los puntos (¢(zo,t),t) € IR" x IR para t € I;,. Cuando el sistema es auténomo, suele
representarse graficamente la soluciéon omitiendo la variable ¢, en lo que se llama trayectoria, u
orbita.

Definicién 1.3 Dado zy € €, se llama trayectoria u drbita por zy a la curva paramétrica en
R": ¢(z0,t), te€ I, con x fijo, y t pardmetro.

Mientras en la grafica una coordenada indica el valor de la variable ¢, en la 6rbita esta variable
no aparece. La érbita es una curva que se orienta segin valores crecientes de ¢, pero del punto de
la curva no puede deducirse en qué tiempo t se obtuvo.

También se llama, trayectoria u érbita, por simplicidad, al conjunto de puntos en IR" recorrido
de la funcién ¢(z,t) al variar ¢, con z; fijo.

La érbita es la proyeccién sobre IR" de la grafica que estd en IR™ x IR, proyectandola segun el
eje de los t.

La érbita por z( se denota como o(zg).



R" R"x R
gréfica por (zg,0) grafica por (zg, 1)

orbita

por xg

Figura 1: Gréficas de dos soluciones que se proyectan sobre la misma érbita

Teorema 1.4 Si el sistema es autonomo, dos drbitas cualesquiera o bien son disjuntas o bien
coinciden.

Prueba: Si no son disjuntas, existen zg, to, z1, %1 tales que ¢(zo,to) = ¢(z1,11).
Debido a la proposicién 1.2, se tiene

b(z0,t) = d(d(zo,t0),t — to) = d(d(z1,11),t — to) = P(x1,t1 —to +1)

Luego, todo punto de la 6rbita por zy es punto de la 6rbita por z;. Simétricamente, todo punto
de la 6rbita por z1 es punto de la érbita por zy. B

Definicién 1.5 Se llama flujo, o sistema dindmico asociado a la ecuacién diferencial auténoma
z=X(z), X :Q abierto de IR" — IR", a la familia de érbitas por los puntos zy € .

Nota: Dada la ecuacién diferencial auténoma & = X (), la velocidad &, es el vector tangente
a la 6rbita z = z(t). Es decir, sin resolver la ecuacién, conocemos, por cada punto del espacio z,
el vector tangente X (x) a las érbita. Resolver la ecuacién equivale a encontrar las drbitas, o sea,
a encontrar las curvas en el espacio que son tangentes al vector dado X (z) por cada punto = por
donde pasan.

Muchas veces esta observacion permite, sin resolver la ecuacion diferencial, tener los datos
cualitativos sobre el comportamiento de sus soluciones. Por ejemplo, sin resolver la ecuacién,
dibtjense las 6rbitas de la ecuacién diferencial & = —z en R?. (Ver figura 2).

Por otro lado, dada una familia de curvas paramétricas diferenciables, tales que por cada
punto zy de € pasa una y solo una curva de esta familia, existe una ecuacién diferencial auténoma
z = X(z) que tiene a esa familia como sistema dindmico asociado. Basta elegir en cada z €  un
vector X (z), tangente en z a la curva que pasa por z, orientado segin el pardmetro ¢ creciente.
(No resulta necesariamente X (z) continua y menos lipschitziana). Algunas veces, para suministrar
ejemplos, en vez de dar explicitamente la ecuacion diferencial, daremos el “dibujo”de su flujo
asociado.



Nota: Debido al teorema de Picard, por todo punto de  pasa alguna érbita. Debido al
teorema, 1.4, pasa una sola Orbita por cada punto. El flujo es tal que dos érbitas distintas no se
cortan.

Nétese que si ¢(xp,t) = constante, para todo ¢, entonces la érbita por zy se reduce al punto
zo. Por ejemplo la ecuacién diferencial & = —z, en IR?, tiene como flujo asociado, el sistema
de orbitas formado por el punto (0,0), y las semirrectas abiertas , con extremo en (0,0), que se
recorren, para t creciente, acercandose a (0,0) sin alcanzarlo nunca.

2 Ecuaciones diferenciales en superficies

Vimos que dar la ecuacién diferencial auténoma & = X(z) en Q C IR", es dar en cada punto
z € 2 el vector X (z) € R". Esta funcién X se llama campo en Q. El flujo asociado es el sistema
de curvas (drbitas) tangentes al campo dado X en cada punto z por donde pasan.

Veamos como este concepto se puede extender a superficies S contenidas en IR", en lugar
de abiertos 2 C IR". En muchos ejemplos de aplicacién préactica, el espacio de fases no es
todo R™, ni un abierto €2 de R"™, sino ciertos subconjuntos de R™, no abiertos, con una estructura
geométrica. Por ejemplo: una superficie esférica, o cilindrica, o un toro, u otros objetos geométricos
de dimensién k£ < n contenidos en IR", llamados variedades .

Primero veamos la definicién de superficie encajada en IR". Nos basaremos en la existencia
de ciertas transformaciones (parametrizaciones de dos pardmetros) diferenciables. Recordemos
que para definir diferenciabilidad de una transformaciéon de IR"™ a IR™, en un punto =z € IR", se
requiere poder calcular incrementos de la transformacién al variar z segiin cualquier direcciéon en
IR™. Para ello se necesita que la transformacién esté definida en un entorno abierto alrededor de
z en IR".

En la definicién de superficie que daremos a continuaciéon se pedird que una transformacién
h~! definida en un subconjunto S N H de IR" sea diferenciable. Pero S N H no es abierto en IR™.
,C6émo se entiende entonces la diferenciabilidad de h~'? Convenimos en que es diferenciable si
existe un abierto V de IR" que contiene a SN H, y una funcién g definida en V, diferenciable, que
coincide con h~! cuando se la restringe a S N H.

Definicién 2.1 Un superficie S es un subconjunto de IR™,n > 2, tal que cada punto zy € S estd
contenido en un abierto H C IR™, que intersectado con S es difeomorfo a un abierto Q de IR2.
(H NS es difeomorfo a © si existe una funcion h : Q — HNS diferenciable, invertible y con inversa
diferenciable).

Nétese que h estd definido en un abierto Q de IR%. Es entonces una funcién de dos variables
reales, que asigna, a cada valor de estas variables, un punto de la superficie. Al mover las dos
variables reales en €2 se recorren todos los puntos de la superficie S que estdn en un entorno H de
Zg.

La funcién h se llama parametrizacion para el punto xzy. Puede suceder que alcance una sola
parametrizacién para cubrir toda la superficie S, pero lo comin es que se necesiten varios entornos
H, y por lo tanto varias parametrizaciones.

Por ejemplo, la esfera y el toro son superficies en IR.



Definicidon 2.2 Una superficie S es de clase C" si existe, para cada punto de la superficie, alguna
parametrizacién h tal que h y su inversa h~! tienen derivadas continuas hasta orden 7.

Subespacio tangente: Sea una curva paramétrica x = z(t), ¢ € I, intervalo abierto de
IR, contenida en la superficie, es decir z(t) € S para todo t € I. Sea ty € I. El vector z(ty) de
IR™ es tangente a la curva en el punto zy = z(tp). Decimos que un vector de IR" es tangente
a la superficie S en el punto z( si es tangente en xy a alguna curva contenida en la superficie.
Se puede demostrar que el conjunto de todos los vectores tangentes a la superficie S en el punto
zg € S forman un subespacio vectorial de dimension dos en IR". Este espacio vectorial se denota
como Ty, S y se llama espacio tangente a S en el punto xg.

Por definicién, para cada curva z = z(t) contenida en S, se cumple i (t) € Ty;)S.

Definicidn 2.3 Se llama campo en S a una funcion X que a cada punto z € S le asigna un vector
X (z) del subespacio tangente a S en z. Es decir:

X(z) € T,S, paratodozx € S

Definicién 2.4 Una ecuacién diferencial ordinaria auténoma en la superficie S es z = X(z),
donde X es un campo en S.

Resolver la ecuacién es hallar las funciones © = z(t), definidas en intervalos abiertos I C IR,
y que toma valores z(t) € S, tales que %(t) = X(z(t)) para todo t € I. Esto es equivalente
a hallar las curvas contenidas en S que son tangentes al campo dado X. Estas curvas son las
trayectorias u drbitas. Ahora las trayectorias estdn contenidas en la superficie S. La familia de
todas las trayectorias forman el flujo , o sistema dindmico , asociado a la ecuacion diferencial en
la superficie.

La unicidad y maximalidad de soluciones de la ecuacion diferencial en la superficie S se definen
como en el capitulo I.

Para poder enunciar el teorema de Picard en superficies, recordemos que el campo X en S, es,
en particular, una funciéon definida en S C IR"™ que toma valores en IR".

Definicién 2.5 Se dice que X es lipchitziano globalmente en S si existe una constante K > 0 tal
que
| X (o) — X (z1)|| < K||zg — z1]|, para todos zg,z1 € S

Se dice que X es lipschitziano en S, si para cada punto z € S existe un entorno H C IR" tal
que X es lipschitziano globalmente en SN H.

Teorema 2.6 (Picard en superficies) Si X es un campo continuo y lipschitziano en la super-
ficie S de clase C?, entonces emiste, para cada o € S, y cada ty € IR, una tnica solucion de la
ecuacion diferencial & = X (x) que pasa por zg en t = 1.

Nota: El teorema es valido también si la superficie es sélo C'.

Prueba: Consideremos una parametrizacién h : Q ¢ R? — SN H C IR" de la superficie,
en un entorno del punto zg € S. A partir de una curva paramétrica 5(¢) en 2, puede definirse la
curva, contenida en la superficie z(t) = h o 3(t). Se cumple z(t) = dh(B(t)) - B'(t).



Entonces, z(t) verifica la ecuacién diferencial & = X(z) en S, si y solo si 3(t) verifica la
ecuacién diferencial en Q C IR%:

B'(t) = dr(B()~" - X (ho B(1))

Esta es una ecuacién de la forma 4’ = Y (y) con y € Q, Y(y) = dh(y) ' - X(h(y)). Como hy
dh~! tienen derivadas continuas, porque S es de clase C?, son lipschitzianas. La composicién y
el producto de funciones continuas y lipschitzianas son también continuas y lipschitzianas. Luego,
la funcién Y es continua y lipschitziana.

Por el teorema de Picard en el abierto Q C IR?, existe tnica solucién de § = Y (y) por cada
punto y € . Aplicando h~! se concluye que existe tinica solucién de la ecuacién diferencial dada
en S, por cada punto g € S. B

3 Ejemplos

Flujo polo norte-polo sur en la esfera
Sea S? 1a esfera de centro (0,0,0) y radio 1 en R3. Para cada p € S? sea X (p) el vector tangente
a la esfera en el punto p dado por

X(a:,y,z) = (acz,yz, _(562 + y2))

Obsérvese que X (p) es ortogonal a p —(0,0,0) = (z,y, 2), y por eso es vector tangente a la esfera.
Ademas la proyeccién de X (p) sobre el plano z = 0 es (zz,y2,0) = z(z,y,0). Esa proyeccién es
radial, es decir, colineal con la proyecciéon (z,y,0) de p — (0,0,0) = (z,y, 2) sobre el plano z = 0.

Entonces X (p) es un vector tangente al meridiano de la esfera que pasa por el punto p (si
z? 4+ y% #0). Las 6rbitas de la ecuacién p = X (p) son el polo norte (z = 0,y = 0,z = 1), el polo
sur (r = 0,y = 0,z = —1), y los meridianos de la esfera, orientados desde el polo norte hacia el
polo sur.

Péndulo sin rozamiento

Sea la ecuacién del péndulo sin rozamiento:

d%e
a2 = —w’sind

con § € (—m,n] 4ngulo de desplazamiento del péndulo respecto a la vertical, y w? constante
positiva, que depende de la aceleracion gravitatoria y de la longitud del péndulo.
Pasando a una ecuacion de primer orden, queda:

0=z %=—w’sind

que es de la forma p = X (p) donde p = (6, 2), X(p) = (2, —w?sin@).

Tomemos en el espacio (z,y,2) € IR?® el cilindro C, con seccién la circunferencia del plano
z =0, de radio 1, y centro (0,0,0), y generatrices verticales (paralelas al eje de las z). Cada punto
del cilindro estd identificado por dos coordenadas: z, y € (el dngulo que forma el eje de las = con



Figura 2: Flujo polo norte-polo sur en la esfera

el plano vertical que contiene a p), y reciprocamente, cada pareja (6, z) da un punto de C. Dicho
de otra forma, el espacio de fases del péndulo es el cilindro C.

Las érbitas de la ecuacién diferencial p = X (p), son curvas contenidas en el cilindro C. La
componente § es la componente del campo X tangente a la seccién circular del cilindro, y la
componente z es segun la generatriz vertical del cilindro.

Los puntos fijos en el cilindro, son las 6rbitas p = p(t) constantes para todo ¢. Esto es p = 0,
o sea, z = 0,sinf = (. Esto da dos puntos fijos: z=0,0 =0y z=0,0 = «.

Estudiando el signo de z y de 9, y usando las simetrias de las ecuaciones respecto a z y a 6,
pueden croquizarse las trayectorias sobre la superficie del cilindro, obteniendose el flujo segun la
figura.

Para ver que las érbitas cercanas al punto de equilibrio # = 0, z = 0 son curvas cerradas, basta
observar que la cantidad V (6, z) = 22 — 2w? cos 6 se conserva sobre las érbitas, y cuando el valor
conservado es cercano a —2w?, corresponde a la ecuacién de una curva cerrada.

4 Ecuaciones diferenciales en variedades

Asi como se han estudiado las ecuaciones diferenciales en superficies contenidas en IR", pueden
definirse y estudiarse en otros objetos geométricos de dimension & < n contenidos en IR". Esto
es 1til cuando el espacio de fases tiene dimensién k£ y es un subconjunto del espacio euclideo
n-dimensional.
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Figura 3: Espacio de fases para el péndulo sin rozamiento.

Definiciéon 4.1 Una variedad encajada en IR", de dimension k < n, es un subconjunto S de IR"
tal que cada punto zg € S estd contenido en un abierto H de IR", tal que H NS es difeomorfo a
un abierto Q € IRF. Es decir, existe h: Q C IR — SN H C IR", diferenciable, invertible y con
inversa diferenciable.

Las superficies son las variedades de dimensién dos.

Subespacio tangente:

Sea z = z(t) una curva paramétrica contenida en la variedad S. El vector %(¢) es tangente
a la curva en el punto z(t). Puede demostrarse que todos los vectores tangentes en zy a las
curvas paramétricas contenidas en S que pasan por g, forman un subespacio vectorial de IR" de
dimension k. Este espacio vectorial se llama espacio tangente a S en xg, y se denota como T7,S.
Por construccién, si z(t) estd contenida en la variedad S, entonces ©(t) € Ty S.

Definiciéon 4.2 Un campo en la variedad S es una funciéon que a cada punto z de S le hace
corresponder un vector X (z) del espacio tangente en = a S.

Dado un campo X en la variedad S, resolver la ecuacién diferencial ordinaria & = X (z), es
hallar todas las funciones z = z(t), con t € I, I intervalo abierto de IR, tales que z(t) € S'y
z(t) = X(z(t)), para todo t € I. Esto equivale a hallar todas las curvas contenidas en S que
son tangentes, en cada punto z por donde pasan, al campo dado X(z). Estas curvas son las
trayectorias u drbitas. La familia de todas las dérbitas es el flujo, o sistema dindmico, asociado a
la ecuacién diferencial.



El teorema de Picard vale para variedades S, con los mismos enunciado y prueba que en 2.6,
sustituyendo la palabra superficie, por variedad.

EJERCICIOS

1. Seaen Q = {(z,9) € R?: 0 <z < 01,0 < y < Oy}, el sistema

T = a1(Cy —z)y — bz
y = a(Cy —y)z —bay

donde a1, ao, by, be, Cq, Cy son constantes reales positivas.

a) Graficar las drbitas en (2, discutiendo segun las constantes dadas.

b) Estas ecuaciones corresponden a un modelo de evolucién de la gonorrea en una
poblacién de C; hombres y Co mujeres, con una tasa a; de contagio de hombres, una
tasa a9 de contagio de mujeres, una tasa b; de cura de hombres, y una tasa de cura by
de mujeres.

Segtin las graficas de la parte a), jes posible erradicar la enfermedad?
2. Graficar las 6rbitas (orientdndolas para ¢ creciente) de la ecuacién diferencial en IR*:
(#,9) = (az, by)
discutiendo segun el signo de a y b.
3. Graficar las 6rbitas de la ecuacién diferencial en IR?:
(#,9) = (az + y, ay)
discutiendo segun el signo de a.

4. Graficar las 6rbitas en IR? de la ecuacién diferencial:
(‘Ii"a y) = (aw - bya bz + ay)
con b # 0, discutiendo segun el signo de a.

5. Sea & = Az, donde z € IR%, y A es una matriz 2 x 2, de términos constantes reales.

Ver que existe un cambio de variables en IR?, que lleva la ecuacién dada a otra z = Bz,
comprendido en alguno de los casos de los tres ejercicios anteriores.
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CAPITULO INTERMEDIO ENTRE II Y IIT
SISTEMAS DINAMICOS

FEn este capitulo consideraremos propiedades topoldgicas generales de los sistemas dindmicos
continuos. Estas propiedades serdn, en particular, aplicables a la solucién general ¢(z,t) de una
ecuacién diferencial auténoma @ = X (), con X lipschitziana y continua, definida para cada z en
una variedad M (que puede ser un abierto de R™), después de una adecuada reparametrizacion.
(Ver ejercicio 3)

1 Sistemas dinamicos en espacios topolégicos

De ahora en adelante M serd un espacio topoldgico de Haussdorf con bases locales numerables.
Para quien no conozca qué es eso, digamos que es una generalizaciéon (mucho més general)
abstracta de cualquier subconjunto M del espacio euclideo R", munido de la “topologia”heredada
de R™. (Una topologia en un conjunto M es la familia de todos los subconjuntos abiertos en M.
Un subconjunto de M es abierto en M si es la interseccion de un abierto de R™ con M. Un
entorno en M de un punto z de M es un abierto en M que contiene al punto x.
Que el espacio M es topoldgico, quiere decir que estd definida la familia de abiertos en M.
Que es de Haussdorf quiere decir que dados dos puntos distintos de M existen entornos de ellos

disjuntos.
Que el espacio M tiene bases locales numerables, quiere decir que dado un punto p de M existe
una coleccién numerable de entornos de p en M, Vi(z) D Vao(z) D ... D Vi(x) D ... tales que

cualquier otro entorno de p en M contiene a algtin V;(p) de la coleccién. Si M es un subconjunto
de R", una base local numerable de entornos del punto p, en M es la coleccién de bolas abiertas
de centro p y radio 1/n, intersectadas con M, para todo p natural mayor que cero.

Como caso particular M puede ser una variedad de dimension k encajada en R™, aunque su
estructura diferenciable no sera necesaria para desarrollar la teoria topoldgica de este capitulo.

Definicion 1.1 Una funcién ¢ : M x R — M continua, es un sistema dindmico de variable real,
o también flujo en M, si ¢(p,0) = p para todo p € M y ¢(p,t1 + t2) = ¢(o(p,t1),t2) para todos
t1 y to reales, para todo z € M.

Observaciones



. Sea t; € M cualquiera.La funcién ¢, : M — M que se obtiene fijando ¢ = t; en ¢(p,t),
es un homeomorfismo (esto es, es continua, invertible, y con inversa continua). En efecto
¢Pt, © G_t; = Pt,—+, = ¢o = Id y andlogamente ¢_¢, o ¢, = id. La inversa de ¢, es ¢_¢,.

. Sea pg cualquiera. La funcién ¢(pg,-) : R — M que se obtiene fijando p = py en ¢(p,t), es
la parametrizacién de una curva continua orientada (segin ¢ creciente), que se llama drbita
o trayectoria de py. A veces también se llama orbita o trayectoria a la traza de esa curva, o
sea al conjunto imagen de la funcién ¢(po, ), que denotaremos como o(p).

o(po) = {9(po,t) : t € R}

. Dos drbitas distintas no se intersectan, pues si lo hicieran existirfa pa € o(po No(p1). Luego
p2 = ¢(po,to) = @(p1,t1). Para todo ¢ real se cumple ¢(po,t) = ¢(po,to +t — to) =

P(B(posto),t —to) = ¢(p2,t —to) = d((¢(p1,t1),t —to) = d(p1,t+t1 —to). Entonces o(po) C
o(p1). Simétricamente se cumple la inclusién opuesta, y entonces las érbitas coinciden.

. Si un punto pg es tal que existen tg # t1 tales que ¢(po,to) = &(po,t1) entonces, o bien py
es un punto fijo del flujo (es decir ¢(po,t) = po para todo ¢, y o(py) = {po}), o bien py es
periddico de periodo T > 0 (es decir ¢(pg,t +T) = ¢(po,t) para todo t real, y ¢(po,t) # po
para todo ¢ que no sea multiplo entero de T'). En el caso que py sea periédico la érbita por
po es una curva cerrada y reciprocamente.

Prueba:

Para demostrar la afirmacién, (tomando ty —¢1 # 0 en lugar de ¢y y 0 en lugar de ¢1), basta
probar que si ¢(po,to) = po, con tg # 0 v pg no es un punto fijo, entonces es perddico con
periodo T > 0. Sea
G(t)={t € R: ¢(po,t) =po}
(a) 0 G
(b) Sity y ta pertenecen a G entonces t1 + t2 también.
Esto es porque ¢(po, t1 + t2) = ¢(¢(po, 1), t2) = (o, t2) = po.
(c) Sit; € G entonces —t; € G.
Esto es porque po = ¢(po, t1 — t1) = ¢(d(po, t1), —t1) = ¢(po, —t1).

Un subconjunto G de reales que cumpla las propiedades a),b) y ¢), se llama subgrupo
de reales.

(d) Ademds G es un conjunto cerrado de reales, pues si t, € G es una sucesién de reales
tal que t, — t € R, entonces ¢ € G. En efecto, ¢(po,t,) = po para todo n. Haciendo
n — oo, como la funcién ¢ es continua, se obtiene ¢(po,t) = po.

(e) El subgrupo G es no trivial, (esto es: G no es todo R y no se reduce a {0}). En
efecto, G no es todo R porque pg no es punto fijo. Ademds, por hipdtesis tg # 0 y
®(po,to) = po, lo que significa que ty € G.



Todo lo anterior se resume en que G es un subgrupo cerrado y no trivial de reales. Para
terminar la prueba basta demostrar la siguiente afirmacion:

Todo subgrupo G cerrado y no trivial de reales es el conjunto de mailtiplos enteros de un
crerto real T > 0.

En efecto, sea Gt = {T' € G : t > 0}. Como G es no trivial, existe algin g € G, con g # 0.
Entonces |g| € GT y G es no vacio.

Sea T = inf GT.

T > 0 pues si fuera T = 0, existirfa, para todo natural n > 1 un real ¢, € G tal que 0 <
tn, < 1/n (por definicién de infimo). Sea para cada x € Ry para cadan > 1 el nimero entero
ent(x/t,) (parte entera de x/t,). Se cumple que 0 < z/x,, — ent(z/t,) < 1. Multiplicando
por t, se tiene 0 < x — tyent(z/t,) < T, < 1/n. Entonces tpent(x/t,) —n—co . Pero
t, € G siendo G un subgrupo de reales, y ent(z/t,) es un nimero entero. Multiplicar por
un numero entero es sumar una cantidad natural de veces y eventualemtne tomar el opuesto
del resultado. Entonces ent(z/t,) € G, y como tiende a z y G es cerrado, entonces = € G.
Luego, suponiendo que 7' fuera igual a cero hemos llegado a que G contiene a todo x real,
y G seria trivial. Hemos probado que T > 0.

Por definicién de fnfimo, existe ¢, — T con t,, € GT. Pero G es cerrado. entonces 7' € G.
Como T > 0, se tiene T' € GT. Es decir T es el m9nimo de G™.

Es inmediato que todos los miltiplos enteros de T" estdn en G, porque T estd en G y G es
un subgrupo de reales. Veamos que G no contiene otros reales. Sea t € G. Tomando la
parte entera de /T, se obtiene 0 < T'((¢/T) — ent(t/T) < T. Pero entonces tenemos el real
t — Tent(t/T) que es mayor o igual que cero, estd en G y es menor que el m9nimo 7' de G.
Esto significa que ese real debe ser cero, o sea, t es miltiplo de T". m

FEn lo que sigue Z es el conjunto de los niimeros enteros.

Definicion 1.2 Un sistema dindmico de wvariable entera, en M es una sucesién bi-infinita de
funciones f, : M — M continuas, una para cada n € Z, tales que fo =Idy fno fm = fntm para
todos n y m enteros.

Dado un flujo, o sistema dindmico ¢(p,t) en M de variable real, se tiene un sistema dindmico

de variable entera tomando f,(p) = ¢(p,n) para todo n € Z. Sin embargo, no todo sistema
dindmico de variable entera proviene de un flujo en el mismo espacio M tomando los tiempos ¢
enteros.

Observaciones:

1. f. es un homeomorfismo con inversa f—_,.

2. Fijado pg, la sucesién de puntos de M definida como p, = f,(po), para n € Z se llama

trayectoria , u orbita de pg. A veces también se llama trayectoria u érbita al conjunto de
todos los puntos p,.

o(po) ={p € M : p= fn(po) para algin entero n}



3. Dos trayectorias distintas no se intersectan.

4. Si para cierto punto po existen enteros mg y ni diferentes tales que fno(po) = fny (o),
entonces, o bien py es un punto fijo del sistema (es decir, f,(po) = po para todo n ente-
ro, yo(po) = {po}), o bien py es un punto perddico de periodo natural N > 1 (es decir,
fnen(po) = po para todo n entero, y fn(po) # po si n no es miltiplo entero de N).

Prueba:

Fro(P0) = fay (o) implica que fog—n, (o) = fr1~" 0 fny(po) = po. Como n1 # ng, y po no es
punto fijo, el conjunto G = {n € Z : f,(po) = po} es no vacio, y diferente de todo Z. Tiene
un minimo natural positivo N que no es uno.

Se cumple fy(po) = po, y para todo n entero frin(po) = fu o fn(po) = fu(po)-

Es inmediato que G contiene a todos los multiplos enteros de N. Ahora veamos que coincide
con el conjunto de los multiplos enteros de N. Dado n inG, haciendo la division entera entre
N, se tienen =mN +r con 0 < r < N. Siendo pg = fn(po) = fro fmn(po) = fr(po) se tiene
que 7 € G y es no negativo, menor que el minimo natural positivo N de G. Esto implica
quer=0. m

Definicién 1.3 Dado un homeomorfismo f: M € M, se llama sistema dindmico por iterados de
f al definido mediante

fo = fofo...of n veces, sin>0
fo = floflto...of™t |n|veces, sin<0
fo = Id

Se usa la notacién f™ para indicar la composicién de f consigo misma n veces, si n es natural, y
la inversa de la compuesta de f consigo misma |n| veces, si n es entero negativo.

Observaciones

Todo sistema dinamico con parametro entero es obtenido por iterados de un homeomorfismo f
(ver ejercicio 4). Por eso se identifica el sistema dando simplemente la transformacioén f : M — M
continua, invertible y con inversa continua.

Si ¢(p,t) es un flujo, entonces tiene asociado un sistema dindmico de variable entera, por
iterados de ¢(-,1) (la transformacién de tiempo uno). El reciproco no es cierto: no todo sistema
dindmico de variable entera, es obtendio por iterados de la transformacién de tiempo uno de un
flujo, en el mismo espacio M (ver ejercicio 5). Pero si puede darse una versién que requiere
agrandar el espacio (ver ejercicio 6): todo sistema dindmico de variable entera es el sistema
dindmico por iterados de la transformacién de tiempo uno de un flujo, en un espacio M’ que
contiene a M, llamado suspension.

Dada una ecuacién diferencial auténoma p = X(p) en, por ejemplo una variedad M de di-
mensién tres, (que puede ser un abierto de R?), considérese su flujo asociado ¢(p,t). Supéngase
que existe, contenida en M, una superficie compacta S tal que para todo p € S hay un tiempo
T, > 0 en que la érbita por p vuelve a estar en S, es decir ¢(p,T},) € S. Considérese la funcién
f S+ S definida por f(p) = ¢(p,Tp). Bajo ciertas condiciones hipotéticas, f resulta continua.
(Por ejemplo si el campo X de la ecuacién diferencial auténoma es transversal a la superficie S



en todos los puntos de S). La superficie S se llama, en ese caso seccion de Poincaré del flujo,
y la transformacion f es el mapa de Poncaré. El mapa de Poncaré no tiene en general, nada
que ver con la tranformacion de tiempo uno del flujo, pero mejor que ella refleja propiedades
topolégicas del flujo. El sistema dinamico por iteradas del mapa de Poincaré f tiene érbitas que
son subconjuntos de puntos de las 6rbitas del flujo dado. Los puntos periédicos de f (incluyendo
los puntos fijos de f), corresponden a las érbitas periddicas del flujo que intersectan a la superficie
S, y reciprocamente. En general, toda la teoria cualitativa topolégica que desarrollaremos, es
aplicable al flujo, pero pueden sacarse conclusiones estudidndolas solo referidas la mapa de Pon-
caré f. La estabilidad de las 6rbitas del flujo que intersectan a S puede estudiarse trabajando con
las trayectorias del mapa de Poincaré. Este tiene la ventaja frente a la transformacion de tiempo
uno, y frente al flujo mismo, que es una transformacién en un espacio S de dimensién menor que
la del espacio M donde esta definido el flujo.

2 Omega y Alfa limites

Sea ®(p,t) un sistema dindmico de variable real en el espacio M. (Sea f un sistema dindmico de
variable entera en el espacio M).

Definicién 2.1 Un subconjunto A C M es invariante si ¢(A,t) C A para todo t € R (respecti-
vamente f(A) C A para todo n entero).

Se observa que A C M es invariante si y solo si ¢(A,t) = A para todo ¢ real (respectivamente
f(A) = A). En efecto: ¢(A,—t) C A para todo ¢ real, implica que ¢(p(A, —t),t) C ¢(A,t) para
todo t real. Entonces A = ¢(A,0) = ¢(p(A, —t),t) C ¢p(A,t) C A. Entonces A = ¢(A,t) para
todo t real.

Los subconjuntos invariantes son aquellos que se mantienen incambiados en el tiempo. Se
caracterizan porque, por definicién, si contienen a un punto py entonces contienen a toda la orbita
de po

Definicion 2.2 Se llama semiorbita positiva de pg, o semitrayectoria positiva de pg, a la curva
paramétrica orientada, dada por la funcién ¢(pg,-) : [0,4+00) — M. A veces también se llama
semiodrbita positiva a la traza de esa curva, es decir al conjunto de puntos en M dado por

o™ (po) = {p(po, t) para algiin t > 0}

En forma similar, para los sistemas dindmicos de variable entera, asociado a los iterados de
f M — M, se llama semitrayectoria positiva de pg a la sucesién de puntos f™(pg) para n > 0
natural. A veces se llama semitrayectoria positiva al conjunto de puntos en M dado por

0" (po) = {f"™(po) para algiin natural n > 0}

Se define semidrbita o semitrayectoria negativa de py de manera andloga, sustituyendo ¢t > 0
por ¢ < 0 (respectivamente n > 0 natural, por n < 0 entero). La semidrbita negativa de pg se
denota como o~ (pp).



Sea ahora ¢(p,t) un flujo en M, y pg un punto de M.

Definicién 2.3 Se llama w—Ilimite (omega-limite) de py al conjunto de puntos dado por:
w(po) = {q € M : Existe alguna sucesién de reales t,, — +oo que cumple ¢(pg, tn) —n—oo ¢}
Se llama a—limite ( alfa-limite) de pg al conjunto de puntos dado por:
a(po) = {q € M : Existe alguna sucesién de reales ¢, — —oo que cumple ¢(po, tn) —n—oco ¢}

El conjunto omega-limite de un punto tiene interés porque en sistemas provenientes de distintas
ramas de la ciencia, puede interesar tanto el comportamiento transitorio (la érbita), como el
comportamiento asintético cuando el tiempo tiende a infinito. El conjunto omega-limite es el
conjunto a donde se acerca, (lo alcance o no), la semidérbita positiva del punto. Digamos que es
donde muere la 6rbita, si tiene algiin sentido decir esto atin cuando la 6rbita dé infinitas vueltas,
y no exista un punto limite de ¢(pg,t) cuando t — co.

Puede suceder que alguna semiérbita positiva (y también alguna negativa) sea densa en el
espacio (es decir se acerque tanto como se quiera, a cualquier punto del espacio). Esto significaria
que el conjunto omega-limite correspondiente es todo el espacio.

Por ejemplo esto sucede en el llamado flujo irracional del toro . El toro es una superficie
que se obtiene, por ejemplo girando una circunferencia generatriz alrededor de un eje que no
la corta y que estd en el mismo plano de la circunferencia generatriz (el toro es la superficie
de una rueda de seccién circular). Todo el toro menos la circunferencia generatriz y menos la
circunferencia ortogonal con la generatriz de radio maximo, es homeomorfo a un cuadrado plano.
(Dos conjuntos son homeomorfos cuando existe un homeomorfismo h que lleva uno en el otro, es
decir una tranformacién h continua, invertible con inversa continua).

Considérese en el cuadrado la funcién ¢ (x,t) = x + vt, donde v es un vector fijo cualquiera
de pendiente irracional (tomando como ejes los lados del cuadrado), x es un punto cualquiera
del cuadrado y t es un ndmero real (tal que ¢ (x,t) pertenezca al cuadrado). Llévese por el
homeomorfismo h esta funcién ¢ a la superficie del toro. (Es decir dado p en el toro, considérese
é(p,t) = h=*((h(p),t)). La funcién asi definida puede extenderse continuamente para todo t
real y para todo p del toro, y constituye un flujo, llamado flujo irracional (porque la pendiente del
vector v es irracional).

Las érbitas del flujo irracional son curvas que dan infinitas vueltas enrollandose por la superficie
del toro, sin cerrarse nunca. Puede demostrarse que las semiérbitas positivas (y también las
negativas) son densas en la superficie del toro. Por lo tanto, los conjuntos omega y alfa limites
son toda la superficie del toro (ver ejercicio 12). Sin embargo cada drbita no es todo el toro.

Observaciones

1. Si la érbita por py es perddica, o si pp es un punto fijo, entonces w(po) = a(pg) = o(po) =
o (po) = 0~ (po)-



w(po) C o™ (po) C 8(po)-

a(po) C 0~ (po) C 8(po)-

(A indica el conjunto clausura o adherencia de A, esto es la unién de A con el conjunto de
sus puntos de acumulacién).

2.

3. w(é(po),t)) = w(pp) para todo t real.

a(p(po),t)) = app) para todo ¢ real.

Prueba Si g € w(py) existe t,, — +oo tal que ¢ = limy,—o0 ¢(po, tr). Fijado ¢ real, la sucesién
t, — t también tiende a +oo. Luego, ¢ = limy, o0 ¢(d(po,t),tn —t) € w(d(po,t)).

Lo anterior prueba que w(pg) C w(¢(po,t)) para todo resl ¢, y para todo punto py. En
particular vale para —t en lugar de ¢t y y para ¢(po,t) en lugar de pyo. Se obtiene asi la
inclusién opuesta.

En forma similar se demuestra la afirmacion referente al conjunto a- limite. m

Lo anterior dice que los conjuntos w— limite y a— limite son inherentes a las érbitas, mas
que a los puntos. Es decir todos los puntos de una misma érbita tienen los mismos w-limite
y a—limite.

Teorema 2.4 Los conjuntos w(po) y a(pg) son invariantes y cerrados.

Prueba: La invariancia de w(pg) se demuestra verificando que si ¢ € w(pg) entonces ¢(q,t) €
w(po) para todo t real. En efecto si ¢ = lim,— ¢(po,ts) con ¢, — +oo, entonces fijado ¢
real cualquiera ¢(q,t) = lim,—o0 ¢(P(po,tn),t) = lim@(po,t, + t) con t + t, — +oo. Luego
#(q,t) € w(po) como se queria demostrar.

Para demostrar que w(py) es cerrado, tomemos un punto de acumulacién r de w(pg) y probemos
que 7 € w(pp). En todo entorno V de r existe algin punto ¢ € w(py), siendo entonces q =
lim ¢(po, t,,) con t,, — +00.

Como ¢ € V, y por la definicién de limite, existe algin T = t,, (para cierto n), que puede
elegirse tan grande como se desee porque ¢, — +oo, tal que ¢(py,T) € V.

Sea Vi D Vo D ... D V; D ... una base local numerable de entornos del punto r. Para cada
uno de ellos elijamos T de modo que Tji1 > Ty ¢(po,T;) € V. Entonces ¢(po, Tj) —j—oo T cON
T; — 4o00. Es decir r € w(po).

Las afirmaciones para el conjunto alfa-limite se demuestran en forma similar. m

Definicion 2.5 Sea un sistema dindamico con variable entera, definido por iterados de un homeo-
morfismo f : M — M. Sea py un punto de M. Se llama w-limite de py (omega-limite de py) al
conjunto

w(po) = {g € M : Existe alguna sucesién de naturales n; — oo tal que f"(pg) — ¢}
Se llama «-limite de po (alfa-limite de pg) al conjunto

a(po) = {q € M : Existe alguna sucesiéon de naturales n; — oo tal que f~"(pg) — ¢}



Las observaciones y el teorema anteriores valen también para los conjuntos w y a- limite en
sistemas dindmicos con variable entera (ver ejercicio 8).

FEn cambio, en el siguiente teorema, la afirmacién sobre conexién vale exclusivamente para
flujos, y no para la dinamica de iterados de f.

Teorema 2.6 Sea ¢ : M X R +— M un flujo en M. Sea py un punto de M. Si la semiorbita
positiva de py tiene adherencia compacta, entonces el conjunto w-limite de py es no vacio, compacto
Y coneco.

Andlogamente si la semiorbita negativa de py tiene adherencia compacta, entonces el conjunto
a-limite de py es no vacio, compacto y conexo.

Prueba: Recordemos las siguientes propiedades de los conjuntos compactos:

1. Una sucesién de puntos contenida en un conjunto compacto tiene siempre alguna subsucesién
convergente a un punto del compacto.

2. Todo subconjunto cerrado contenido en uno compacto, es también compacto.

Se tiene ¢(po,n) € 0™ (po) C ot (po) para todo n natural. Tiene una subsucesién convergente:
#(po, 1) —j—oo q, con n; — +00. Por definicion ¢ € w(py), es decir, w(pg) es no vacio.

Como w(pp) es un conjunto cerrado contenido en ot (py) que por hipdtesis es compacto, es
también compacto.

Recordemos la definicién de conjunto conexo: un conjunto es conezo si no puede cubrirse con
dos abiertos disjuntos que lo intersecten. Supongamos por absurdo que A y B son dos abiertos
en M disjuntos que intersectan a w(pp): AU B D w(pp), y existen puntos ¢ € A Nw(py) y
g2 € BNw(pp). Por lo tanto existen sucesiones de reales t, — 400 y s, — +00, tales que
q1 = lim ¢(po, tn) y g2 = lim ¢(po, $n).

Tomando subsucesiones adecuadas de t, y s,, puede suponerse que t; < 51 <t < 59 < ... <
tn < S$p < tpt1 < Spy1 < .... Para todo n > N se cumple que ¢(po,t,) € A porque A es un
entorno del punto limite g. Andlogamente ¢(po, s,) € B.

El arco de curva ¢(pg,t) con t,, <t < s, es conexo, entonces los abiertos disjuntos A y B que
cortan a ese arco respectivamente en ¢(po, tn) y ¢(po, $n) no pueden cubrir al arco. Esto dice que
existe algin punto ¢(pg, u,) en el arco, que no estd ni en A ni en B.

Como t, < u, < S, tenemos que u,, — +00.

Siendo ¢(po, u,) una sucesiéon de puntos contenida en el conjunto compacto ot (py), existe una
subsucesion convergente ¢(po, tn;) —j—occ ¢- Entonces g € w(po).

Por otro lado ¢(po, unj) no pertenece a AU B, es decir pertenece al complemento de A U B.
Como A U B es abierto, su complemento es cerrado. El limite de una sucesién de puntos de un
cerrado pertenece al mismo cerrado. Entonces ¢ estd en el complemento de A U B. Es decir
encontramos un punto de w(pg) que no estd en AU B, y por lo tanto A U B no cubre a w(py)
contra lo supuesto. m

Notas:



1. El teorema, excepto la afirmacién de que w(pg) es conexo, es cierto también para sistemas
dindmicos de variable entera, con practicamente la misma demostracion.

2. La tesis de conexion del conjunto omega-limite no es cierta para sistemas dinamicos de
variable entera (ver ejercicio 9).

3. Sio'(po) no es compacto, entonces w(py) puede ser vacio, o ser no vacio pero no conexo (ver
ejercicio 10).

4. En algunos espacios topolégicos particulares (por ejemplo en subconjuntos de R™), vale una

especie de reciproco de este teorema: si w(pg) es compacto y no vacfo, entonces ot (pg) es
compacto, y ademds resulta ser w(pg) conexo (ver ejercicio 11).

Bibliografia para este capitulo:

J. SOTOMAYOR: Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. Projeto Euclides. IMPA Rio de
Janeiro.
NEMITSKII-STEPANOV: Qualitative theory of differential equations.

EJERCICIOS

1. Sea la ecuacién diferencial no auténoma en Q C R™ x R, abierto,
&= X(z,1) (1)

con X continua y lipschitziana respecto a la variable x. Sea ¢(xq, to,t) la solucién general.
Considérese la funcién Y : Q +— R"*! dada por Y (2, \) = (X (x,\),1) para todo (z,\) € Q.

Sea la ecuacién diferencial auténoma y = Y (y) definida para y € Q.

(a) Probar que Y es continua y lipschitziana. Sea 1 (yo, t) la solucién de ¢ = Y (y) tal que
en t = 0 vale yp. Siendo yo = (x0,A\g) € Omega € R™ X R, probar que 9(yg,t) =
(¢($07 AO; t+ >\0)7 t+ A0)

(b) Probar que las graficas en 2 de las soluciones ¢(xg, tg, A) de la ecuacién diferencial no
auténoma dada, son las orbitas de la ecuacién diferencial auténoma en y.

2. (a) Sea & = X(x) con X : & C R"™ — R" continua y lipschitziana, 2 abierto de R",
una ecuacion diferencial auténoma. Sea p(xg,to,t) la solucién por (¢g,xo) para t en
su intervalo maximal. Probar que ¢(x,tg,t) = ¢(x0,0,t — ty) (para t donde estén
definidas). Se denotard como ¢(p,t) a ¢(p,0,t).

(b) Probar que si 2 = R™ y si X es continua, lipschitziana, y acotada, entonces el intervalo
maximal de las soluciones es (—00,00) y que ¢(p,t) es un sistema dindmico en R™.



3. (a)

Sea a : 0 C R™ — R una funcién siempre positiva, continua y lipschitziana, definida
en el abierto 2 de R", y sea X : Q — R"™ un campo también continuo y lipschit-
ziano, definido en el mismo 2. Se consideran las ecuaciones diferenciales auténomas
= X(z)yy=aly)X(y). Probar que las 6rbitas de ambas, como conjuntos, coin-
ciden. Sugerencia: Si ¢(p,t) es la solucién de la primera, y ¥(p, s) la de la segunda,
entonces tomar t(p,u) = [y a(y(p, s)) ds y verificar que es una reparametrizaciéon que
hace 9(p, u) = ¢(p, t(p, u)).

Demostrar que las érbitas de cualquier ecuacién diferencial auténoma & = X (z) con
X continua y lipschitziana en todo IR", coinciden como conjuntos, (y como curvas
orientadas) con las érbitas de un sistema dindmico de variable real en R". (Sugerencia:
considerar la ecuacién & = X (z)/(1 + || X (z)||) y el ejercicio 2 parte b).

Demostrar lo mismo que en la parte anterior pero cuando X esta definida solo en un
abierto Q C R™ diferente de todo R™. Sugerencia: Considerar a(x) = distancia de x al
complemento de Q, y la ecuacién diferencial & = a(z) X (x)/(1+ a(x)|| X (z)]]) que tiene
soluciones definidas en el intervalo maximal (—oo, +00).

4. Probar que todo sistema dinamico de variable entera es un sistema dindmico por iterados
de un homeomorfismo f.

5. (a)

(b)

Probar que si ¢(p,t) es un sistema dindmico de pardmetro real, entonces f, = ¢(p,n)
es un sistema dindmico por iterados de la transformacién f de tiempo uno, definida
por f(p) = ¢(p, 1).

Mostrar que existe algin sistema dindamico de variable entera, en algiin espacio M,
que no se obtiene por iteracién de la transformacion de tiempo uno de ningtn flujo en
M .(Sugerencia: simetria axial en R?).

6. Sea f un homeomorfismo en un espacio M. Se considera el espacio producto M x R, y en
él la siguiente relacién de equivalencia: Dados (p,s) y (p',s') en M x R: diremos que (p, s)

. . 7 . /7
es equivalente a (p/,s') si s — s es un ntimero entero, y si f* ~%(p) = p'.

(a)
(b)

/

Probar que es una relacién de equivalencia

Sea M el espacio cociente de M por la relacién de equivalencia dada. (Los elementos
de M son las clases de euivalencia en M x R, que se indican como [p, s], siendo (p, s) un
representante de la clase. Es entorno de [po, so] entre otros, por definicién, el conjunto
de todos los [p, s] obtenidos de tomar p en un entorno de pyp en M, y s en un entorno
de sp en R.

M se llama espacio suspension de M en realcién al homeomorfismo f. Sea en M el
siguiente flujo: ¢([p, s|,t) = [p,t + s|.

Demostrar que esté bien definido, y que es un flujo en M.

Sea [p, s] € M. Probar que si s es entero, entonces existe un tnico p’ € M tal que
[p',0] = [p, s] en M. Probar que para todo [p, s] en M, existe una tnica pareja (p',s) e
M x Rcon 0<s <1y tal que [p,s] =[p'.s'] en M.
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(d) Sea My, = {[p,s] € M : s — sq es entero } definido para cada sq fijo de [0,10 C R. Sea
IT : My — M definida por II([p,0]) = p. Probar que II es un homeomorfismo. Probar
que f: M — M se obtiene como f(p) = mo ¢([p,0],1) para todo p € M.

(e) Concluir que todo sistema dindmico de variable entera en M se obtiene, a menos de
homeomorfismo, como la transformacion de tiempo uno de un flujo, definido en otro
espacio tildeM que contiene a M (mejor dicho, a una copia homeomorfa My de M).

(f) Sea M un intervalo de R, f : M — M la simetria central respecto al punto medio del
intervalo. Describir la suspensién M de M respecto a f. Describir My, y el flujo ¢ en
M. Sugerencia: es un flujo en una banda de Moebius).

(g) Idem parte anterior para M una circunferencia, con f la simetria axial respecto a un

didmetro. (Sugerencia: tildeM es la botella de Klein).

7. Sea M un espacio métrico (dotado de una distancia d entre dos puntos cualesquiera).

(a) Sea f : M +— M un homeomorfismo. Probar que dados py € M, ¢ > 0, y dados
k < N, nimeros enteros, existe 6 > 0 tal que si d(pg,p) < d y si k <n < N, entonces

d(f"(po), f"(p)) <
(b) Sea ¢(p,t) un flujo en M. Probar que dados pg € M, ¢ > 0, y dados T" < S reales,
existe d tal que, si d(pg,p) <0y si T <t <. entonces d(¢(p,t), d(po,t)) < e.

(c) Probar que si M es compacto, se puede elegir ¢ en las partes anteriores, independiente
de Po-

8. Sea f: M — M un homeomorfismo y pp € M.

(a) Probar que a(pg) y w(po) son invariantes por f.

(b) Probar que a(pg) = a(f™(po)) vy que w(po) = w(f™(po)) para todo n entero.

(c) Probar que los conjuntos omega y alfa-limites son cerrados en M.
9. Sea f: M — M un homeomorfismo y pp € M.

(a) Probar que si la adherencia de la semiérbita positiva por py es compacta entonces el
conjunto omega-limite de pg es no vacio y compacto.

(b) Probar que en las hipétesis de la parte anterior, el conjunto omega-limite no puede
descomponerse en dos partes disjuntas, compactas, no vacias e invariantes.

(¢c) encontrar algin ejemplo en que o (pg) sea compacto y w(pg) sea no conexo.

10. (a) Dibujar esquemdticamente las érbitas y los conjuntos omega y alfa limites del sistema
dindmico asociado a la solucién general de las ecuaciones diferenciales siguientes:

i. p= X(p) donde X : R? — R? est4 dada por
X(z,y) = (—y+ (1= p)z,z+ (1 - p)y) donde p(x,y) = (z* + )"/

Sugerencia: en coordenadas polares queda p = (1 —p)p, o =1.
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11.

12.

13.

14.

ii. En M = {(z,y) € R? : |y| < 1} sea la ecuacién diferencial (z,7) = (1 —32)X (z,y),
donde X es la funcion definida en la parte anterior.

(b) Sea h : M +— R? donde M es el cuadrado de la tltima parte anterior, y h(z,y) =
(z,y/(1—y?)). Probar que es un homeomorfismo. Sea 1 (zg,yo,t) = h(¢(h~*(z0,v0),1),
donde phi(po, t) es la solucién general de la tiltima ecuacién de la parte a). Verificar que
1 es un sistema dindmico en R?. Dibujar esquematicamente las érbitas, ylos conjuntos
alfa y omega-limites.

(a) En R™ sea ¢(p,t) un sistema dindmico de variable real t y sea py € R™. Probar que
w(po) es compacto y no vacio si y solo si la semidrbita positiva de pg tiene adherencia
compacta. (sugerencia: w(pg) compacto y no vacio, estd contenido en algin abierto U
acotado, con adherencia compacta. Si la semiérbita no tuviera adherencia compacta,
existiria ¢, — 400 tal que ¢(po, t,,) tiende a un punto del borde de U.

(b) Probar lo mismo que en la parte anterior para un sistema dindmcio por iterados de un
hoemomorfismo f en R™.

Probar que las orbitas del flujo irracional del toro no son curvas cerradas, y que las se-
miodrbitas positivas y negativas son densas en el toro. Deducir que los conjuntos omega y
alfa-limite son todo el toro. (Sugerencia: tomar como seccién de Poincaré una circunferencia
generatriz del toro, ver que la tranformacién de Poincaré es una rotacion de angulo irracio-
nal. Identificar cada punto de la circunferencia con un nimero complejo €*™* de médulo
1 y observar que el mapa de Poincaré se puede traducir como f(z) = x + a con a real fijo
irracional. Ver que si se demuestra lo que se pide para la érbita por el punto que corres-
ponde a z = 0, entonces vale para cualquier otra orbita. No existen n y m enteros tales
que f™(0) = m, entonces la 6rbita por 0 no es cerrada. Ademas, el conjunto de complejos
{e?n7ia .y natural } es denso en la circunferencia y entonces la semiérbita positiva es densa
en el toro.)

Sean M y N dos espacios topolégicos homeomorfos entre si. Y sean f: M — My g :
N — N dos homeomorfismos. Se dice que f y g son conjugados si existe un homeomorfismo
h: N +— M, llamada conjugacion , tal que hog = f o h.

(a) Verificar que h(og4(po)) = o5(h(po)), h(w(po)) = w(h(po)), y que po es periddico sefin g
si y solo si h(pg) 1o es segin f.

(b) Verificar que la conjugacién es una relacién de equivalencia en el conjunto de los ho-
meomorfismos de M en M.

Sean M y N espacios topoldgicos y sean f : M — M y G : N — N homeomorfismos. Se dice
que f es semiconjugado con g si existe una funcién h : N — M llamada semiconjugacion ,
tal que es continua, sobreyectiva, y cumple foh =hog

(a) Verificar que h(o4(po)) = of(h(po)), que h(w(po)) C w(h(po)) (;vale la igualdad?), y
que po es periddico segin g implica que h(pg) es periddico segin f.
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(b)

Se considera en N la relacién de equivalencia p es equivalente a ¢ si h(p) = h(q).
Sea N el espacio cociente (cuyos elementos son las clases de equivalencia [p] cada una
representada por algin p de N). Sea §: N — N, definida por j([p]) = [g(p)]. Verificar
que g estd bien definida (es decir no depende de la eleccién del representante p en la
clase de equivalencia [p]). ; Es h un homeomorfismo en N. ;Es h conjugado a f?
(Sugerencia: ver si h: N +— M dada por h([p]) = h(p) es una conjugacion).

15. Sean M y N espacios topolégicos homeomorfos, y sean ¢ : M x R— M y ¢ : N x R— N
sistemas dindmicos. Se dice que son conjugados si existe un homeomorfismo i : N — M
llamado conjugacién, tal que

ho(po,t) = ¢(h(po),t) para todos pg € N, t € R

Se dice que son equivalentes topolégicamente si existe un homeomorfismo : N +— M y una
funcién continua s : N X R — R, llamada reparametrizacion, tales que:

(a)
(b)
(c)

s(po,-) : R— R es biyectiva y mondtona creciente

d(h(po),t) = h(¢(po), s(po,t)) para todos py € N,t € R
Probar que si son conjugados, entonces son equivalentes topoldgicamente, y que si son
equivalentes entonces 04 (h(po)) = h(oy(po)), y w(h(po)) = h(w(po)), para todo pg € N.

Probar que dado un sistema dindmico ¢ en M, siempre existe uno v que sea conjugado
con ¢, en un espacio homeomorfo a M.

Probar que dado un sistema dindmico ¢ en M, dado un esapcio N homeomorfo a M,
y dada una funcion ¢ : M x R — R, continua, biyectiva y creciente en ¢, y tal que

t(qo, s1 + s2) = t(qo, s1) + t(¢(qo, t(qo, $1), 52)

para todos s1 y s9 en R, y para todo gy € M, entonces existe un sistema dinamico v
en N que es equivalente topolégicamente con ¢ con reparametrizacién t.

Probar que las reparametrizaciones uniformes, (esto es, que no dependen de pg) de
sistemas dindmicos que tienen algin punto no fijo ni periédico, son las lineales s(pg, t) =
kt.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Eleonora Catsigeras.

Octubre de 1998.

CAPITULO III
ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV

1 Definiciones

Sea & = X (z,t), con X : Q C IR" x IR — IR una ecuacién diferencial en las hip6tesis del teorema
de Picard. Denotaremos con ¢(xg,to,t) a la soluciéon definida en su intervalo maximal, que en
t = tg toma el valor xg.

Definicién 1.1 La solucién x = x(t) definida para todo t > tg se llama estable en el futuro segin
Liapunov, si dado € > 0 existe > 0 tal que [[yo — z(to)[| < 0 implica que ¢(yo,to,t) estd definida
para todo t > tg y ademas ||¢(yo, to,t) — x(t)]| < € para todo t > tg.

Definicién 1.2 La solucién x = z(t) definida para todo t > tg se dice asintéticamente estable en
el futuro segun Liapunov, si es estable (en el futuro) y ademds existe p > 0 tal que |lyo—x(to)]| < p

implica que ||¢(yo, to,t) — x(t)|| —t—+o0 O.

FEn forma similar pero sustituyendo t > tg por t < ty y t — +o0o por t — —o0, se define
solucién estable y asintoticamente estable hacia el pasado, segin Liapunov.

Definicién 1.3 Un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial & = X (z,t) es un punto xq tal
que la funcién constante x(t) = zo para todo t € IR es solucién de la ecuacién. A veces se llama
punto de equilibrio a esa solucion constante. Obsérvese que los puntos de equilibrio, si existen,
son los puntos xg tales que X(zg,t) = 0 para todo ¢t € IR. La érbita por un punto de equilibrio
xo es el conjunto formado solo por el punto xg.

Las definiciones de estabilidad, estabilidad asintética e inestabilidad se aplican en particular
a los puntos de equilibrio, resultando:

El punto de equilibrio z es estable en el futuro si dado € > 0 existe d > 0 tal que ||yo— x| < §
implica que ||¢(yo, to,t) — xol|| <€, Vi > tp.

El punto de equilibrio es asintéticamente estable en el futuro si es estable en el futuro y ademas
existe p > 0 tal que ||yo — xo|| < p implica que @(yo,to,t) —t—+oco Zo-



Nota 1.4 Trabajaremos también con ecuaciones diferenciales en superficies de IR® o en variedades
de IR™. En estos casos también valen las definiciones de estabilidad anteriores.

EJEMPLOS

FEn el sistema & =y, y = —x, el punto de equilibrio x = 0, y = 0, es estable segiin Liapunov en
el futuro y en el pasado, pero no lo es asintéticmante. En efecto, las 6rbitas verifican x4+ gy = 0,
es decir la derivada respecto a t de x(t)® + y(t)? es cero para todo t. Esto implica que para
cualquier solucién, la distancia al origen es constante. Entonces las orbitas estan contenidas en
circunferencias alrededor del origen.

Sea Q = {(z,y) € R*:1/2 < 2% +4? < 2}. Para (z,y) € Q sea la ecuacién diferencial:

&= (1-p)z+(p—yy

§= (1= 2y — (p—y)z, con = 2% + ¢,

La ecuacion es de la forma p = X (p) para p € Q y verifica las hipétesis del teorema de Picard.
El vector X (p) puede descomponerse en

X(p) = (1=p") (2,9) + (p—y) (y, )
El primer sumando es un vector radial (segun la direccién p — 0 = (z,y)), y el segundo sumando
es un vector ortogonal a la direccién p — 0.

La componente radial tiene el mismo sentido que el radio p—0 si p < 1, y tiene sentido opuesto
si p > 1, anulandose si p = 1.

La componente tangencial al radio es cero si p = (0,1) que es el inico punto de equilibrio del
sistema.

La érbita que pasa por p es una curva tangente en p al campo X (p). Si inicialmente la distancia
de p a 0 es uno, y p no es el punto de equilibrio (0, 1), el vector tangente tiene exclusivamnte la
componente tangencial no nula, y del mismo sentido que (y,—x). La drbita es casi toda la
circunferencia de centro (0,0) y radio 1 (a la que le falta el punto 0,1)). Se recorre en sentido
horario (el sentido del vector (y, —z)). Tiende al punto de equilibrio cuando t — +o0.

Si inicialmente la distancia de p a 0 es mayor que uno, entonces el vector tangente tiene una
componente radial que apunta hacia el (0,0). Eso quiere decir que p va decreciendo. Pero no puede
ser menor que 1, porque esta orbita no puede cortar a la otra contenida en la circunferencia de
radio 1. Entonces z(t) se mantiene dentro de la corona Q, y por el teorema de salida de compactos
estd definida para todo t > 0. Andlogamente la érbita que inicialmente esta a distancia menor que
uno del origen, estd definida para todo ¢ > 0 y su distancia al origen va creciendo pero siempre
por abajo de uno.

Un croquis del plano de fases puede verse en la figura.

Todas las soluciones tienden al punto de equilibrio cuando t — +o00. sin embargo el punto de
equilibrio no es asintéticmante estable, porque no es estable. No es estable porque en cualquier
entorno de (0,1) existen puntos p1 = (z1,y1) con x1 > 0, que son tales que ¢(p1,t) se aleja més
que 1/2 del punto de equilibrio, para ciertos valores de ¢ > 0, antes de volver a acercarse a él. Esto
significa que algunas d6rbitas no se mantienen a distancia menor que cualquier € > 0 arbitrario que
se dé del punto de equilibrio, aunque inicialmente estén tan cerca del mismo como se desee.

Como comentario final cabe recordar que el hecho de que todas las érbitas tiendan a una dada,
no implica que ésta sea asintéticamente estable, porque puede no ser estable.



2 Estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas auténomos.

FUNCIONES DE LIAPUNOV

Sea @ = X (z) en las hi[6tesis del teorema de Picard.

Llamaremos (1, t1,t) a la solucién, como funcién de ¢, cuyo grafico pasa por el punto (x1, ¢1)
dado como condicién inicial. Como el sistema es auténomo, se verifica que ¢(x1,t1,t) = @(x1,0,t—
t1). Usaremos la notacién ¢(z1,t) para la solucién ¢(z1,0,t1).

Sea xo un punto de equilibrio, es decir, un punto tal que X (xg) = 0. Se tiene ¢(xg,t) = zo y
su intervalo maximal es todo IR.

De acuerdo con las definiciones en la seccion anterior, el punto de equilibrio x( es estable en
el futuro si dado € > 0 existe > 0 tal que |lyo — x|l < ¢ implica que ¢(yo,?) estd definida para
todo t > 0y ||¢(yo,t) — zo|| < € para todo t > 0. El punto es asintéticamente estable en el futuro
si, ademas de ser estable, existe p > 0 tal que ||yo — xo|| < p implica que ¢(yo,t) —t—+o0 Zo-

Definicién 2.1 Sea & = X (x) en las hipdtesis del teorema de Picard, y sea xq tal que X (zq) = 0.
Una funcién real V : U — IR definida en un entorno U de z( se llama funcion de Liapunov si
es continua y ademads existe la derivada respecto a t en t = 0 de la funcién compuesta V(4(z,t))

para todo x € U, y resulta ser una funcién continua de x. Esta derivada se denota como V' (x).

Se observa que V() puede existir aunque V (z) no sea diferenciable. Solo se esté pidiendo que
exista, cuando h — 0 el limite del cociente incremental

Observaciones:

1. Sea V una funcién de Liapunov. Entonces, para todo T en el intervalo maximal de la
solucién ¢(z,t) se cumple que V(¢(x,T)) es la derivada respecto a t en t = T de la funcién
compuesta V(¢(z,t)).

En efecto, por definicién

. d

V(o(e,T)) = —

S Vel T),0)

t=0

Como el sistema es auténomo se cumple que ¢(p(x,T),t) = ¢p(x, T + t), de donde

V(g(,T) = &

d
7 V(p(x, T +t) = —

=0 du

V(o(, u))

u=T

siendo u = T + t, como se queria probar.

2. Sea la ecuacién & = X(z). Si V(x) es una funcién diferenciable, se puede calcular V sin
necesidad de conocer las soluciones ¢(z,t). Resulta V(z) = VV(x) - X(x) donde - indica el
producto escalar usual en IR"™. (Ver ejercicio 2).



Definiciéon 2.2 Una funcion H : U — IR definida en un entorno U del punto xg es definida
positiva (para o) si se cumple H(xzg) =0y H(z) > 0 para todo x € U tal que = # zp.

Es semidefinida positiva si H(zg) =0y H(x) > 0 para todo = € U.

Andlogamente se define H definida negativa, y H semidefinida negativa, sustituyendo las
desigualdades H(xz) > 0y H(z) > 0 respectivamente por H(z) <0y H(x) <0.

TEOREMAS DE LIAPUNOV

Teorema 2.3 (Teorema 1 de Liapunov) Si existe una funcion de Liapunov V definida positi-
va en un entorno del punto de equilibrio xo y si V' es semidefinida negativa, entonces xq es estable
en el futuro.

Prueba:

Dado € > 0 (tomémoslo de modo que la bola B¢(x(), de centro ¢ y radio €, esté contenida en
U) hay que hallar 6 > 0 tal que ||yo — xo|| < 0 implique que ¢(yo,t) esté definida para todo ¢ > 0
y cumpla ¢(yo,t) € Be(xo) para todo t > 0.

Sea m = min{V (z) : ||z — zo|| = €} > 0.

Como V es continua en x y como V(xp) = 0 existe 6 > 0 (que puede tomarse menor que €) tal
que ||y — zo|| < § implica que V(y) < m.

Fijemos yo tal que |[yo — zo|| < 0. Tenemos que yo € Be(xo).

Consideremos la funcién V(¢(yo,t)) definida para todo ¢ en el intervalo maximal de ¢(yo, t)
tal que ¢(yo,t) € U. Para esos valores de t se cumple:

%W(yo’t)) = V(¢(yo, 1)) <0

Por eso, como funcién de ¢, V(¢4(yo,t)) es continua y decreciente (no estrictamente), siempre que
o(yo,t) € U.

Consideremos la ecuacién diferencial restringida al abierto U. Sea b el extremo derecho del
intervalo maximal de ¢(yo,t). Como, para todo t € [0,b) se cumple V(¢(yo,t)) < V(yo) < m, y
ademds yo € Bc(xg), tenemos que ¢(yp,t) € Be(xg). La solucién estd acotada dentro de la bola de
centro zy y radio €, dentro de U. Por el teorema de salida de compactos estd definida para todo
t > 0. (Es decir b = +00). m

Teorema 2.4 (Teorema 2 de Liapunov) Si eziste una funcidn de LiapunovV : U — IR para
el punto de equilibrio xq, definida positiva, con V' definida negativa, entonces xg es asintéticmante
estable en el futuro.

Nota: Lo mismo vale si se encuentra una funcién de Liapunov U definida negativa con U
definida positiva. Basta tomar V = —U.

Prueba: Por el teorema anterior zp es estable en el futuro. Dado € > 0 (que puede conside-
rarse tal que Be(zg) € U), sea 6 > 0 de la definicién de estabilidad en el futuro. demostraremos
primero que V(¢(z,t)) —¢—100 0, para todo x € Bs(xg), y después que ¢(z,t) —¢— 100 Zo-



Seay # xo, y € Bs(zp). La funcién real F'(t) = V(¢(y,t)) positivay diferenciable para todo ¢ >
0, es decreciente estrictamente porque F(t) = V(¢(y,t)) < 0. Entonces existe ov = limy_. ;o F(t)
y es mayor o igual que cero. Por absurdo supongamos que o > 0. entonces F(t) > « > 0 para
todo ¢t > 0.

Por la continuidad de V, existe v < € tal que ||z — zg|| < 7 implica que V(z) < a. Como
F(t) =V(¢(y,t)) > a tenemos que ||¢p(y,t) — xo|| > gamma para todo t > 0.

Entonces ¢(y,t) estd en la corona compacta C' = {x € R" : v < ||z — xo|| < epsilon}. Sea
—r = max{V (z)talquez € C} < 0. Tenemos que F(t) = V(¢(y,t)) < —r < 0 para todo t > 0.
integrando entre 0 y ¢ se tiene F(t) = F(0) + [T F(t)dt < F(0) — rt —— 10 —00. Pero esto
contradice que F'(t) > 0 para todo t > 0. Hemos probado, por absurdo, que oo = 0.

Tenemos entonces que V(p(y,t) —t—ioo 0. Ahora, para finalizar la prueba, veamos que
¢(yat) —t—+oo0 L0-

Dado €’ > 0 (que podemos suponer menor que €), sea m = min{V (x) : € < ||z —x¢|| < €} > 0.
Como V(¢(y,t)) tiende a cero cuando ¢ — +o00, existe T tal que para todo t > T se cumple
V(o(y,t)) <m. O sea, ||¢p(y,t) — xo|| no puede ser mayor o igual que € para ningin ¢ > T

Hemos probado que dedo ¢ > 0 arbitrariamente pequeilo, existe 1" tal que para todo t > T se
cumple ||¢(y,t) — zol| < €. Esto es, ¢(y,t) —i—+00 To como se queria demostrar. m

Ejemplos:

1. Sea & = —x3 en IR. El origen es asintéticmante estable en el futuro pues V(z) = 22 es
definida positiva con V(z) = —22* definida negativa.

2. Sea & = —w, ¢ = —y + 2. tomando V(x,y) = z? + y? se pureba que el origen es

asintoticamente estable en el futuro.

3. El péndulo con rozamiento 0 = —w?sinf—ab con a y w constantes positivas, se escribe como
sistema de primer de orden: 6 =z, 2z = —.wQ sinf — az. tomando V (0, 2) = (2%/2) + w?(1 —
cos ) se demuestra que el origen (f =0, 6 = 0) es asintéticmante estable en el futuro.

4. & =y—a3 = —x—1> tiene a (0,0) como punto de equilibrio asintéticamente estable en
el futuro. Basta tomar V(z,y) = 22 + y2. Sin embargo para la parte lineal del sistema, que
est =1y, y=—xel(0,0) es estable pero no asintéticamente estable en el futuro.

Observaciones:

1. El reciproco del teorema 2 de Liapunov es cierto (teorema de Massera, que se demuestra
mdés adelante). Sin embargo el reciproco del teorema 1 de Liapunov es falso (ver ejercicio
5).

2. Dada la ecuacién & = X(z), considérese la nueva ecuaciéon & = —X(z). Si ¢(xo,t) es
la solucién general de la primera, entonces ¢(zg,—t) es la de la segunda. Los puntos de
equilibrio de una y otra ecuacién son los mismos. El punto zg es un punto de equilibrio
estable hacia el pasado de la primera ecuacién si y solo si es un punto de equilibrio estable
hacia el futuro de la segunda, y viceversa. También es cierto para la estabilidad asintética.



Si V' es una funcién de Liapunov definida positiva cerca de zq, lo es también para la otra
ecuacién. Sin embargo la funcion V relativa a la segunda ecuacion es opuesta a la que se
obtiene usando la segunda ecuacién.

Con esas consideraciones se obtienen los siguientes corolarios:

Corolario 2.5 Si existe una funcion de Liapunov V' para el punto de equilibrio xg, definida
positiva con 1% semidefinida positiva, entonces xg es estable hacia el pasado.

Si existe una funcién de liapunov V definida positiva, con V definida positiva, entonces xq es
asintoticamente estable hacia el pasado.

Definicion 2.6 Se llama fuente a un punto de equilibrio asintéticamente estable hacia el pasado.
Se llama pozo a un punto de equilibrio asintoticamente estable hacia el futuro.

Definicién 2.7 Sea la ecuacién @ = X (z), X campo en M, (M variedad o subconjunto abierto
de IR*). Sea E : M ~ IR una funcién continua no constante tal que E(z) = 4|—oE(¢(z,1))
existe y es cero para todo x € M. Una tal funcién E se llama preintegral de la ecuacién.

Se observa que, cuando existe una preintegral F, esta es una funcion de Liapunov con E=0.
Entonces los puntos de equilibrio que sean minimos relativos estrictos de la funciéon E son estables
en el futuro, y los méaximos relativos estrictos son estables hacia el pasado. Como la preintegral
FE, por definicién, no es constante, esos puntos de equilibrio estables no lo son asintéticamente
(ver ejercicio 8).

Ejemplos:

1. La energia de los sistemas mecanicos conservativos es una preintegral.

2. Sea & = f(x) con z € IR. Se puede escribir como & = y, ¢y = f(x). Se obtiene que
gy = @ f(z). Integrando respecto a t se tiene (y?/2) — [y f(x) dz = constante . La funcién
E(z,y) = (y?/2) — J§ f(x)dz es una preintegral de la ecuacion.

TEOREMA DE CETAEV

Definicion 2.8 El punto de equilibrio xg es inestable en el futuro segiin Liapunov, si no es estable
en el futuro.

Asi como el teorema 1 de Liapunov da una condicién suficiente (pero no necesaria) para la
estabilidad, mediante la existencia de alguna funcién de Liapunov adecuada, el siguiente teorema
da una condicién suficiente (tampoco es necesaria) para la inestabilidad, también mediante la
existencia de funciones de Liapunov adecuadas.

Teorema 2.9 (Cetaev) Sea & = X(x), X(x¢) =0.

Si existe una funcion de Liapunov V' para el punto de equilibrio xg, tal que V(xg) = 0, V es
definida negativa y para alguna sucesion x,, # xo que tiende a zo se cumple V(x,) <0, entonces
g es inestable en el futuro.



Prueba:

Sea € > 0 tal que Bc(xg) C U, donde U es el entorno de 2y dominio de la funcién de Liapunov
V.

Por absurdo, si g fuera estable, existiria ¢ > 0 tal que ||xg — yo|| < ¢ implica ¢(yo.t) € Be(xo)
para todo t > 0.

Como x,, — x¢, puede elegirse n tal que ||z, — xo|| < 0. Entonces ¢(x,,t) € Be(xo) para todo
t>0.

siendo V definida negativa, y x, # xo, se tiene que V(¢(z —n,t)) < 0 para todo t > 0. Como
parat =0 V(z,) <0, se deduce que V(¢(zp,t) < —k < 0 para todo t > T, para cierto T > 0.

Como V es continua, existe p > 0, p < € tal que ||z — x| < p implica |V (x)| < k. Por lo
anterior, tenemos que para todo t > T el punto ¢(x,,t) estd en la corona

C={yeR":p<|y—xol <€}

~ Siendo V definida negativa, tiene un méximo negativo —r en la corona C, y por lo tanto
V(¢(xp,t)) < —r para todo t > T.
Integrando respecto a t se obtiene:

V((b(xmt)) = V(Qb(xnaT)) + /Tt V(‘b(xn?t)) dt < V(¢(xan)) - r(t - T) t—4oo —O0

Esto es absurdo, porque siendo V' continua, esta acotada en la bola de centro z(y y radio e,
donde se mantiene la semitrayectoria ¢(x,,t). B

TEOREMA DE MASSERA

Fl recirpoco del teorema 2 de Liapunov asegura que la existencia de funciones de Liapunov
adecuadas es equivalente a la estabilidad asintética del punto de equilibrio. Es el siguiente teorema,
debido al profesor uruguayo José Luis Massera.

Teorema 2.10 (Massera) Sea una ecuacion & = X (z) en las hipdtesis del teorema de Picard.
Si g es un punto de equilibrio asintoticamente estable, entonces eziste, en un entorno U del punto
de equilibrio, una funcion de Liapunov V definida positiva con V definida negativa.

Para la prueba necesitaremos algunas definiciones y un lema previo.

Definicién 2.11 Un punto de equilibrio xg es uniformemente asintdticamente estable (en el fu-
turo) si es asintOticamente estable y ademads existe p > 0 tal que ¢(z,t) converge uniformemente
en x € By(xg) a xg cuando t — 400.

Esto es, dado € > 0 existe T independiente de z, tal que ¢t > T implica ||¢(z,t) — xg|| < € para
todo x € B,(xp). O equivalentemente,

lim  sup ¢z, t) —zol| =0
L=+ e B, (z0)

Lema 2.12 Sixg es un punto asintéticamente estable de un sistema autdnomo & = X (x) entonces
es uniformemente asintdticamente estable.



Prueba: =z es asintéticamente estable. Entonces es estable y ademés existe p > 0 tal que
lx — xo|| < p implica que ¢(x,t) =100 To-

Por absurdo, si zp no es uniformemente asintéticamente estable en B,(zg), entonces existe
una sucesién de tiempos ¢, tendiendo a infinito (que puede elegirse tal que ¢, > n) y existe un
nimero real € > 0 que cumple: Sup,cp, (zy) 9(2,tn) — ol > € >0

Por definicién de supremo, existe para cada n natural un punto x, € B,(zo) tal que

llp(zn, tn) — x0|| > €/2 > 0 para todo n natural

Por la estabilidad de xq, existe § > 0 (que puede elegirse menor que p), tal que ||z — zg|| < §
implica ||¢(x,t) — xo|| < €/2 para todo ¢t > 0.
De lo anterior, y observando que ¢(xy,t,) = ¢(d(xn,t),tn — t) se deduce que

lp(zn,t) — x0|| > 0 para todo t € [0,1,] y para todo n natural

En particular se cumple la desigualdad anterior para todo ¢ € [0, n] porque &, > n.

Sea x,; una subsucesion convergente a T € B,(zo) de la sucesién de puntos x,. Se tiene
|7 — ol < p.

Tomemos T' > 0 cualquiera real, y consideremos los naturales n; > 7. Se cumple T € [0, n;],
y por lo tanto [[¢(zn;,T) — xol| > . Haciendo j tender a infinito, se obtiene ||¢(Z,T') — x| > ¢
para todo T' > 0. Entonces ¢(%,T) no tiende a zy cuando T' — +oo. Pero |T — o] < p, y lo
anterior contradice la eleccion de p debida a la estabilidad asintética de xg. B

Prueba del teorema de Massera:

No es restrictivo suponer que xyp = 0 (pues de lo contrario se harfa el cambio de variables
y =1z — xp). Tomemos p > 0 tal que ¢(z,t) converge uniformemente a xy cuando ¢ — 400 para
x € B,(0).

Construyamos una funcién de Liapunov del tipo:

V) = [ oot )l ds

definida en B,(0), eligiendo g : [0, 400) — [0, 4+00) de modo que:
1. g sea creciente estrictamente, y g(0) = 0.
2. g sea continua
3. fyFee 9(sup,ep, (o) |9(, s)||) ds sea convergente.

Esas tres condiciones aseguran lo siguiente:

a) La existencia y continuidad de V'(z): en efecto g(||¢(x, s)||) es continua y estd mayorada para
todo @ € B,(0) por una funcién de integral convergente. Entonces [," g(||¢(, s)||) ds converge
uniformemente para = € B,(0). Luego V(z) es continua.

b) V(z) es definida positiva, pues V(0) = [;"° g(0) ds = 0y si x # 0 entonces g(||¢(z, s)||) > 0
y V(z)>0.



d

V(zr) = —

L el ek s)yds = 4

=00  dtlyg

+o0
/t gl ¢z, w) | du = —g(|l=])

es continua y definida negativa.

Basta entonces construir una funcién g que cumpla 1. 2. y 3.

Sea h(s) = sup{|¢(x,s)| : € B,(0)}. Debido a que 0 es uniformemente asintéticamente
estable, se cumple que limg_, ;o h(s) = 0. Entonces existe una sucesién t, — +oo tal que
h(t) < 1/nsit € [tn, tni1).

Elijamos ntimeros a;, con 0 < a; < 1/(2%(t;11 — t;))

Sea g : [0,400) + [0,400) una funcién creciente tal que g(0) = 0y 0 < g(t) < a; si t €
(1/(i+1),1/4].

Se tiene

to t

/Ooog(h(s))ds g/otlg(h(t))dt—i—/t Y 9(1/2)dt + ...

1

g(1) dt + /

to

= /Otl g(h(t))dt + > g(1/i)(tip1 — t;) < /Otl g(h()dt +3°1/21 = K
i=1

i=1

Lo anterior prueba el teorema. Se observa que goh es integrable porque es continua. En efecto
g es continua por construccién, y h es continua porque

[h(t) = h(to)| < supjje)<pll@(z, 1) — ¢(x, to)|| <€

La tltima desigualdad es cierta para todo x en el compacto B,(0) por la continuidad de ¢(z, )
respecto de (x,t). m

3 Estabilidad de la parte lineal de los sistemas auténomos

Consideremos el sistema lineal # = Az donde A es una matriz n x n y = es un vector de IR™. 0
es un punto de equilibrio del sistema. Consideremos la funcién V : IR" +— IR definida mediante:

V(z)=Mzx- x

donde - indica el producto interno usual en IR™ y M es una matriz simétrica real. La funcién
V(z) es una forma cuadratica en IR", y es una funcién de Liapunov.
Estudiemos V' : IR" — IR. Llamamos z(t) a la solucién que en ¢ = 0 toma el valor z. Se tiene:

Viz) = % Max(t) - x(t) =Mz -z +Mzr-Av = MAr -2+ A'Mx -2 = (MA+ A'M)z - 2
t=0

La matriz M A+ A*M es simétrica, y la funcién V(z) es también una forma cuadrética en IR".



La manera de pasar de la matriz simétrica correspondiente a la forma cuadratica V(z), a la
matriz simétrica de la forma cuadratica V(z) es:

M — MA+ A'M
donde A es la matriz de coeficientes del sistema lineal dado.

Lema 3.1 Si la matriz A tiene todos los valores propios con parte real negativa, entonces la
transformacion T que lleva una matriz simétrica M en otra simétrica N mediante:

T(M)=N=MA+A'M
es una transformacion lineal biyectiva.

Prueba: T es una transformacién lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en si
mismo (el espacio de las matrices reales simétricas n x n). Basta pues demostrar que el nticleo de
T es 0.

Sea M en el nicleo de T'. Eso es:

MA+ A'M =0

Se sabe que la solucién de la ecuacién diferencial & = Az con el dato inicial z(0) = 0 es
x(t) = ey, Ya se vio que como los valores propios de A tienen todos parte real negativa,
entonces 0 es asintéticamente estable en el futuro. (Capitulo I). Entonces x(t) —¢— o0 0.

Consideremos V(z) = Mz - 2 donde M esta en el niicleo de T. Entonces V(z) = (MA +
A'M)x - 2 = 0 para todo x. Es decir V(x) es una preintegral de la ecuacién, porque es constante
sobre las trayectorias.

Entonces V(z9) = V(x(¢t)) para todo ¢ y es igual al limite de V(z(t)) cuando ¢ — +oo, que
es cero. Tenemos V (zg) = 0 para todo zg. Es decir, la forma cuadrdtica V(z) es idénticamente
nula. Esto es: la matriz simétrica M es nula. ®

Teorema 3.2 Sea la ecuacion diferencial & = Ax. Si todos los valores propios de A tienen parte
real negativa entonces:

a) Dada una forma cuadrdtica cualquiera W(x) = Nz - x existe una unica forma cuadrdtica
V(x) tal que V. =TW.

b) Si ademds W(z) es dada definida negativa, entonces V(x) resulta definida positiva.

Prueba:

a) Dada W(z) = Nz -z, con N matriz simétrica, sea M = T~!(N) la matriz preimagen de
N por la transformacién T del lema anterior. La forma cuadrétrica V(z) = Mx - x verifica lo
deseado. La unicidad se debe a la inyectividad de la transformacion T

b) Supongamos que W (x) es definida negativa, y por absurdo existe algiin x1 # 0 tal que
V(x1) < 0. Tomemos z, = (1/n)z1. Entonces tenemos V(x,) = V((1/n)z1) = (1/n?)V (x1),
porque V es una forma cuadratica. Como V(z) = W (z) es definida negativa, aplicando el teorema
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de Cetaev se deduce que 0 es inestable. Esto es absurdo por lo demostrado en el capitulo 1: como
todos los valores propios de A tienen parte real negativa, 0 es asintéticamente estable.

Nota: El teorema anterior da un método para construir funciones de Liapunov (cuadraticas)
de sistemas lineales asintéticamente estables.

Consecuencias: Para el sistema lineal ©# = Ax con todos los valores propios de A con parte
real negativa, se cumple:

1. Existe una tinica forma cuadratica V (z) tal que V() = —||z||? y resulta ser definida positiva.

2. Dada un forma cuadrética V' definida positiva, existe una tnica forma cuadrética U (que

resulta ser definida negativa) tal que Uu=1V. (Basta aplicar el teorema anterior con W =
-V)

3. Dada un forma cuadratica W definida positiva, existen uinicas las formas cuadraticas U y V
tales que U =V y V =W, y resultan U definida positiva y V' definida negativa.

APROXIMACION LINEAL

Los resultados anteriores que fueron probados sélo para sistemas lineales, pueden aplicarse a
sistemas autonomos no lineales cuando la parte lineal tiene todos los valores propios con parte
real negativa.

Teorema 3.3 Sea & = X (x) con X de clase C'. Sea x¢ un punto de equilibrio, es decir X (xq) =
0.

Si la matriz jacobiana X'(xg) tiene todos los valores propios con parte real negativa, entonces
existe una funcion de Liapunov V' para el punto de equilibrio xg, que es una forma cuadrdtica en
(x — o) definida positiva y tal que V es definida negativa en un entorno de xo . Por lo tanto x
es asintoticamente estable en el futuro.

Prueba:

No es restrictivo considerar que zg = 0 ya que mediante el cambio de variables y = = — xg no
se modifica la matriz jacobiana.

Llamando A a la matriz jacobiana de X en 0, se cumple: X (x) = Az + f(x) donde f(z) =
X(z) — Ax.

Por la regla de Barrow

X(2) — X(0) —/01CZL(X(ux))du—/OlX’(ux)xdu

Luego:
1

F(2) = X(2) — Az = /O (X' (uz) — Az du

1
1f (@) S/O X" (uz) — X'(0)|[[|z]| du
Como X' es continua, porque X es de clase C1, dado € > 0 existe § > 0 tal que

[ X' (uz) — X'(0)]] <€ sifz||<d, 0<u<l1

11



Entonces:
[f(@)] < ellz]| silz] <o

Sea V(x) = Mz-x la tinica forma cuadratica definida positiva tal que (M A+A'M)x-c = —||z||?
Se cumple '
Vieg)=Mt-z+ Mz -t =MX(z) v+ Mz - X(z) =

= M(Az + f(x)) -+ Mz - (Az + f(z)) = (MA+ A'M)z -2 +2Mz - f(x) =
_ gl (1 = oM f(2)
=l (125 )
Por otro lado sabemos que

(Mz - f(x)| _ [[M][l]]l ()]

EE S e s Mestiel<

Como € es arbitrario, podemos elegirlo de modo que 2||M|je < 1, y resulta:
V(z) < —|lz]|?(1 = 2| M|le) <0 si0<|z| <6

Entonces V es definida negativa, y por el teorema 2 de Liapunov, el punto de equilibrio es
asintéticamente estable. m

Ejemplos:

1. Sea la ecuacién & = —sinz + 22/2, con x € IR. El punto de equilibrio 0 es asintéticamente
estable, ya que la parte lineal es © = —z.

2. El péndulo con rozamiento 6 = —w?sinw — aw, con a < 0, se lleva al sistema de primer

orden: 6 =y, = —w?sinf — ay. El campo X es X(0,y) = (y, —w?sinf — ay). El (0,0)
es un punto de equilibrio asintéticamente estable en el futuro, pues la matriz Jacobiana en

(0,0) es
L]

con valores propios de parte real —a/2 negativa.

Nota: Un sistema lineal & = Ax es asintéticamente estable si y solo si todos los valores
propios de A tienen parte real negativa. Pero en un sistema no lineal # = X(x) las partes
reales de los valores propios de X'(xo) negativas es condicién suficiente pero no necesaria para la
estabilidad asintética en el futuro del punto de equilibrio xg. (Ver ejercicio 13).

Ejemplos:
1. Sea el sistema @ = —y + 23, § = 2 + y>. El punto de equilibrio (0,0) no es estable por el

teorema de Cetaev, usando V(z,y) = 22 4+ y2. Sin embargo la parte lineal del sistema es
&= —y, ¥ = que tiene al (0,0) como punto de equilibrio estable.
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2. Sea el sistema @ = 2y%, y = —2>. El punto de equilibrio (0,0) es estable, como se deduce
del teorema de Liapunov, usando la funcién V(z,y) = 2% +3* con V = 0. Sin embargo el
sistema lineal es & = 0, y = —x que tiene a (0,0) como punto de equilibrio inestable.

EJERCICIOS

1. Para la ecuacién diferencial & = ¢t — 22 (estudio cualitativo del capitulo I), ;qué soluciones
son estables en el futuro?, ;qué soluciones son asintéticamente estables en el futuro?
2. Sea V(z) una funcién de Liapunov para @ = X (x) en R™. Probar que si V es diferenciable

entonces V(x) = VV (z)- X (z) donde - indica el producto interno usual en R", y VV (x) es el
vector gradiente de V, esto es VV (z) = (0V/0z1,...,0V/0xy,), para x = (x1,...,T,) € R™.

3. Sea la ecuacion del péndulo sin rozamiento:

d%6
W = —w2 sin 6

donde @ es un angulo y w? es una constante positiva.

(a) Probar que admite una preintegral

(b) demostrar que 6 = 0,9 = 0 es un punto de equilibrio estable pero no asintéticamente
estable en el futuro. (sug. probar que si las condiciones iniciales estédn cercanas a (0, 0),
entonces las 6rbitas son periddicas, observando que la preintegral igual constante es la
ecuacién de una curva cerrada).

4. Sea & = X(x) con X(zg) = 0. Se sabe que existe una funcién de Liapunov V definida
positiva en un entorno de xg tal que V(¢ (x,t)) es estrictamente decreciente con ¢, para todo
x # xo (y para todo t tal que V(¢(x,t)) esté definida).

(a) ;Es x asintéticamente estable en el futuro? (Sugerencia: reemplazar V por V(¢ (z,1))—
V(z)
(b) Probar que (0,0) es asintéticamente estable en el futuro en & = —y —y?23, § =2 —¢°

(¢) Probar que (0,0) es estable en el futuro pero no asintéticamente estable, en el sistema:
& =—y—yx>, y=uz—1y (Sugerencia: tomar una trayectoria y ver que mientras
estd en el semiplano y > 0 la distancia al origen decrece. Ver que todas las érbitas
son cerradas, observando que son simétricas respecto al eje de las z: si se tiene una

solucién, invirtiendo los tiempos y el signo de las y, se obtiene otra solucién).
5. Sea X : (—1,1) — R definida por X (x) = 2sin?(1/x) si x # 0, X(0) = 0.
(a) Hallar los puntos de equilibrio y dibujar las érbitas. Verificar que 0 es estable pero no

asintéticamente, en el futuro.
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10.

11.

12.

(b) Probar que no existen funciones de Liapunov definidas positivas en un entorno de 0 con
V semidefinida o definida negativa. (El reciproco del teorema de Liapunov 1 es falso).

Sea xo un punto de equilibrio asintéticamente estable de & = X ().
(a) Probar que exsite un entorno V' de xq tal que, si € V entonces ¢(z,t) es estable en
el futuro.
(b) Ver que la afirmacién anterior no es cierta si se pide sélo que zg sea estable. (Buscar

un ejemplo en R, de la forma & = A(x)z donde A(x) se anula en una sucesién z,, — 0.

Croquizar las 6rbitas de algiin sistema dindmico en R? que tenga un tinico punto de equilibrio
g inestable en el futuro, pero que ¢(x,t) — xo para todo = € R?.

Sea E : R" — R una preintegral de # = X (z), con X(z9) =0, E(z) > E(x¢) para todo
T # xo en un entorno U de xg.

(a) Demostrar que zg es estable en el futuro y en el pasado.

(b) Demostrar que xg no es asintéticamente estable.

(c) Estudiar la estabilidad en el futuro y en el pasado de (0,0) en # = siny, ¢ = —a° en

R
Probar que los pozos no son estables Liapunov en el pasado, y que las fuentes no son estables

en el futuro. (sugerencia: teoremas de Massera y Cetaev).

Sabiendo que existe una funcién de Liapunov V' con V' definida negativa en un entorno del
punto de equilibrio x(y, demostrar que las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) V(z) — V(xo) es definida positiva en algin entorno de xy.
(b) xg es estable en el futuro

(¢) o es asintéticamente estable en el futuro.

(Sugerencia: b) implica a) por Cetaev).

Deducir que cuando V es definida positiva o negativa, el estudio del signo de V (x) — V(o)
en un entorno de xy da la afirmacion precisa sobre la estabilidad del punto de equilibrio,
tanto en el futuro como en el pasado. (Es el caso de los sitemas mecéanicos disipativos).

Demostrar que si existe una funcién de Liapunov V' con V definida negativa en un entorno
del punto de euilibrio xg, entonces existe € > 0 tal que, para todo x € Bc(xg) con x # xo,
existe algin t € R en que ¢(z,t) no pertenece a Be(zg). (La tinica érbita que permanece en
el entorno B.(zp) para todo ¢ es la de xg).

Probar esta version mas general del teorema de Cetaev:

Si existe una funcién de Liapunov V' para el punto de equilibrio zq tal que

{z:x#x0; V(z) < Vi(zg)} C{z:V(z) <0}

14



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

y si existe x, # xp, con x, — o tal que V(z,) < V(zp), entonces xy es inestable en el
futuro.

Probar que (0,0) es asintéticamente estable en @ = —y — 23, § = 2 — y3, aunque la parte

real de los valores propios de X’(0,0) no son negativos. (X (x,y) = (—y — 23,2 — y%)).

Probar que el sistema @ = —y — 3?23, ¢ = 2 — y° tiene (0,0) asintéticamente estable,
pero no existe ninguna funcién V' de Liapunov cuadratica, definida positiva con V' definida
negativa.

(a) Encontrar una matriz A en que la transformacién T' definida en el espacio de matrices
simétricas por T(M) = M A + A*M no sea biyectiva.

(b) Demostrar que para tales matrices A el sistema & = Az admite una preintegral.

Sea A una matriz invertible real n X n, cuyos valores propios tienen parte real negativa.
Demostrar que existe un producto interno en R™ tal que con respecto a él, la norma de la
matriz e? es menor que 1. (Es decir, que existe A > 0 menor que 1, tal que |[e“z| < A||z||
para todo x € R").

(Sugerencia: elegir el producto interno usando la forma cuadratica Mx - 2 definida positiva,
que es funcién de Liapunov para el (0,0) en la ecuacién diferencial & = Az).

Demostrar que (0,0) es asintéticamente estable en grande en & = f(z) —y, v = f(y) + =,
siendo f : R — R una funcién continua, lipschitziana, impar y tal que f(z) < 0 para todo
x> 0.

Demostrar el siguiente teorema:

Si existe una funcién de Liapunov V' : R"™ — R definida positiva en 0, tal que V() — +00
cuando ||z|| — oo, y tal que para todo = # 0, V(¢(z,t)) es estrictamente decreciente con ¢
(donde esté definida), entonces 0 es asintéticamente estable en grande en el futuro.

Probar que si 0 es el inico punto de equilibrio de & = X (z), y existe una funcién de Liapunov
V definida positiva, tal que V(z) — o0 cuando ||z|| — oo, y tal que V es semidefinida
negativa que se anula solo en un cerrado @) de puntos aislados, entonces x( es asintéticamente
estable en grande en el futuro.

Demostrar que xg es asintéticamente estable en grande en el futuro si y solo si zg es un
pozo y toda érbita es estable. (Sugerencia: los puntos del borde de la cuenca no pueden ser
estables).

(a) Dar un ejemplo @ = X (x) en R?, en que (0,0) sea punto de equilibrio asintéticamente
estable en grande en el futuro, pero que la parte real de los valores propios de X'(z) +
X'(X)! no sean todos negativos para algtin z.

(b) Idem pero que la parte real de los valores propios de X’(x) no sean todos negativos
para algin x.
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22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.

Sea & = f(x) en R, con f: R+ R continua, f(zg) = 0. Probar que z( es asintéticamente
estable si y solo si V(z) = (z — m9)? es definida positiva con V definida negativa en un
entorno de xg.

(a) Demostrar que si xo es punto de equilibrio asintéticamente estable y K es compacto,
contenido en la cuenca de atraccién de x(, entonces x es uniformemente asintoticmante
estable en K (sugerencia: usar lema).

(b) Demostrar que la funcién V' (z) que se construye en la prueba del teorema de Massera,
puede extenderse a toda la cuenca de atraccién C. (Sugerencia: g(u) esta definida para
todo u > 0. Para todo zo € C la integral [7° g(||¢(z,s)||) ds converge uniformemente
en un compacto que contiene a x).

Demostrar que si xp es un punto asintoticamente estable en grande, entonces la funcién
V(z) construida en la prueba del teorema de Massera, se puede definir de modo que cumpla
V(z) —= oo cuando ||z| — oo.

i la cuenca e atracciéon de un pozo zg no es todo entonces investigar qué com-
Sil C de at d 0 todo R™, ent t

portamiento tiene la funcién V' (z) construida en la prueba del teorema de Massera, cuando
Ty — T € 0C.

(Sugerencia: Dado K compacto en C, y dado T', existe N tal que para todon > N: x, no per-
tenece a K y {¢(xy,t) : 0 <t < T} no corta a K. entonces V(xy,) = [5° g([|¢(zn, 5)|]) ds >
Tg(diam K) para todo n > N).

Demostrar los teoremas de Liapunov para homeomorfismos.
Demostrar el teorema de Massera para homeomorfismos.
Enunciar y demostrar una versién del teorema de Cetaev para homeomorfismos.

Si f: R" +— R" es un difeomorfismo tal que f(0) = 0 y f’(0) tiene valores propios con
médulo menor que 1, probar que 0 es asintéticmante estable. (Sugerencia: Utilizando la
norma adaptada del ejercicio 16 , con la matriz A = log f'(0) escribir f(z) = Az + A(x) con
[A@)[/l|z]l =20 0.)

Sead =y+ (1—p*)z, §=—x+ (1—p*y donde p? = z2 + ¢%

(a) Verificar que la circunferencia unitaria S* es una érbita periédica.
(b) Probar que S! es orbitalmente estable.

(¢) Probar que todas las érbitas son estables.

(Sugerencia: En polares p = p(1 —p?), ¢ = —1, entonces p(t) —¢ .10 1 y todas las érbitas
se recorren con la misma velocidad angular).

Sea

donde p = (22 4 3?)1/?
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(a) Verificar que la circunferencia unitaria es una érbita periédica, y que es orbitalmente
estable.

(b) Probar que S' no es estable y que las demés érbitas si lo son. (Sugerencia: En polares
integrando queda p(t) =100 1y @(t) = @o+t+1/([lpo—1])(1 = (1 =2¢([lpo — 1[))'/*))
si po # 1, pero ¢(t) = @o +t si pg = 1)
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Capftule 3 ESTABILIDAD segun LIAPUNOV

1 DEFINICIOKRES " "

Sea m-X(mb;X: LCRXR—R en les hipétesis del teorema
de Picard. Denotaremos con f(xote, t) a la solucidn definida en su
intervalo maximal, que en t=t, toma el valor LS .

DEFINICION 1
Uha solueidén particular x{t), definide para todo t > t, , se llame
ESTABLE EN EL FUTURO {segdin LIAPUNOV), =i
dado £ 0 , existe $> 0 tal que Vo - =Dl < § =t
(25(;5.{;—0'-@ eetd defintda para todo t = ¢, ¥y cumple:
ol PBlgeto, ) - = < £ YERE,
DFFINICION 2
solucidn perticular x(t), definida para todo ¢ 3= t, =e dice
ESTABLE ASINTOTICAMENTE EN EL FUTURQ, ei a) es eetable en el future
¥y b) existe £>0 tal que fly. - 2 < P =
Ay | Blg0to, k) - =)l = o

1+ e

DEFINICION 3

Una solucidn perticular x(t}, definida para todo t <£ 1“3, ge dice
ESTABLE EN EL PASADO (segin LIAPUNOV), si

dedo £> 0, existe §> 0 +al que hys - 2N € S g
9’(39' & estd definide para tode + < t_ y cumple:
li#tgo, to, £) - =l <& vi <&,

En forma similar, pare t € t, , se define solucidn ASINTOTICA-
MENTE ESTABLE EN EL PASADO.

EJEMPLO .
En el sistema: 2, » X2 la drbita x, = Vi

12 ==y X =0
ez estable eeguin Liapunov en el futuro Y en el paeado, pero no lo
es asintdticamente. En efecto: .
Las drbitas verifican R, % 4 RyX, = O

-
2
FEW 4 ®?) =0
2
o sea, le funeidn =M +%W)" ee constente, Entonces las drbitas estdn
co ntenidas en circunferencias mlrededor del origen.

EJEMPLO
Sea SL = {('x,;) er® ; ;'i. <wtezia? ]-
® = (4- i”')x. +(P ‘J)J
520 @y -6px
La ecuacidn verifice las hipétesim del teorema de Picard.
El vector X(p) = (({-fY=x+ (f-y)y , G-¢D - (F-9)=)

puede descomponerse en @-?9 (“‘,3) + (P-;') (c‘}, -x)

El primer sumando eg un vector radisl (aegtin(j?=(x.y)), ¥ el esegundo
sumendo es ortogonal aEE=(x,yJ.

La componente radial tiene el mismo eentido queo?.= {x,y), s §< 1
y tiene sentido opuesto &t ¥>1 , Lé componente ortogonel afif es
cero solo si P = {0,1) , que es el dnico punto de equilibriec.
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Ladérbita que pasa por p, 88 una curva tengente en p, al vedtor
x(p). =i le norma 6055 es 1, entonceg el vector tangentd a la Srbite
ez ortogonal ml vector radial p-0. la 4rbita se mantiens contenida en
la gircunferencia de radio 1.

5i le norme deﬁﬁ er mayor que 1, el vector tangente tiene una com-
ponente redial que apunta hacisa 0. La drbita, pare tiempos t >0,
tiene una distancim a O decreciente con &, pero siempre mayor que 1
fporque 1a Srbits por p no puede cortar e otra érbita distinta en el

circunferencia de radio 1). Iuege (p,¥> f +>o0 estd acotado
dentro de SL , y por ol teorems del intervalo maximal, ectd definida
para todo t 2 O . andlogamenye, cuendg JPI<1 .

Un croquis de las drbites es:

drbifoas.

Todes lee 4drbitas tiendenm a p, = {(0,1) cuando t —>+co . Sin
embargo, p, no es estable (ni asintdt. estable) porquesn cualgudier
entorno de p, , existen puntos pr = (% 134) , com *®, PO .

La semidrbita lf?(h,&) para t = O , B¢ alejan mée que 4 de p, , mnies
de acercatse nuevamente & P - 2

1.2 Puntos de equilibrio
Un punto de equilibrio de la ecumcidn diferencial o x{x k)

es una solucién Pl=s, b, ) =% pare tode t en el int. maximal.
(Como la solucidn es conetante, la deriveda respecto de t es cero,
y por lo tanto %, verifica: % (%o, £) =0 ¥4t en el int. meximal)

Lass definiciones 1 y 2 pe aplican en particular para puntes
de equilibrio:
% es un punto de equilibrio estable en el future, el ¢(’to,tn.f) = Wo
para todo t = %, , ¥ 81 dado E > 0O cexisis $>o tal que
si Mg ~w[<S entonces (4o, £a, t estd definida
para todo tz4,y cumple: ¢ dos ¥er )
Nh(go,bo, &) ~ %o | « € VEZEo

e un punto de equilibrio agintéticamente estable en el futuro

gi ee setable en el future y ademds existe ¥ >o tal que
1o - %o f < : ’
Yo-% <P = 95(;;o,\‘:°){:) — Yo
=400
Nota:

Trabajaremoe tambidn con ecuaciones diferenciales autdnémas,
definidas en puperficles de R , 0 sobre veriedades de r" (eap. 1)-
En eeton casos tambidn se generalizan 1mns definiciones 1, 2 ¥ 3.
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2. ESTABILIDAD DE PUNTQS DE EQUILIBRIO EN SISTEMAS AUTONOMOS

2.1. FUNCIONES DE LIAPUNOV

Sem *=x(x) en las hipStesis del teorema de Picard.
‘ Como e¥ sistemn es nutdnomo pe verifien &=, t L)= 95(?1,0 k- )
¢

Usaremoe ls notecién ¢(1 t) pare la #olucidn é(ag ot) -

Sea ¥, un punte que verifica xfac.)=a Entoncesn Q,("c,{)= Xo ¥ Bu
intervalo maximal er¢ todo R. Luego, es un punto de equilibrio.

El punto de equilibrio * es estable en el futuro Efﬂn Lispunov,
ek dado € >0 exiete §> 0 tal qué lfo-%l<5 = P (g0, t) estd
definida pars tedo £ =0 y edemds [¥l301) -l <& WPEL punto

es meintdt. estable en el futuro, &i adem@gs de lo anterior, existe

{ >0 tal que 090, £) = xal] —2© tom E—2ta0 .
BEFINICION

Sea =.Xb)en lps hipftesie de Picard, y o x(x) =0,
Una funeidn V: U— R definide en un entornc U del punto x, , Be
llema FUNCION DE LIAPUNOV para el punto de equilibrie =x, , si es
¢ ontinua ¥y sdemd=

oy BF d I V(qﬁ(- {,)) {,E, Q/(‘?{(ﬁf a) - V(‘*))/-ﬁ.
-

existe y es continua
para todo x en U,
DEFINICION
Una funcidn H: U R es definida positiva ercm gel punto *» € U
el M=o ; HIx)>»0 Vx #x en U. (Andlogamente pera mer definida negagi
va pare el punto =, }. Es semidefinida positiva, cuande H(x?) =0
y MO zo 0 W en U,

Observeeidn . d ] Videix i)
1~ %es ¥ una funcidén de Limpunov. Entonces V (P, 70) = JT;L_T- ' )

pare todo ¥ en el intervelo maximal de la solucidn g, &) .+

En afecto:

Por definicidn: \:’(&(T,T)) = d%/é v (96 (A7), € ))

=0 )
Como el sistema es m:tdnomo, se cumple: t;l‘(gi(-x,f),'t) = (x, T+ ‘&)
de donde:

VBT = &_]v{ys(xne)) a_l V(B(x,40) ‘ffl

ket 'tz 0
dovde 4 oTHE V ($(x,T)) = ._-} V(¢ (%)) Q.€.D,
=T
2 Tea 1s ecumcidn % = X(+} ¥y 1la funeidn V(x). 51 V es una
funeidén deferenciable, pe puede calculsr Y(*} gin necesidad de

conocer 1as soluciones 56(‘\( ) . Resulta:

.\'/(-...): (VV('n.), (=) > (ver_ejercioio 2 ).
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2.2 TEOREMAS DE LIAPUNOV

TEQRENMA 1 de Liapunov
51 existe una funcidn de Limpunov V :U —> R psra el punto de

eyailibrio x, , definida poeitiva, con Vv semidéfinida negagiva,

-~entonces % es estable en el futuro (segin Liapunov).

{Nota: ei existe une funcidn de Liapunov V definida negagiva, con
V semidefinida positiva, vale la misma tesla, pues barsia considerer la
funcidn V). ’
Prueba:
T Dado £ >o© (tomémoslo de modo due Bs(u) < U, dominic de defini-
cién de la funcidn de "Liapunov V). Hay que hallar S >o tal que H;{a-x.,,'ks

=1 95(30'&) definida para todo t > ¥ ‘iﬂ(}’o,f:) & E:E(xé);dt'ao

Rep m = min{V(x);"*--lﬂcE} =0
Comp V es continum en x¢ y * como V(xo) = 0, entonces, exieste S>o tsl
que  Ily-wjlf <5 </(;) < m.

Fijo un y, que cumple la condicidn anterior, consideremos 1a
funcidn V(@#fy,,£)) , definida para todo t en el intervalec maximal de

q}(},, +) + ¥ tel gue ¢(;¢,, +) € U. Para egos t, se cumple:
4% Vit b)) = V(#pt)) <o

Aef que V ¢5 (%it)), ea continue y decreciente (no es~tricta-
mente) pera todo t tal que ¢'(3‘a,1‘:) & o,
Coneideremos la ecuscidn diferencial, restringida al mbierteo U,
Sea b el extremo dereclho del intervalo maximal de definicidn de
4o} en U, Cuando @ t) € U, V(gﬁ{;o_.{-,))_ﬁ_ Vi) < m.
Entonces "95(;;:,4:) -%|| £ £ . Le solucidn estd acotada. dentro de
une bele de radio £ , dentro de U. Luego, estd definide para todo
t >0 . Asfd - s
Hemos probado que , YE»o 38 tal que Hg-ll<e = ,
#e tiene g!f;’c,’t) dafinida pars todo t =0 Y Wbl -xll € €
Ezo es 1a estabilided en el futuro segdn Limpunop, del punto
de equilibrio x, .

TEOREMA 2 de LIAPUNOY

Si existe wna funcidn de Limpunov V% U-—>nr para el punto de
equilibrioc x, » definids positive, con V definida negahiva , entonces
x, ¢s asfntéticamente estable en =1 fuburo.

(Nota: 1o miemo vale pi ge encuentra uhg funcién de Liapunov
V, con ¥V definida negative y ¥ .definida positiva).

Prueba:

Por el teorema anterior, %, es esteble en el futurc. Dado € >o(que
lo elegimos de modo que B.(x) < U}, sea § >0 de la definicidn de
es:sabil dad en el futuro {definicidn 1). Demostraremos rie)mero gque
v % : despué ue =, E) —> 7,
( (x'e.).;)m-, ° V= € B, () Py deepatea £500q
Sea_yifwe en Bs (%) s . .
F(t) = V(¢ (y,t)) o5 decreciente estrictamente, porque F(t)e V($(74)) <O
F(t) es vopitiva. Entonces, -{.,g. F{E) eiiste y er mayor ¢ igual que O
oo

Por sbsurdo, supongamoe que Lo FliE)=dd > o0,
Bntonces P(t) > o{>o VY120, £ -2+e0

3.4



Por 1a continuided de ¥, exiete E<E tal me -l ¥ =0 VOO <X

Como F(t) = V(¢(y,t))>°( Yiz 4o s entonces
W@ b - =iz ¥ v zte )
Por lo tento tﬁ(",f,{-.) emtd en la corona ¢ -E'X-‘- & ln-wllE &3’

, Sea -r = méX de 6 (x)‘ﬁgra x en la corona compactas anterior,
Tenemos -
BE) = V(dyt)) & -1 vt =0
Ftye Fo 4 (EEMaL & Tle)-rE —>-e2 oo ks ino
a
pero F(t)2 0 VE=O. Hemos llegado a un absurdo, y por, tanto
hemos probado que V( ¢ (9,t) )t-—)'_ic?u .

Ahora veamoE gue By &) —> %o Cow- b—ates |
Pado E'>0 (€4€) Sea m= min{V(x) : €'S lx-=ll s £} =0

coma V(g(y,6 )) —=»0© E-> ; eximte T tal que vt=T
Vidiyd) < e .
De 1o suterior:  &(gt) estd fuera de la corona Yt =T .

Como desdé el prinecipio elegimos § de modo que ¢'/;_,!:) € B (%)
ntoncess &

i| Hg 0 -xof < €' ez T
Hemos probado gue dade £! arbitrarioc existe T, tal e YExT

ge cimnle "96(3!.*’) S Far-y . 0 mea @&y, 8 :::g
QED
EJEMPLOS
1 £ _x? a

0 es a'sintétiia.mente estable en el futuroc, pues V{(x) = x
verifica el teorema 2. )
2 . f ==
= == d="d*= Tomando V{x,¥) = —»J"rg" Be
prueta que (0,0) ee mintéticamente estable en el futuro.

N N - \.z a
: (z\‘\iﬁﬁb\*ﬁ\ o -Semeded\ X7
ndo ™ V{ e, o ) \_\ %.: [

L . - y .
“t{r: ;A 4w ("'“’?9) R ee\demu'a_\atra'que 5
ee geintéticamente estsble en o), fu\turo. N

-

4 7;=;-7-3 j:"z—az’

Tomande ¥ ( x,¥) = '7&1'4-3,' ge muestra que (0,0} es apintéti-
cemente estable, aunque pnra la parte lineal del sistema e =y
— -

{(0,0) no ke es.

Observaciones
1-F1 rqc!proco del teorema 2 es cierto {Teorema de Massera, que se demues -

tra mfs sdelante). Sin embargo el reciproco del tepgems 1 es falso (ver
ejercicio. 5 ). .

2- Dada la ecumcidén x = x(x) . Considérese la nueva ecuscidn

* oo X . 81 P, es solucidn general de la primera, entonces

¢(nr-t) , o8 golucidn de le segunda. Loe punto £ de equilibric de une ¥
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otra ecuacidén eon loe mismos. Es sencill ver que X, g8 un
punto de @yilibirio estable hacia el futuro de la ecupcidn priemern,
21 y solo sl =, , es punto de equilibric estable hacia el pssado de
la sefunde ecuacidn {y viceversa). También ep cierto parmn la esto-
bilidad asintética.

Si V es una funcidn de Limpunov definida positiva cerca de x,
.lo e& también para la otra ecuafién. Pero k& funcidn V relativa
sla primera ecuacidén es didtinte a la gque se obtiene usando 1a
seginda ecuncidén (verifiquese que son opuestas)

Con esas conpideracionee, =e obtiemen loe sig uinates corclarios

COROLARIOS

51 existe vna funcidn de Ligpunov V para &l punto de eguilibrio
%% ¢ definide positive, con V semidefinide positive, entonces x,
es eatable hacis el nesado.
51 existe une funcidn de Liapunov V definide positiva, con V gefinida
poritiva, entonces % er meintdticamente estmble hacir el pasado,.

©
s

DEFINICIONES
Se llema FUENTE, & un punto de egqujlibrio asintdétivemente estable hacia

el peeado. Se llama TFOZ0, 2 un punto de eguilibrio asintdticamente estable
hacia el futuroc.

- k
DEFINICION Ses le ecusc idn x = X(x) ; X cempo en M {variedad de R .
o ebierta de §X). Sem E: M —> R une funcién continua no constente, tal

que =
E( #%'m',e(ﬁ"‘, l‘:)) : exiete y s cero pere todo x& M.

Une tal funcidn se 1lema PREINTEGRAL DE. LA ECUACION.
Obe. Une preintegral E, (cuande exiete} cumple:

Es una funcidn de Liapunov con E(x) = 0.

Loe puntoe de eguilibric establer en el futuro se ebtienen para
loe minimosrelativos de la funcidén E. Si alrededor de un punto de
equilibrio, la preinteg ral E no es constente, entonces ¢l punto de

equilibrio no es ssintéticamente estable (ver ejercicio 8 ).
EjemploSt
1.1a energia en los Bistemes mecdnicos conservetivos es una preinteg ral.
2. Sea % - gcg) » que se puede escribir como é
fccwtx = F(n)
Se obtiene: :
G4 = F0% fJ‘JJE‘fJ‘”"“* 3‘ f:F('u}dr. = ofe.
o

La funcidén E(x,y) = ‘;I?'_ j Eich
z [

28 una preintegral.

. EQEF .
2.3 TEQRFMA DE CETAEV % = X X(xo) = 0
DEFINICION % es inestable en el fututo (seg'n Liampunov), cusndo

no eg egtable en el future {eegin Lispuncv).

AE{ como 81 teoreme 1 de Liaspunov de una condicidn sufiviente (peroc
no necesaria) para la estepbilided en el futuro, el teorema de Cetmev
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des uns condieién suficiente {tgmpoce es necesgrie) pars la inestebilidad
en €l futuro.

Reorepa de Cetaev
%= X[} X(#a)e ©

3 exiete una funcidn de Liapunov V¥V, con V’(”fo) =0 , ¥ v defi-
- nida negativa, y tal que para slguna sucesidn x5, ;éxc, que tiende
8 x,9e cumple Vi) £0 , entonces

x, no es egteble en el futuro segin Liapunov.

M— —_—
Sea £ tel que B, (2? < U, dominio de definicidn de 1la

funeidn de Liapunov V.

Por beurdo, =i % fuers estable, exietirfe 570 tel que ||;-Yoi|<§

= Plyt) € B(x)  VERO .

Como %, —»% , existe N tal qe [ %%l < 3 Yaz=n
Luego: D%, £) € Belxa) | YnZA j¥E=0 .
N Fijemoe n > N: siendo ¥ definida negativa y o , ge tiene
V(é(‘l..,k)) LG . Tuego 'V(¢( X, 11)}) es decreciente con t estrictamente
y en t=0 vole "’("v} ) £ 0 . Iuego, para + ZT a9 tiene

Vig(x, ) < -k <O

] 1
Como V e8 continua, existe ELE tal que He-moll <& = |V(")’<ﬁ

Luego [T t)-%l = €' vt = T, . < €
Tengnmoa que  $(%,t) estd en la corona {,}': £2 IU""’? <
Siendo ¥ definida negativa, elcanza un mdximo negagl vo -r en

eegn corons, ¥y por lo tanto N.f(qs(r.,,l:)) £ - <o =T
V(i) = VoD + [ V(g p) 9t & VERD - rfn)—> - (t=24e)

Esto es sbsurdo, porqué V estd scotada en la bola cerrrda de centro
x, ¥ radio £ , donde se mantiene la semitrsyectorim B, £ -
- QED

2.4 TEQOREMA DE_MASSERA

El reciproce del teorcme -de Lispunov , asegura _que la existen-
cia de funciones de Limpunov definida positivas con V definida negati-
ve es equivelente s 1a estabilidad aeintdtica en el futuro.

Teorema de Masgera Ses una esuscién = = x{x} en les hip. del
teore me de Pieard. S5i x, es un punto de equilibrio meintdticamente
estable en el futuro, entonces existe ung funcidén de Liapunov ¥ defi-
nide positiva con V definida negativa, en un entorno de x_ .

Pera la prueba necesiteremos mlgunas definiclones y un lema
previo: )

DEFINICION e
Un punto de equilibrioves uniformemente aeintdticamente estable (en el

futuro), ei es asintéticam. estable, y ademds existe P >0 talque
Plx,t) converge uniformemente a x .. cuande t — +oo , para todo
x en  Be(no)

(Fso 4s: ¥E»o , v  tal que ~ {ip{x )~ I} <€ VST exeg(r,))_
LEMA
- 51 % es punto de equilibric ss. estable en un gistema autdnomo

= = X () , entonces es uniformemente arintéticamente estabtle.
Pruebe
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4+ :
- 8Sem $70 +tpl que Yx-welgs =t (2 t) — = (& —2400)

Por abeurdo, £i no es unif. asintdt. estable. entonces:

exigte slgfn £ 70 . T » ¥ parsa
todo natural n , existe algin punto x, & E:S('xo) ¥y un tiempe £, >n
tales que “¢(1=n, b)) -l > £

Por la estabilidad de % , existe 5<35 tal que || ;;-‘fo“<5'
i (y't‘) -6l <& VE>0 Entonces ||¢S(-x"__b‘)_ % || =8 para toedo t € [on].

Sen {"n‘} una eubsucesidn convergenpe de -éx.,.} , gque convergs
e un punto % °. Reeulta e - = || £ 8
Tomemos T cualquiers. Para todo -v.J' > T , Be cumple
“¢(”‘»d- ) - %l = &' Para todo t & [0, o]
En particular para t=T: II¢(‘¥.'-,T)— %l = 5!
Heciendo §-—>+o l‘;‘(—i,T) - %l = &' 9T
Entonces @{%,T) 76 * , eon T=2400 ; 1E~%0£P Esto contredice 1a
construceidn de S ., QED
eore ¢ Massera

No es restrictivo suponer que x, = O (Pues de lo contrarie, se hariam
el cembio de varimble y = x ~ x, ). Tomemos ©>0 de la definicidn de
punto asintét. uniform. esteble.

Conetruyames una funcidén de Liapunov del tipo:

V(= = "f:n% P (x, 1 ds

definida en Bg (0), eligiendo g ¢ [o,m) - [O_. m), de mode gue:
1) g sea creciente estrictamente, g{0)=0.
2) g sea continua

3) .
J:ag ( ::2’59(0)” L TER D] f) d4 gem convergenta.

Eeape tree condicionee ameguran:

a) La existencia y continuidad de V(x)}, pues g(”é("f")”) es continua y
estd mayorade, para todo x € B {0} por una funcidn de integral conw
vergante. Entonces +ao converge uniformemente

L g (pleon) 45 &

para todo x & 8 (o) . Luege V¥{x) es continua.
b) V{x) ee definida positiva, pues V(0) =ﬁ(0) ds =0 s ¥ sl
x £ 0 , entonces 5(“‘(".«4”) >0 o © V() >0
e) Vix) = d/aelwﬁ(u#(x.tw)") =4, (i, )l ) au = -gllix)
o

es continua y definida negativa.

Baste entonces construlr la funcién gque cumpla 1,2y3.

See Wis)} = sup {Iﬁ‘(x,s)lf : x € Bp(0) 1- .

Debido & que 0 o abint. unif. estsble, se cumple:

¥e¢>0 J T>0tal que I 535 (x,1)]€E ¥ T yxe 139(0); luego:

0 £ nis) &€ ¥s>T : 1im h(8) = O cuando s -»+4oD
. 4 -3 4o

y A
Entonces, exiate una sucesidn tﬂ»a-l-oo con h{t) <F ¥t e[th ,t“4 Y.
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l 4
Elijamos nimeros a; peay £ .f_
2¢ &, -t

41

Sea g : {o4e5) —> Lo -Kb) una funcidn continue creciente tal que

‘9‘0)= o ¥ o< g(&) < 2 Bi ¢ G(:_.,&f / .3_-] .
‘ enet « & 2
Se tiene { g(#(4))ds é{ 9(*’«‘9)4"+fz‘jﬁ)%+£'j(-‘,;)°‘t+---

_ t" o 2=
{ 3‘(me))a{: +¢£ 9(F) (& -t é/cé(fm)aear Z i =k

1o cusl prueba el teorema. Q.6-D.
Nota: /&
AP
-£ 3( (&) exipte, porqma&"k es la composicidn de

dos furciones continuas. En efecto, para ver que h(%) es continue
- A6 £ dup o Lo by - i, £ € 2 |- bl<S

La d1tima desigualdad es vélida para tode = en el compacto E%’F('-‘JD "
debido & la continuided de ¢(x, &) respecto a t.

3., FIUNCIONES DE LIATUNOV_PARA_SISTEMAS LINEALES CON COEF. CONSTANTES.

Coneideremos el sirtemn lineald x=Ax donde A es una matriz nxn
¥y k& R" .

0 es un ypunto de equilibric del eigtema.

Consideremos la funcidn V: g"_5 R Jdefinida mediante:

V() = <M, x>

donde M es una matriz simétrica real. lLa funcién V(x) es una funcidn
de Lispunov, forma cuadrdtica en B . :

Eetudiemos V, ¥ R"—=R .

¥ (x) ﬂ&lt—o< wx{t), x{t}> = <l Ay x>+ <l Xy x> =
(m::,x? + LM AxD> = LHAR, x>+ (Atllx,x> =
4(!14& MIX x>

La matrie llA+AtI[ ep Bimdtrica, ¥y le funcidn ¥{x) es también una
forma cusdrdtica. ] ‘

Ia manera de paear de la matriz gimdtrica corrempondiente a la
forma cupdrdtica Vi{x) , a la matriz simétrica de la forma cugdrdtica
V(I) s 9B% t

N —— WA +A N

donde A es la matriz de coeficientes del sistema lineal.

LEMA fadog fas
S1 la matriz A tiene'valores propieg con parte real negative,
entonces 1la t¢raneformacidn T gque lleva uns matriz simétrica M en otra
pimétriea N, mediante
T(e) =w=MA +AE N
es una traneformacidén lineal Piyectiva.
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" Pruebes :

T es una transformacién lineal de un espacio de dimensidn finita en

s{ miemo, Besta demomtrar que Ker T = 0.

Sea M en Ker T. Eso es: e
MA+A

Se sabe que la solucidn de la ecuacifn x=Ax es x(t) = BA x

Seen -/" un ndmero negative, hmayor que la parte real de todos lo®
valores propios de A. Entonces:

hxel £k’ (xll =0
+ <5 +00

Resulta que O es msintdticamente estable.
Conglderemos V(x) = (M x , x>  donde NEKer T.

5o tiene: V (x) =< (MA+A%W) x, x> = 0.
Luego, V e una preintegral (conetante sobre las trayectoriaa).

Tomemes x £ 0 : V(¢ (x,0) ) =V(x)=¥( @ (x,t)) pare
todo t, luego ee igual a

M=20

ligE v ¢ (x,t)) = ¥{(0) =~ 0 . La forma cuadrdtica V(x)
rRY) -

resulta ger id ‘enticamente nula, ¥ por 1o tanto la matriz K es 0. QED

TEOREMA .
Sem 1o ecumcidn = = A , 5i la parte real de los valores propios
de A son todoe negativos, entonces
a) Dada una forma cusdrdtica cumlquiers W(xl = {Nx,x> 5 existe
une dnica forme cusdrdtica V{(x) tal que Vi{x)=W(x).
b) S5i W{x) es definida negativa, entonces V(x) queda definida positive.

Frueba 4
a) Dade W(x) = Z]'Ik.x) , con N matriz simétrica, sea M =T (R}
donde T es le transformecidn lineal biyeotiva d¢el lema enterior,.

La forma cuadrdtica Vix)= {Wx,x?> verifica lo deeseado.

1a unicidad me debe a la inyectivided de la transformacidén T.

B) SupongamoB que W(x) ee def. negativa, y por sbpurdo, que
exiete algin x, £ 0 %al que v(x,)£0 . fomemos X, =& Xg

Vi{xn)=a¥ (4 x4 )= (—,‘_!,-)I' Vi, ) £ 0 , porque V es una formae cundratica

como V{x) = W(x) es def. negativa, por el teorema de Cetmev, lo anterior
implica gque 0 no 8g estable _ Absurdo QED.

Nota: El teorema enterior da un método para construir funciones de
Lianpunov {cumdrdticas) de sistemes lineales con O asintdticamente es-
table.
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QOBSERVACIONES
-;_= A 7 con la parte real de loe val. prop. de A negatiw
1) Existe una dnlca forma cuadrdtica V{x) tel que V(x) =-]| x[IZ . (Y(x) ee
definidg positiva}.
2) Existe unp dnica forma cumdrdtica U{x) (que resdltard definides negatiw)
,; tal que ) = Y=Y donde V¥(x) es una forma cuamdrdtica deda, defi-
nida positiva. {Basta aplicar el teoremz & -V(x)}.
3) Existen , dade une forma cusdrdtica W{(x) definida poreitiva,

las formas cuadrdticam U(x) y vix) teles que
o {x) = v {x) v ¥ (x) =% (x) , con
U def. positiva 3 V def. negat. H W def., posmitiva.

3.2 APROXTMACION LINEAL

Lorresultedos anteriores;que valen sdlo pare sistemas line_ales, pueden
apliceree a sistemas mutdénomos, cuando la perte lineml tiene todos los
valores proplos con parte real negativail

_SOREMA .
Sea v = X(x) ;X(U)=° s X de clase cl.

3i 1la matriz jeceobiana o) tiene todoe lea valores propios
con parte real negativa, entonces 0 ee asintdtic. estable,

Prueba
X(x)} = Ax + f{x) donde 4\1 = x' (o) ¥ Fix) = X(x) - Ax.

4
Se tiene Xfx) - X(0) = J 4 (X (ux)) du = fx'(«x)-x dee ogn
. e

. A N ‘ o 4
:F("‘) = X60- Ax = J X‘(ux)x du - JAAxcLu = j(xl(“x)—.?(’(o))x‘]*k

4 (]
i )il < L"X' {ux) - x*{0}f fxil  au , Como X’ es continua
uee X es de clmse C'), entonces VYe>O IS5 tal g

X'y - X < € e xS 3w osmEd

4
aof I\ & | € fxli du = &=l ;& Ixics

Sea V(x) = {Mx, x> donde ¥ es la dnica forma cuadrdtica
definida positiva, con matriz M tel que L . 2
<(MA+AM)"°|7‘> = =i

Entonces
\.I('x'):- <V\7¢7;"'-> + R D> = 4M X0 x> + LM%, x()> =
= {Mpx + $6D), =D+ {Mx, A+ 500> = ‘
“{fat ) e, 2>+ 2 My SO o -l (4_ 2 M= 56>
. W li*
Qo seon] £ WP BN o jupg ac guges

T Nxi®
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Como & es arbitrario podemos elegirko z2mi € < 1
lta: -
y resultg VGO £ i ( 4~ 2 |\Hl5),,4 O

Luego, V(%) es definida negakiva, y por el teorema

e Liapunov, O es ssintét. estable en el futuro. =
EJ EMPLOS N
1) gl st
*= 3 *€R . 0 es asintdt. estable.
2) En el péndulo con rozamiento é‘ = - W8 - =) (a > b)
G = g -
{$ ey X(OD= (g0 D)
4 o 4
X(o,0) =0 X'(9,9) .—_( - ) = A
. Awt -a

2 =
Losvalores propios de A son 1as rafces de N4 ad+w , que
tienen parte real - s o .  Entonces (0,0) es masintdt. estable
en el futuro. z

NOTA: En un sistema lineal > =Ax , 0 es seint. estable en el futuro
i y solo 81 ls parte real de los veloree propios de A son negefivas.
Pero en un tEstema no linesl = = X(%) s la
condicidn: parte real de los valoree propios de x'(0) negatives

es suficiente pero no necesaris para la estabilidad asintdtica de O

en el future (ejercicio 43 ).

EJEMPLOS
1) (2 = -9 + x>
.2‘ . J N {0,0) no ea estable por el teorema de
d==+2 Cetaey usando v(x,y) = w*+372

Pero 1la parte lineal del sistema ‘x'_—-} J=x tiene a (0,0}
come punto de equilibrio estable.

= 233' La parte iineal es %=0 j.:_z ¥ sus
= -

2){

Sade M

drbitas son come en la figura: x

El {0,0) no es estable pars la parte 1ineel, pero si lo ee para
g1 sietema dado, pues tomando V{x,y) = x"+34 resulta \'/(x,g)zo,
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§. ESTAPITLIDAD ASINTOTICA EN GRANDE

pefinicion .
fem o un punto de equilibrio para 1s ecuacién 2= x(x) .
Se dice gue %, €8 asintéticemente estable en grande f{en el future), =i
es asintéticamente estable en el futuro y ademis psTh todo = en el
deminio de definicidn de X, =8 cumple: ¢(x,l=) def, VE=oO
Bl t) —> % '
=2 oo

T B! t L NDE -
GREMA DF LIAFUNOV_EN GRA % =X xee” ; X(xd= O

% ©B esintdtincamente asteble en grande si existe uns funcidn de Liapus
nov V, ea todo R WAl quet - - ’

y es definida positiva .

Vv ea definida negativa

iim Vix} =40

W) r 40
Prueba
Yor el teorema ? de Lispunov, *» €8 asintdticamente estable {localmente).
fomemos un puntoe ¥, cuslquiera, y &¢a £(t) = V(B {y.t)) (e # 2
Como V eas def. Negat. entonces f(t) es negakiva, ¥ f{t) es decreck

ciente. Entonces F(t) £ £(0) = V(&,) para todo iydonde eatd definida.

Ser K = {'x. s VRO & V(}o)} Tenemos, por lo snterior, que
o
?5('40.4'3 c ¥ para todo t7donde estd definida.

El conjunto K es cerrado porque ¥ es continua,y acotade porque
Lt Vi) =+ n

ol = 4+a> ., Entonces K es un compacto de R . La solucidn
qﬁ(;fa.lr),- +zo estd contenida en ese compacto, ¥ entonces, por la ppopiedad
del intervalo maximal, estd definide para todo ¥ = O .

Ia funcidn £{t) estd definida para todo t = © ., y es decreciente
atric: temente . Entonces existe 1im £{%) . La prueba de gue este
limite es cero, y de sllf que Hi {’t‘;*f';) X0 , son iguales a la®
del teoreme 2 de Limpuno¥. il

EJE MFLO
Sea el eistama:{ ooy - =¥

d

Consideremos la funcién V(x,y) = »*+3?* definida positiva.

z
- -J’HMj

- 2z
Resulta V(x,y) =-2 (_‘q +3S"~'3) a8 definida negativa e¢n un entorno
de (0,0}, pero en todo el eepacio v(xgy<e el (x,¥) # (0, nT0) .

Probemos que (0,0) es asintdticamente estable en grande.

Pr:lme\x‘o obsérvese que i - el teorema 2 de Liampunov, admite la siguiente
versidn, un peco mds que general:
53 existe une funcidn de Liapunov v gefinida positive en un entor-
no del punto de equilibrio %, ¥ el V’(?‘(‘*-H) eg estrictamente deecreciente
pars vode x, tel que - TER) permanece en 8l dominio de definicidn

4
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de Vv, entonces », es aeintdticamente estable en el future. (la
pruebs de este teorema es como la del tgorema 2 ée Liapunov, pero
al final, cuando =e utiliza 1a funcidén V , hay gue sugtituirla por
ViB(x,+41)) - V(F(xt)). ) (ver ejergicic &4 )

El teorems de Lispunov en g rende tambidn admite unm versidn

como la snterdor:
8i exiete una funcién de Liapunov V¥ definida poritiva. con

rele cildn el punto de equilibrie x, , definids para %todo R y ¥y tel
que, pera todo x A %, la funecidn V(@ (=, £} es estrictemente
decreciente con t, y.leufuncidn V(%Y tiende a +oo cuando

U=l >+e0 , entonces x, es arintdticamente estmble en grande (en al
futuro). (yer ejercicio 18 ).

En el ejemple plenteado, veamos que V(sﬁﬁﬁf,y), f:)) eg estrictamente

decreciente con t,paka cuslquier 6(, ;!(0,0 ., En efecto, para logs punac
tos (x,7) tales que # nm ¢ la funeidn V(x,7) es L O , ¥y
entonces V(¥ Yee estrictamente decreciente, Pore el punto (O,nry= Pu#ad
eea t >0 tal qre {ﬁ(f’nr&)i o(lblétj ne corte & ningun _Pa-

La funcién VEd(ps, £ )}, tiene derivada nuds en t=0, perc deriveda
estrictamente negativa para 0 < || &£ & . Entonces:

V(P £)) € Vip) < UPGait))  Vi: oclbl2E
Entonces 1a funcidn V (#(p,, £)) es estrictemente decreciente
con t , en todos los puntor de R" que no son (O, o) .

como V¥ () es definida positive y VOO 42 |
enbonces (OfO) es asintéticamente estable en grande en el fuburo.

4.2 Quence_de ntraccidn de un pozo
Definicidn Sea 7o un pozo ( un punto de equilibric asintdti-

camte esteble en el futuro (localmente)). Se llama cuenca de
giraccidn de 7o &l conjunto de loe puntos ?. talea que
!b(? ) estd definida para todo t 20 ¥y gﬁ(?, &) —»po
. t-3 400

Proposicidn
Ia cuenca de atraccidn de un pozo es un conjunto abierto.

Prueba
T Sea £70 tal que Y& B (w) = blx,k) pxe com tyioo

5i Yo estd en C, cuenca de atracecidn de % y entonces
existe T tal que ¢(;,E) c Be(m.,) veE=T

En particular $(g7) e B, (ny + Como F(LT) es vontinua
respacto a , ¢+ exriste un entorno v de y,, tal que

JEV == P37 e Blx) p
. . = A {y,4) =
Luego:’(ﬁ’ﬁf_‘_gﬁfﬁé (3,‘1‘),&) = -Cur_’éf.{a‘;f+t) = 9,4) >
Asd YEU g gé-c: « Se ha probado que todo punto de ¢, estd
contenido e¢n un entorno contenido en C. Luego C es abierto QED.

~
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Observaciones

5 e es un punto ar. esateble en grande, su cuenca de
atraccidn es todo el espacio M {donde esté definide la ecuacldn
diferencial, o el sistema d&in'mico).

51 "% es un pozo, y si ¢l punto ¥y, estd en le frontera de la
cuenca C de mtraccidn de % , entonces Yo gC .,y Ja no
ea estable en el futuro({segin Liapunov).

5i % es un punto ssintéticemente estable en el futuro (locelmente)
¥ todo purito del espacic lhgs estable en el futurc {segin Limpunov),
entonces % es asintdticamente estable en grande ,

{ver ejercicio 20 Y.

4.3 Conjetura de AJZERMAN y criterio de estabilidad en g rande de
HARTMAN

Una condicidn suficiente para la eptabilidad asintdtice en grende,

qu e preescinde de lae funciones de Limpunov, y enalize la parte lineal
#e 1a ecuacidn diferencial, estd dada en el sisg uiente teorema
debido 8 Hartman:
TEOREMA . " "

. Sea en R 1a ecuacidn x = X (D con X: ® =R de clnse
c', ¥ tsl que X(0)=0. ’

Sea J(x) = X'(x) 1a matria jacoblana de la funcidn X, caleuleda

en el punto x . t

Si loe velores propios de J(x}+ J( {como en una mabriz

real simétrieca, todoms sus valores propioe son reales), son

todos negafivos, entonces o] esz asintdticamente estable en grande.

FPrueba:

Probaremos las eiguienies afirmaciones: gl _
i) 81 x€R” =xfo ; entonces ]\4(’,‘-’)"‘- pares todo tf_(o,i;) .
ii) 8t xep” , eutonces  G{x i) = © .

+= v
Observemos que 1) =p11):

1) == Bglr, < Il 4 te(0R), pora cumlquier x. Significa que
le distancia de Q{(v,é)a 0 es decreciente con t estrictamente persc
todo x . En el pardgrefo 4.1 se obrfervd que esta condicidn es
esuficiente para 1la estabilidad en grande del punto O  {pues

= es definida poritiva, estrictamente decreciente sobre las
trayectorise, y cumple: -Lin lxil =+4co0),
1y b

Demoetremos i}%
Sege K une bole cerrada de centro 0, y eean 31 ) yz doe puntos
cualquiera de K.

£(t) = 4@, v - b (5,007 LB, 0 -80.,0) ) Pas(0)7 S (20,0) >
;'(o) \<K(‘?‘)_ x(;z.), J"_;L> + <31'3l.r )((9!) - X(94)>

XXy = x3) (a- ) Suas) = Ta0Ga=) + 30)
FOY = @O+ TN -0, 90-3> + 2 LB, -t
.15



Como X es dna funcidn de clase ¢’ ae tiene:

“A(Qﬂ,,g,,)ll/\?, 2l P e Mg-nl—o
Por lo anterior, ¥y porgue K es compecto, existe S)o tal gque
0ilign-g <8y 5 B da €K = Ila(m,am/h < A
donde - A% es un nfiero <O , meyor que todos los valoree propios
de fas matrices :r(y)ﬁ'f@)cuando P estd en el compecto K.

Sustituyendo en :F(O) , ¢ ohtiene:

(o€ L300+ Mo gy 1), 2am 02>+ Ve PR l\_ﬁéai_.%_?l‘i

£ Qgegll® (-4 F 2MeVinaa) €-£15, 50720

Como f{t) es continua con t, exite.t:: tal que:

() o VR e lEI<E

. L{:L !
=3 - AL
=L UM‘BL‘{:) “¢(3ut-)u u?d ?‘L“ 94,32 £ O(“Jf ?Ll‘ S
D-4c ahora 2z € R" , cualguiera, elijamos una tola K centrada en 0,
gue contenga & z. Tomemoe puntos gy %, ,...--- ¥, en el segmenfio

0z | takes que -0 K= "’&+,.—‘<cli4""51¢

Entoncee:

r-¢
1 [ £ Z, IP(en® - Ho, )

Por lo demostrado recién:

N(x,, B - dluo < (L ' sara 0ct <E.
W (k) = ¢ 06, O) & ey - =l para 0cE<Ey
e (%4, £) = $ Oty O & loepa =M para 0<E LT,
Iz 0 < hzf para @ CtL &= wes

Luego ge ha probé:ao 1), como gqueriemos.
ged
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Observaciones:

1.58 A+ Et' tiene vslores propios negafivos, entonces & tiene
valores propios con perte real negativam, pues:
el sistems lineel = - Ax s aplicando el
teorema anterior, tiene g 0 come punto de equllibr io aseintdticamente
estable en grande. Se sgabe admds, del capitule 1, gue un sistemn
lineal = Ax , tiene & 0 como punto msintét. estable en el futuro
ei ¥ 20olo si la parte real de loe valores proplos de A son negativas.

2., Si la parte resl de lo® valores propios de A, es negetiva, entoncest
no ee puede afirmar nede sobre el eigne de loes valores pr opios de AT
. En efecto: A [.4 3
= o -1

tiene valor propio dnico -1 £ O .
t -z 3 -5
= tiene valoree propios 4 .
A+ A [ 3 p

3. 51 1a parte real de lom valores propioe de A es negefiva, entonces
al 0 es amintdt, estmble., en el futuro (localmente) pare cuslquier
sistema % = X(%) con jacobisno X'(0) = A . (ver 3.2)y X(o)= ©

: - 0 meintdt. ewtable en grande?

La conjeturse de AJZERMAN, que enunclamos a continuacidn, es adn un problem
abierto {no se concce demoetracidn de ellm, perc tampoco un contrejem-
plc que prueba gque es falae):

Conjetura : En ujn sistema == X( (con X que tiene derivadas de

todos loe Srdenes), x{0)=0 een J(x) = X' (x) 1la metriz
jacobiasna de X en el punto x. Sabiendo due lp parte real de todos
los valores propios de J(x), parm todo x , o8 negativa,

entonces 0 es asintdticamente eptable en grande {en el futuro).

Hay une pruebe, agrngando la siguiente hipdtesis:
se trabaja en R
existen constantes § 3 v tales que [xil =7 =+ (ESEY s
{Teorema de Olech-  On the global stebility of en autonomous syetem on
the plane- C. Olech Contributione to differential equetions vol. 1 No.3).
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¢, ESTABILIDAD EN STSTEMAS DINAMICOS DE PARAMETRO_ENTERO

Lo vieto en parégrafos anteriores, fue presentsdo 6én un contexto
gque lo refiere & goluciones de ecuaciones diferencieles auténomes.
Pero puede presenterse también en forme més abstractay refiriéndoee
a un siwtema din’mico de pardmetro real en un egpacio topolégico de
Hausdorff, o en una variedad diferencianble.

Fare~sietenas dindmicos de perémetro enteroj tembién pueden
goneraligarse la mayoria de lo® teoremas enunviados antes (aundue
1la generalizacién puede no Ser tan directa):

5.1 Funciones de Liapunov

Sen f: M—>Mun homeomorfisme en un espacio topoldgico de Hauedorff.
Consideraremos el sistems dindmico en M , por jterados de f. {cap. 2}
x, esun punt o fijo o de equilibrio i ${n) =%

DEFINICION El punto fijo % e estable en el futuro {segoun Liepunov)
ai dedo un entorno U/ cuaslguiers de % , exiete un entorno V de

%, tale gue rEeV == " (x)eY ¥nz0.

DEFINICION El punto fijo 7% eS8 asintdticamente estable en el futuro

(semin Lispunov}, =i

a) es estable en el future "

b) existe un entorno de ¥ , tal ae xEY => £ —=>% -
A-»ioo

DEFINICION 54 % es un punio periddico de perfodo N ; se

dkce que es estable (o asintét. epgtable) en el futuro, gi lop e respecte
al homeomorfismo £ .

Fn un ecpacio métrico M, puede darsae una definicidn de estebilidad

de drbitmps cualquiera, que comprende las jgefiniciones anteriores pera
puntos fijos o periddicosi

DEFINICION .
La trayectoria de un punto X, { o el mismo punto :rb) ee dice
que €8 eptable en el sentido de Limpunov, ea el futuro, =i dado £ >0
exinte §>0 tal que db=i%a) < s = 45", 8'%) < E YnzO

En forme simider ee define estabill ded asintética.

DEFINICION ije
Unn funcién de Liapunov para el punto X, , &8 una funeidn continua
Vv — R Gefinida en an entorno (/ del punto g -

Ee definida positiva cerce de Xy o 51 @8 AV()=0 Vi{x)ro S %
Andlogamente se define: semidefinida positiva o© negativa.

v

Deda une funcién de Linpunov para un punte x, , 9e consiruye
otra funcidn de Liapunov, haciendo: o1

) V(56 - V(=) N € UDF (V)

Los teorema 1 ¥ 2 de Liapunov, en egte contexto, se expresan raft

~
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TEOREMA DE LIAPUNOY (pars homeomorfismoe)
de Haus dor S5
Sem M un espaclo topoldgico localmente cempacto { o semn: todo punto
de M tiene algin entorno con adherencia compacta), por ejemplo r". '

Sea f :H—"M un homeomeorfismo , ¥ % un punto fifjo.
5i existe une funcidn de “ippunov V pere el punto fijo x, , definida
poritiva, con AV pemidefinida negativa ( o definida megativa),

enfonces ¥, es estable en el futuro {asintdt. estable en el futurs, resm-
tivamente).

Pruebs .
Habrd que reiterar lar ideas de 1a prueba del teprema 1 y 2 de Liaspunov,
sustituyends @P{%o,t) por f(x) v ¥V por OV .

(ejercicio 26 )s

TEOREMA DE MASSERA  ({pera homeomorfismos),

“em F: R0 —» R un homsom. con f(0}=0.

5i & es mintdticamente estable en el futuro , entonces existe
una funcidn de Limpuncv V definida pi itivae cerca de 0, con AV definida
negativa.
Prueba
T atién ce reiteran las ideame del teorema de Massera para flujos, con las
adaptaciones del caso (ver ejercicio 27).

%.2- FUNCIONES LINEALES Y TOGA“1TNO DE UNA NATRIZ

Sea f*une transformecidn lineal en R" , invertible con matriz A wxwn

Veremon en aste seccidn que O es peintdticamente esteble si y solo =i
loe valores proples deAtienen médulo menor que 1.

FROPOSICION
Si A ez una metriz nxn , invertible , entonces: B
exicte alguna mairiz B nx n tal que e” = A s ¥ loe
valores propios de B son M: , donde »¢; son los velores propics de 4.
(Mota: aunque A sea real, quizds B es complejn}.
Prueba |
) =1 Q -3
Siendo T @ P= € , Alcanza probar lo prapuesto cuando
A= J forma cendnice de jordan - -
T
J= 1 _'_[2-
.Tr -
donde I (1, 40 Ng nilpotente y I; identidnd)
= A : *
v ) A, es valor propio de J,(y de A) | M #a
Qa
Aleanza haller Q. tal que e “u I
Loj )\‘: es valor propic de Q, .
o] Kttt g +
Sea Ry = :.ZA Q) %ﬁ. (§; es nilpohente, luego R
es ung sume finita de potenciams de N ). (R = tabién  mipoteate)
. 4]
Consideremos 1a matriz Sin = Tt P SERRRERR Y

N: es nilpotente, luego 5;l..,es une ruga finita . Sea entonces la
m triz ‘ép‘" , que estd bien definida (eap. 1).
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RRY)
R pAC u“)‘_
e‘_t =1im“_,.m§"-.“'"_? (k-S‘) T“- «J‘. 2

2. €
= L a{];:.,-a.JN. 4ol A "' =a°I-+a-W-+-a,+¢CN.£
< A < s
v =0 .
Heordensndo los términos, se obtiene--r
- davde } Lo ‘?-
h—:,m
Por separado consideremos un nimero real » , con [y <1 o
L2
cuglquiera, y la serie Z(_Dkw _."‘E‘f
K= K '
que converge sbeolutamente a L(”‘*.')
k-H‘
Entonces, su reducida cumple: Z (-1) — k(r#z)
Lo
de donde: £ . k1
>y =K :
Kt 3 L{4+%x)
e — e = Adx
£3+e0
Luego: (‘&'m 2: ( C _)‘“ )
c—iﬁ” n 3400 J=o Keo = _'T

dbne = Him (&m (a, +Q Xofe e an +e:x‘o‘/}
£ 400 V310

Loe coeficientes buscados Bon

0 1 -
a=1 a =41 a’z=az. .., ma =0

e
Por lo tanto, la matriz R, verifice: € = L. +A-
Tomemoe ahorQ,,( )\‘:) T 4+ R Cunmple:

tﬁc _ e(l.oc]l,c)li: e'R; - X‘,Ic (I‘;-fr\h',) =

come queriamos probar.

DEFINICION Liemaremos Log A & uns matriz B {compleja) tal que
B

e =& y los velores propios de B son Logh.,‘. donde )\4; son

los valores propios de A { A invertible)

TEQOREMA "
Sen £: R —R el homeomorfismo lineal de matriz A invertible.
Entonces O es msintdticemente estable en el futuro si y eole ei
los velores propioe de A tienen médulo menor gue 1.

Frusba . [
Tomemos B tal e € =A con los valores proplos de B
Loq A, donde A, son lom wval. propios de A.

La ecuacidn w = Bx con xeC" , tiene a O como punto de equilibric

asintétivemente estable en el Tuturo (porque losz valoreepropios de B
_tienen psrte real menor que cero). ot

Luego, la esolucidn general = e 4 —_— D
tortoo
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G
Como :E"(-xa')= e % , entonces 5(%) u—)m .

Rec{procamente, ai A tiene algin velor propio. con médulo = 1,

consideremos en <™ ALt vector propio correspondiente. RecH
Epntonces, o bien 1la parte reel, o bien la perte imagineria v

de A , cumple en R" : WAl >0 . Fuego O no es esintdt.
esteble . n-y+00

r QED
PROPOSICION

51 los velores propios de une matriz A invertible, tienen todos
médulo menor gue 1, entonces existe en " un+ producte interno

tal que “A '"‘“ é K “‘““ (para clertma constante
¥ menor que 1). .

Prueba:

Tomando B = Log A , ¥ la ecuacién diferencial » = Bx , resulta

0 aeintdticamente estable. Bxiste una forme cumsdrdtica en rR" , defini-

da positiva <& >  decreciente esiriciam ente sobre las

érbitas de 1le ecuacién.
Baste verificar que eea forme cuadrdtice, em el producte

interno buscado en R° . (ver ejerciciec A& ).

OBSERVAVION

Ee vdlidg también un teorema de linealizacidn:

Sen : R" <+ un difeomorfiemo { homeomorfimo diferenciable con
inverea diferenciable} tal que f(o)=0 ¥y (o) tieme vobores
propios con fiddule menor que 1. Entomces 0 es seintdticemente estable.

(ver ejercicio 29 ).

6_ESTAPILIDAD DF OREITAS PERIODICAS

Cosideremos una drbita periddica 95(::0 £)  de pefdodo Taen R".
6.1 ESTAPILIDAD ORBITAL

Una drbita periddica puede ser estable, pero nunce asintdticamente
esteble, como se demueetra en el teorema siguientes:

rprema
Une érbite periddica no puede ser asintéticamente esiable.
Prueba ¢

Sea a0,t) periddica de perfodo T. Si fuere asintéticamente
estable en el futuro, existirfa S>>0 talmqme pars tedo yGBS("u)
se cumple Pl 0 - Flao Dl —>0  Laie0

Por 1a continuidad de ¢(m9raspecto at, existe L0 L<T
tal aue  [EIKE = (dbed) - %ll< 8

Entonces, en particulat: . 95(%,?:) & &S(M)
o ses i ¢(1Co -E+4.).-¢(xa4)".._)o 4—>+00
pero, pers t= nT Il¢(”‘° t-!-n'r) 16(—*0,“1-) ”._ i qf,(u 'E) .xo“ _.-,o

El miembro de la igzquierda ep constente conr, -
Se tiene entonces: d)(x.ﬁ)a %o ochT

1o cual contradice la definicién de perfodo T.
Q-E-p°
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Nota
La ides da que otras drbitas, cercanas a la drbite periddica
4‘(10.4:) + Bean tales que se¢ acerquen, cuando t—>+a», a la érbita
periddica, es formalizada a travée de la siguiente definicidn:

DEFINICION _ aguksbicam .
Una orbita periddica (_ﬁ(’!o,l:) ge dice orbitalmente estmble en

81 futuro, si -, - Tak ot N
WIVE 3§50 C @B (xa) 2 dit(Byt), oe)E V2O
b) exiete >0 talque aut, (Plzt), (00 cuando E+oo vge E_;J’v)
(donde &%) - {¢(m‘&) : ter eg la drbita por %)e
b. ocbe
l_vgj;_a__: Puede cumplirse le e‘_ta‘- pd’.".’ﬁ,sin cumplirse la eata b Sodact

(ejercicio 34 J.

6.2- [ERANSFORMACION DE POINCARE

Sea x=X(x) , con X un cempo de clase ¢’ en H.
Consideremoe una frbita perifdica (définida pars todd %, con perfiodo T).

xof -
La érbita, en t=0 , es tangente al vector K{x,) # O .
Sea H- el hiperplano ortogonal a X('ta) por .

Byt goe, X0w)> =0
Consideremos la ecumcidn F(xEs TE R *a, ®x(xe) > = O

Se satisface para x = ", £=T « El teorema de la funcidn
implicita, asegura que, si a%tl’“}“ #0 , entonces existe

t= £(=) definids en un entorno de =%, » que toma valores
en un entorno de T » ¥ tal que

Flwe) £0)) = < P (x, 1)) ~%o, x(%)> =0

81 F es de clase ¢ , antonces 1la funcién t(x) tembién es ds
clase ¢° .

2
En muestro caso Sexsxe = X (%), XG0S = I x ()" #O
Entonces, para todo x suficientemente préximo e e y existe
(9 tal que Pl t(x) € 4, com (x) cercano a T.
La transformecién -~ —y t(x) es de clase 7 . Entonces
la t aneformacidn X (x £(x)), tambidn es de clmse ¢ * , tomae
valoreas en un entorno de %o ¢ E8 la transformecidn gue, a cads
punto x suficientemente cercano & ™5 4 le hece corresponder
el punto del hiperplano H, Al que llega ané)despuéa de dar una vuelta.

DEPINICION
Se llama trsneformacidn de Poincard asocieda a la érbita periddica
93("‘0,*1) y & la transfermacidn == — 9!5(16, #))€H, definida

en un entorne Hoy de o y como se dijo antes,
Nota; La transformacidn de Poincard tiene & X, como punto fijo.
DEFINICION

La grbita periddica se 1lama ATRACTOR HIPENBOLICO, 81 los
valores propios de_ P'(%) {donde P indice 1a traneformacidn de
Poinceré asociada a 1a drbita periddica), tienen médulo menor que 1.

Nota: Segin 1o obeervada al finel de 5.2, cuando se tiene un stractor
hiperbdlice, su transformacidn de Poincsrd puede iterarse hacia adelante
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as

en un entorno de V,,o en el hiperplano H, y el punto %, 88 asintdti-
cemente estmble en sl fuburo. Lo dicho es un corolario de la siguiente
propeaicidén:

PROPOSICION

81 @(n,b) es un mtractor hiperbdlico, entonces existe un entorno v

de < 4 yunanormeen ®W ,yun nimera >\ < 1 AP0 tales

W px)- ey, € X W mell, WX EU
dowmde P ey Lo tawad, de Pomaarf
Prueba
Segin 1a ltima propoeicidn de 5.2, exirte una norme en H ¥

ur mimero X <41 ¥>o tales gue 1 Plxad (c=xd < S fiae -l
N

588 PLd) =g = Prg) (- ns) + A

donde 'l\D("O‘H — O cuando § %~ %} -0 (pogque P es de clase ¢7 ).
T — 2ol
- Tuego, para todo x* en H:

el £ X e -l + 1200,

Tomande VU tal gue Nx &V \lﬁ,("‘_-)l‘_‘i_ < AN

—_—

\\1—'!:““ == )

ge tiene

1P - oty & Bl (N ezl ) o N,

e - ell

‘{_’l

devde X = >.‘+4_-zé
QED

5.3 ESTABIDIDAD DE 10S ATRACTORES HIPERBOLICOS

Los atractoree hiperbélicos tienen propiedades fuertes de estabilidad
en el futuro:

TEOREMA ' . .

Los atractores hiperbdlicos son estables y orbitalmegte estables
en &l futuro.

FRUEBA
Veamos priimero 1m ewtabilided orbital:
Yamos n demostrar las siguientéds afirmaciones:
i) Dado £70 exirteSrotal que, si =< €H con ﬂ-x—"xmllu-is , entonces

dut (%), ’(’Io)) < & yez O
4i) Dadlo £>0 existe ¥70Otal que IJ‘J el ® = y
M(?(y,f), o—(u,,))< £ Vizo g ademde tieude a O wntri®
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o :
i) Elijamos 57\:19 modo que, 8i xcH ¥y si ﬂx—x,llHds s entonces:

x e U donde U ee el entorno de x en H, de la proposicién
anterior.

WO - b = Yoy T| < T

gox ) - Plrodl2E  ¥EE [o,n%]

-,

L)
Dade un tel x&H, ¥ dado t =0 , sea P(x) el dltimo punto
del arco de drbita {gS(-x,-&)é. , que estd en H, O sea:
cack

Pxt) = g(P%, T) wn  0eTLt(PX)

Se tiene: T
P -l & X B %ol €6 = ) - T) <5

®osC LT :'l:-a = dut (?‘(w,{:) ; B("‘o)) < d‘&ﬂ'(?‘(?“xﬁ;) . 95(1(4,’%)4. £

ii1) Como la funcidn ¢( ,'&(y\) es gontinua, dado el § construido antes,
existe §>o , tel que “3_%‘“4? = | 95(,3"_,:{2))_%”**43

] demsa 1HD-TVCT NP(3,8) - plro N LE yte [o,T+T]

Entonces, ee cumple (Jl;‘t(cf.(y,t)’b—(%))ﬁ £ g-i: 7;0-]
Por le parte i), existe, pare cada &, = :‘ﬁ yun &
Llememon x-= 5’5(?;‘“)')) €'H s ¥ elijamos Pa"'(-x.) cH
tel ave {eheg x)f, < X" x-ll, < Sn

Bitonces Ju_ gy, Ty ek #(P0,¢) , slel) <5 YEZO

Hemos probado que existe Tn

Eeo e tel Qv by, ), 00) <5 Va2,
d-gt(.;é(-a,a),a(xo)) 0
A 540

qed
Veamor shora la eptsbilidad en el fubure . ILa estabilidad orbital

ya demogtrada, dice que hay acercamiento a la érbita, pero no dice

neda respecto g loe tiempos en que =e producen . Ahora hay que
probar que, para todo inetante t% el punte ¢{¢‘;, f) dista menos de

del punto ¢(10,J:) , para 8l mizmo % {cuando a{ estd suficiente-
mente cercano de x, ).

Lo demostraremoe también en dos partes:
i) Dede £ e exirte S>o talme i xg H y 8i fix-x) €5 ,
entonces [ t) - Blxo, D, <ZE  VEZo H
if) Dado €>0 , existe € >0 tla que "3'“"“4 P =
I1B(3,5) - $ (el GE ViZO

~
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1') Sea /> 0 un ndmero tal que ls;ééas’ =bu¢(x°, t+s}-¢(x¢ ,t)“<.€ yJte R.
{exipte por la continuidad de (x,,%) respecto a 8, ¥ por 1s
compacidad de la &rbita periddical.

1a funcién t{x) , definida para todo x en un entorno de x, , €E
+ de clase C' , entonces |t{x) - t{x, M<K ||,x-1;,'|i“ para cierta
constante K > 0, para todo x donde estd definida t(x).

Sen AL 1 , el mimero cuya exipiencia fue msegurada en la dltima
proposicién de 6.2

Dado £ 0 , ¢lijamos §> 0, de modo que cumpla lag miemap condicliones
pedidas en 1), ¥ ademds que 5 < of
k f_ b

L=90
Entonces, sl x£H, y 8l ] x-%h, < S 4 =me tiene:
-1

¢ (xyt) = ¢(P“x,t-t(x)-...-t(r" x)) = & (P, t-nT + ._]::-Z; -4 (Px))
L d(xot- ¢(x, 0| £1 ¢ F"x%)- &, )+l @ (5 0¥)- (x, »t-n)

" i . o~ o
donde T = t-nT+ 3 T-t(Fx) 0L T 4t(Fx)g T+1/10
J=e
Por lo tanto, el primer sumando es menor que & {igual que en i)

. el . . et
Y - tonl 45 donde g & 3 | 6(Fx )-u(Px)[{x 2 » lix=x,fl, <
=0 J:o
Luego, el segundo eumando es menoy gue E .

11’ ) Con el mimero & =0 conotruido en i'), elijamos £ >0 que
cumpla les miemas condiciones pedidae en ii), ¥ ademds tel gque

hy - x)j<® = |3 -11<
Paxl'a. tples puntos y, se cumple:
g t5) - 4 G Wl £ld (F )t - § (5, RRI)
sl @ txs-tte)) - ¢ (x, -7} ||
Llemando X =¢ (rotf{y)) e 8 x-xauﬂ <s

El primer sumando e€ menor gue £ porgue, | x-x,ﬂ* 5.
El segundo sumandc €8 menor que £ 3 pues t-t(y) = *;-T +B  con ]siév(

QED

Nétese que la hipdtesis de atractor hiperbdlico e=s edhcial para
demoetrar que la puma de 10_ gorrimiento® hde tiempos
= ('T_- 't(PJz))
\- J=o

es convergente. (lLa hifdtesis de atractor hiperbdlico se emplea

a travde de lag exietencia de una econtreccidn en el hiperplanoc

H tranewereal a la drbita periédica, definida por 1a traneformacidn
de Poincaré).
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Capitulo 4 DINAMICA TOPOLOGICA

Consideraremos un sistema din’mico ¢(ﬂb) de pardmetro renl
o uno de pardmetro entero :f"(P) s oh un espacio topollgice de
Hausdorff{para fijar ideas un subconjunte de RM).

Eetudiaremoe propiededes topoldgicas genermles de estos sistemas.
1. RECURRENCIA

DEFINICION
Un punto p se dice que es recurrente positivamente, o también

que es8 "estable positivamente segin Poimson", 81 p&€ w (p) . (donde
w (p) es el omega-limita de p).

Se dice que ee recurrente negativamente, 8i peof(p) (alfa-

limite de p).
Se dice que er recurrente i es @ la vez recurrente poeitivamen-

te y negetivamente.

Notaas .
1) p recurrente positivemente, es decir que existe t,r’*“ tal que

#(py, t, ) > p . ILa Srbita por p pmse infinitas veces para tiempos
erbitrariemente grandes, tan cerca como se desee de p.

Pado cualgquier entorno U de p, el conjunto {tER: Flp k) GU}

no estd mootade superiormente.

popitivamente
2) p es recurrente¥ei y solo si dado U entorno arbitrario de p,

existe t>1 tal que @REY € U  (ver sjercicic 2 ).
3) 8i p a8 recurrente Dpoeitivamente, entonces ¢(p,t) también lo es
para tedo t  (ejercicic 4 )

PROPOSICION: .

p ¢8 recurrente poeltivamente Bi y s#olo Bi 0_’?(@ = wp) .
wow oom Negativamente » » = e = =K(p .
Prueba

P es recurrente putep P E wip)d=> O(PIC W) o=t ofp) =wip)

Corolario . ———
p es recurrente si y solo si  ollp) = wip) = olpd

EJEMFLO- DINAMICA LINEAL EN EL TORC {FLUJO IRRACIONAL).

2
Consideremos el toro T en R2 (superficie genersda por la circunferen
eia y=0 (x-a)%4+ & =r® (0<r<=); al girar elredefor del eje oz.)

Cada punto del toro T? puede identificarse con doe coordenadas
que son los afigulos de la figura:
peE™

p=((rcontsn)oosf, (rcosb+a)sen?, reend)

Sea (‘u,v}ERz ¥ Bea

-jr;RZ_)Te dada por
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T s T2
x = (r-cos 2%v+a)oos 2T u ¥=(r cos 2TV + &) sen 27y
g= r gen 2T v,
La funcién T r%-s 72 88 llama proyeccidn de B> mobre el toro.

A la rectanv = v, , le corresponde 1la sircunferencia contenida en el
brano z conetante. A la recta u =4, , le corresponde una circunferen-

cia meridiam:f. 'r_ _ _____I‘u“,,' oy 44) L=ty )
' i e
RE ) Jor,v0) \_/’“'_9 -
A ey,
“0115) 211—1"0

Trag .
Dade un punto RGTZ el conjunto preimagen 'n'"'(h,) 88 un conjunto
—=
de infinitos puntos, +tales que %VO)ETT‘(P.',)}*(“;,% = gg{‘e?og n
o Vo) €T (po) | =it 1, 154 ’
8i T se reatringe s un cuadrado abierto cualguiera en R, de
lade 1 o menor, entonces queda inyectiva, y es un homeomorfismo sobre
su imagen (se dice que es un homeomorfismo locel).
. u;_%="8w:ede definir en R°la relacidén de equivalencia (—%,"fo)N -A:,,V,',)
Vi-Vo-m ¢ A cade clase de equivalencia i_-uo,ﬂ{,] y torresponde un
Unico punto del tore, y reciprocamente.

Dar uda curva p=p(t) en el toro, equivale a dar une curve u=u(t),
v=v{t) en B2 , y tomar p(t) = v (u(t),v(t))

Dar una ecumscidn diferencial en el tore, equivale a dar una
ecuseidn (W )y X, v) ew RZ
(“¥) = X() » ‘donde X 1B°_5 BZ, es periddica

de perfodo (1,1), e= decir: X{usn,v+m) = X(u,v) Y n,m enteros.
Si{u(t), v(t)){verifica la ecuacién diferencigl (4,47} = X{ut,v)

entonces (u(t)+n, v{t)em ) &8 otra curvas de pZ s que tambilén verifica
la ecuacidén diferencial, ¥ que da, al giicar 7T, la misma curve en T% .

. = Thay,
Sea Aj" 1 la solueidn general en R> es;“' A{rectas
v -a veat+1g

todae peralelass, de pendiente a) , (redas (u ‘j‘"o) =V, )

2
Se llama flujo 1lineal en el toro a ¢(P°tt)= 7}"(&4.40!4& “t)
flujo racional, g8i a es racional; y flujo irracionel en caso wontrario.

TEOREMA
Todae les drbitas del flujo racional del toro mon periddicas.
Todas las drbitas del flujo irracional del toro son densas,

- ERRE . u -

R N - A A,

Prusha

51 a= M/N, €R hay que probar, para (“®, %) cuslquiers en B2
que existe T tal que T>g sy tn = Tae, vrm=aT+ n,mmi'em;

Tomendo T=M resulta n=N M= M como se quer{a.
b 2



§i a es irracional: hay que probar que dade (/‘n, ‘VB) ¥y dado
un abierto {J arbitraric en 1€ , existe TER tal que
T (2,47, w2aT) €U
Sea (MA,'LE,) ¥ 8>0 tales que " BS(“;J"’E) cy
Bast8 halder T st real ¥ m,n enteros tales que
@,+T+m—,--_w;+; al+n) € B.S (""d."’;)' 2
Myt Tom=se,y ap tarsn-m)j < & =R

con u ,y, ' &y 4 ,v, . dados.

Alcamza probar que existen enterce m y n tales que
}-v;_..;-a(a_,—;.:,-m)-ﬁ-n-v;} <s ; [y v # a4, - sy am e nf< S
(pues basta elegir T u Ab “Hg=m )

Llsmemos r = ‘U;-‘U;-l-tt(af —-'-'o). supongamo s por abaurdo gue
para tode n y m enteros: Ir-aem+nf =8
Entonces, todos loer elementos del conjunto
Gmwddttm=-n €R+vn,m antaroaj— eatdn fuera del intervalo
(‘!"-S ;‘l’+$ ) -
@ e2 un subgrupo de reales (pues 3€Q g'EG = —JEF 343'56).

81 hublera algin g& G 0L gL& , tomando k = ent (r/g)
r>kg+u con 0Cfudgee£ § « Tendriamos kge G
kg € {r-g5 ,r+3)
eger
Lo B el g€ G el g >0 , entonces 25
8i g>g! eatdrgn en G ,yentonces g-:g' >S - Lom p&ntoe de G estdn
aislados.El conjunte {ﬁeﬁ j g‘)of es acotado inferiormente por §
Seaf=mm§{g€@ ; 9>0 }>0 £>0 feg Gpor qua ?)
Probemos que todo g€ ¢ es miltiplo entero de F:
dado g& G sea k= ent{g/F) g= kL ¢ u con Oguct

u=g-k£€G La=uin {u)(};uec}- 0£u<f pu =0.
En particular: '

Por definicién del grupo ¢ , a = a1 - O € g
luego, axk £ para algin enterc k.

Adenda 1=+a.(0) +1 &€ G , lusgo 1 = h € para algin entero h £ 0.

ba = hk®f = hfk = k =~ a = ¥/h racional contradiciends la hipdétesis.
' &, e.D
Nota: Segin el flujo irree. en T, todos los puntos gon recurrentes {ejere.2 )
2. CONJUNTOQ NOQ ERRANTE

DEFINICION Un punto p =" ee llama NO ERRANTE, si V¥ ¥ entorno de
P ¥ para todo real T, exiete tHT tal que U n ¢ (wt) * ¢

Observacidn Los puntos recurrentes son no errantee, pero el

reciproco es falso, como e ve  en fgicuto 3 : !
?
DEFINICION ) ,,

Sa llama CONJUNTQ NO ERRANTE, al eonjunto de todos leos puntoe no
errantes -
b3



NOTACION . L2 indica el conjunte no errantae.

Observacionen

YU dp) '
1) p e= no errante .4=t- dado T existe t <£-T tal que U N 5!5(0,97‘95

Prueba
Supongamos que existe s>T  tel que UA @y s)#F. Entonces Ay-s)n U=

ﬁ(un 95(!/,4) ' -4) # ’1‘ » Sea t = —g, Entonces t-T 'y cumple Un;ﬁ(qtj,{gf

El reciproce ee pruebm en forme similar.

¥ -
)y S2o>F UP (donde P* es o1 conjunto de los puntos recurrentes
positivamente y P~ el de los rec. megativamente). (gyurcies 3

3) f2 es igveriente C-%‘..;uc-a 4)

4) JL es cerrado (puem, si 9 no pertenece a 2 , existe un entorno
U de ¥y un real T, tal que Un@Hudd Yt> T. Tambiém cumplen
le misma propiedad todos los puntos de U. Luego ' ¢ complem. de S
Apf, el complem. de 2 ee abierto).

5) p€ w(9) parealginq = p 88 no errante. .
Prueba: Dado U entorno de p , existe £@,%,)&U. Dado T
existe {'," y con ig,-l;, > T , tal qis ¢@’§')6U. ntonces:

Pl.t) = P(PGL), 6 ty) € B(Y ta-t) NU £
6)Si hay alguna semiérbita contenides en un compacto, entonces —Q;(}d
(pues algin w-1fmite u o¢ifmite es no vacio).

EJEMFLQ 2 2 2
Consideremos la funcién P: K -» R® , dada por F(u,v)= ser 21Tu + ser 2Tv
Se considera un nimero & irrscioel , y el flujo en el toro dado

por .

u = Flu,v) (no e2 un flujo lineal)
V w Plu,v) a

Las drbitas en Tzastin contenidag en las rectas v-v,= a(u-u,)
Aunque no es un fiujo linesl, eus drbitas eatdn contenidas (como conjun—
tos) en las del flujo irracional del toro. Hay un punto fijo (0,0)
La veloeidad con que Be recorren Jas drbitas se aproxima a cerc, cuando
la érbite se serca sl punto (0,0) en el tora.

Loe puntos de 'Jr({@.,v)ep? Vead § 470F  gon recurrentes poeitiv.
Pero no negafivamente. Los puntos de 'ﬂ'{v:a-u;')‘<0} son recurrentes negativ.
perc no positiv. Loe demds son recurrentes en smbos sentidos

Todo el toro o8 el conjunto no errante 2 (ajercici_o 5 ).

3. CONJUNTOS MINIMALES

DEFINICION

Un conjunto M de un espacio topoldgico, donde se tiene definido un
sistema dindmico, Pe dice MINIMAL, si es cerrado, invariante sy NO
vacfo, y no contiene subconjuntos propiog (subc. propic es un subconjun-
to no vacfo y que no ccincide con M),fque mean cerradg @ invariantes.

Nota: En buena parte de ila bibliogrefia se pide ademde que M sea
compactio. Nogsotres diletinghiremoe loe minimalee de losa

"minimales compactoa™.
4



TEQR EMA :
51 M ee no vacfo, entonces -

M ed minimal &i y solo 8i para todo PEN, la Srbita por p
eg DENSA EN K.

ey
(denes en M quisre decir que todos loe puntos de H%‘on de la &rbita
por p s4oppuntos de acumulacidn de la drbita por p;-es decir, E:ZF) =N).

Prueba
51 M es minimal, entonces es cerrado a invariante. Sea p&y ,
¥ invariante == o(p)C M . ¥ cerrado =e olplc M .
el conjunto olp 88 no vacio , cerrado g invarante, contenido

en M minimal g alp) =M .

Reciprocamente:
8i peEM , o{p) =M , entonces N es esrrado, invariante (y no
vacio por hipdtesis). Tomemom G# @ , cerrado e invariants contenido

en M. Para demostrar que K es minimal, hay que probar que ¢ = M.
Sea g€C . 0 invarisnte =4 o(q )G i ¢ corrado=s 0{q)C G .
GCM == q €M . Por hppdtesim: sGi= M . Luego Medlq) &G C M wi» G=M.
. QED .

EJEMPLOS
1.En el flujo irracional en el toro, el toro es el dnico minimal.

2. En el ejemplo de 1la pdg. 4 (el flujo no lineal irramecional en el jore
con un unieo punto de equilibrio), el dnico minimal es 8l punte
de equilibrio (0,0); puss si contuviera otro punto p, deberis
contener a Fﬁ?).—_ T2 ., Pero T2 no es minimpl porgque contiene un
invariente cerrsde no vacio propio (el punto de equilibrio (0,0) ).

3. Bn el sjemplo anterior conpideremos como espacio topoldgico
el toro“pinchadd’ (es decir el tore sin el punto (0,0)).
Todas las drbitas de age espacio, quedan ahora, demseas . " El dni-
¢o minimal es todo ese espacio (no compacto).

4. En un sietemas dindmico de RZ » cuyas drbites sean las de la
figu ra, los dnicoe minimales son los dog puntoe de equilibrio
{cada uno &8 un minimal, le unién de ambos no lo ea).

.

5. Bn un sistema dindmico de R » cuyas 4rbitas sean las de 1a figure
los ¥nicoe minimales weon el punto de equilibrio {que es una
fuente), y la Srbita periddica (que ee atractora).

COROLARIO g '>

Dos minimales dietintos son disjuntoe. {eale inmediatemente
de la definicidn de minimal, considerando 1a intersecoidn de doe
minimeles distintos),

b5



_EFROPOSICION

5i M es compecto no vaeio, entonces: e

2) K es minimal ei y solo ei para todo peM wip)=M , #i y solo =i
para todo pE€EM ﬂlCr) =X i

b) M es minimsl compacto =+ todos los puntos de M son recurrentes
¥ porldrtanto no errantes. .

. Prueba a) E& una consecuencia de que en conjuntos compactos

los w-Umily son no vacios, cerradoe invgriesntes contenidos en o2 |
b} Es consecuencia de a) y de gue todo punto que esté en su w ¥
en su o.&wult , ep recurrente por definicidn. (Ejercicioc & .).

TEQREMA X
Todo compacto¥invariante nco vecfo contiene algin minimal.
Prueba

Sea ¥ = ér < K; ¥ compacto invariante no vacio}
L4 tas pergnd far - Mo laa,
2 o .
81 P, ‘DPZ‘......?'fgﬂa.r en SF' entonces !&?._— Eg:l Jrff.‘:‘z‘ [
(pues N F. e compacto , invariante, y no vacfoc debido & la propie- el d]
dad de interseccioneés finitas en compactos)

El lema de Zorn: afirma gue &l toda "cedena ordenada" tiene un ele-—
mento minimal {un elemento “menor", con lm relacién de orden parcial en
8l coanjunto , gue todos los de 1la cadena), entoncee exiaste en sl conjunto
un elemento minimal (un elemento tal que no hay en todo el conjunto nin-
gin otro que sea menor que é1)}{puede haber varios slementos minimales).

En el conjunto 93' + 82a la relacidn de erden parcial
F»t menor gue IP2 y cuando F,f c F

2 - .
[Flier smof g dody by bes “""‘A'T“‘- “c,‘;";f‘,i‘."&’..q.) =

Teds cadena ordenada +« tiene. un elemento minimal
de la cedena (¢} F: ), en el conjunto S . Por el lema de Zorn, existe
un elemento ': el que ningdn otro F €% estd contenido en ¥ .

Por definicidn M es minimal (en sentido dinpdmico).

CONSEGUENGIAS
En un esm cioc compacto , el conjunto no errante £2 88 no vacio y eom-
pacto, Se descdbone en minimeles no vacios, diejuntos dos n dos .

Estor minimales no tienen porqué cubrir tode f£2. , pero lae érbitars
que no cubren pssen infinitas vecer, erbitrariemente cerca de algin
minimal, para tiempoe arbitrariamente g andes y chicos {porque

- w(P)_y 0((|>) - . contienen algin minimal).

Observecion

'76uar;do'ae e=td trabajando en un espacio compacto , loa
minimales son compactes, y por lo tanto todoe sus puntos son recurrentes.
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Fero el reciproco s faleo: Puede haber puntos recurrentes (adn en
un eepacio compacto), que no eetdn contenidos en ningin minimal ¢
Por ejemplo:

BEn el ejemplo de la pdg. 4 (flujo no ligeal en el toro,
con pendiente irracional, y un dnico punto de equilibrio (0,0}).,
6l dnico minimal es (0,0). E1 especio es compacto, ¥ hay érbitas
recurrentes que no son {0,0): todas las Srbitas por puntos gue no
eean loa de ‘Jl’{ (u,v)er? e AL } .

3. En perticular, interesa caracterizar lor puntos de los minimales.
P &€ M minimel 44 ol(p) = ¥ minimal.

En el caso de lom minimeles compactos, loa puntos cunplirdn una
condieidn ain mda fusrte gue la recurrencia:

4 RECURRENCIA FUERTE Y MINIMALES COMPACTOS

DEFINICION
p e8 recurrentes fusrtemente si , para tode entornc (J/ de p existe
un ndmero I > 0 tal que todo arco de trayectorig por p, con dura-

cidn L, corta a (/ .

Es decir: -{ﬁ{,p,t) ; Tété‘nl—} corta a UJ , YTER

Obeervacidn:

p es recurrente , eegin lo visto en 1, si
para todo entorne (J de p , el conjunte
th-R : Bptiev
es no acotedo inferiormente ni superiormente.

p ev8 fuertemente recurrente, =i
pare todo entorno () de p, el conjunto -{1‘.:62, L pptde Uj‘ e L-deuso.
DEFINICION f

o Un conjunto de reales me dice gue es L-denso
#i todo intervalo de longitud L , t4eme algin elemento del conjunto .

Un conjunto de¢ resles que sea L-denso, es no scotado superior—-
mente ni inferiormente. Pero 1lm condicidn de L-densidad exige edemds
que los puntos del conjunto no estén muy separados.

La condicidn de recurrencia 8e expresa diciende que le érbite
por p vuslve infinitas veces a estar arbitrariamente cerca de P

la condicién de recurrencia fuerte, pide ademds que no haye que
espérar méds gue un tiempo, L, entre un regreso y el prdximo.

TEQOREMA _ (Birkhoff)

Consilderemos p tal que a(p) estd contenids en un compacto.
Entonces:
o(p) es minimal (y compacte), 8i y solo si P @8 recurrente fuertemente,

Pruebs,
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Pifueba

Ser p recurrente fuertemente, con o(p) compacto. Probemos gque
el{p) &8 minimal. .

olp) es cerrado, invariente y no vacfo. Sea G Cofp) , G cerrade
inveriante no vacfo. Hay que probar que G=F(F) .

- 5i p& G, entonces o(p) < & C olp) =t~ G = o(p} como Be queria.

~* 531 pﬁ(’r. entonces existenu-: abiertos v y v y diejuntcs,
que contienen a p , y al conjunto compacto ¢ reepectivamente.

Por la hipftesis de recurrencia fuerte da ps existe L>0, tal gue
todo erco de trayectoria de p, con durgeidn L, corta a V. (1).

Tomemos 0€& < o(p) . Como ¢ es inwariante, ¢(q,t) e eV’ Yt€[0,L]
Por la continuided d ¢ @& (q,t) respecto a(g,t;: exiete un entorno
Udeq, tal que @G(U,t)c v Viel,L] (7)

Come 9€ o(p) , ¥ U es un entorno de q: existe T tal que gi(p.m)e v

Lusego, por.({2): G (p, T+t) & v v te@.:.]

Pero ¥ y ¥'son disjuntos: ¢ {psT+t) no corta a ¥ Yte [o,L}
Lo anterior coniradice (1).

Entonces, el caso peG e8 general, y G = O(p) €n eed cap0, COomo

ya se probd,

RECIPROCO .
Sabiendo que o{p) es compacto y minimal, probemos que p as
recurrente fuertemente.
Como olp) es coompacto, entonces o{{p} y «(p) eon no vacios,
{cerrados # invarimntes )eontenidos en el minimal Gly:3)
HA(p)= wp) = olp) - Luege p estarecurrente.

Supongamos, por absurdo, que no as fuert. recurrente: Para todo LD,
hay un arce de trayectoria de p, con duracidn L, que no corte & un entor-
no dade U de p.

Sea para eada n , t,, tal que {ﬁ(ﬂﬁ) : b, s ELE 4 "}
no corta a U, —

Como o(p) est’s contenida en al compacto o{p): existe une
subsucesidn CFtni)  convergenge a q .

Como g{pyt)F U " = g ¢ U

Sea T .0 .. . Pp T+t )—%¢(3,TJ por 1la continuidad de ’6
Pare todo hyque ses mayor que T: t}?ﬂé t,+T & '1'-,,’. + "na'

Luego: (p T+, y ¢ ¥ pasendo al limite:
£, "a) 7 37) du vTzo
Entonces:
PEU } =4 w
PN U VI 30 pEw (q)
Pero 4 € o(p) por _construccidén, y o{p) es minimal.
BEntonces w (q)= of(p) g p € w(q) contradiciendec lo anterion

' QED
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DEPINICION _

T a ébnjunto minimel, se dice no triviael, cuando no es un

punto fijo, ni una érbita periddica, ni todo el espacio. Versmos més
adelante, ejemplos de minimales compactos no triviales.

En resumen, se esteblecen las siguientes realcionee }
CONJUNTO NO ERRANTE
_ﬁNION ;ﬁ T0D0S 103 of{-Limites ¥y w-Limitee.
Conjunto de puntos recurreéntes positivemente o negativam.
conjunto de puntos recurrentea (pos. yneg.)
Unién Se minimeles compactos

Conjunto de puntos fuertemente recurrentes con drbitas
contenidas en -algin compacto.

(Si el especioc es compscto, o Bl hay slgune semitrayectoris que
se mantiene en un compacto, el Yltimo de emms categorims es no vacio).

En el ejercicic Z se pide encontrer ejemplos gue muestren que
las inclusiones anteriores Bon estrictas.

5 _MINIMALES COMPACTOS EN ESPACIOS METRIGOS

Coneideremos ahora un espacio topoldgico, cuya topelogia
proviene de una métrica d(distsncim}.
La definicién de recurrencia fuerte, puede traducirse en:
DEF. p es fuertemente recurrente si y solo ei drdo E>0 , exirte
L 30 {gue depende de p y de £ ), tal que todo arco de frbita de p,
con duracidn L, pasa por BG (p).

Otra forma de enuncipr lo mismo ess
p o8 fuertemente recurrente si

dado £7 0 , el conjunto de reales -ltGR d(?‘f?,é) f F) <& }

es relativamente denso.

{Un conjunto de remles se dice relativamente deneo, cuéndo es L-denso
para algin almero L>0). ‘

El ndmero L en la definicidn de recurrencia fuerte, depende de
£ 1y del punto p. Todo arco de Srbite de p, con duracidn L
dista ménom que ¢ de p.
DEFINICION
p es fuertemente uniformemente recurrente, si dado £E>0 |, existe
L > 9 {que depende de £ , y de la drbita de p), tal que todo arco
de Srbita de p, con duracidn I dista* menos que £ s de cualquier
punto de la drbita por p. :
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En apariencia esta condicidn es mds exigenéﬁ que la recurrencia
fuerte, pero en realidad no lo es:
_PROFOSICION o

31 o(p) es compacto, entonces:

p ea fuertemente recurrente ei y solo 8i lo es uniformamente.
Prusbs ‘
Se deja como sjercicio 41 .

(sugerencia: p fuert. recurrente —p q también para tode a€ ofp).
Cubrir 6TE) compacto, con una cantidad finita de bolas Bgs (ao)
eon q, ... q. € O(p). Parqa cada q; exiete L; tal que todo arco con
duracldn Iycorta a Bey, (ac) « Sem L = md® Ly . Mudstrese qie todo
‘arco con durecidn L dorta. a B (a) para todo g€ o{p). )

Otre enunciade del teorems de Birkhoff; resulta:
5i o(p) es compacto, entonces: o[pi a8 minimal (y compacte), =i
¥ solo si p es unif. fuertem. recurrente.

Nota:
En espacics métricos compl.e .tos, e demuestra que !
P unifs fuertem recurrente = 5?;3 compaco. {ejercicio 12 ).
Do 8ll{ =ale este otro enuncimdo del teorems de Birkhoff:
Bn un eepacio métrico completo, olp) es minimal compacto Bl ¥
golo 81 p es unif. fuertemente recurrente,

(es decir: dado €> 0 , existe L > 0 , tal we ol conjunto
.[t: ¢f}>.’c)63£(q)} es L- denso Y q &€ olp) ).

6. ORBITAS CUASI-PERIODICAS

DEFINICION
Un punto p se llama CUASI PERIODIGCO, si dado E£>> 0, existe L>0

tel que {1:’, ast (Bp, t+1T), ¢(ﬁe))4€4‘}‘éﬂ‘}

es un conjunte l-denso en 1la recta R,

Sea un sist. dindmico en un esps métrjco

CRMENTARIO )

Se pide que pars cada punto de la érbita por p hays instantes T
de regreso a menos de € . del punto de pertide, que esos instantes
forman un conjunto I-denee (recurrencia fuerte), pero ademds:

que sean los MISMOS inetantes T que Blrven pare regresar
& menca de E del punto de partida, cualquiera sea &st en la drbita

por p. :

CONSECUENCTA -
. - .

En un espacio métrice complete, o(p) caei periddica =

P +~- o(p) minimal compacte. (ver sjercicio413)



EJEMPLO : !

Definamos en el toko 'r?‘ la gigiente distancia:
31 py, ¥ p, son dos puntos de TZ , ¥y 8T R s 77 as la proyeccidn
definida en {1). »

d(p.pz)= min {1I(u4—uz ey - v, ) nara{zu::?;g;{fgb v

(Puede verificarsa que se cumple d (p, p) 20 # = 0> B=f2
- d(E. T‘A) = d(Tz_ ?4 :+ ¥y la propiedad trianguiar).

Todas las Srbitas del flujo llneal irracional del toro son casl
periddicas.
Ba efectol .
E&mfammwd& wwxfadbs ?,w&?oc_.aoﬂ»dﬂam
; ‘ oyt | dade ¢>0 FL tak

2 v ~deusd |
{Eeﬁ d(ﬁg‘;ﬂ A )“’j’ 5 L- e 2 d(pg)=d (#6049

WCR | nkimad frer: é(cf(_fvrb-l‘t) $lge ) <€ WEER} o
L ~ et

Bh
COMENTARIO
En un espacioc métrico completo, sl p es casi periddico, entonces
6{p) es minimal compacta. Pero ¢4odas lmes trayectorias de mim.males
compectos son casl periddices? ILa regpuesta €8 no, como veremos mde
adelesnte en un ejemplo.

T’S‘-OPDS. g,Cl}éndo un minimal compacte t lene trayectorias ceBi periddicae?
Prime obsarvamoa que i el minimal compacto € tiene una trayectoria
casi periddicas, entonces todas sus trayectorias son cagi periddicae.

En efecto:

pEC G minimal =>o(p) =C  a€ o(p) }=p q casi periéd.po;
p casi peridd
G u-fTi A(BED, QR CE]  p e peidd > el denso
qa € olp) g =1im P(ptn)
¢( 4T ) = lim P (p, t+ T # tn ) VLEH.

aist( g {q,t+T)y £ (a,%)) = lim dist P (p,te T +1.) 3 (pitat)
<€ N Te fTdp (), $Gt)<E
Entonces {T d(ﬂq f:'FC) <f(q,'l:)) & S‘ em rel. denso .

TEOREMA

Enw espacio métrieco -~ ., sea C un minimal compacto.
Entonces:
C es estable Liapunov si y solo i les trayectorias por C son
casi-periddices.

DEFRINICION
Un conjunte invariente ¢ se dice que ea estable LIAPUNOV , esu el
futuro, ai dade E£> 0, existe §> 0 , talque

dist(x,g)q} =+ dist( ¢ {x,t), ?5 {y,%) ) £ € para todo $320
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DEFINICION
Un conjunto ¢ inveriante e¢e estable Limpunov en el pasado, si dedo

€ >0 4+ existe §>0 tal que X,y € C
diat(x,y) 45}#' ﬂistff 1(-.2‘();' By, NLE

Un conjunto invariante O ge dice estable Liapunov, cuando es est.en
el fuduro y en el pasedo, es decir, dado £> 0 , existe £> 0 tal

que
D CE ) e G (Bt F ) <€ VieR

Prueba del teorema de ertabilldsd de minimales compactos

Sea C un minimel compacto estable Liapunov. Sea p&C. Probemos que
p o8 casji-periédico.
Dado £2>0 , existe >0 tal que q&C d(?S(P ) ¢(q £)) £€
‘ dist(pyaleg :tt'ER.

Como p &g minimal compecto, entonces p es fuertem. recurrente:
{T;: dik (p, ¢(ﬁt)) £ 5 j- e8 un conjunto relativamente denso.

8i T pertenece m eme conjunte, enbonces:
J(;bg;t) F)<5 }¢J(¢(P"C'+'|:)I¢(P,t) 28 § VtER

Luego:

{'E : M(ﬁ(f,t+b),‘?(f|€))(- £ Vt}ree rel. denso

de donde p es casi periddico.

RECIPROCC

Sea C = o(p)} ujn minimel compacto con trayectorias casi-periddicas.
Probemos que ¢ es estable Liapunov.

Dedo£>0, existe I tal que el conjunto
H= {'C'.' J(?sCP,'C+l‘-)| ¢(r.t))4% V'j:} 68 L-denso. (1)
8i q & C= ;-G_} s eantoncee q = lim #(p,th . Ses Tg H VEER:
APlat +T) glat ) ) = 1im a(Bpite b+ r) oy t44) 1L E/3y,

Sea $>Q tal que d{q,g)l< $ w @ (a4} ¢(q:t) < '
. ;fégq “ ;ﬁ para todo t& [0, I.] (3}

Tomemos a'eﬂf:) con dist{q,f) < &

. H, ;o5 k- denso ;-
Sea t€R cualquiera, y escribamos t = T + € dor}ge Ts

Por (2):diet (a,%), P (g ,0)) < £/3
dist ?{é .t),ﬁ(q':c)) < E&€/3

Por (3)1 dist (Ha,€)y Pla', LN €3

e 16,87

Iuegor diet( @ (a,8), Pla’yt) )L E V1 Er
4.2 &.E.D.



Hoth_ <
lo dei‘inido hasta ‘ahora para Bistemas “dindmicos con’ param. centinuo,
puede generslizaree pars aist. dindmicog con parédmetro entero.

(?u tleo 46

EJ EFPLO . B
En la cirfunferencia g' , sea f1 § —» §, dado por
f(z) =2 @ , dondeg’ 83 un atfigudlo con » t>(/2_11' A% irracional.
Ll Ze 9
n (z} = =& e 2

Como 0(/211" es irracional,
entonces oln +m2M s con n ym enteros, ea denso en R. Luego
dados *651 e B g §> 0 , exieten n ¥y m enteros teles que
if
An e e(p-57 e 7T E s ()
ifnd sm2w) o s
€ By (e ) :

Tuego -if (%)} eg densa en 87 .
JR— F
Para todo £ & S s olg) = g* et 9 es minimal.

fh(z) = & &

Veamos que todae las drbitam son estables lLimpunov:
Dade €70, sea 5< £ < ¥ |
dist(z,2' )5 = =z = o 2' = auH o 147 \ld >
diet (£" (2), £7 (') ala + i ol — ' | = [P-¢|< 5£&

4
Todas las érbitas son estables Liampunov, ¥ es minimal =3 tedas laes
érbitas son casiperiddicas.

Ahora veremos un ejemplo de minimal .- ’ - con drbitas que
no gon ceaslperiddican:
7. EIEMPLO DE MINIMAL . . NO ESTABLE LIAPUNOV
Sea ¢ el toro T° = R°/ 2 qr R s 7> 1l proyeccién
Consideremos la matriz 12 ks
Ax Y b un vector de R .
o 1 . 2 -
Consideremos la transformecidn a; R—> R " dada por

= by
e{x,¥y) = A [?14- {57_]- (x+2y+ L1 , y+52).
Sea pE€T Definamos Fi T >y e? de la siguiente maners:

f(p) = ¢ (W(x,sr)) = 17 { a{x,y))
12) ripthe? '
estd bien dafin}dd, porgye no depende del punto (x,y)
elegido en la preimegen 11 s puesm:

_xl - -
o1 ;_}. - :2::;:}* alx,y} - a{x' ,¥') = & [;_;-Js enteros.

= W (alx,¥)) =7 {a(x! ,y'))
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7 2
2 ) f21 051 aa invertible, pues:

-1 - -
A = [3 f] & R R® definida por

. =1[u b
- ! (uyv) = & [:_ b:]

- - 2
Ea fdcil verificar que adinduce une funeidn £ ¢ P ]
medisnte la definicidn

-1 -1 def -1
L) = (T ny) ) 29 (d (),
También es féeil verificar que £ as 1a inverss de f.

-
3) f: Tz'—-, T2 @8 continua, y su inverss f tambi‘n es continus.
Entonces £ es un homecmorfiemo en e} toro P2,

Consideremos el sistema dindmico por iterados de f.
fh( ﬂr(I-'.Y))=‘TI’(En (XIY) )

. b
elx,y) = - A x}+ [t;} a%(x, y) = a° 7+A [bb;] + [b;]
a"(x,y) = A"[;I +A""[54]+....A [i]-&- ["‘ = A"["] + f Ag[i"]
donde on : 4 J=° ‘

A—-l

L

1) VEAMOS QUE 7° gy gs ESTABLE LIAPUNOV

R ep—

Sean p = el o =1ix,y) p' = g (x',y")
dist (f h (p) . T n (pl) ) &'w;‘ ” a_"(x,}) - a-"(t',;') + (‘é:ﬁ) “ =
. K4 gutenes ‘

"(x “x! + 2n(y-y') , y - y' ) + (%% I

5i T fuers estable Liapunov, existirfge o< 1/2 tal qe
para todos p y p'en T2 con dist{p,P') < & , se cumple;

dist{t" ()£ " (p") ) < 4."6 para todo n entero.

En particulsr eligiendo x=x' e ¥~¥' irracional con OCy-y' < 5§12
exizten enteros m y n talks que YaZonly-y*) + o Z1/4
" {porque an+m &8 denec en R cuando & eg irracionel)

Entonces se tiene: dist (£" (p) , £" (p') ) =
= Hx-x"42n(y-y* ) 4m , ¥~y' ) +(-§,{)!|L .

[N

dist {f" (p) , ¢" (') = | (x=x"42n(y-y" ) +mek » ¥=y' +n)it
con k ¥y h enteros:

2 ]2n(y—y') +m¥k{" _ con %<2n(y-y') +m ey
’ II 14 k enterg



§i k es enterc k0 , resubta d (£ (p),f" ('))) 1/4
5ikes £ -1, resultad (f"(p), £ (p")) > 1/2

Entonces, p ¥ p son puntos de 'l!z que dieten menoce que s ’

¥ teles gque pare algin n enterc
G{E" (p)y " (') ) > 1/4 > &
Luege, T° no es estable LIapunov.

- 1II) Veamos shora que 2
TODAS LAS ORBITAS SON DENSAS en T° .

(Entonces T% es minimsl compacto, y por (I), sus érbitas no
pueden ser cemi-periddicas).

Para que las drbitas sean densas en Tf habréd que elegir
un vector {by, b,) adecumdo.

Primero buscaremos un veotor (’h,rbz) tel que con 41, la drbite
por (0,0) sea densa en T . Iuego demostraremoe que , con ese vector
elegido, todas las otras drbitas tambidn son densae en T .

£) . Ia érbite por el origen L
" 0,00 = T (a"(3) + X As("z)
= e

n 4 2. J=e A 1‘ n-d {1 2§ n ni{n-l)
donde A ’(o 4) J__Zo,*‘ ’Jgo 1/l =n

7 (0,0) = T (nlg' + rl(n-il.)b2 , B 5’2 }

Busgcaremos l’.,*'l"z = b de modo que J£"(0,0){sea densc en 72
£ (0,0) = 77 (n®b, nb) . Dados (%,3) ER®
Dade? "I g» 0 , debs exietir n entero tal que

Mifb —x +n, nb -y +x) <5

nteros

dist (J'T'(nzb.nb) ' :ﬂ"(x,y)) l= EJ;E o

resulta: o 2 } z)!/z
dist (£" (8,0) , W(xyy) ) &P Qn*b x4hl 4+ iooey 41
EN RESUMEN: Hay gue elegir un ndrédro réa] b fijo para que:

Dados (x,y) ° = "' y §».0 cualquiera, debepexistir —ﬂ’I = g
n enterostelXque ) K
© o bl 52 4 Jav —y#le 572 .

Ordenemos todes las parejas de racionaies entre 0 y 1 :
(x1 W) (x, ,.y?_) (:% ,3{3) LT A Y con Xx; y‘_.é'qfn(o,l)
(pe pueden ordenar porgue eB un conjunto numerable).

_Elijamos el siéuienga mimere ©; dando las cifras de su desarrollo
decimal:
4.15



b =10,000... donde en el lugar 1 al 10 después de la coma hay un cero, en el lugar 11 ests
la primera cifra decimal de y; + 1. En los lugares 12 al 100 después de la coma hay ceros. En el
lugar 101 esta la primera cifra decimal de zy + 1. En los lugares 102 hasta 1000 hay ceros. En
los lugares 1001 y 1002 estan las dos primeras cifras de g2 + 1, en los lugares 1003 hasta el 10%
incluidos hay ceros. En los lugares 10% + 1 y 108 + 2 estan las dos primeras cifras de 2o + 1, etc.

Veamos c6mo seguir: se toma Ja sucesidn siguiente:
hy=1hy=23,. . hjp1 =20+ 1,...

Las cifras de b después de la coma de las que no se diga nada son ceros.

La cifra en el lngar 10™ + 1 es la primera cifra decimal de g; + 1. La cifra en el lugar 10251 +1
es la primera cifra decimal de z, 4 1.

Las dos cifras en los lugares 10" + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales de
¥z + 1. Las dos cifras en los lugares 10?2 + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales
de 2+ 1.

Las tres cifras en los lugares del 10" + 1 al 10" + 3 san las tres primeras cifras decimales de
¥3+1. Las tres cifras en los lugares del 1025 |- 1 al 10?2 4 3 son las tres primeras cifras decimales
de 23+ 1.

En general: Las j cifras en los lugares del 10% 41 al 10% 4 § son las j primeras cifras decimales
de y; + 1. Las j cifras en los lugares del 10%% 4 1 al 10?% + j son las j primeras cifras decimales
de z; + 1.

Dado (z,y) € [0,1] x[0,1} y dado § > 0, elijamos & > 1 tal que 1/10V < §/8, ¥ luego elijamos
(=j,¥;) con j > N tal que |z — z;| < §/4 y también |y — y;| < 6/4.

Basta probar que existen n, k, k enteros tales que [n?b—z; + k| < §/4 y nb—g; + ki < §/4.

Sea n = 10%. Se cumple nd — y; = bl0% — y; tiene parte decimal con todos ceros en las

primeras j — 1 cifras. A continuacién hay o bien un cero, o bien un uno:

2 2 H
dec (b — 1) < —= < —o < 2
ec {nb~ 1) < 15 < ¥ < 3
Ademas n2b — z; = 10245 — z; tiene ceros en las primeras j — 1 cifras, y a continnacién tiene
Un CEero o uR uno:
2 é

_<i

2
2
dec (nb -~ ;) < T < T

como se querja.
Elijamos (4, &) tal que {f*(0,0)}nez sea densa en 72.
ii) Probemos que o(¢(a,0)) es densa en 7'2. El nimero « es real cualquiera.

. r—1
IM(x(a,0)) = ®(A™e,0) + 3_ A'(B,b)) =1 [ ¢ :;25 ]

=0

4,16



' 2
Dade AM(x,y) cualquiera en el toro T , y dade & >0 ,
rabemos, por la parte i} que existe n tal que:

aipt( 77 (n*b,nd) , 7 (x-8, ¥)) < S .
Poero esg distancia es min -l i'[( nb+o-x44,, nb-y+k)]] con k,h anteroa}

= dist (:rr(nzb + &, nb) »W(x,¥) ) = diat ( f!n(j"[',(a'o)), (x,¥))-

Entonces, le drbita por cualguier punto de la forma qr{a,0) es
también densa en el toro.

iii) Finalmente} probemos que la drbite por cuslguier punto ‘:rT'(xﬂ,y,}:n

e también densa en el toro.
LT

£ (x43,)) = TW7(x,43,) + 5 £ (b,0)) =

Lzo

= 9 {x +n?b+2ny. r ¥,+nb)

En la parte i) se probd que dec(nb) se pusde 1Ipcer tan cercena
como se desee a cualquier ndmero ye {0,1)

Entonces puede elegiree una sucesidén ha‘ tal que
J.ec.(njb) —> 0

Loe mimeros decl( nob e ny ¥y} € [0.1) . Existe una
subsucesidn de .{ i R LRGN ' o "
mi} F . et - . -

tal que 2 . .
dec( m b 4, 2n ¥ ) —> 8 {0,I]

Entonces: '

£ (9 (x,,3,) ) —=> TMa,0) = (8,00 € olp,)

Iuegor ol 7 (8,0)) € o(p)
ol (8,00) C 3, T2
En ii) se probé que 1am drbita por J77(m,0) es densa en T2 , entonces
o{ 77 (8,0)) = 7%

a—— z
Luego: ofip,) =r* . ta érbits por cualquier punto p,€T ee densa en el
toro, como #6 queria probar.

De alli que Tzes minimal y compecto. Como no es establs Liapunov
+ entonces las drbitae no son cael periddicas.

NOTA
Bn el préximo capitulo ee dardn ejemplog de Bimtemas-dindmicos

con minimales no trivieles.

41
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b =0,000... donde en el lugar 1 al 10 después de la coma hay un cero, en el lugar 11 esta
la primera cifra decimal de y; + 1. En los lugares 12 al 100 después de la coma hay ceros. En el
lugar 101 esté la primera cifra decimal de 1 + 1. En los lugares 102 hasta 1000 hay ceros. En
los lugares 1001 y 1002 estan las dos primeras cifras de y2 + 1, en los lugares 1003 hasta el 10°
incluidos hay ceros. En los lugares 10 + 1 y 10° 4 2 estén las dos primeras cifras de o + 1, etc.

Veamos como seguir: se toma la sucesion siguiente:
h1 =1, hy 23,...,h]‘+1 =2h]‘+1,...

Las cifras de b después de la coma de las que no se diga nada son ceros.

La cifra en el lugar 10" + 1 es la primera cifra decimal de y; + 1. La cifra en el lugar 1021 +1
es la primera cifra decimal de x1 + 1.

Las dos cifras en los lugares 10" 4 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales de
yo + 1. Las dos cifras en los lugares 1022 4+ 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales
de 29 + 1.

Las tres cifras en los lugares del 10" + 1 al 10" + 3 son las tres primeras cifras decimales de
y3+ 1. Las tres cifras en los lugares del 102"2 41 al 1023 4-3 son las tres primeras cifras decimales
de z3 + 1.

En general: Las j cifras en los lugares del 10" 41 al 10" + j son las j primeras cifras decimales
de y; + 1. Las j cifras en los lugares del 10%% + 1 al 102" + j son las j primeras cifras decimales
de z; + 1.

Dado (z,y) € [0,1] x [0,1] y dado § > 0, elijamos N > 1 tal que 1/10V < §/8, y luego elijamos
(xj,y;) con j > N tal que |z — x| < 6/4 y también |y — y;| < 6/4.

Basta probar que existen n, h, k enteros tales que [n?b —x; + h| < §/4 y nb—y; + k| < §/4.

Sea n = 10". Se cumple nb — Y = b10M — y; tiene parte decimal con todos ceros en las
primeras j — 1 cifras. A continuacién hay o bien un cero, o bien un uno:

dec (nb—y;) < % < H)iN <§

Ademiés n?b — x; = 10%hib — x; tiene ceros en las primeras j — 1 cifras, y a continuacion tiene

un cero o un uno:

2 2 )
2

como se queria.
Elijamos (b, b) tal que {f™(0,0)},cz sea densa en T2.

ii) Probemos que o(¢(a,0)) es densa en T2. El ntimero a es real cualquiera.

n—1 2
(7 (a,0)) = w(A™(a,0) + Z Ai(b, b)) =m ¢ —;: ' :|
=0
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CAPITULO IV
DINAMICA TOPOLOGICA

EJERCICIOS

1.

Probar que p es recurrente positivamente si y solo si para todo enotrno U de p, existe ¢t > 1
tal que ¢(p,t) € U (sugerencia: considerar entorno de p que no corte al arco {¢(p,t) : 1 <
t<T}).

Demostrar que el conjunto de los puntos recurrentes es invariante.
(a) Demostrar que si a es irracional el grupo
G ={an+m € IR : n,m enteros }
es denso en IR y que el conjunto
H = {an+m € IR : n,m enteros con n > N}

es denso en IR con N entero fijo.
(b) Probar que el flujo irracional en el toro 7?2 tiene todas las semiérbitas positivas y
negativas densas.
(c) Probar que en el flujo irracional del toro todos los puntos son recurrentes.
Demostrar que los puntos recurrentes negativamente o positivamente son no errantes.
Sea en IR? el sistema dindmico 1 del ejercicio 10 del capitulo intermedio entre el IT y III,
parte b). Ver que tiene puntos no errantes que no son recurrentes.
Probar que el conjunto no errante es invariante.
Probar que los alfa y omega-limites de todos los puntos estan contenidos en el no errante.
Buscar un ejemplo en que haya puntos no errantes que no estén en el alfa limite ni en el
omega limite de ningin punto.
Sea & = F(u,v), © = F(u,v)a (u,v) € IR? con a irracional constante y F(u,v) =
sin? 27ru + sin® 27v.

Esa ecuacién diferencial induce un sistema dindmico en el toro T? a través de la proyeccién
7 : IR? — T? como se cio en la seccién 1 de este capitulo.

Sea PT = {pg € T? : py es recurrente positivamente }

y sea P~ = {pg € T? : py es recurrente negativamente }
Verificar que hay puntos en PT que no estdn en P~ y viceversa.
Probar que P* N P~ es denso en el toro.

Probar que el conjunto no errante es todo el toro.



10.

11.

12.

Sea K un compacto no vacio. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) K es minimal

i) wp) =K, Vpe K

iii) a(p) = K, Ype K

Probar que si K es minimal compacto, entonces todo punto de K es recurrente.

Encontrar un ejemplo en que haya un punto recurrente que no esté contenido en ningin
minimal.

Dar ejemplos de:
a) punto no errante que no esté en ningtin alfa ni omega limite.

b) punto que esté en un omega-limite pero que no sea recurrente ni positivamente ni nega-
tivamente.

¢) Punto que sea recurrente positivamente pero no negativamente.

d) Punto recurrente que no esté contenido en ningin minimal (ver ejercicio anterior).

Sea M un espacio topoldgico con base numerable {V;} de abiertos (esto significa que todo
abierto del espacio se puede escribir como unién de algunos de los V;, y que la familia de los
V; es numerable).

Sea f : M — M un homeomorfismo.
Para cada V; se define V;* = V; — Up>of~"(V7).

Demostrar que U;V;* es el conjunto de los puntos que no son recurrentes positivamente.

Sea, M un espacio topoldgico vy ¢ un flujo en él. Se dice que un conjunto A es recurrente
positivamente si dado T existe ¢t > T tal que AN @(A,t) # (). En forma similar se define
conjunto recurrente negativamente.

(a) Probar que A es recurrente positivamente si y solo si lo es negativamente.

(b) Esta parte del ejercicio requiere conocer de teoria de la medida:
En M se define una o—4élgebra A y una medida p. La medida es invariante si para
todo A € Ay para todo t € IR, se cumple ¢(A,t) € Ay u(p(A,t)) = u(A).
Probar que si p es una medida finita, entonces todo medible con medida positiva es
recurrente (Teorema de recurrencia de Poincaré). si la medida es de Borel, jcémo es el
conjunto no errante?

Demostrar que el conjunto de los puntos fuertemente recurrentes y el conjunto de los puntos
uniformemente fuertemente recurrentes son invariantes.

demostrar que si o(p) es compacto, entonces p es fuertemente recurrente si y solo si p es
uniformemente fuertemente recurrente. (Ver sugerencia en la seccién 5 de este capitulo).

(a) Probar que si p es uniformemente fuertemente recurrente entonces o(p) es totalmente
acotado (Esto es: Dado e > 0 arbitrario, existe una cantidad N finita de puntos
q; € o(p) tal que o(p) C cup¥.;B(gi)). Sugerencia: Si q € o(p) entonces la distancia de
q a un cierto arco compacto es menor que e.

(b) Deducir que en un espacio métrico completo, si p es uniformemente fuertemente recu-
rrente entonces la adherencia de la érbita por p es compacta. (Sugerencia: recoradar
que en espacios métricos, K es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado).

(c) Demostrar la siguiente versién del teorema de birkhoff en espacios métricos completos:
o(p) es minimal compacto si y solo si p es uniformemente fuertemente recurrente.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demostrar que en un espacio métrico completo, si p es casi-periédico entonces o(p) es minimal
compacto. (Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

En el flujo irracional del toro (con pendiente a irracional) se probé que para todo e > 0
existen M y N enteros tales que 0 < aM + N < €. Demostrar que para todo pg del toro el
conjunto

{T € IR : dist (d)(p()at + T))QS(pOat) < 6}

es N-denso. Deducir que todas las érbitas son casi periddicas.
En un espacio métrico M, sea f : M — M homeomorfismo.

(a) Definir recurrencia, recurrencia fuerte, minimal, y casi periodicidad, para el sistema
dindmico por iterados de f.

(b) demostrar que si o(p) es compacta entonces es minimal si y solo si p es fuertemente
recurrente.

(¢) Demostrar que un minimal compacto tiene todas sus érbitas casi periddicas si y solo si
es estable Liapunov.

En Q= {(2,9,2) € R?: (x,y) # (0,0)} sea

i = 5(-2by—azert—art(r—1)(w- i))
= (22 —ayzr~t —yr~t(r—1)(w - i))
io= a(r—1)—z(w-13)

donde r = 22 +y? y w = (r—1)?+22, y a y b son constantes reales tales que b/a es irracional.

Demostrar que la superficie w = 1/4 (que es homeomorfa a un toro T?) es un invariante
minimal, con flujo casi periddico. (Sugerencia: con el cambio z = /7 cos ¢, Y= Vrsing
queda ¢ = b y luego con el cambio r — 1 = Jwcosf, 2z = /wsinf queda § =a, ¢ =
b, w=(-1/2)(w—1/4)w).

Demostrar que en un espacio métrico los puntos estables Liapunov en el futuro y recurrentes
fuertemente son casi periédicos.

Sugerencia: Dado e > 0 sea ¢ de la definicién de estabilidad. Si ¢(p,7) € Bs/a(p) elijase
tn — —oo tal que ¢(p,tn) € ¢—7(Bs/2(#-(p))) y pruébese que para todo t > ¢, la distancia
entre ¢(p,t +7) y ¢(p,t) es menor que e.

Sea M un minimal compacto.

. Puede ser M estable Liapunov en el futuro y no serlo en el pasado?
Se considera en C? el conjunto
Q={(zw) eC?:[z] =1, |w| <1}

llamado toro sélido. Es el producto cartesiano de la circunferencia S' = {|z| = 1} por el
disco D?* = {|w| < 1} y es homeomorfo a la componente conexa acotada de R® que queda
en el interior de la superficie de un toro.

Sea f : C? — C? un homeomorfismo tal que f|o(z,w) = (2%, (1/2)z + (1/4)w)

(a) Verificar que f(Q) C Q

(b) Dibujar la seccién plana {z = 20} N f(Q) v {z = 20} N F2(Q).

(¢) Probar que A = N2, f™(Q) es compacto, invariante y no vacio. Demostrar que para
todo p € @Q el conjunto omega-limite de p es no vacio y esta contenido en A.
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! Capitulo ¥  EJEMPLOS NOTABLES Y FENOMENOS CAQTIGOS

Comenzaremos describiendo un ejemplo debido a S.5male: un homeomor-
fiemo en RZ que define un sietema dingmico por iterados, con una aantidad
infinita de puntos periédicoe, con un conjunte no errante que es un conjun—
to de Cantor en RZ s ¥ que tiene minimales no triviales.

Nota: Un conjunto de Cantor en un espacio topoldgico, es un
- conjunto compacto, ltotalmemte désconexo, y perfecto {por de-

finieidén).
Totalemte desconexo: los Unicos subconjuntos conexoe =on los
puntos.
Perfedto: todos los puntos del conjunto son de acumulacidén (e8
decir, el conjunto no tiene puntos aislados).
Ejegplo de conjunto de Cantor en R: Considerar los abiertos:
. ]
vy = (1/3,2/3) g=(/3 v,) v (2/3 +1/3 1Y) b
0 /3 U’n) v (2/3 +1/3 Uh’ - U
Sea K = {'x & [O.:Iﬂ ;X ﬁy'ﬂn} . Se puede probar que
K o8 un conjunto de Cantor. '
Ejemplo de conjunto de Cantor en R"™: Considerar K, Conjunto de
' de Cantor en R° :(para i=lj2;j...}n) :
Sen K = 5(?.1 VX ye e ey }& R": tal que x: €K, Wi = 1;2..nj—
Es un conjunto de Cantor en R . o

1. HERRADURA DE SMALE .~ -~ i .
1.1 DEFINICION DEL HOMEOMORPISMO

t  Primero . enunciaremos un teorema de “pegedo " de funciones
continuast A O :
Teoreme : 8 :
Sean M y N espacios topoldgicos . Se tiene en M dos cerrados
M, yMz cualesquiera, ¥y dos funciones
fq4 1 Ny —> N f,: M- F :

continuas y talep que coinciden en (Y 3. Entonces:
exiete una dnica funcidn continua f: M, UM, —> N que coincide
eonify en My y con £, en My .

Aaemds, 8l £, ¥ f, son homeomorfismos sobre sus imfgenes, ¥y
st () N £,08,)= £ (¥ Nk, ) i entonces f es un homeo-
morfismo sobre su imagen. )

Seu en KZla bola gerreda B de centro O y-rqdio 4, ¥y en ella lia
veapsula" ¢, cerrada, formede por el cuadrado Q de centro 0 ¥ lado 1,
y dos semicirculos , ¥ D2 de didmetro 1 , como en la figura.

Definiremos f .1 Ba—> R?f construyendo loe homeomorfismos

r,"B':' B—> £(8). 1] E > £(BS) tales que:
’ R . . 'BC o ~

1) coinoidan en 33‘ I T ™.
2) f(B)n £(F) = £@B) - : . _zi
r 1) £(B) U 9(5%) = B2 T, J4

5,1



Jupongamos que sme tuyiera definide un homeomorfismo
e am o .

. s |
. . 5
_ F..-.- -_f(;;.).)v\_‘__
Entonces, en pariicular estd definide fla) ‘Y qeop ¥y fla)ege
Definamos fl—= : B — ¢% , tomando pare todo p & BS

des : :
£(p} ¥ [l £(q) ) donde q = 4 =Y:
3 o €2

"Falta edko definir ahora f: B — © quée see un homeomorfismo.

Sea H1  1ma "herradtu'ra" formada como en 1a figure, por
una semicorona R, , dos rectengulos R, R; ¥ loe cuadrados
12'3 R; ¥ _1os‘ sep.;c.{.szulqa. Dy 2L .
La herradura cerreada H,‘eatd. ‘contenilda on el interior de la cdpsula ¢

de modo que lop rectdngulos R'g R2 eotdn en Q, y dividen a érte
en cinco franjes vart_;!.oalea iguales,

! //"1’;,”/ L2
v A . ¢
o 7
H ,f/ﬂa
L
7
7
: 7
&7 2,

Se define f18 -» ¢ por medio de une deformacidn continua, inver-
tible que lkeve, B . Yy que ldeve . G ~—> H , como en la figura

[ Bk




.

Mds precisemente : . f er un homeomorfismo tal que

“£(D, ) = D‘; C]% ,;"‘i“'f es una iraslacidén seguids de uns homotecia de

1 rasén 1/5

:l’(]l4 ) = R.: es una treslacién seguidefle una transformacid n  lineal

2]

f(RZ. ) = R' es une traslacién eeguidu,&e une transformacidn lineal
2 con matrie [:-1/5 o ]
o ey -5

" con metriz: [1/5
: o

ETRRREE ]

-
it

o LT g
‘Obséfvese que £{Q)N Q. T;f (A} N Q
son loe conjuntoe sefialades en la figu redeabsjo ‘

En general ‘bﬂ : :E?' l(Q):.':'ié

disjuntos, de lado :1'1 e
. 4 ! 5 4
! —
//’ P IyE
VRN 4774
:F N
AR) NA

EIOA M
ey BT

1.2 '_CONJUNTO NO ERRANT

B
FPROPGSICION )

&),

L F @A e NEE)

i

es la unidn de :4.: cuadraditos

%
i)

(@) nQ ni(@)

En RZ - Q@ (los puntos de RZ que no estén en 0) , exisie un Unico
punto fijo q, - - Todo punto p de _'R..U.-Dz“'t'iane w(p} = .{qo}

Conggouenciag: T o

1) q,es un pozo que atrae a todas las drbitas |
e ST pagam pad By WD
2) 61 una drbita no es atraida

de @ {en el futuro)

(RN

Prueba s

ERNRP
En

Sea D, . Por construceién ff; D, —> D,

{luego, es uja gpntracﬁién de Dy on D, }

. roo
Sea K =

nzo

la propiedad de intersecciones finitas de 1
dism K £ diam £"(D) W¥n3o;diam £{Ds) =

Co TR i

lt(gda

4
.por g, entonces riunca Sale

" () . Es compacto, invarisnte . Ee no vacio por

os compactol.

que

ep una semejenes de razén 1/5

diam (D)) » Yen —>O v
= diam K = 0 =+ K esgtd formado por un unice punte q,
Comoc K C D, )aa invariente = 4q,€ D, esun punto fijo.



Por construceidn: ei p £ Hz— Q.. exiote n tel que £ (p)e ¢C
C= IJ,, U D.z.() Q . z
5i p fuers un punto fijo de B-~Q , entonces peI}U Bz .« Pero
f(Dz) < Dy, . .

Aef: todo punyo fijode R™-Q; debe estar en B, , luego
debe estar en T (Dy) ¥n ,o0semen [

ﬂ fn (D,) = .
-z E 1 ' .{qo} ‘
= P=q, = q, es el dnico punto fijo de P «Q

Ses mhora p& Ry U D, , come o*(p) <D, ¢ D, compacto,
entonces w({p) es compacto no vacio, contenido en Dy ) b, , e inve-

riante: @ (p) C f£n (D4) ¥nab wiplc NE" (o, ) _"{qo}
w (p) =fa} emp "%

Nota
En Q exieten oiros puntos filjos, como veremos mds adelante.
Observegidn En resumen se tiene gue o
W (p) To bien ee el pozo ¢, , cuando o(p) pasa por DU Dy
o bien es un conjunto invariante ne vacio, gque debe estar
en el cuadrado Q (porque toda d§rbita llega aC =QUD,UDy ,
¥ no lo abandons, ¥y suponemos que o{p) no pasa por D, ¢ D, ).
51 w(p)C Q , como w (p) es invariente=pw (p) < " (&) ¢n
wiplc N 7 Q) =A L
o newkto . ‘:,-H.-le ;
PROPOSICION oo " ST
Sea Ax /) f" (a). ‘
Bl conjurﬁ:o A es compacto, Anvariante y no vacfo, y ademds
el oonjunto no errante Sl(ﬁ-)psta{ contenide en A { q'o}.

(Nota: M{s adelante se verd que Sd) = A U .{qo }..

Prueba "'F] n o
Sea Ay = nf (Q) , es compacto no vacfo (formedo por 4" cuadre~

ditos de lado 1/5%). . @

Ay DAy eee DGO Ay A".{.\. Mo, Por la propieded de
interpecciones finitae de compactos: . FAN es aompacto no vacio.
péA=> £" (p)€& Q@ ¥n entero=p £ (la(p))e O Yn entero VJ.&A.tEru

«» {p)EA =p A es invariante.

Sea mhora p no errante (tofic entorno U de p tiene slgin iterado
£" (U) , con n arbitrariamente grande, talque Un£"(U) # ¢ Y.
Por 1a construccidn de f, todas 148 dérbitme, desde algdn n en adelente

estdn en C. * p no errante = pE& ¢ = DU D,Uq
5i p€ 10,, entonces f"(ple D, ¥n = 1. Luego: p no errante —p
PEQUQ .

5i p€D , entonces " (p) > q, con n>¥®. Luego p no errante =b-
PE §5UQ . = Q(f)c {ape => Q1) ~e}< Q. "
- El conjunto .I2(f)- q, €8 invariante = (f}- 9, < f (Q}
para todo n entero =p - ST (L) - LA =

(e Jo ) un . QED




PFOPOSIGION G
i A ‘es un conjunto de ‘Gantor en RZ .
Pruebs
" Sea K el donjunto de Cantor en [0,1] que se obtiene haciendo:
K:“[O,‘l} (U U') i it 8on los abierto--
Uy = fo.1/5) V (2/5,3/5). U c4/5 1

ug- Y5+ 1/5'0)) /5 +1/5 l:r,)
Uit V5 + 1/5 U; + 1/5 UA,
Sea Ku -[o,c)n(pu,_-)""f Entonce .
Por construcoidn de 1la £ de herradura- “"f '
" . _ - :
L_ON ™ (a). es la unién de 4" cuadraditos lque ge proyectan
sobre los ejes en los compac'l.os § . )
Luego: (x,y) € A= ﬂ:‘(Q)A:p(xsw)G O 5-(&) Vil 1 e -
lean
(x ly)ekNXkN:VNaid-;.-p ':r.eﬂku geMnk,q
De donde . QED =

Gomentario: v'

Probaremos que en A hay 4 : 3
~ puntos no recurrentes '
= puntoe recurrentes, pero que no estdn en minimeles
- minimales no trivisles '

-~ orbitas periddices de todos los periodos
- unsa cantidad densa de puntos periddices

) Para probar estos resultados, veremos gue el homeomorfismo
‘T restringide al conjunto A, es conjugsedo & un "SHIFT DE BERNOULLI"
¥ que eBa transi‘ormacidn "shift" tiene las propiedades enunciadas.

3
5

1.3 COMJUGACION CON UN snm : A =N 5" {) So Sa

T

See QN f (Q).—. Por conatmccién, s8td formedo por dos L/‘ 4
franjas vertigales, disjuntas, que llamamos So Y5, -

peN a0 SP)ER ¥n tudero, "

31 pEAMN , enbonces p € QNf (Q) ; T (p)€ anft (Q) para
todo n entero. Entoncea .-F“‘(]‘:) pertenece a uno de los dos recténg.los
S, o 8 ..

Fijado un punto p 6/\ :

Sea i, el nimero e {0, 1}- definido por 7 (pE 5,
Queda aeterminada, pera cada p w7, una sucesidn ¢ in} de ceros
y unog mediente = £ {p} € 8:, . (pera todo n enterc). {Es una
sucesidn bi-infinitae, porque esté definlda. i, para todo n negativo
¥ positivo). s

- Sea " 2 o1 con;]u.nto de tpdaa 15.5 sucesiones bi-infinitas de

CEXoE W UNos . B
Sea B3 A —9-2 la fulcién gue B cada vunto p € A

hace corresponder ian sucesidn : B(p)= -1-:,,,5 eon ™ (p)e S, ¥n




PROPOSICION o )

La Tuncion O: I\—-‘r?_ definida antes, ez biyectiva
{es decir, dada cualquier sucesidn bi~infinita fin} de ceros y
unos, exiote ;r es dnico un punto pgA tal que

: ) (p)G S- ‘ para. todo n entaro. )
Pruebas !
Por construceidn de 1a transformacién f de herradura:
Qn f Q) = B, U 5 {dos frnn;ias verticales disjuntas en Q)
* Q) n e = f" (8,).v. £ (S,) (doe franjse horizontales disjuntas)

Dadne 1,1 en §0,1}

(S ) A 8- "7 es uno de los cuatro ouadraditos de ledo 1/5
F que forma £ (Q)n QN (Q).
Amilogamenqge ‘pueds , observarss que s i
ﬂ £™ (s (s; ) @8 uno de los cuadraditos de lado 1/5V
L que forma P\ " {Q)
For 1a propiada.d de intereeccione;‘.i{‘initas-
£ (s, ) = ﬂ ﬂ I:F (S) es compacto no vacfo
¥ su diémetro es munor‘que didm, "h ™ (q) ‘E‘/ 5" para
P00 N > dns R 55) 20

\ el

estd formado por un linico puntop(es un
conjunto no vac:[o de didmetro 0 ). ? 65 (5‘ ) Vnei =t
§ (P) & S' Wi & &uhfo

» TOPOLOGIA EN EL ESPAOIO DE LaS SUCEgIONES BILATERALES -
! COnsidaremos o el conjunto, 2 la siguienge topologia:

A C 2 es abierto si y sole =i 4(A) es abierto en /\

(o oea, B(A)ua la interseccidn de un asbierto de RS con A ).
Entonces B.es un hnmeomorf:lamo. Como A es campacto, y 2%= B(l\), enton-

cen 2% ES COMPACTO.
+ SHIFT3Consideremos en 2 1a siguiente traneformacidn: O % 22"

"shift" & la izquierdas

Dada la sucesidn {a'nl' ge define 0‘({“"}) como 1 bn}
la sucesién talque b, = "'nM . (en el lugar nyla nueva sucesidn
tiene al término que estaba on al 1ugar n+#l de la vieja sucesidn).

PROPOSICION - pf" S R
Se oumpls:?' Lg::'-_- 9_._"‘-09 i gt

o aea, 01 aiguieny diagrama "conmuta."

. Gonsocuencia: Uf es un . - - : 2 : 2
LT “'homgoxmorfiamo.“m LR ' G T e TO
Pruebas . R T 5



Sen f‘ﬂ} una sunaaidn en 22 » ¥ e p el punto de A
cbtenido como ? = (.{r.,,}} o pea 9—(p) = 2’.:.',.,} » 0 Seam:

™ (p) & S para todo n entero.
pe allf: £ (8(p)) =" (p) € s ¥ n
Sea b, 1a mucesidn B{¥(P)) Por defiatcisn
(#(p)) € 5, . ¥

Como dos rectdngu_los Sojaon disjuntos; ¥ el miemo puhto

AN € ertenece a 8- : s
(£(p)) p‘ . Cngq T by =
s o
™" = 'L'n » parsa todo n entero

Entonces la sucesidn m} eg G({' ?l)

ggrodgg%g%cién se obtuvo G"(A{ n}) 8 (:F(P))\" Q(}(@"’{ }))
e(f(P)) = G'(G(P)) y 0 sea: Oof=G-0

QED. ,
. i
DEFINICION
Si se tienen dos espacios topoldglcos ‘M' N '

¥ en ellos homeomorfismos 1M =M
¥ g" N — N respectivaments,

se dice que son conjugados, 8i existe una funeidn B: M>N
{l1lamada conjugacidn), que sea un homeomorfismo, y tal que
) Gef=a-0

PROPOSICION £ ¥ £
Si dos homeomorfimmosYBon conjugados por una conjugacidn e,
entonces:
p(es periddico segun £ gl y solo ei 0(p) lo ew segin g

es fijo s : '

eg recurrente

es fuertemente recurrente

estd en un minimal

'es no errante’

Pruebs
Se deja como ejercicio .

En regumen -
“Hemos probado que 1la ‘t:ransformacién f de herradura, reetringida

al compacto invariente /\ y 8 conjugadd. con el shift en el espacio
de sucesiones bilaterales de ceros y unos (Shift de Bernoulli).

Veremos que esta transformacidn shift, tisne las propiedades
anunciadas para f (existencia de minimalea no triviales, infini-
dad de puntos periddicos, ete). .-

"

515



L.

2 SHIFT DE BERNOULLIL
i

| ‘ 2 -
Conaideremos el espacio 2 = ;sucesiones bilaterales
de ceros y unoa}, con la siguiente topologfa:

PP T R e v L

Definicidn o T
Dada la sucesidén P , llamamoe N-entorno de P (donde N es un
natural), al conjunto de todas lae Bucesiones en 2% y talers gue
los términos. entre el lugar ~N:y N coinciden con los regpectivos de P
Consideraremos los ebiertoe en el espacio 22 s+ Como las interseccio-
nes finitas de“entornos " .~ . ' recidn definidos, ¥ uniones cuales-
quiera de intersecciones finitas de elloa.{ Bsto define una topolo-
&fa gque coincide con la definida en 2% en el.pardgrafo anterior.
En efecto, ‘paata-zer que '

{ jQN g (8¢ ) ) = N- entorno de {-.',,} en 27 ).

{Luego, 22 es COMPACTO, como ya se dijo ﬂnﬁ‘f-‘.-l.3)
Sea en 2% ol ehift a la irquierda: g ¢ 2Z_ o®

GJH‘_"H}) = {L_’n} f con b o=a,g .
(Bs un homeomorfismo en .Q_E Yo ' o !
MM_L ¢

En 22, el sistema dindmico por iterados del shift, tiene

laes siguientes caracteristicas:

1. Todo punto p€2%, estd en el w. 1imite de algin punto g .
1.1 Consecuencia: E1 conjunto no errante es todo el espacio.

* 2. Hey puntos no recurrentes.

3. Hay puntos recurrentes que no estdn en ningin minimal (no son
fuertements recurrentes).

4. Hay compactos minimeles no triviales ({(gque no son drbitas periddicss
ni puntos fijos}.

5. Hay puntos periddicos, con cualquiser periodo natural dada.

6. Los puntos periddicos son un conjunto denso.

7. Hay Bolo dos puntos fijos.

COROLARIO g
See el conjunto invariante compacto A definido en 1m transfor-
macién de herradura de Smale. Restringida a A esa transformecidn tiee

ne las mimmas propiedades enunciadas mds arriba.

Prusba del teorema
Dada la sucesién p = -} e B eees 808,808 ,...8, ...}
Conetruyemes la sucesidn q como sigue:

Entre el lugar ¥ ol lugar + q tiene los mismos términos que
) - 1 r'_l:l eatdn entre o) lugar — 3 de p.
-10 16 -10 10
100 - 1300 =100 100
10° - 3x 103 -103 103
104 3x10% ~104 104

. etg.
'Vamos a:probar lo miguie nte: "
Dado un N- entorno cuslquiera de p, existe un iterasdo de qQ , T (q,) cm

6.8



eon (,(3) pertenecaiente al Neentorno de P. (Bso es: los términos
de ' q entre el luger n~N y el lugar n+N , coinciden con loa de p en—

tre el lugar -N. y #+N)., En efecto, dado N, basta elegir j natursl

tal que 303 5> M, y tomar n = 2x107 .
2. - '
Hay puntos no reeur_rentaa. En efecto:
3ea P ='é.-.1.1.1.0.0,0,0.-.. u)(p) {..O [#] 0,..}
Ap) ={+eLiledyes F > g w(p) p)io((p) =t~ p no es
T IR C .recurrente
[N
3. 3. o

Hay puntos recurrentes que no estdn en m.ngdn minimal (no
son fuertemente recurrentes)

Por ejemplo, la siguiente sucesidn Vlri“ica LB
G)onatruyamoa la suceaidn p como sigue:

Son "unés® los términoe entre el lugar =10 ¥y +10. e Y
¥y tambidén entre el lugar ld =10 ¥ 10 +10
y entre © L1060 <10y 10 410 YnZ
Scn"’ceroa los demds términce entre el lugar =100 y +100.
Los términoa de p (ya- detarminados) antre al lugar -100 ¥ +100
. Bon copiados entre el 1‘13&1“ 10 —10 ¥ 10 1-10
¥ entre : -10" -10% 3y _ 10" +10 ¥nz3
Son cerom los demés términoa entre-lo-’ ¥ 10% .
ate, R : [P B -"‘.'

Dado un natural ¥, sen el con;juntoz

-{nj _ 0‘(?)6(103- entorno de p)f 1(1014-4 ,18-" .L..jr

U
~10d% ,-104%%... u{o}

Bete oon;]unta es no acotado inferiormente ni luperiormente,
entonces p & o((H) P w(p) => p e8 recurrente.
Pero el conjunto mencionado no es relastivamentie denso —1>
p no ¢std en un minimel (no es fuertemente recurrente).
T B N B S : .

4. Hay conjuntos minimales no trivisles
Tendpemos gue encontrar un punio fuertemente recurrente gue
no sea periddico ni fijo. .

Sea p la sucasidn conatruida como sigue:

Son "unos® los términoa entro el luga.r -10 ¥ +10 ,
y tambidn entre los lugeres m 102 =10 y n 10 +10 ¥n

$etigod
Son—eares log demds iérminos ~entre el lugar 100 y 100.d¢ v
- ﬂ““ e A P"‘" e &M 4L g Ayt

Loe términoa de p (ya determinados) entre el lugar —100 ¥ 100

son coplados sntre el lugar n 103 5 n 1 +10%  V¥n.
Som los dends lérui.nos entre ~10 103 de oo pad
atc '

Dado un ma.tural ,1, sea el conjunto:

. -fm O'h(?) e lo}-entorno de p:{g';;lolg-%i‘_jentero}

es un conjunbo , relativamente denso de neturales
= p es fuertem. recurrente oIpI- 68 minimel.

A3 59
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5. Dado N, ses una N-upla de N-1 "ceros" y un “uno": la sucesidn que
repite esta N-upla em periddica de perfodo N por el shift.

6. Dada una sucesidn q cualquiera, y un N- entorno de ella, sea p lm
pucesidn periddica formada repitiendo loe términos de q que estén
entre el lugar ~N'y N. Bntonces p es periddica y estd enel N- ens
torno dado. Loz puntos periddicos en 2* ea un conjunto denso.

7. Los dnicos pintos fijos spon las sucesiones constantes (para gque
sean invariantew por el "ehift). Hay solo dos, une formada sdlo
por "unos" y otra sélo por "ceros".

QED

3 PENOMENOS CAOTICOS .,

DTN

Sea M un espa¢io méthico ¥y #"(p) un sistema dingmico de pardmetro
entero de:inido‘pornijpraﬂoz_ﬁg un homeomorfismo fi: M-—>MN .

DEFINICION S ‘ '
Sea P un punto ﬂe H. Se 11&ma ”conjunto estahle de "t e
AMUN {q: aiet( £ (p)y £7 @) —> 0 f
4o T - R £ e

¥ =e llama "conjunto inesiable de p" &: ﬁ}‘
“(p), = iqs, dtet(f" @), £" (p))— 0 }
I Bl . -n __,U”

Observacionass,;

l1. 5i p es un punto de equilibrio asintdticamente ‘estable an el futu-

ro, entonces W% (p) oontiene a un entorno de p 4, ¥y WS (p) es

1a "cuenca de atraccién“ dal pozﬁ Pe
2. Si p es peri&dico de periodo N, entoncea w® (p) . ¥ W“(p) Bon CON -
juntos invariantes por f W

3. Se cumplen les aiguienges propiedadaa.'

a) pE WS (p) G
b) ae W= (p) dem bGW o),

&
°’zi:'£:%}» pert o).

[T

DEPINICION'

Un homeomorfismo es topoidgicemente transitive, sl
‘dados dos abiertoa Uy V uualquiera. axiate algin ng>0 tal que

" (UU : corta s V’“

L

HNota_: li"v' ?fl? ¥

“Una definieidn equivalente ‘o8 18 siguzente: £ es top. transitive
pidados dos abiertos U y V cuaslesquiers, existen iterados n tan grandes
¥ tan paquaﬁos como_se quiera. tales que £ (u)
*. o .. ., . .,| ' .

51@

corta a V.




DEFINICION' :
Un homeomorfismo f es TOPOLOGIFAMENTE MIXING , si dados dos
abiertos cualesquisre, exista algdn N&h’o tal que ah (U} corta
& V para todo n> N .

Comentario
Es im .inme HI fo que la condicic’m tdp. mixing => top. transitivo.

El siguiente teorema da una condicidn suficiente pars que un

homeomorfismo an un espacia métrico presenta una dindmica "epdtica.
DEOREMA . ; R
Sea f- 4 -> H homeomorfiamo en un aspacio métrico M

R

Si f cumplas '
1) Les puntos periédicoa de £ forman un conjuantc dendo en M.
2) Existe un cubrimiento de M por abiertosi Us§ tales gue:
ei P ¥ pt* eatén en un miemo U » entonces W 2 (p) N W (pr )f_ng

P L :,-.g,g;.: e

Entoncasz :
1) El conjunto no errante es M
2) Pare todo punto P que sea paridﬂico U (p) y W (p) mson

deneos en M.'

3) £ ee tupol6giusmante mixing. )
4) Dadoe - Vy ,V3 ,.3,¥, una cantided finita de abiertos
cualesquiera, axiatu uns trayectaria periddica que pesa por
todoa ellos.

) Hay puntos periddicos con perfodo arbitrarismente grande.

)} Bi M tiene bape numerabls, entonces kay un conjunto residual
de puntos con trayectorias densas.

(Gonjunto residual: que contiene a una interseccidn
v numarabla de abiertos denson).

H

Prueba - : ‘ o

1) Sea Per(f) el con;junto de leos puntos periddicos de f., y S2(i)
al conjunto’ no errante de f. Es claro que Per(f)c . (f) .
Gomo.ﬂ_(f) es cerredo, eatonces Per(f) C () m

Siendo por hipéteais- Perif) = M) se obtiene n(r) =

; l

2) Tomemos p periddico. Pars ver gue Ws {p) = M , basta
demostrar que

WS (p} " es abierto en ¥ .

Dado qe ""'",,s {p), sea U; > q, segin la hipétesia. Demostre-
8
- mos que. < ws T (Con 1o cuel WS (p) es abierto).

 Sea q 6 U, . Alcanga probar qua YE> 0, existe un punto
en WS (p) n B (') . (an significea que 9’ &€ W5 (p) }.

Tenemoa dados qe‘ﬁ's (P) ' qel&; QEU £20 .

_Tomn.ms $> 0 tal que B (') € 4 nB.(3)
Come q € WS (p), ¥y U es un entorno de q, eximte p'€ wS (p}N U,
' Como Per(f} es denso en M, existe q" periddico en (q Yo

Los puntos q" y p° eatén i U,(" . Por hipdtesis, exista




3)

4)

‘,'.-;af'-L.,~.">; e 'F R ;:. ‘;1': ...:-‘
T

axiste p"e Wg Ap* ) N W (Q") .
Entonces: p“e w? (pH - pre ¥ (p) » de donde p" € W* (p)

Tomemoa k un m“iltiplo comin de los peffcdos de p y q":
k
e ¥ lar) = dist(f" {p")yq") — ©
. n —y -0
Luego: EBxiete -N'< Q tal.que “ (p") € Bé/(q").

comoq“éBy ('1) =bfn (p“]é—BS (Q)CB {a*).
Por otra parte"."“"" L -
"M"E WE (p) , p periddieo "““k‘nﬂltiplo del perfodo de p =P

w3 (p) invariaente porl"fk ula f ( p") <. v (p).

.Hemos encontrado un pu.nto :I.' . (p") en B (@) N we (p) como querf{amos.

Lo anterior muestrn que I' s (p) ap densa en K. Analogamenate se
prueba rara 'I' ~{p) . .

Dados U y V abiertos,} exists p per16dico en U' (porque Per{f) = M}
y oxiste qe WS (p) N v (porque w2 (p) es denso en M).
Siendo k pez:iodo dO'ps diat( 3 mig), p)—>"0
I3 n ~=3-4=<0

Existe W taque 'V‘n> Ne (q)eU .t I.Limgo : U f"k(v);é,d’

; ﬁ ,“-.‘:;;: _‘:_f‘__ !,_, “_é v pare todo n2 N .

- k-4
(V);...; Vk = f {~) 3 V=V

Por lo anter:l.or.; existen enteros N N1I| de tales que

para todo nzN;s
S ) ?(,6 1=0,1, 000,k

SaaN-mﬁxN‘,Paria’itodo n.> Nou 'n. "kt (V) # B

pare todo i-o,l,...,k-l. " TR

'\‘
.|‘

Sea.n ahora. .._f(V) i V.

ké‘
} I

QED.
2 S T - :
Dadoa VA ,Vz jeea 'v" H
: _exigten mimeros entaros n‘, talen ques
(V)nv #15 u‘”"(v)nv) Ny, #F
. L')n ._‘:{,4.1 %?‘
En definitiva;, existen mimeroa enteroe RVERE PO iales

que BN i =
£ (V4)f)f (v f\.... f) ﬂ (V:),.(\ V ?“P es un sbierto no vacfo.
Por la densida de los puntos petéd;cos~ existe p periddico en ese

conjunto' T

Pé:ﬁ (V) = f (;) e V + =t>1la trayectoria por p Fasa por todos

»
s
e
.



)

Basta elegir N :hiernos disjuntos ¥ aplicar 4.
Sea: B i B :
‘ Vﬁ_ : =!2.- ......_l. ?. ebans
una base del espacio (que tiene base numersble).
Fijado el abierto V. ~de 1la beme, sen:
+ay’
W et {v.) e5 abierte (por ser unién de abiertos), y

2@ N ea. denso. (pqrque todo abierto de M tiene algin

iterado w00 p que corta ‘al abierto \ﬂ; » entonces, ese
abierto corta a; 5 fV ) ).
Nx? ‘oo . 4ay : : )
Sea m_= n.uien (vk)

{mg Kz = B FANT R
Entonces, H es la interseccidn de una cantidad numerable
de abiertos densos. Por definicidén H,y cualquier conjunto que
contenga a H,es reaidual..-

gy

Si p e, I-I 0 entonces P €Uf (¥ ) para todo iz4,2,....
S LT

0 sea, vars cada abierto V- dg le base, exiete algin n euters

tal que P e PRI

j'_ . po. : L )
,__-,;" @ewe

' a;lo}qne es 1o mismo
T c
i

.Luego, ia trayectoria por'p pasa pur,joﬁgs,los abiertos de la base

¥ por lo tanto ,es dansa, gg

=t> Todoe-loe puntos de H tienen trayectorias densas en M.
El conjunto de loe puntos que tienen trayectorias deness, contiens

aHl,y entoncen, o8 rasidual
QEDL

4 EJEMPLO DE PENOMEND CAOTICO EN EL TORO
e — e e S0 IR0

Gonaideremoﬁ ol toro sz.y la proyeccidn T Ri—s T

2001
Sea ' *\ = [i rl] e y sen f: '1' — T* definida por
£p), = £ (o (x,3)) = n’ (A [,}) = I7(2x+y,x4¥).
1) f estd bien definida: es decir, ;=0 7 e
f{p)  no dapende de la pareja (x.y) elagiﬂa en.?F(p).
En efecto: '-

ai (x',y') - (x,y) + (h,k) con h y k enteros,
entoq es: . - :

o
K [ i [ = 88 una pareja de enteros.

Luego-’:“m' (_A [x:j)J ,,ﬁ..( -[;J[)- . f(.ﬂ‘ (x? ,.‘.v"_)) - (o (x.y)).

2) f es invertible: -

Basta verificar que la natriz A es invertible y que la inver-
sa de A tambidn tiene términos enteros (aso 88 porque det(A)=1)
Entonces A1~ defina ung funcién de'T2 en T 2, que,zsegdn




,..
,' :

se. verificl fdcilmente, es la imrersa de f.

1) f 88 un homeomorfismo, norque f ee continua,(al gerle

en R%1la tranefornmacidn’ lineal. con matris A), ¥ f tembién
. por la miama. razén. .‘,: :

Estudiemos los puntoa periddicoa de f, ¥ loe conjuntos astables

e inestaebles. Verificaremoa que P oumple laf‘hipétesis del teorems
anterior. o - o T C

PROPESICION

1} El ﬁnico punto :l‘ija ‘de f a-”(o 0)
2} El conjunto de puntos periddicos de f es el conjunio de puntos
(x.y) con x e ¥ racionales

Prueba )
1) 1 f ( 'T’(o o)) .:n'(p.[ﬁgr(o.o) w5 J7 (0,0) es punto fijo por f.

t (T'(x A )) -T( (1. )" 7"(1,, {?f,_) » entonces:

A= (2] ST eomn s x mmteron

CA -1} [;:] -[fcl{ Pero A no tiene valor propio 1, entoncea

A-I es 1nvez_'tihit_! :_'»_AE‘A_-_-I_:_ = [i (1)] (AQ-I). [1 —1

: “
(.)a} (A I) [ ] ™ enteroa ) '-DJ-(:: b3, ) uJT(O 0) WED

| 2)Prim0ro vaamga qua si & y son racionalea, entonces T (x,y) es
un punto peri dico; por an. el toro, -

f ( 5'1" x,y)) JT(A (x,y)) .

Sixe y son racionalas, ) pueden expresar con un denomina-
dor comin n mtural n > 1, y queda Xw h/m ¥ = k/m con
hyk enteroa. el ‘

A.(x.y) = 1/m A(h k) = son dos rs.c:l.onales con denominador

comin m. 3

Entonces f(rﬂx.y)) = J!’(A(x.y)) adnite una pare;ja de represen—
tantes en R* que son dos racionales en. el intervala [O 4) con
denominador coml.in me . .

Sea Q'm = stodaa lliil pare;ias de racionalea antre 0 ¥y 1 que
' t:Lenen danominador comin m [

si (x.y)ef-l ' entoncea f( T’(x,y)) = :TJ"(x'.y ) con (X',Y')é Q,,

Como el conjunto u eB finito, tiene que haber unn iterado de
I (x,¥).. -que se repita. Entonces J“(x.y) &8 periédico.

Ahora, reciprovcamentn -
S1 g)’{x,y) es periédico =D A (x.y) = (x.y) + {(h,k) con




("

-I),(x,;r) = (h,k) enteros.

'A tiene dos Valorea prepioese uno < 1 y otro> 1 (ambos positives)
= A" . tiene la miesma propisdad.
Entoncea (A"‘ -I) o8 invertible.

Ia inverda de una matris r;on términoa anteros, es una matrig
con términos racionalea. : :

- (x,y) - -(A - I) + (h k) son racionales  WQED

.

- El conjunto de los puntos periddicos en 12 por £, es denso.

(es una consecuencia inmedista delteorems anterior, porgue
el conjunto de parejas de racionales, és denso en R2 ),

e N
PROPOSICION .. ;. B !
Y sem.n o (of @)y (°<' ‘3) vedtoras propios de &

con valor propio - ( 1y >1 respectivamente. Entonwes:
d -4 ‘eon irracionales. o
fb (5 i '

Ademés la imagen por'.'n’ R --)We la rects en R:

é YR 4%9 s P%Eé"' )% am el copjunto estable
del punte p, 4‘“’% : -.'! J q_n al toro.

andlogements: ','..fL.!qu:».-? i {.’F?.?‘o“-""“ vy, o+ i@

I’rueba:vL i wF )
Calculando 1os valoras ¥ vectores propioe de A, resulta:

ol . .
. --\]_)(g.;

Consideremos un'’ ﬁunto" (x.‘y) en la recte de i! que paBa por
x 'yo) con vector . (o( (}) {(de pendiante drracional).

£ (I (x,¥y) JTA"(xy) I_A( y) ‘l; dond .
vs,lgr p:;pi)o X% ' ) ( ’%v ’)\ (“f'%)) onde % es e

f@—(ﬁ !Yo)) W(A (x sYo))
dist( £ Alxy) .f"r(x .ye))é HA (x50 - A“ (%, »3, )ll
=t )\ ‘t“( d QJ )” '—’-"O porque N«

_3—(l.=(1 }ﬁ.)/%_' » Que son irracionales.

Entoncee Jl‘("llg) . w® (Po) como queria.moa probar.

La otra afirmecidn conuernienta a W (po} ge pruaba en forma
eimilar. S .:i;l - P

COROLARIQ w
S i 2

1) g2 (x) v W (p) son densas en T~ para todo punto p, € 72

2) Dados dos puntos cualquiera P y q €T y existe

entonces: me cumple: (p) N w(q) # ¢ (porque las
_rectas con vector ( =< 1 8, ¥y con vector («',(") se cortan
- 85 & R j



A e B

COROLARIO =

z 2 ' ‘ 2 1
f;: 7 —» T definida por la matriz A=1, 1 cumple:
es topoldgimamente mixing
tiene puntos periddicos de periode arbitrariemente grande
tiene un gonjunto residual de érbitas deneas.

'

as

Comentario .-

El ejemplo anterior es también un ejemplo de dindmice
hiperbélica (hay une dir@ccidén en que loe vectores se agrendan
y otra en le qua BO achican, hacia el futurc), loe conjuntos
estables e inestables e8 cortan traneversalmente, ¥ los
puntos periédices son densos. Eete tifo de dindmica, cadtica,
ea estructurslmente estable (si ee cambia 13 funoidn f por
otra que mea tgqmmbién nn homeomorfismo diferenciamble con inversa
diferenciable, ¥y due sea préxima a £, engbpces 1a dindmicae presenta
la misma complajidad que q_de‘f)‘ )

St iy

Fely .
At

1
E

n

5 BXPANSIVIDAD -
Sea M un espacio Mésrico y #: M(->M un homeomorfiemo.
DEFINICION | o ' '
f se lhama expensivo, ei existe una conetante 0{)0 tal que
: diet (£9€x) , £7.(¥) ) £ ¥n enterc =p x =y
fes decir: dos t;aygctorias dietintas, siempre ee separan
para algim'p ;pqrrfls_ menps une distancia & .

i E

" pEpdR¥SIONT TEL ) o
: “"#-"'Uhé!.? fﬁnu.i_dﬁfﬁg’TLieli:ﬁﬁ'{r“ehlx K, es une funeidn
continua VI T s R, donde” U €8 el sbierto de WXW dado
por Uo=5 (x,yEmxm 3 distix,y) < S}
(U ee un “entorno de la‘: .;91989'1\91"_9“ rxXm ). ‘ : i

Una funcién de Liepunov en M»{ M 88 definida posi~
tivae cerca de la diesgonal ', =i P( x,x) = O vagu{jv (x,y)>0O
pera todo (x,¥y)c U gon xFy o

Deds una funcidn de Liapunov en M- N, se puede definir
_otra de la pigulente forma:. Lo _

U M(x,y) = - V{8(x),£(3)) =¥(x,y) , definida en
el abierto: ‘ ' ‘
e s »{:.‘Q;,y)é M )(l H di_st,sx,y){-s H dist(f(x),f('jr))dgjﬂ

FTye
I
ol




TEORBMA’ _
Sea ¥ un espacio métrico compacto, y £:M = M un homeomorfismo.
8i existe una funcinSn de Limpunov V en Mx M. , tal que

V(P:F) =0 V‘Pe M-, ¥ W(P,Q) = V(f(P);f(Q)) -Vip,q) e=

definida positive (en donde eatd definida), entonces:

f es equns_;ty_o .

Prueba SR ‘ o -
Sea o tal que - 445 © aist{p,a){pdist(£(p),f(a)) < &
(exiata tal o( porqua f es continua en el compacto M.

DBuego, para todo (p.q) non dist(p,q)(o( , estdn definidas
V(FQQ) Yy W(qu.) . Pa- ;4i i :

Probemos que Géon ege m!.maro °( s 18 tra.na:t‘ormacién f verifica
la definicidén de expansiviﬂad; :
Por- a.baurdo, B:I. existen ;i p 7-£-q . italee que

ﬂist( £ (p) ‘:f_" (q)) <4 ¥ n entero,

entonces V(£™ (p), 1R (q)) ,'f gll(f,,"’:_.,h(p),.ff', (q))_eaté.n definidas
para‘todo n antero. : ' S

Siendo p‘-;(g , f (P) 1‘ f (q) para %odo n.-
¥ " (1), £ h. (Cl)) > 0. ¥ enterot‘(porqua W es def, pont:.va)

Entonces:. V(£" (p), £ (q)) > Vi), > v(p.q)>vtf (p)of " (a)
| memgetop s T T
Llamenos o= Vﬁp.lq) | |
cnsmq)ﬂ 2> 0, entonces V(f(p),i”(q)))g pare todo n3l.
Siendo V oontinua. y V(s,8)=0 ¥s & M, entonces, existe gl
tal que diut(r,q)c sV e Vvir,s) < a/2
Bntonceazdut(fn (p) fh (Q))‘f*g para todo n )l

Sen m= mi,ni:(r.a)) 3'4 dist(r,s) S } . Como W es defi-
nide posit. €ntoncee m > Q- - '
De 1o anterior. 1 :W(£" (p},f" (@), > m ¥

Luegos
v(£" (p), Fuy (qn R {te “t (), £7°1 () + W™ et @)

27(f(p)y2(a)) + (n-l) m  —3+a2 - cuando n -3+ .
Esto es abpurdo, porque v toma un méximo en el compacto

{Cx,y)elxu diet ’( iy ar) < e<}
donde estén o (p) . f" (q) . para todon >1.
CAS0 2) ei e = 0 , entonces 8t = v(f(p),£{q))} > 0. Vale la
misma demostracidn v usando a' en lugar de a.
CASO 1) ‘Bl al O N
Es une demostraaidn similar usando que

' V( f.:"/_;- '(_P’gf_:h (Q)) < 8 L0 " para todo n < 0.

QED




R o A

E;]amplo‘

El homeomorfismo en ei torq dado por 1la metriz en Hz".

P 2 1] ivo.

: A BE‘- ; 11“ . @8 expanseive . ' _
En efecto, dados p,q en % 101es que dist{p,q) < 172,
podemos elegir enn RZ parejes (x,¥y) (x*',¥9 en

) ¥ g7 (a) raapeotivamenta. talee que
“ (3‘93)-(_1'?_3',‘3, < l/,’z ;

Definamos V{p,u) = (y'-y)(y'-x'-ys+x) donde (x,y) , (x' +¥') son
parejas de reales que cumplen lo dicho antes.

{Bsta fu.nc;lén /¥ estd definida eélo paras los puntos p ¥y q
del toro 7% tales que dist(p,q) £1/2).

Y¥faman 2~ que para esce puntos estd bien definida (es decir
no depende de la eleccidn de los reales {x,¥) (x',¥y'), riempre
que éatom se eli;;an de modn quo“(x.y) —(x',y )“4 1/2)

.if

V ap continﬁa. o
W(p,q) = V(f(p).f(q))-v(p.q)= v

@y = £( CX.V)) = (2x+y.x+y) I £la) = (2xt4yt,xtey )

V(£({p),fla)) = (x'-x +y'-y)(5x'+x) = -ér'-y)(x'-x) —(x1-x)?"
vi{£(p), f(q))-V(pwq) = -(x'-x) - (y'=g)on

Bntonces W{. ,p,, .q,. ) es definida negativa, ¥y por el teorema
anterior. f ep axpanaiva.,_.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Eleonora Catsigeras.

Octubre de 1998.

CAPITULO V
EJEMPLOS Y FENOMENOS CAOTICOS

EJERCICIOS

1. En la transformacién f de herradura de Smale sea A = N,z f"(Q).
Probar que A es el conjunto de las parejas (z,y) € R?con0<z<1, 0<y<1 tales que

los desarrollos de x e y en base 5 tienen sélo las cifras 1 y 3 después de la coma.

2. Sea f: IR? — IR? dada por:

Si (zy) € Qo={lx| <1, |y <1} entonces  f(x,y) = ((1/3)x, 3y)
Si (z,y) € Qur=A{lz|<(1/2), [y—2|<(1/2)} entonces f(z,y)=((2/3)—(1/3)z,3(2—-y))

(a) Hallar todos los iterados de (2/3,0) y verificar que f"(2/3,0) — (0,0) cuando n — 400
y cuando n — —oo.
(b) Sea Q = Qo U Q1 dibujar QN f(Q); [~HQ)NQ; QNFQ)NF(Q) Yy NZLf(Q).

Demostrar que el conjunto K = {p € IR?: f*(p) € QVn € Z} es compacto, invariante
y no vacio.

(¢) Sea {in{ncz una sucesién bi-infinita de ceros y unos tal que i, = 1 implica i,+1 = 0.
demostrar que exsite un tnico p € K tal que f"(p) € Q;, para todo n € Z.

(d) Demostrar que f tiene minimales no triviales (Sugerencia: elegir una sucesién apropiada
de ceros y unos).

3. Sea f : M — M un homeomorfismo y g = f* donde k es entero.
(
(

a) Probar que Q(g) es invariante bajo f y que Q(g) C Q(f).

b) Si p es fuertemente recurrente segiin g, entonces ¢lo es segin f?
)
)

(c
(d) Sea K minimal compacto de f. (Existe A minimal compacto de g tal que K =
UnEan(A)

Sea A minimal compacto de g. Probar que Upeczf™(A) es minimal compacto de f.



4. Sea f : IR" — IR"™ un homeomorfismo. un punto ¢ € IR"™ se llama homoclinico de pg si
w(q) = a(q) = {po} para py diferente de q.

(a)
(b)

Probar que py es un punto fijo, y que todo punto de la 6rbita por g también es ho-
moclinico.

Sabiendo que existe un entorno @ de pg tal que f(p) = Ap para todo p € @, donde A
es una matriz diagonal real, probar que A tiene algin valor propio de médulo mayor
que uno, y otro de modulo menor que uno.

Sea f : IR? — IR%, ¢ un punto homoclinico de (0,0), f(x,y) = (ax, By) con § > «, para
todo (z,y) € @ = {|z| < 1, |y| < 1}. Probar que existe N natural arbitrariamente
grande, tal que para todon > N se cumple f~"(q) = (0,y,) € Qy ["(¢) = (z,,0) € Q.

Ademis de la hipétesis de la parte anterior, se sabe que exite un entorno @ de f~V(q)
tal que para todo (z,y) € Q1 se cumple f2N(z,y) = (zn,y_n) + H(z,y) donde H es
una matriz real diagonal. Demostrar que f tiene un minimal no trivial. (Sugerencia:
existe un rectangulo U y un entero m tales que f™(U) N U tiene por lo menos dos
componentes conexas que son rectangulos con igual altura que U. Probar que f™ tiene
un minimal no trivial).

5. Probar que 2% con la topologfa definida por los N-entornos, es un espacio totalmente des-
conexo, perfecto, compacto, metrizable con la distancia:

dist ({an}, {bn}) =D lan — by | /21"

nez

6. En el espacio del shift, probar que hay un conjunto denso de minimales no triviales.

7. Sea f: M +— M un homeomorfismo.

(a)

(b)

Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:
i. f topoldgicmante transitivo.
ii. Para todos U y V abiertos no vacios, existe nj — +oo tal que f™ (U) NV # 0.
iii. Para todos U y V abiertos no vacios, y para todo N natural, existe un entero
n < —N tal que f"(U)NV # 0.

Encontrar un ejemplo de un homeomorfismo topolégicmante transitivo pero no to-
poldégicmante mixing.

8. Sea f: M — M topoldgicmante transitivo. Probar que:

(a)
(b)

Qf) =M

Si Uy es abierto no vacio, entonces:
Hy={pe M : f*(p) € Uy para algtin natural n}

es abierto y denso.



(c) Si M tiene base numerable, entonces hay un residual de puntos cuya semidrbita positiva
es densa.

(d) Si M tiene base numerable y todo residual de M es denso en M (espacio de Bai-
re), entonces la condicién de la parte anterior es también suficiente para que f sea
topolégicmante transitivo.

9. Sea A una matriz 2 x 2 de términos enteros con determinante igual a uno, con un valor
propio mayor que uno, y otro menor que uno, y tal que los vectores propios forman con los
ejes un dngulo de pendiente irracional. Demostrar que f(7(z,y)) = m(A(z,y)) define en el
toro un homeomorfismo f que es topolégicmante mixing.



