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PRE TACI

Con este primer volumen de las Publicaciones Matematicas
del Uruguay , que hoy presentamos, reiniciamos una larga marcha.
Desde los afnos cuarenta, el Instituto de Matematica y Estadistica
de nuestra Facultad de Ingenieria - cuyo Director Fundador fuera
Rafael Laguardia y que hoy lleva su nombre - editd
sistematicamente sus Publicaciones. En ellas se recogieron tanto
trabajos de investigacion y aplicacion como articulos de
inspiracién didactica. Esa labor, como tantas otras, se
interrumpié a consecuencia de la intervencion de la Universidad y
la remoci6on de sus autoridades legales, perpetradas por el
gobierno dictatorial en 1973.

Durante la dictadura, que durdé de 1973 a 1985, nuestro pueblo
soport6 duros padecimientos a los que los cientificos no fueron
ajenos. En ese periodo, nuestra comunidad matematica recibié las
muestras de solidaridad de numerosos colegas, de varias
instituciones y de muchisima gente de buena voluntad, a lo largo y
a lo ancho del mundo. A todos - demasiados para intentar siquiera
mencionarlos - vaya nuestro emocionado reconocimiento.

Con la vuelta de la libertad al Uruguay, volvi6 a la vida la
Universidad libre, autbnoma y cogobernada, y se inici6 la tarea de
su reconstruccién académica.

Como parte de esa tarea ha sido creado el Centro de
Matematica que, con el apoyo imprescindible del Programa para el
Desarrollo de las Ciencias Basicas, edita estas Publicaciones
Matemadaticas del Uruguay . En su nombre nos dirigimos a todas las
instituciones que antafo intercambiaban sus Publicaciones con las
del Instituto de Matemética y Estadistica - y que en muchos casos
siguieron enviandolas adn sin recibir nada en cambio - para
proponerles la reanudacion de ese intercambio. Hacemos extensiva
esta solicitud de canje a todos quienes deseen colaborar con la
revitalizacion de la actividad matematica en este pais. ,

Hemos creido adecuado iniciar esta nueva serie publicando los -
trabajos que desarrollan las exposiciones realizadas en el



Coloquio de Homenaje a Rafael Laguardia que tuvo lugar en octubre
de 1987. Damos cuenta de esta forma de lo que se esta haciendo
aqui al iniciarse otra etapa del trabajo matematico, para cuyo
desarrollo contamos, como siempre, con el apoyo de la comunidad
cientifica internacional. Desde ya lo agradecemos.

El editor
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FOREWORD

In the forties the Institute of Mathematics and Statistics
of the School of Engineering - named today after its Founding
Director, Prof. Rafael Laguardia - started its Mathematical
Publications. They included research and application articles as
well as papers of pedagogical nature. This publication (as well as
many other mathematical activities) was interrupted as a
consequence cof the intervention of the University and the
remotion of its legal authorities, perpetrated by the dictatorial
government in 1973.

During the dictatorship, that lasted from 1973 to 1985,
our people endured hard suffering, and our scientists were not an
exception. During that period our mathematical community
received the solidarity of several colleagues, institutions and
people of good will, all over the World. They are too many to be
individually mentioned, but to all of them goes our deep gratitude.

With the reinstallment of freedom in Uruguay, the
democratically, self-governed University was recovered, and the
task of its academic reconstruction began.

A part of that task has been the creation and development
of the Mathematical Centre. With this first volume of
Publicaciones Matematicas del Uruguay the Centre, with the aid
of the Programme for the Development of the Basic Sciences
(PEDECIBA), reinitiates a long path. We address to all the
institutions that used to interchange its Publications with the
Institute of Mathematics and Statistics - and that in many cases
continued sending them even without receiving anything - to
propose the renewal of that exchange. We extend this request to
all other institutions that wish to collaborate with the
revitalization of the mathematical activities in Uruguay.



We initiate this new series by publishing the expositions
of the Colloquium in honor of Prof. Rafael Laguardia that took
place in October 1987. In this way we share what is being done in
Uruguay at the beginning of another stage of mathematical work.
We count, as always with the support of the internacional
scientific community. From now ‘our thanks.

The Editor
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Discurso del Ing. Enrique M. Cabafia en ocasion del
homenaje realizado al Prof. Ing. Rafael Laguardia el
viernes 2 de octubre de 1987 en la Universidad de la

Republica

Se ha acordado que hable en esta ocasion en caracter de
ex-alumno de Rafael Laguardia, para expresar nuestra adhesiéon a
este homenaje que el Instituto del que fue fundador y que hoy
lleva su nombre esta rindiendo a su memoria, junto con el
Departamento de Matematica de la Facultad de Humanidades vy
Ciencias, el Area de Matematica del Programa para el Desarrollo
de las Ciencias Basicas, y el Centro de Matematica de Ila
Universidad de la Republica. A esas instituciones nos unimos sus
ex-alumnos, de manera individual, en este reconocimiento a la
labor de quien creara, junto con sus colaboradores mas
inmediatos, las condiciones para el desarrollo de un ambiente de
estudio e investigacion matematica en nuestro pais.

Voy a tratar de evocar, a través de mi experiencia
personal compartida con los ex-alumnos de Laguardia, cuales eran
los aspectos de su personalidad que dejaban en sus discipulos las
huellas mas duraderas.

Mis primeras impresiones son de las clases del curso de
Andlisis Matematico Il de la Facultad de Ingenieria, en 1956.
Desde la primera clase de ese curso, con el pretexto de establecer
algunas notaciones, nos planteé fluidamente un panorama
entretenido, rico, aparentemente facil y sumamente atrayente, en
el que estaban incluidos varios resultados no triviales, que él
extraia a partir de un trabajo’ en el que nos guiaba, y nos
estimulaba a participar. Fue la primera vez que experimenté esa
contagiosa sensacion de libertad del matematico para elegir sus
métodos, y para replantear sus problemas. Algunas veces nos hizo
ver, con lo que ahora me resulta un evidente propésito
desmitificador, hasta qué punto un teorema es una entidad



maleable, cuyas hipbtesis y conclusiones se pueden modificar de
acuerdo a lo que resulta conveniente en cada caso.

Seguramente alguna parte de la mezcla de encanto y
efectividad que irradiaban sus cursos, se debia a modalidades de
su exposiciéon, que mas tarde nos comentaba a sus ayudantes de
clase. Me refiero, por ejemplo, a que solia tratar algunos temas
con especial cuidado y rigor, y otros de manera mas Aagil e
informativa, logrando asi un maravilloso equilibrio entre el
cumplimiento de un programa ambicioso, y la ensefianza de
métodos rigurosos de trabajo. O también a que media
cuidadosamente el tiempo que dedicaba a cada tema, cuando por
algin motivo se atrasaba en el cumplimiento del programa,
ensefiandonos lo esencial sin ningin apuro aparente, de modo que
no nos diéramos cuenta cuanto estabamos aprendiendo, para no
intranquilizarnos, y lograr que la clase nos pareciera facil.

La importancia que atribuia a las clases de ejercicios se
manifestaba en que siempre participaba en ellas, logrando
establecer una rapida comunicacion con sus alumnos, a quienes
sabia ayudarnos en el momento oportuno, con la sugerencia
adecuada, que frecuentemente escribia en "nuestros cuadernos,
sentado con nosotros como un integrante mas del grupo.

Su preocupacién por nuestra formacion no se limitaba a
los aspectos directamente vinculados a los cursos regulares. Por
el contrario, a medida que lograba despertar nuestro interés por la
matematica, nos estimulaba a realizar estudios mas avanzados, vy
a desarrollar nuestra capacidad creativa. EI Seminario Elemental
de Matematica, al que dio una importancia capgital, y que él mismo
atendia junto con algunos de sus colaboradores, fue una muestra
de esa preocupacion.

Informes del Instituto, o propuestas al Consejo de la
Facultad, dan cuenta de la importancia que daba al descubrimiento
precoz del talento matematico. Cuando detectaba en sus alumnos
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un genuino interés por continuar y profundizar sus estudios de
matematica, los ayudaba a hacerlo, vinculandolos al Instituto. Aun
sin disponer de rubros para otorgar becas, Laguardia encontraba la
forma para que el Instituto abriera sus puertas a quienes
mostraban interés y capacidad, como cuando promovié la
formacion de lo que hoy es una destacada generacién de
matematicos, designandolos colaboradores técnicos del Instituto
de Matematica y Estadistica. Cuando existia la posibilidad de
obtener nuevos cargos, hacia los llamados a aspiracion abierta
cuando le constaba que habia suficientes aspirantes capacitados
para llenar las vacantes. No se debe construir un palomar hasta no
tener las palomas , solia decir a ese respecto; la formulacién de
sus ideas era tan clara, tan pedagédgica, cuando se referia a
cualquier aspecto de su actividad universitaria, como en sus
clases de matematica.

Sus alumnos que tuvimos el privilegio de continuar
trabajando junto a él, en el Instituto, recibimos, muchas veces sin
darnos cuenta de ello, ensenanzas fundamentales sobre aspectos
de la vida universitaria. Y muchos anos después, en ambientes y
circunstancias diversas, nos hemos sorprendido aplicando esas
ensefanzas, y recordando sus propias frases, muchas veces tan
pintorescas como ricas en contenido.

El trabajo con sus colaboradores del Instituto fue una
prolongacién de la ensefanza impartida en sus cursos. Con motivo
de la preparacion de material para las clases, nos ayudaba a
superarnos, identificaba nuestras debilidades y nos apoyaba para
vencerlas. Siempre estaba dispuesto - a interrumpir sus
ocupaciones para ayudarnos, cuando lo consultabamos. Nunca
ejercié una supervision formal sobre sus ayudantes; no lo
necesitaba, pues nos conocia muy bien a través del trabajo
conjunto, y del resultado de delegarnos responsabilidades.

No voy a historiar las acciones y los logros trascendentes
de Laguardia, que tuvieron como consecuencia que pudiéramos
disfrutar, en el pequeno ambito de la actividad cientifica de un
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pais no industrializado, de un ambiente de trabajo serio, intenso,
fértil, como es y ha sido muy poco frecuente encontrar en el
mundo. Sélo quiero mencionar a ese respecto que su labor no sélo
requiri6 su capacidad como matematico, como organizador, como
maestro. Fue también resultado de su perseverancia, su paciencia,
su fuerza para oponerse a quienes no comprendian el acierto de
sus iniciativas, y su habilidad para.vencer los obstaculos. La lucha
no fue facil, pues tuvo adversarios poderosos, exponentes de un
profesionalismo que, en el mejor de los casos, veia en el
desarrollo de la ciencia basica un gasto inutil de recursos.
Afortunadamente, también cont6 con el apoyo de universitarios
que compartieron su lucha y sus principios. Junto a ellos, al
tiempo que desarrollaba y profundizaba su obra en el Instituto de
Matematica y Estadistica, impuls6 en la Universidad el respeto
por el trabajo cientifico serio, luché por el prestigio del régimen
de dedicacién total para los investigadores, participé como
fundador de la Asociacién Uruguaya para el Avance de la Ciencia,
dié los primeros pasos para la creacion de la Comision de
Tratamiento de la Informacién, de la que surgi6 el Centro de
Computacién de la Universidad de la Republica.

En 1970, Laguardia decidi6 abandonar la direccién del
Instituto. Se ponia en marcha un nuevo reglamento de ordenacion
de los institutos de la Facultad de Ingenieria, por el cual pasaban
a estar gobernados por una comisién. El Director dejaba desde ese
momento su papel protagdnico, y pasaba a ser el ejecutor de las
decisiones de la Comisién del Instituto. Aun asi, la tarea de
asumir la direccion, que recay6 sobre mi, me hubiera resultado
impensable, de no haber sido por la presencia de Laguardia, y por
su apoyo solicito, nunca impuesto, pero siempre oportuno. El haber
contado en esa ocasion con su confianza y con _su ayuda es sin duda
el acontecimiento més gratificante que puedo recordar de mi vida
universitaria.

Durante el invierno de 1980 ‘viajé a Montevidéé,' en un
periodo de vacaciones. Laguardia, a pesar de. estar enfermo, me
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recibié con su afabilidad de siempre. Conversamos de los antiguos
miembros del Instituto, le di noticias de muchos colegas que hoy
estdan aqui presentes, y de otros que estan desarrollando su
actividad mateméatica en otras partes del mundo. En aquél
momento estdbamos casi todos fuera del pais, continuando el
trabajo iniciado en el Instituto.

Laguardia se alegr6 de saber que el Instituto no habia
muerto - esas fueron sus palabras - que continuaba viviendo en
sus ex-alumnos y colaboradores, y que, tal vez, mantenia su
unidad latente, a la espera de una oportunidad propicia para volver
a reunir los esfuerzos individuales para entonces dispersos.

El recuerdo de esa conversacién reafirma en mi la
conviccién de que el mas auténtico homenaje que podemos hacerle
sus alumnos es aunar nuestros esfuerzos para contribuir a que
renazca la actividad matematica en nuestro pais, para intentar
recuperar aquél ambiente de trabajo cientifico cuyo cultivo
demandé tanto esfuerzo, tanta imaginacion, y tanto tiempo, y que
la experiencia nos ha mostrado cuan rapidamente se puede
destruir.

Parece conveniente describir, aunque so6lo sea en grandes
lineas, cudles son los primeros pasos que estamos dando para
lograr ese proposito. '

Durante 1984 comenzé la larga gestacion del Programa de
Desarrollo de las Ciencias Basicas (PEDECIBA), por iniciativa
conjunta de un grupo de cientificos radicados en el pais, y de los
representantes de los organismos de las Naciones Unidas en
Montevideo y sus colaboradores. Varios ex-alumnos de Laguardia
que habiamos colaborado con él en el Instituto y para entonces
trabajdbamos en universidades de algunos de los paises amigos
que brindaron su hospitalidad a tantos uruguayos, viajamos a
Montevideo en diciembre de 1984 para participar junto a los
colegas que residian en el pais en un seminario que fué el
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comienzo del PEDECIBA. Los integrantes de la comisién del area de
matematica, todos ex-alumnos de Laguardia, ya declarabamos al
terminar esa reunién, que nuestro propésito era no dejar perder su
obra. .

Al retornar la Universidad de la Republica a su cauce
democrético, se dieron dos pasos ’fundamentales, desde el punto de
vistd que nos ocupa. Uno fue el comienzo de la recuperacién del
Instituto de Matematica y Estadistica, que se abocé
inmediatamente, con considerable esfuerzo, pero con merecido
éxito, a devolver a la ensefanza de la Matematica en la Facultad
de Ingenieria un nivel digno de su antigua trayectoria. Otro fue,
frente a la constatacién de que un importante grupo de jovenes se
habia nucleado alrededor de la Licenciatura en Matematica de la
Facultad de Humanidades y Ciencias, interesados en el estudio de
la disciplina, el apoyo que algunos matematicos de muy sélida
formacién, dieron a la Licenciatura, que hoy es la opcién natural
de estudio para los jévenes interesados en dedicarse a la
matematica, y cuenta con un importante nimero de alumnos
inscritos.

Paralelamente, principalmente desde fuera del pais - lo
que no debe extrafarnos porque de los doce investigadores del
Area de Matematica del PEDECIBA, tres estan aun en el extranjero,
y siete son repatriados recientes - se vemian proyectando los
planes de maestria y doctorado, y cada vez cobraba mas fuerza la
idea de que resultaba imprescindible lograr una organizacién
semejante a la del Instituto Central de Matematica, que ya habia
proyectado Laguardia, en el tiempo en que la Universidad trataba
de reorganizarse dentro del marco del "Plan Maggiolo".

Hace un afo se creé finalmente el PEDECIBA, por un
convenio entre el Ministerio de Educacion y Cultura y la
Universidad de la Republica, con cuyos recursos el Area de
Matematica ha comenzado a equiparse, especialmente en material
bibliografico. Por iniciativa de los integrantes del Area de
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Matematica del PEDECIBA, la Universidad creé el Centro de
Matematica, con el fin de desarrollar la investigacion, el
asesoramiento, la ensenanza de post-grado, y la preocupaciéon por
la ensefanza de la matematica a todos los niveles.

El Centro comenz6é a funcionar formalmente en julio, y ha
aprobado hasta el momento la adscripcion de 10 investigadores
cuyos planes esperamos que les resulten atractivos a los
restantes docentes de matematica de la Universidad, y los
estimulen a adscribirse también al Centro para elaborar y realizar
juntos desde alli los proyectos comunes de estudio y de trabajo.
Las sesiones de cardcter académico realizadas ayer y hoy en el
marco de este homenaje a Laguardia, pretenden dar cuenta de
cudles son los proyectos de investigacion del personal del Centro.
Los trabajos alli expuestos seran recogidos en el primer numero
de las Publicaciones Matematicas del Uruguay , destinadas a ser
una continuacién de las Publicaciones del Instituto de Matematica
y Estadistica que iniciara Laguardia. Ha sido precisamente el
editor de las nuevas Publicaciones, el Prof. Rodrigo Arocena, un
ex-alumno de Laguardia, naturalmente, el principal gestor de la
idea de que una parte importante de las actividades a realizar en
este homenaje a Laguardia, fueran las mencionadas sesiones de
exposicion de trabajos en curso.

Nos han acompanado en esas sesiones, y las han
prestigiado con sus conferencias, tres distinguidos colegas de la
region latinoamericana, los profesores Julio Bouillet de
Argentina, Carlos Di Prisco de Venezuela, y Jacob Palis de Brasil.
Nosotros vemos en su presencia entre nosotros, una muestra mas
del apoyo que en reiteradas instancias hemos recibido los
matematicos uruguayos de parte de nuestros colegas de
Latinoamérica, en muy diversas circunstancias, muchas veces
dificiles para nosotros. Al agradecerles su presencia y su
participacion en este encuentro, les agradecemos también ese
apoyo gracias al cual parte de la vida matematica uruguaya pudo
mantenerse latente.

.



Entre los profesores del Centro se encuentra la casi
totalidad del cuerpo docente efectivo que acompanaba a Laguardia
para el momento en que la Intervencién de 1973 cerré su, y
nuestro, Instituto. Esto sefala de por si un punto de partida
auspicioso, pues traduce una decisién colectiva, suma de muchas
decisiones individuales, de retornar para llevar adelante un
proyecto comun. Pero nuestras metas de hoy no son las mismas de
1973, ni podrian razonablemente serlo, ya que el pais y la
Universidad han cambiado, y también hemos cambiado todos
nosotros. No podemos conformarnos con estar reunidos
nuevamente buena parte de los ex colaboradores de Laguardia.
Muchos jovenes matematicos se han formado y se estan formando
desde entonces, aqui y en el extranjero, y con ellos debemos
integrarnos para orientar:y organizar nuestro trabajo. Es
responsabilidad de ellos participar en la tarea coman, y también
responsabilidad nuestra estimularlos para que lo hagan.

De las resoluciones adoptadas por la Comisién Directiva
del Centro, quiza la mas importante sea la aprobaciéon del proyecto
de Plan de Estudios de la Maestria, que actualmente esta en
consideraciéon de las autoridades universitarias, y que esperamos
poner en marcha en marzo de 1988. Hasta ahora no existia para los
estudiantes uruguayos, la perspectiva de’ realizar estudios de
postgrado dentro del pais. Con el desarrollo de la Maestria,
primero, y del doctorado en cuanto existan candidatos a iniciar los
correspondientes estudios, facilitaremos a los estudiantes
interesados en la matematica, la via para obtener un titulo
académico al mismo tiempo que contribuyen a afianzar nuestro
ambiente de trabajo cientifico. De esta manera, saldran a realizar
estudios avanzados fuera de fronteras, en centros de alto
desarrollo cientifico, cuando estén en las” mejores condiciones
para elegir el area de trabajo y aprovechar al maximo los recursos
que se inviertan para su preparacion.



Pero el postgrado, tendra otra consecuencia no menos
importante para nuestro medio. Esta previsto que sea un vehiculo
de integracién regional, pues esperamos que servira para atraer
estudiantes de la region, a los que se les ofreceran becas de
estudio financiadas con fondos del PEDECIBA, dara la oportunidad
de invitar investigadores de la regién o de fuera de ella para
dictar cursos avanzados, y nos pondra en contacto con otros
centros de matematica a través de los viajes de tesistas de
nuestro postgrado, que iran a ser asesorados por sus
especialistas.

Por supuesto que los planes de integracién regional de
nuestro Centro no se limitan a lo que concierne a los cursos de
postgrado. Aspiramos a participar en grupos de  investigacion
mixtos para el estudio de problemas de interés mutuo, y a
afianzar desde Montevideo, los vinculos fraternales que muchos de
los integrantes del Centro establecimos con los colegas amigos
gue nos brindaron su hospitalidad en Argentina, Brasil, Chile,
México, Venezuela. Sin duda, la oportunidad no buscada, pero en
definitiva aprovechada de desarrollar nuestra labor en
universidades o centros de otros paises de la regién, nos ha.dado
una perspectiva latinoamericana de nuestra actividad cientifica, a
la que no queremos renunciar, sino, por el contrario, profundizar
desde nuestro lugar de retorno. '

Nos ha parecido oportuno este momento en el que acaba de
integrarse el Area de Matematica del Programa de Desarrollo de
las Ciencias Basicas, y en el que estamos intentando poner en
marcha el Centro de Matematica y los cursos de postgrado, para
detenernos a recordar a Laguardia, y a dedicarle la tarea que
hemos emprendido. ' v

No vamos a esperar a acumular resultados, que siempre
van a parecernos parciales, incompletos, y nunca nos van a
satisfacer como un homenaje suficiente. Vamos a dedicar a
Laguardia, en cambio, sin ninguna limitacién impuesta ‘por
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nuestras capacidades o las circunstancias que nos rodeen,
nuestros proyectos mas ambiciosos. Y vamos también a juntar
nuestras fuerzas, apoyandonos mutuamente, organizando nuestras
acciones, evaluando qué es prioritario, tomando todas las
previsiones necesarias para no desgastarnos en fricciones
inGtiles, para realizar nuestros proyectos entre todos, en una
medida que podamos llegar a considerar digna del profundo
respeto y del calido afecto que guardamos por su memoria.



Problemas de filosofia de la matematica, de sus
fundamentos y metodologia.

J. L. Massera

Investigar, en resumidas cuentas, es hacerse preguntas - si es
posible, interesantes - y tratar de contestarlas lo mejor que se
pueda. Hace ya muchos afnos, me hice varias preguntas de
matematica y aparentemente, algunas contestaciones que di
tuvieron interés.

Hoy me hago preguntas gcerca de la matematica y mi trabajo
de investigacion tratara de darles respuesta. Hoy por hoy, todavia
no tengo respuestas que me satisfagan plenamente, quizas de
ninguna de las preguntas. Tampoco me satisfacen las respuestas:
que muchos filésofos y matematicos han dado a ellas. la vida dira si
tengo algun éxito en la empresa que me he propuesto. '

,Qué preguntas? Son muchas y, para muchos, resultaran
extranas o sorprendentes.

;Qué es la matematica? ;cual es la naturaleza de los objetos
- llamémoslos asi - matematicos? ;Existe la verdad en la-
matematica y, si existe, en qué consiste?

;Cual es la relacion entre la matematica y la realidad -
material? ;Es cierto que la matematica es adecuada para
representarla? Si efectivamente es asi, ;por qué?

Para empezar, alcanza. Después se iran derivando muchas
otras. ; ‘

Son preguntas viejas, muy viejas. Se las han formula'_d_,(:)
muchos antes que yo. Y, sin embargo, como ya he dicho, no sélo

SeniE



tengo dudas acerca de mis posibles respuestas, sino que las que
otros han dado tampoco me convencen mucho. En todo caso, estoy
persuadido de que no es facil contestarlas; dicho con mayor
modestia, no creo que a mi me sea facil contestarlas. Casi todos los
grandes filésofos se han ocupado de la matematica y de estas
preguntas; por algo sera. Y también no pocos matematicos,
especialmente viejos, como yo.

Jean Dieudonné, a quien creo que, sin jactancia, puedo llamar
mi buen amigo, y a quien admiro como matematico de primer nivel,
y por su buen humor y buen sentido, tipicamente franceses, ha
dicho: "95 % de los matematicos se burlan locamente de lo que
puedan hacer todos los logicos y todos los filosofos. Tales cosas no
les interesan en absoluto. " A mi no me pasa eso, que me perdone
Dieudonné; supongo que pertenezco al 5 % residual.

Una respuesta a las preguntas las da el célebre aforismo: " La
matematica es la ciencia en que no se sabe de qué se esta hablando
ni si lo que se dice es cierto."

Pero, ;el aforismo mismo es cierto? 'Pienso que nadie lo cree
del todo... Y, sin embargo, como suele suceder con muchos aforismos
de este tipo, seguramente encierra una parte de verdad no pequeda.

Entremos un poco mas en materia. Creo que actualmente casi
nadie discute que la matematica y sus conceptos iniciales tuvieron
su origen en el enfrentamiento real de las sociedades primitivas
con la realidad material, en operaciones concretas con objetos
reales concretos. A ello apuntan claramente los estudios de la
historia muy antigua y de la prehistoria. A la misma conclusién se
llega por la via - quizds equivalente - del estudio antropolégico de
tribus mas o menos contemporaneas pero muy primitivas en su
estadio de desarrollo. Ahi aparecen los primeros rudimentos del
concepto de namero natural - no casualmente enlazado al de
correspondencia -biunivoca o biyectiva entre conjuntos finitos - y
de figuras geométricas, y a las mas elementales operaciones con
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aquellos y propiedades de éstas. Citemos, como unico ejemplo, el
conocimiento, en Babilonia, del triangulo rectangulo cuyos lados
miden 3, 4 y 5 unidades, que presupone un caso particular notable
del teorema de Pitagoras o, mas bien, de su nunca enunciado
reciproco. Hay evidencias de que una cuerda anudada a intervalos
iguales era utilizada por los constructores de la época para formar
materialmente el triangulo y, por tanto, su angulo recto, con obvias
y Uutiles aplicaciones a la arquitectura.

Todo esto representa "saberes" auténticos de esas sociedades
primitivas. Pero todavia no constituyen una ciencia. En todas las
ramas del conocimiento humano se da un momento crucial, un salto
cualitativo en que los "saberes" primigenios se generalizan
organizan y estructuran en una ciencia propiamente dicha. Para la
matematica, parece indiscutible que ese salto se produjo en Grecia
(2) y que se manifestd probablemente, en una época muy antigua de
su historia. "No ignoras que los expertos en geometria, calculo vy
otros estudios de esta clase presuponen como conocidas, cuando
investigan, nociones del tipo de lo par y lo impar, las figuras, las
tres clases de angulos, y otras similares. Y estas nociones son las
que convierten en hipoétesis, sin que estimen ya que sea necesario
justificarlas ni a si mismos ni a los demas, pues entienden que son
evidentes para todos. Finalmente, a partir de estas hipotesisy
descendiendo uno por uno todos los peldafos que quedan, llegan a la
conclusion demostrada que se proponian hallar (...)" (3). Kant, en el
prologo a la segunda edicién de la "Critica de la razén pura" ,
plante6 también el asunto con aguda visién: "La matemdtica ha
marchado por el camino seguro de la ciencia , desde los tiempos
mas remotos que alcanza la historia de la razén humana, en el
admirable pueblo griego. (...) ese cambio es de atribuir a una
revolucion que la feliz ocurrencia de un solo hombre llevd a cabo
(...) pues encontr6 que no tenia que rastrear lo que veia en la figura
o aun en el mero concepto de ella y, por decirlo asi, aprender de ella
sus propiedades, sino que tenia que producirla por medio de lo que,
segun conceptos, él mismo habia pensado y expuesto en ella g _priori
(por construccion) y que, para saber con seguridad algo g priori , no
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debia atribuir nada a la cosa, a no ser lo que se sigue
necesariamente de aquello que él mismo, conformemente a su
concepto, hubiese puesto en ella." (4)

En otras palabras, se trataba de concebir la matematica como
un sistema hipotético-deductivo, sobrentendiéndose que Ila
deduccién debia hacerse de acuerdo a las reglas de la légica formal.
Ese proyecto tuvo su culminacién.en los "Elementos " de Euclides
(siglo 1ll A. C), de una asombrosa perfeccién para la época,que
permaneci6 como modelo casi insuperable durante mas de dos
milenios, hasta la &cida critica de Hilbert en sus "Principia
Mathematica” (1910). Esas criticas ajustaron muchos detalles, pero
no hicieron cambios sustanciales en la concepcién euclidiana
basica.

Habia, pues que partir de postulados o axiomas y, de ahi,
construir la matematica por la aplicacion estricta de la légica
formal.

Pero, entonces, surgen mas preguntas. ;Qué postulados? ;De
dénde surgen? ;Cémo se eligen? El fildlogo, historiador y filésofo
hangaro contemporaneo A. Szab6é ha dado una explicacion de la
seleccion de postulados que hace Euclides,.que actualmente creo
que es aceptada como correcta. Segin él, los postulados son una
respuesta "autoritaria” a las aporias de Zenén de Elea, que sumian
en confusién y ponian en tela de juicio principios de las cosas e
ideas que parecen evidentes. Ante la impotencia de la razén para
refutar las aporias - lo que conduciria a la matematica racional a
un callejon sin salida -, se decide tomar como punto de partida a
algunos de aquellos principios "evidentes" para deducir de ellos, por
el razonamiento, todos los teoremas matematicos. La comparacion
del texto de algunos de los postulados euclidianos con las aporias
pone de manifiesto, de una manera que salta a los ojos, la similitud
de aquéllos con lo que podriamos llamar el "negativo” de éstas . De
ese modo, se encuentra la manera de dar a la matematica una
"solidez hipotética”,valga la paradoja. Vale la pena senalar desde ya
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que este atajo de los postulados esta esencialmente provocado por
el caracter dialéctico, contradictorio, inherente a la idea del
infinito, que es el corazén de las aporias de Zendn; esas
contradicciones se intenta encerrarlas en la jaula de los
postulados, para que no molesten mas. Esta meta, ;Realmente se ha
logrado?

Vayamos a la otra vertiente del proceso, el razonamiento o la
deduccién, es decir, la aplicaciéon de las reglas de la légica formal
(para precisar y para entendernos ,comodamente, digamos
“aristotélica"). Para muchos,estas reglas son a-histéricas o, si se
quiere, innatas al pensamiento humano. Discrepamos con esta
opinién: ni ontologica ni filoséficamente el hombre razona siempre
correctamente. Para citar un solo ejemplo, Platdén, en casi todos
sus dialogos, comete paralogismos mas O menos groseros, que, a
veces, desconciertan a sus comentadores. Lo importante, en
realidad, no son los errores del individuo Platén - o Soécrates -, sino
el hecho de que esos errores eran pasados por alto, aceptados o
tolerados sin protesta por el amplio publico culto ateniense.

Surgen, entonces, en tropel, una nueva y larga serie de
preguntas: ;qué es la logica?, ;,qué es el razonamiento?, ;cudl es
su origen?, ien qué sentido - si es que existe alguno - puede
decirse que la légica es verdadera? Inclusive, vista la aparicion, en
los estudios de este siglo, de diferentes estructuras y concepciones
légicas, hay que preguntarse: ;que légica?, ;cual o cuales son
apropiadas a la matematica?,;la estructura logica de la
matematica da a ésta garantias de certeza?, ;qué clase de
certeza?, ;certeza de qué?

Deciamos antes que discrepamos con una concepcion
aprioristica de la légica. Estamos convencidos de que ésta es el
resultado o la condensacién de un larguisimo proceso acumulativo
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histérico de experiencias de la sociedad humana, que wvan
decantando la validez, en determinadas circunstancias , de ciertas
formas o reglas de la elaboracion mental de los datos de la
experiencia, y de su comprobacién - o refutacion - por la actividad
practica. Pero, aGn compartiendo este punto de vista, todas las
preguntas, esencialmente,siguen en pie.

Entre las dete.rmi,nacjas circunstancias en que puede apostarse
razonablemente a la validez de la légica formal clasica, hay una
ineludible: es preciso que las cosas, ideas, etc. de que se habla
tengan una cierta fijeza, inmovilidad, ausencia de cotradicciones
internas (;existen realmente cosas o ideas que cumplan esta
condicién, por lo menos de una manera absoluta?). Ahora bien,
precisamente los matematicos sienten una pasion casi morbosa por
el infinito. Es cierto que existe la matematica discreta, pero creo
que es indiscutible que ella constituye una parte muy pequena del
gigantesco edificio matematico. Por otra parte, ;jaiun ella esta
realmente vacunada contra el virus del infinito? Y el infinito, creo
que todos convendran en ello, no sélo Zendén, es esencialmente
dialéctico, rezuma contradicciones.

Pensemos en los tiempos en que fue configurado,
trabajosamente, el calculo infinitesimal. jCuantas imprecisiones,
Cuantas ideas no del todo claras, cuantos apartamientos del uso
estricto de la légica formal! Cuando Euler afirma, sin molestarse en
dar una "demostracion” de su aserto, que 1 - 1 + 1 -1 + . . . =1/2,
cualquier simple estudiante wuniversitario de matematica
protestara airadamente contra semejante disparate; sélo aquel que
prosiga suficientemente sus estudios aplicando conceptos
modernos, de este siglo, sobre suma de series, llegara a
convencerse de que Euler tiene razén, y hasta admirara, como todos
nosotros, la intuicién y audacia geniales del insigne matematico
que le permitieron estampar semejante igualdad.

Aquella regla inicial es la que Marx consideraba la "mistica”
del calculo infinitesimal, y creo que tenia razéon. Tuvieron que
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transcurrir dos siglos para llegar a la "aritmetizacion” del analisis,
a definiciones satisfactorias de numero real, al ahora clasico
método de €-5 para tratar la continuidad, etc. En dltima instancia,
estos métodos reducen la cuestion a un enfoque de teoria de
conjuntos o de topologia general. Ahora bien, precisamente en esos
mismos anos, Cantor plantea con total amplitud e irrestricta
audacia el concepto general de conjunto y del infinito; es el mas
“infinitista” de todos los matematicos. Vale la pena citar algunas
palabras suyas; "Sin un pequefio grano de metafisica, no es posible,
a mi juicio, fundar una ciencia exacta. La metafisica, tal como la
concibo, es la ciencia de 1o que es. es decir, de lo que existe, por lo
tanto, del mundo tal como es en si y no tal como se nos aparece.” La
mas alta perfeccion de Dios es la posibilidad de crear un conjunto
infinito y su inmensa bondad lo condujo a crearlo.” (loc. cita en nota
(1), pag. 59).

La tendencia general del proceso de rigorizacion de la
matematica, mas particularmente, del analisis, me parece evidente:
relegar las dificultades de la dialéctica y sus contradicciones, en
las mas diversas ramas de la matematica, al ambito de la teoria de
los conjuntos. Y entonces ftlorecieron en esta Gltima,
abundantemente, paradojas, antinomias, problemas
desconcertantes; Zendn parece ingenuo ante estos "aprendices de
brujo" modernos. Surgié entonces una tentativa, de segundo grado o
nivel, podrimos decir, en que se traté de establecer sistemas
axiomaticos para la propia teoria de los conjuntos, de los cuales el
de Zermelo- Fraenkel (y Skolem) es el mas generalmente aceptado.
;Se logro, entonces, por este procedimiento en dos etapas,
"encerrar los demonios de la dialéctica en la segura jaula de los
axiomas de la teoria de los conjuntos"? Pienso que no, que tal
empresa esta, en esencia, condenada al fracaso, por la naturaleza
misma, dialéctica, del pensamiento y de la idea del infinito; y creo
que, en el fondo, muchos comparten este punto de vista. Russell
mismo mostr6 que el propio universo cantoriano, el conjunto de
todos los conjuntos, es contradictorio.
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En esta situacién, surgen dos tendencias opuestas. Una, de
naturaleza conservadora, que inspira la corriente llamada
"constructivismo” o "intuicionismo". En esencia consiste en poner
vallas y establecer vetos a ciertas zonas de la matematica y a
determinados procedimientos de su creacién y entendimiento. Sin
duda, estas ablaciones quirdrgicas limitan grandemente la zona de
peligros dialécticos mas virulentos, pero a costa de un considerable
empobrecimiento del ambito de la matematica. Dicho sea de paso, la
cirugia intuicionista no se limita a la matematica, sino que
incursiona en la propia légica aristotélica; en particular, rechaza el
tertium non datur, su légica ng es la légica formal clasica. Aparte
del ascetismo inmenso que importa esta postura, el
constructivismo elimina efectivamente la dialéctica y la
contradiccion interna? Estoy persuadido de que no, aunque no pueda
quizds demostrarlo nunca (¢y que significa "demostrarlo”. . . ?).

La otra corriente es la que abarca a la mayoria de los
matematicos, probablemente el 95 % de que habla Dieudonné, y
ciertamente a otros, entre ellos yo, que si bien no entramos, quizas
en el 95 % , nos sentimos confortablemente incluidos en esa gran
mayoria. Su lema podria ser la célebre frase: "Nadie podra
expulsarnos del Paraiso que Cantor nos ha creado”. Recuerdo que,
hace casi 50 anos, cuando estudiaba junto“con Laguardia el libro
estupendo y fermental de Lebesgue ‘Lecons sur l'intégration et la
recherche des fonctions primitives", lLaguardia manifestaba su
simpatia por la posiciéon abierta de Lebesgue sobre estos temas, que
expresa en varios lugares del libro. (5)

Sin embargo, esta inmensa masa de pecadores que pretenden,
pese a todo vivir en el Paratso, ;no deberian fijarse algunas reglas
de conducta que les permitieran, si fuera posible, evitar las
trampas ocultas de los mas graves pecados mortales?, ;cuales
podrian ser estas reglas?.



Pero retrocedamos, otra vez, un poco. En la época de oro de la
axiomatica, a comienzos de siglo, cuando todavia los Gédel y los
Cohen no habian echado sobre ella sus correspondientes baldazos de
agua fria, Russell sonaba con una total "logizaci6én" de la
matematica, mejor dicho, consideraba ésta apenas como una
derivaciéon o desarrollo de la légica. Del punto de vista de los
contenidos, eso significa que, si se remplazan los nombres de los
diferentes objetos matematicos por sus definiciones in_exten
totalmente explicitas, todos los teoremas se transforman en meras
tautologias (A es A), en que intervendrian so6lo los conceptos
fundamentales incluidos en los postulados. La conclusion - aun
admitiendo que deba ser aceptada o que pueda serlo - seria, sin-
duda, decepcionante para todo matematico verdadero. ;A quién
puede apasionar una tautologia? Pero esto promueve una pregunta
mas de nuestra larga lista: ;esa conclusién es realmente correcta?.
Guiémosnos por una analogia tomada de la fisica: ;la reduccion -
llevada a cabo por la teoria cinética de los gases, para hablar
correctamente - de la termodinamica y de sus leyes especificas, a .
la mecanica y las leyes mecanicas, ;implica la desaparicion de la
termodinamica como ciencia y de sus categorias principales, ca!or
temperatura, entropia?

Pienso que no es asi. las definiciones de los objetos

matematicos - y, en nuestras primeras preguntas, estaba planteado_lr

el tema de cual es su naturaleza, filoséficamente hablando - ;no
marca tipos determinados, nudos, puntos criticos, en el desarrolio .
de nuestra ciencia que indican, con su presencia, cosas .
auténticamente nuevas, que tienen una gerarquia especial, que .no
son meras abreviaturas, y que deben integrar, casi al mismo- nivel -
de las nociones indefinidas basicas de los postulados, el elenco de
los conceptos y categorias principales de tal o cual rama de la -

matematica? ;Las largas, a menudo larguisimas, cadenas de pasos" :

l6gicos que conducen de los postulados a los teoremas, no implican,
de acuerdo a una de las leyes de la dialéctica, un "transito de la
cantidad a la calidad"? Cualquier matematico creador sabe; por
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agotadora y dificil experiencia, que aquellos objetos son a menudo
extremadamente "duros" y "reacios", que constituyen verdaderas y
solidas "fortalezas" cuya conquista cuesta enormes esfuerzos a los
andantes caballeros matematicos. Algunas de estas fortalezas
permanecen inc6lumes durante siglos - recordemos el teorema de
Fermat, la larga historia de los intentos de demostrar el V
Postulado de Euclides, y tantos otros casos - ; inclusive, pese al
fracaso del objetivo mismo de. aquella conquista, las "armas"
ideadas para intentar alcanzarla han dado origen, muchas veces, a
ramas enteras, nuevas e importantisimas de la matematica. Es
bastante dificil reconciliar estas situaciones reales con la idea,
casi mecanica y automatica, de una tautologia. ;No hay que revisar
a fondo el pensamiento russelliano para acercarse a una concepcién
mas realista y auténtica de lo que es efectivamente la matematica,
aun si se la concibe en el marco del esquema "clasico"? ;Cdmo
hacerlo? ;No exige esta empresa una consideracibn mucho mas
dialéctica de la matematica misma, insisto, aun de sus ramas mas
clasicas?

Permitaseme, todavia, encarar uno o dos enfoques mas de
estos problemas. Por ejemplo, aquél que podriamos denominar de la
"matematica creadora" y la "matematica expositiva", contradictoria
y dialécticamente entrelazadas. ;A qué me refiero? Cuando un
matematico descubre un teorema o crea una'teoria, el proceso de
esta creacion incluye, sin duda, momentos de deduccion, de
aplicacién de la légica formal;pero no se reduce sélo a ellos y es
incluso probable que esos momentos sean soélo una fracciéon
relativamente menor, en cantidad y en calidad, del proceso creador.
Las otras partes, que muchas veces comprenden momentos
decisivos del mismo, - aunque, en medidas de tiempo, pueden ser
muy reducidos, a veces casi instantaneos - , estan generalmente
formados por una mezcla compleja y relativamente confusa de una
cantidad de ingredientes: ensayos de comprension reflexiva; juegos
de hipoétesis o conjeturas que se ponen a prueba, que puede resultar
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o no exitosa; trechos de induccién incompleta de estas experiencias
mentales; calificacion de resultados parciales "positivos" ya
s6lidamente adquiridos, con la busqueda de "contraejemplos" que
los acotan en su validez y dimensiobn o que sugieren nuevas
indagaciones enriquecedoras; momentos subitos de ‘"inspiracién” o
de ‘"iluminaciéon" que, como un reldampago, ponen de relieve
momentos esenciales de avance del canocimiento y que, en general,
surgen en el cielo plomizo de largas busquedas grises y
aparentemente estériles; etc., etc. Pocos matematicos hablan de su
propia experiencia de estos alumbramientos, a la vez dolorosos y
gozosos, a menudo confusos; sienten una especie de pudor
vergonzoso de revelar tales intimidades, y es lastima que asi sea.
Son relativamente excepcionales y extraordinariamente
instructivos relatos camo el célebre de Poincaré sobre el proceso
de su descubrimiento de las funciones fuchsianas y los intentos de
explicacién que él sugiere para los momentos cruciales del mismo.
(6) Otros matematicos importantes, como Polya, han intentado
exponerlos en varios pequefos y sabrosos ensayos acerca de lo que
llama el "razonamiento plausible”; altimamente parece despertarse
un mayor interés sobre estos temas y hasta se intenta
sistematizarlos en forma necesariamente muy poco “clasicas".

En general, lo que se expone ‘a la consideracién publica del
mundo matematico es el fruto final, pulido y reluciente, inatacable,
desarrollado bajo formas deductivas légicamente impecables, de
esos oscuros procesos de alumbramiento. No cabe duda de que, para
el creador, es también motivo de legitimo orgullo poder exhibirlo
asi, acabado y perfecto, porque incluso este acabado muchas veces
exige no pocos esfuerzos, que no son de poca importancia.
Demostrar - en este sentido, que algo debe tener que ver con el
origen de la palabra - implica la satisfaccion de dominar el proceso
creador y sus maculas de imperfeccién, lo que es también un juego
apasionante, una segunda victoria, que importa algo de jactancia,
como ocurre en toda victoria. Pero, ses realmente una victoria?,
- ¢es justo esconder el momento anterior, propiamente creador, y su
"l6gica" interna, que, por cierto, muchas veces tiené poco_que ver
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con la logica formal clasica? Es lo que Laguardia llamaba "retirar
la escalera” que llevd al descubrimiento, lo que hace que éste
aparezca, quizads demasiado despegado y aparentemente ajeno a la
tierra nutricia que le dio nacimiento. Laguardia veia negativamente
el hecho, pensado incluso desde el angulo de una alta pedagogia
cientifica.

. Por dltimo, unas pocas palabras sobre un tema muy amplio,
complejo, sin duda muy dificil, el de la aplicacion de la matematica
al conocimiento de la realidad material y a las ciencias de la
naturaleza. Se suele decir, inclusive, que la matematica es el
lenguaje natural de la ciencia; o bien, que un conjunto de
conocimientos sobre el mundo se puede considerar que es una
ciencia recién cuando se logra expresarlos baj forma matematica.

;,que hay de cierto en esto? ;Por qué la matematica seria este
lenguaje adecuado a la ciencia? En el caso de la fisica, esa
adecuacion parece bastante evidente, y en ella puede, adn en los
tiempos modernos, una interaccién real entre ambas ciencias -
estoy pensando, por ejemplo, en la funcién & concebida por Dirac y
la teoria de las distribuciones de Schwartz -. ;Es igualmente cierto
en el caso de otras ciencias? Algunos lo niegan. Pero incluso éstos
piensan que ciertos brotes de ramas recientes o muy recientes de la
matematica, muy alejadas del analisis clasico, puden dar solucién
al problema. :

Ultimamente, esta relacién tiende a pensarse no tanto en
términos de aplicacion de la matematica y de sus resultados al
material factico de otras ciencias, como de "modelizacién"
matematica de este material. Desde este angulo, la mecéanica
racional, por ejemplo, incluso llevada al nivel de wuna
axiomatizacion completa, o casi, de las leyes de la mecéanica
fisica, seria un modelo matematico de esta faceta de la realidad. En
principio, esta manera de ver parece correcta y la explotacién
maxima de las posibilidades del modelo, en el sentido de extraer
consecuencias matematicas del mismo y contrastarlas con
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fenébmenos reales, quizas aun no observados, es plausible y da, en
muchos casos, resultados extraordinarios. El descubrimiento de
Neptuno por Leverrier es un ejemplo clasico; otros abundan en la
fisica del siglo XX. Pero aun en el caso de fracasos, es decir, de
consecuencias del modelo que no se corresponden con la realidad, el
resultado es aleccionante en el sentido de que, por lo menos,
implica un toque de atencién para examinar a fondo la relacién de la
realidad con el modelo, la posible inadecuacion de éste, vy
eventualmente de las leyes naturales en que se bas6 la modelacion.
Por lo mismo, me parecen peligrosas ciertas tendencias, que creo
observar, a absolutizar demasiado el método de la modelacién como
método de investigacion de las ciencias facticas. El modelo es vy
sera siempre, necesariamente, una abstraccién y una simplificacion
de la realidad o, expresandolo en sentido inverso, la realidad,
infinitamente rica, tarde o temprano desbordard o incluso
contradira los modelos, los hara estallar. En estas crisis,
;alcanzara con perfeccionar el modelo?,;serd necesario sustituirlo-
por otro radicalmente diferente? A estas preguntas subyacen otras.
interrogantes mas graves: ;sera siempre posible encontrar un
modelo matematico adecuado? Que es casi lo mismo que reiterar,
de otro modo una pregunta anterior: ;es cierto que, como decia
Galileo, el libro de la naturaleza esta escrito en lenguaje -
matematico? Lo que, a su vez, exige comprender claramente qué se
quiere decir con esto. En cualquier caso, me parece que debe quedar
fuera de cuestion que la ciencia factica, o sea, el conocimiento
cientifico adecuado a la realidad debe siempre prevalecer y toca a
la ulterior elaboracion ideal del mismo, en particular, a la
elaboracion matematica, buscar una adaptacién mas completa.- '

Porque creo que lo fundamental, en estos problemas, es que
estan en juego dos procesos dialécticos, ‘en principio
independientes. Uno, es el de las ciencias facticas, en su relacién
con la realidad material: como el conocimiento se modifica;
gradualmente o a través de crisis mas radicales, para reflejar.
adecuadamente lo real; aqui nos encontramos en el terreno
implacablemente exigente de la teoria del conocimiento y de s

Spg



verificacion de éste en la actividad practica. El otro, es el de la
matematica o, mas generalmente, de las ciencias formales, que
tienen un "motor" dialéctico interno que provoca su desarrollio
acelerado. Desarrollo que, por supuesto, también sigue teniendo
poderosas motivaciones externas.

A propésito de ésto, surge otra pregunta: ;debemos buscar
conscientemente la supeditacion de una de las dialécticas a la
otra? el fisico aleman contemporaneo H. J. Treder expresa esto de
una manera incisiva en el titulo de uno de sus ensayos:

" H

; metrizaci la fi "fisicalizacion" I metrig?"”
(7) Digo bien, en el titulo, porque en el contenido del ensayo, y
aunque parezca paradojal siendo su autor un fisico, la parte final de
la pregunta se borra poco después del comienzo de aquél y prevalece
netamente la tendencia geometrizante. Nos parece que la
experiencia histérica muestra la inconveniencia de volcarse hacia
uno de los dos extremos. Todo indica que es conveniente, para el
proceso general del conocimiento, que cada una de las dos
dialécticas se desarrolle dentro de su propia autonomia, al mismo
tiempo que, existe una tercer dialéctica, que conecta y enriquece a
una y otra.

En dltima instancia, ;no sera el complejo juego de esta tercer
dialéctica el que asegura la superacion del artificial
enfrentamiento entre las dos opciones anteriores? Dicho de otro
modo, ;que sea por ahi que resultard verdad, en definitiva, que la
realidad se expresa en el lenguaje de la matematica?

Je o e ok e e ek A ok ok ok ok kX

Notas

(1) Penser les mathématiques, Ed. du Seuil, Paris 1982, pag. 16.
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(2) Que tal viraje en el encaramiento de la matematica se haya
dado en Grecia no parece razonable que pueda atribuirse a la mera
casualidad. Parece natural vincularlo al arte de discutir,
argumentar, convencer, que va unido a la vida politica de la
democracia griega y que determin6é el auge que adquirié el
movimiento de los Sofistas y el desarrollo de la légica. En "L
Leyes" (641 e), Platon, pone en boca del Ateniense la afirmacion de
que: "Todos los griegos tienen la impresiéon de que nuestra ciudad es
amiga de los discursos y gusta de discurrir."

(3) Platon, "La Republica” (510 cd). A Platon, que estimaba mucho
la matematica, no le satisfacia la dependencia de los teoremas de
ésta de hipdtesis que, a su juicio, no estaban plenamente
justificadas: "(. . . ) la psique se ve obligada a usar hipétesis sin ir
directamente a un primer principio, porque no puede elevarse por
encima de lo hipotético (. . . )."(ibid, 511 a). Por eso, le contrapone
los resultados "firmes" que daria lo que llama la "dialéctica", en
una acepcion muy particular de esta palabra: "Debes entender
también que por objetos inteligibles de segunda clase quiero
sefalar aquéllos que la razon misma aprehende a través de la
dialéctica. En éstos, la razén no considera las hipétesis como sus
primeros principios, sino como hipétesis en su sentido mas
estricto, esto es, como escalones y puntos de apoyo por los que se
alcanza lo que se encuentra mas alld de toda hipétesis - el primer
principio de todo. Alcanzado este principio y siguiendo todas las
todas las consecuencias que de él se derivan, la razén desciende
hasta la conclusion sin hacer uso de ningun otro dato sensible sino
que pasa de idea a idea para terminar tambien en una idea. "(ibid,
511 bc; debo agradecer al prof. J. Cafo Guiral la traduccion ‘directa
del griego de las tres citas). Demas estd decir que semejante
ciencia deductiva desprovista de hipétesis, salvo eventualmente, el
misterioso “"primer principio de todo", "que se encuentra mas all4 de
toda hipétesis”, es una pura quimera y, en ninguna parte de su
dilatada obra puede Platén dar una version coherente y concreta de
la misma. -
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(4) M. Kant, "Critica de la razén pura” , 7a. Ed. Ed. PorrGa, México
1987; version espanola de M. Garcia Morente y m. Fernandez Nufez;
Prologo de la segunda ediciéon (1787), pag. 12; los subrayados son
de MK. La traduccién de Garcia Morente es excelente. Sin embargo,
he  introducido algunos pequenfos cambios, que me parecen
preferibles, haciendo la comparacion con el original aleman, |. Kant,
"Kritik der reinen Vernunft', 3 Aufl., Riga 1790, S. X-XII.

(5) Ed. Gauthier-Villars, Paris 1928, segunda edicion:

"La totalizacion de M. Denjoy utiliza esencialmente la
recurrencia transfinita; me ha sido pues necesario emplear el
transfinito mas deliberadamente de como lo habia hecho en la
primera edicién."; "Es con la misma timidez que habia hablado de
los nimeros transfinitos."; "¢No habria cierta hipocresia en
prohibir a los otros el empleo del infinitamente pequefo, tan
comodo y sugestivo, si uno mismo continia utilizandolo para buscar
razonamientos?" (Prefacio a la Segunda Edicion, pag. Xl).

"Empleo conscientemente la palabra convencer para destacar
que, a mi juicio, las razones para declararse satisfecho por un
razonamiento son de naturaleza psicolégica, en matematica como
en otras cosas. La légica nos da razones para rechazar ciertos
razonamientos, ella no puede hacernos creer en un razonamiento."
(Nota (1) al pie de la pag. 328).

"No se podria considerar esto como una justificacion del
razonamiento por recurrencia transfinita. Este modo de
razonamiento es nuevo, irreductible a los otros, y es precisamente
por eso que es potente y util." (Pags. 330-331).

(6) H. Poincaré, "Science et méthode”, Flammarion, Paris 1920,
pags. 50-54. '

(7) H. J. Treder, "Grosse Physiker und ihre Probleme”, Akad. Vig.,
Berlin 1983, S. 204-220. :
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Some properties of solutions to u; = ( A(u) )yy Which are
related to the zeros of A'(u).

Julio E. Bouillet

Departamento de Matematica, FCEyN,
Universidad de Buenos Aires,(1428) Buenos
Aires, and Instituto Argentino de Matematica
(CONICET) (1055) Buenos Aires.

The interest in studying the behaviour of a solution u(x, t) to
the equation
Ut = AlUyy, C1

- A(.) a monotone non-decreasing function, at points where A'(u(x, t))
= 0 may be motivated by these two observations: first, at those
values u = u(x, t) the parabolic operator

Up = Allyy = Up = A'(WUyy — A(U)(UX)?

degenerates, that is, loses the only derivative of the second order
ux>< : one may expect some behaviour of the solution u resembling

that of a first order equation where information from initial values
is transported, at finite speed, along characteristics.

Second, from the dynamics of fluids in porous media the
equation

became worthy of study some forty years ago. Clearly, A(u) : uM

is such that A'(u) = muM~! vanishes when u=0. As the solution
is always assumed positive, it is interesting to see what happens
when u reaches its minimun value zero. Consider now an initial
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value problem on the line, x € R: if u(x,0) > 0 for all x one can
prove that u(x,t) > 0 for all x and t> O ( the techniques for
proving this are essentially used below ). Therefore we are
interested in initial values u(x,0) whose support is bounded on
‘the, at least on one side, or such that u(x,0) vanish identically on a
interval.

. ‘For the porous media equation extensive literature is
“available (cf. [ AL [ V] and their references), and the discussion of

initial _v'a.lue problems on the line is quite complete. A main tool in

-the study is the availability of a self-similar solution - called the
- Barenblatt solution - to an initial value problem with u(x,0) =

M &(x), & the unit mass located at x =0 (Obiously, u(x, t+k), k> O,

will have the function u(x, k) for initial values ). This solution
has the form

Ug(x, ) = t17me D {(B = (m=1) (2m(m+1) )1 (x/t1/m 1) y2 ) J17m-1

bvl/,heré (.)y=max (. ,0).B>0is determined by the condition that
: E :
L2 f_q'ou(x,t)dx =M.

Observe that for m — 1 we formally get the Poisson kernel
for the heat equation « Ug sy € Alu)is . But-in:contrast

with the Poisson kernel, the evolution of the unit mass at x = 0
now has compact support for all t > O : the Barenblatt solutions
have support

{ xeR:IXI<BY2(2m(m+1)/(m-1))1/2 ¢/ 50
These solutions are not classical because (um“)>< has jump
discontinuities across the curves bounding the support above.

A variant of the Barenblatt solutions, namely
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u(x, ) =(T=t) /7m0 {(((m-1)72mm+ 1)) (x/(T-t)1/m=1)2) J1/m-1)

x> 0,
= O LR0ra 6l 0. ¢t ¢T,

furnishes an example of “"waiting time” : during the lapse (0,T)
the support of the solution does not expand to the left, as compared
to the support of the Barenblatt solutions. This is another striking
difference between the behavior of solutions to (2) and those of
the heat equation, at u=0.

these two examples suggest that solutions of equations like
(1) that degenerate at certain values of u may exhibit a behavior
like those of a first order conservation law, take for example
ug+ (u?), =0, with a non-negative initial value supported in[ 0,1 1.
Further connections can be found between conservation laws and
the porous media equation (cf, [ A ], [ V ]); we shall comment only
on the property of finite speed of propagation of the support of a
solution of (1).

Another tool in the study of parabolic equations like (1) is
the existence of comparison theorems, asserting, roughly speaking,
that if u and v are two solutions and u(x,0) < v(x,0), then
ulx,t) < vix,t) for all x and t> 0. For example, if u(x,0)> 0 for
all x, then u(x,t) >0, a weaker statement, similar to the one
made above. -

As mentioned before, the properties of a non-negative
solution of (2) are very well known. when we consider instead the
general equation (1) we realise that there is no analogue of the
Barenblat solution due to the fact that the only scaling that we can
perform - leaving (1) invariant- is x —kx, t—k2t. So we are
left with self-similar solutions of the type u = u(x/t'/2),
admitting two initial values '

ul%,0) =Cs- far x«<0, U@ =g for- K3

Although a unigue solution can be found for any pair Ce, Ly WIS
amounts to solving a boundary value problem in ( -eo,+00 ) for
- 29_



(-y/2)u'(y) = (A(u(Y)))", y=x/t!72), these self-similar solutions
are less useful than Barenblatt's, because their "total mass”

t o0
S _ oo ulx,)dx = oo,

Our purpose in this lecture is to describe some results on
bounded support for solutions of (1) using comparison with certain
solutions of an ad hoc equation

tiere the coefficients vary with t > 0, and become highly
degenerated at t = 0.

Our results are not restricted to non-negative solutions : in
fact, if A(C) = 0, we may study the evolution of initial values
u(x,0) such that u(x,0) - C be of compact support, or exhibit
intervals where u(x,0) = C. Several values of C may exist that
verify A(C) =0: we shall restrict attention to the case of only
one C that we may assume to be zero by the change of unknown
u-u-C

Consider the following solution to equation (3):

wix,t)=(1/t) vix/1),

where v =v(r) isaneven functionof re€R implicitely given by
v(0)

r2=2f, TdA(s)/s (4)

the value v(0) - may be negative - isrelated to the "total mass”

+00 + 00 .
f_oov(r)dr = f_oow(x,t)dx, a parameter to be determined.

We see from this definition that w(x,t) has compact
support in x for fixed t> O if andonly if
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o._
J0.0A(8)/s <+ea  (or [ dA(S)/s > -ee incase v(0) < O

By a standard argument we see that limt_)0+w(x,t) = constant.8(x)

Solutions of (1) that take both positive and negative
values display a novel feature : negative initial values may evolve -
keeping their support bounded, while positive initial values may-
lose the compact support property. We anticipate that for:
solutions with initial values of compact support finite speed o
expansion of the support of u+ or u-
will be related to existence of integrals like

. fatiy - it
(i) fo.dA(s)/s, and (i) T dA(s)/s W sy

and tms existence depends only on the behavior of the monofone
function A(s)near s =0. : ; :
To be specific, assume

(i) J'O+dA(s)/s =+oo, (il) J’_hdA(s)/s > - oo, for certain .h > 0; (6)

Assume that the initial values u(x,0) of the solution u to (1) .
be such that support u(x,0)clabl, and u(x,0)> 0, wz0)<0
for a<x<a «<b <z<b,ie, u(x,00 ispositive near x = 'én'dn
negative near x =b. :

We shall show that wu(x,t)> 0 for x <a and SmaH t > O
and that the support of u(x,t) is- bounded to be rlght bv :

v(0)
b+ (t+l)(2fo dA(s)/s)!/2, for certain v(0) <O and small L0

~ To prove the first proposition, introduce
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U(x, D) ':=f)_('°°u(x,t)dx, formally a solution to

with initial values

X
U(x,0).= J_ u(x,0)dx, U(x,0)=0 for x<a.

o : X/t '
Consider™ "Z{x t) = f_oov(r)dr, where  v(r) is the function

introduced in (4), and  Zy(x,t) = w(x,t). Z isthe solution of

with initial values Z(x,0) = constant.H(x), a Heaviside function
with saltus at x = 0 ( we shalltake the liberty of placing the
origin wherever is convenient to us, and for righ now we need
a <0 <a ). Due tothe hypothesis (6)(i) wv(r)>0 forall r, and
cokhus Gt 0 o gl o X ;
We want to show that, for a suitable choice of v(0), Z(x,t) < U(x,t)
~forsmall t>0 and x<a: thisimplies u(x,t)>0 forall x<a.
Assuming the contrary amounts to have U(x,t) =0 for small t >0
and all x < certain a(t) ( Remark : our hypothesis imply that U is
monotone inreasing for x <a and for x>b, by comparison with
constants ). Therefore there must be, for each small positive t, a
value x(t) such that Z>U for x <x(t) and Z(x(t),t) = U(x(t),t).
Integrating the identity

(- U = { Atz - AU Ty
gives -

x=x(1)
0 < f’_(f:)cz B (8, D= fiEARZY S AN 55t = 8
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= 5l Atz ALY T G D)it)dt.

Now 0 < Zy(x(t),t) € Uy(x(t),t), and therefore tZ,(x(t),t) < Uy(t),t)

because we can take O <t <1.- It follows that the right-hand side
above is <0, a contgadiction.

The same trick gives the right bound for the support of u
under assumption (6)(ii): this time we need a negative v centered
at x=0Db, and

Zxt)= [ v(r)dr

o0
X/ (t+1) ;
for small t»> 0, toshow that U(x,t) > Z(x,t) andnow Z has
support bounded to the righ as stated.

this result canbe slightly improved. The technique can be
used to show that if u(x,0)=C inan interval [a,b] and both
integrals in (5) are finite, thenu=C on aregion abutting [.a,b]
with O <t <certain T. :
However, if either integral in (5) is infinite then this existence of
a waiting time for the solution of (1) with initial values u(x,0) 2
0, say, identically zero for x 20, provided (5)(i) is finite: we
define a comparison barrier

wx,t) = (1/(T = t)) v(x/(T - t)),

with v(r) given by
v
r2=2 deA(s)/s SEpor e 0 e T,

v=0 for r<0. Assume now that for acertain T> 1,
1/T) v(x/T) 2 u(x,0) 2 0.

Then forall t>0 suchthat T-t21 wehave w(x,t)>ulx,t)20,
thus furnishing an example of positive wating time for a solution
u2 0 of equation (1).
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The condition for waiting time for an end-point of support of
u(x,0) where u(x,0) < 0 is related to the finiteness of the
integral (5)(ii), of course.

In the preceding descrip:t'ion of results that hold for
solutions of uy = A(u)yy that take values both above and below a

critical value u=C, AYC)=0, we have avoided all reference to
existence, regularity of solutions , assumption of initial values and
even the meaning of the word solution : we remark here that
existence of side limits for the solution u(x,t) is needed in the
comparison proof,-and that if u(x,t) takes the initial values in
L'loc(R)» say, then U(x,t) ->U(x,t) point-wise, and uniformily on
compact sets. -

Besides the present lecture, part of these results were
reportedin [ B 1,2 1] :
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NTRODUCCION

En estas notas expondremos un resultado. debido independientemente a
R. Solovay y a R. Kaufman. que muestra como algunas técnicdas ¢ ideas de la
teorita de conjuntos han arrojado luz sobre ciertos problemas cldsicos de la
teorta de series trigonometricas.

Como es bien conocido, el desarrollo de la teoria de conjuntos de Cantor
surgio precisamente del andlisis de problemas de convergencia de series
trigonometricas y por lo tanto resulta reconfortante ver que resultados y
técnicas de la teoria de conjuntos. aparecidos muy posteriormente. tengan
interes para aquellas personas que se dedican al estudio de las series
trigonométricas.

Sin duda alguna. el desarrollo reciente de la teoria de conjuntos ha sido
explosivo y la teoria ha tomado su propio rumbo. Esto ha sido criticado
algunas veces ya que los problema:'s. de fundamentacion de las male;ﬁaticas
que originaron el estudio de la teoria de conjuntos se perdieron de vista en
algunas ocasiones. Sin embargo. los problemas propios de esta teoria son. en
st, problemas matematicos de gran interés. y las técnicas que se han
desarrollado para resolverlos (o al menos para atacarlos) son técnicas de una

gran riqueza conceptual y estética. Por otra parte. como muestran los
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resultados a ser expuestos a continuacion. junto con otros resultados
recientes, hay todavia una estrecha relacion entre la teoria de conjuntos y
problemas muy bdsicos de fundamentacion de andlisis matematico.

No prentendemos ningun tipo de originalidad en este trabajo. nuestro
objetivo es simplemente ayudar a divulgar algunos resultados recientes que
consideramos interesantes. Esta exposicion estd basada en el excelente y
completo libro de A.S. Kechris y A. Louveau sobre el tema [Ke.Lol. Este libro
constituye una fuente invalorable de informacion y de problemas abiertos
relativos a los conjuntos de unicidad de series trigonometricas. El presente
trabajo habrda cumplido sus objetivos si el lector se siente estimulado a
consultar el libro de Kechris y Louveau. Hemos consultado para la
elaboracion de este trabajo. ademds de las obras citadas en la bibliografia. las
notas de una conferencia diclada"en 1984 por R. Solovay en el marco del
"Logic Colloquium 1984". llevado a cabo en la Universidad de Manchester.

Inglaterra.

NOCIONES BASICAS DE LA TEORLA DESCRIPTIV A DE CON JUNTOS
Dado un espacio polaco E (es decir. un espacio metrico. separable y
completo)., podemos clasificar sus subconjuntos de acuerdo a la complejidad
topologica.
l.os borelianos son los subconjuntos que se obtienen cerrando la clase
de los abiertos bajo las operaciones de complefﬁentacion y de union
numerdable. Los borelianos. entonces. pueden organizdarse ¢n und jerarquia de

w] niveles (donde w; es el primer cardinal no numerable). Usando la

notacion ya usual motivada por nociones de definibilidad. Ilamamos Zl ala
. ) 0 .

clase de los conjuntos abiertos de E. y IIl a la clase de los conjuntos cerrados

de E.. vy en general,

0 0
Z, =Unew PnlVnew. Py € M, para algun ;< al
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(¢) 5 - (0]
I = = Pl PeZa].

DEFINICION: Un subconjunto P€E se llama analitico si es la imagen de un

boreliano por una funcion continua. es decir. si existe un espacio polaco X y

una funcion continua f:X—=E tal que para algun boreliano BeX se tiene f[B] = P.

Los complementos de conjuntos analiticos se llaman coanaliticos. Usamos la
siguiente notacion:

1

z %

1 8% o
| clase de los coanaliticos.

clase de los conjuntos analiticos

I

[3

Se puede demostrar que un conjunto ACE es analitico si y sélo si A es la

proyeccion a E de un boreliano de EXF para un espacio polaco F cualquiera.

A partir de estas clases, podemos construir otras (que incluyen
conjuntos mas complejos) tomando imdgenes por funciones continuas Yy

complementos:

1

A gr g,
fi Lt |

m, ¢ n,¢ ¢ 1 ¢.

Donde.

1

L . =UlAllAes ﬂ:l y f continua).

1
m,, -(E-AlA€L,

)}
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Estas clases se llaman clases proyectivas y forman und jerarquia
estrictamente creciente. !

~ . o 4 ] l - l l
Para cadan, A =Z_ N I,

. A continuacion enunciamos varios resultados cuyas demostraciones se
~pueden encontrar en [Jel . [Mo] o [Ku.Mol.

TEOREMA (Suslin):

| .
A: = Z:ﬂHl = clase de los borelianos.

Este teorema es una herramienta muy importante pdra demostrar que un
conjunto es boreliano.
TEOREMA: Todo conjunto analitico tiene las propicdades siguientes:

(1) Es medible Lebesgue (Lusin).
(ii) Tiene la propiedad de Baire (Lusin-Sierpinski)

(iii) Si no es numerable. contiene un subconjunto perfecto. (Suslin)..

{OBSERVACION: La teoria de cardinales grandes ha permitido extender estos
resultados a los conjuntos proyectivos).
e ; ’ 1 :
TEOREMA: Hay conjuntos IIl que no son borelianos ( Yy por lo tanto. hay
conjuntos analiticos que no son borelianos).

Un espdcio polaco que nos sera util considerar es ¢l espacio de Cantor.
2N de las sucesiones de ceros Yy unos con la topologia producto cuyos abiertos

basicos son los conjuntos de la forma Us=(ae 2N | s es un segmento inicial de

a} donde s es una sucesion finita de ceros y unos.
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TEOREMA (de representacion de conjuntos coanaliticos):

1 ¥ : . 3 .
Un conjunto AcE es coanalitico (Hl) si y solo si existe un conjunto Fg; B

< Ex2N tal que
xeA&> Ya (x.a)eB.

SERIES TRIGONOMETRICAS Y CONJUNTOS DE UNICIDAD
Una serie trigonomeétrica es una expresion de la forma

LZ apelnX . xeR. apeC. neZ.

Por la periodicidad de la funcion einX tomaremos xel0.2nl identificando 0 y
2m .

El problema de la unicidad. propuesto por Riemann el siglo pasado. se puede
enunciar de la manera siguiente:

Si L7 cpelX = 3” dy el"X  para todo xel0.2n)

entonces. ¢ es cierto que cp=dp para todo n?

Cantor di6 una respuesta afirmativa al problema : incluso demostro algo mas

fuerte:

TEOREMA: Si ZcpelnX = 2dpeinX para todo x fuera de un conjunto cerrado
numerable entonces cp=dp para todo neZ.

(0. de otra manera. si XcpeinX=0 para todo x fuera de un cerrado numerable,
¢y=0 para todo n). '

DEFINICION: Un conjunto E<l0.2n] es un conjunto de unicidad si para toda
serie trigonométrica Xc,einX tal que Xc,eiNX=0 para todo x€E. se tiene cp=0

pdara todo n.
_41 2



En caso contrario se dice que E es un conjunto de multiplicidad.

Dada una serie trigonométrica S. definimos el soporte de S, Sop(S). como la
clausura de (x€l0.2nll S converge en x y S(x)=0).

Entonces tenemos:

PROPQSICION: Si E es cerrado. son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) E es de multiplicidad
(ii) Existe una serie trigonométrica S=0 tal que Sop(S) cE.

DEFINICION: La serie de Fourier de una funcion f es la serie trigonométrica

SUY =% f(n) einx donde
= { 2m
f(n)==— [ f(x)einXgx

2m 0

Ahora enunciaremos algunos de los resultados de la teoria cldasica que
llevaron a la formulacion moderna de la teoria de conjuntos de unicidad

desarrollada en los afos ‘50 por Piateckii y Shapiro.#

PRINCIPIO DE LOCALIZACION (para series de Fourier):

Sea feL1(10.2n]). Si f se anula en un intervalo abierto | entonces
zf(n) einX converge a cero para todo Xxel.

Demostracion: Ver [Kat] p. 54.

Como consecuencia inmediata tenemos:

PROPOSICION: Si Pcl0.2n] es un conjunto de unicidad medible. entonces A(P) =

0 (donde 1 es la medida de Lebesgue).
Demostracion:
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Supongamos A(P)>0. entonces existe un cerrado CgP tal que A(C)>0. Sea

S la serie ZXc(n) eiNX (la serie de Fourier de la funcion caracteristica de C).

Por el principio de localizacion. la serie converge a cero fuera de C. y como C

es un conjunto de unicidad (por estar contenido en un conjunto de unicidad).
2m

entonces l)zc(n) = 0 para todo n. Pero. ')ZC(O)=J Xc(x)dx = 1(c)>0. Contradiccion
0

Otros resultados clasicos son:

LEMA: (Riemann-Lebesgue): Si feL!(10.2nl) entonces fin)=0 con Il o.

Demostracion: Ver [Kat] p.13.

LEMA (Cantor-Lebesgue): SiXcpeiDX=0 es un conjunto de medida positiva.
entonces cp—=0 cuando Inle.

Demostracion: Ver [Zy] :Trigonometric Series 2nd Ed.

Esto nos permite demostrar 1o siguiente :

TEOREMA (Piateckii-Shapiro): Un conjunto Ec|0.2n] es un conjunto cerrado
de multiplicidad si y solo si existe una serie trigonomeétrica

S—»Zcfm cpeinX, S«0 tal que cy=0.cuando Inl2« y Sop(S) cE.

Demostracion: Una de las implicaciones ya fue demostrada. para la otra.
supongamos que E es un conjunto cerrado de multiplicidad y consideremos dos
Ca50s:

(a) Si A(E) > 0. entonces tomamos XgeL !(10.2n]). Por el teorema de Riemann-
Lebesgue. Yg(n)=>0 cuando InlPe y T~Zxg(0)=A(E)). Ademds. Sop(T)SE
porque yg se anula fuera de E y el complemento de E es abierto (el principio

de localizacion implica que T converge a cero fuera de E).
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(b) Si A(E)=0, entonces como E es de multiplicidad, existe $S=0 tal que Sop(S)cE

pero el lema de Cantor-Lebesgue implica que S(n)=0 cunado Inl=« (donde

S(n) es el n-ésimo coeficiente de la serie S).

Los lemas anteriores también constituyen herramientas importantes para

demostrar el siguiente teorema de Cantor:
TEOREMA (Cantor 1870): Todo cerrado numerable es de unicidad.
Otros resultados cldsicos son:

TEOREMA:(BARY ) La union de una coleccion numerable de conjuntos
cerrados de unicidad es un conjunto de unicidad.
(Una demostracion de este teorema se puede encontrar en |Zy] Vol.l p.349)

En consecuencia tenemos que todo conjunto numerable es un conjunto

de unicidad. También se obtiene como corolario un resultado de W.H. Young:

TEOREMA (YOUNG:1909): Si Ccl0.2n] es un conjunto sin subconjuntos

perfectos entonces C es de unicidad.

Demostracion: Supongamos que S~XcpellNX es una serie trigonomeétrica que se
anula fuera de C. Entonces B=[0.2n] - (x€l0.2nll ZcpelNX=0)cC. Ademas B es
boreliano. ya que

Xx€B«—>Vk IN Yp>N |zf’p cnelnX| ¢ 1/k.

Por uno de los resultados de Suslin citados anteriormente, sabemos que
un Boreliano sin subconjuntos perfectos.es numerable. Pero entonces B es
un conjunto de unicidad. y como S converge a cero fuera de B. ¢y = 0Vn. es

decir S=0.

Uno de los problemas de la teoria de conjuntos de unicidad es
determinar en términos de propiedades estructurales de un conjunto P. si P es
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de unicidad o no. Incluso el problema de caracterizar la clase de conjuntos
cerrados de unicidad esta abierto. Un ejemplo del tipo de caracterizacion que
se desca st Jado por un resultado de Salem y Zygmund (1955). Este resultado
constituye una respuesta parcial al problema de la caracterizacion de los
conjuntos cerrados de unicidad. Mas adelante daremos una version mas
ecenerdal de este resultado. pero ahora enuncialmos un cdaso particular:

Denotemos por Eg al conjunto simetrico de radio de diseccion ¢,

construido como el conjunto de Cantor pero conradio de diseccion 0<<1/2. Es
decir. Eg es el subconjunto de [0.2n] que se obtiene del modo siguiente: para
cada intervalo la.b] . fa diseccion de la.bl con radio € (0¢< & <1/2) es el
conjunto la.a+&b-a)] Ulb-&(b-a).bl.
El conjunto Eg es el que '§e obtiene comenzando con [0.2n] y disecando con
radio & parda obtener E|, disecando a continuacion cada uno de los intervalos
cerrados que componen E| con radio ¢ para obtener E2. etc. Finalmente
Ee=NijeNEi (El conjunto de Cantor se obtiene con radio de diseccion 1/3).

Salem y Zygmund demostraron que Eg es de unicidad si y sélo si 1/ es
un numero de Pisot (un numero de Pisot es un entero algebraico de modulo
mayor que 1 cuyos conjugados son todos de modulo menor que 1).

El libro de N.K. Bary [Bal constituye‘una buena referencia de consulta
sobre estos problemas de unicidad y otros aspectos relacionados con seres
trigonomeétricas. )

Resultados recientes de Solovay (1983. no publicado) y de
Kaufman(1984) [Kaul (obtenidos independientemente) muestran que
cualquier caracterizacion serd mds compleja de lo que se esperaba ya que la
clase de los cerrados de unicidad. en el espacio de los cerrados de [0.2n] . es un
conjunto coanalitico pero nQ boreliano.

De aqui se deduce que no habrd una caracterizacion suficentemente

"descriptiva” de los cerrados de unicidad.
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Para mostrar que un conjunto coanalitico no es boreliano basta. por

. 1 - ; "
ejemplo. mostrar que es Hl-completo. es decir. que cualquier otro conjunto

1 . ; . ”
IIl se puede reducir a €l mediante una funcion de Borel.

1 1
DEFINICION: Peﬂl(PgY) es II l—completo si para cada /\eﬂll(AgX) existe una

funcion de Borel f:X=Y tal que A=f"![P] (es decir. xe A« f(x) €P).

. 1 ; . 1
En vista de que hay conjuntos I]l no borelianos. todo conjunto Hl—completo es

de este tipo.

Sabemos que un conjunto cerrado E es de multiplicidad si y solo si
3 secp(s=0 y Sop(Zs(n)einX) cE)

(donde ¢ es el conjunto de las sucesiones s en IT tales que s(n)=0cuando Inl

). (Esto sigue del teorema de Piateckii-Shapiro).

. . 1
Para probar que la coleccion de cerrados de multiplicidad ¢s Zl usaremos

algunos resultados del analisis funcional:

DEFINICION:
co es el espacio de las sucesiones |dplpez dp€C. tales que limjy». dn=0.

Provisto de la norma del supremo. ¢g es un espacio de Banach.
21 es el espacio de las sucesiones (dn)yez tales que Zlayl<e. Con la norma
[ltdn)ll=Znldnl. #! es un espacio de Banach.

R: espacio de las sucesiones acotadas con la norma det supremo.

Es bien conocido que(cg)'=R1y (1) = g« es decir. 2! es ¢l dual topologico de

coy R~ es el dual de R1.
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Denotando por M la clase de los conjuntos cerrados de multiplicidad
podemos escribir

EeM<«=>3Sef~ ( lim S(n) = 0. S=0 y Sop(S) cE)
Inl_’oo

y mds aun:

EeM«=>3 SeBj(#=) ( lim S(n) = 0. S=0 y Sop(S) cE).
Inl= e

Bj(R=) es la bola unitaria en 2. pero como R es el dual de 2l y en el dual
podemos definir la topologia débil* B;(R=) . Por el teorema de Banach-

Alaoglu. B;(2«) con esta topologia es un espdacio metrico separable y

compacto. es decir. un espacio polaco compacto.

Dado un espacio polaco compacto P. se denota por K(P) al espacio de los
cerrados en el espacio P con 1a topologia de Hausdorff dada por la distancia
definida asi: .

O(K.L) = sup(max(d(x.L). d(y.K)}l xeK.veL) si K.L=¢y d(K.L) = diam (P) en cas.o

contrario.

PROPOSICION: ((S.E)ISe(B(2). EclO0. 2n] E cerrado. Sop ScE}

es cerrado en B(R=) xK|[0. 2n}). :

(La demostracion usa resultados de Piateckii-Shapiro qué caracteriian ‘SioAplfS._l
en terminos de funciones cuya serie de Fourier es ahsolutar’ne’nﬁté'sumablc.
ver [Ke.Lol). ) |

Ademais. (S| S(n)=>0 cuando (n)2«)} es boreliano e¢n la topologia debil-*

(ya que S(n)I l—>0<=>Vk3NVp>N.lS(p)I <1/K). pero (S| IS(p)l <1/k} es cerradoen
ni—2 o S : )
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la top w*. porque la funcion SI=»S(p) es continua en la topologia debil* (como

funcion de Bj(2«) -C) puesto que es una evaluacion:

S(p) = Xp.S> donde

Xper! esta dada por Xp(m) = 0 si m=p

Xp(m) = 1 si m=p.

Como (S| S#0) es abierto. hemos mostrado que M es la proyeccion de un
boreliano de

. 1
B (R=)xK (10.2n]) al espacio K([0.2n]) y por lo tanto es Zl.
o : o 1
Entonces U lta coleccion de los conjuntos cerrados de unicidad. es Hl en

el espacio K(10.2nl).

1 ; :
Para demostrar que es Hl - compieto invocamos un resultado de Hurewicz:

TEOREMA (Hurewicz. 1928)[Hul:
Sea Q =QnNI[0.1] .el conjunto de los ragionales ¢n [0.1] . entonces.

K(@) = (KeK(10.11) IKEQ') s T, completo en K(10.11).

La demostracion que sigue es la que daparece en ¢l libro de Kechris
Louvedau. y es pdarticularmente interesante va que utiliza conceptos de la
teorta de juegos infinitos y en particular un resultado sobre determinacion de
conjuntos borelianos. El lector .puede obtener mas informacion sobre estos

conceptos en |Jel o [Mol.

Demostracion: Trabajaremos primero en 2N Sea Q un conjunto ‘S0

numecrable en 2N
~ \ . 5 3 ¢ & 5
Para cada conjuntolg Be2N consideremos el siguiente juego infinito
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&(0)

4(1)

El jugador I juega 6(0)e(0.1} . el jugador Il juega &(0)e(0.1). despues |
juega 0(1)e(0.1}. etc. hasta formar dos sucesiones infinitas 8 y ¢.

donde 8(i). &(i) €(0.1)y
[ gana si 0€Be—>ceQ
Il gana si deBe— €.

Claramente. el conjunto que determina el juego es

((0.8)e2Nx2N pgBe— ecQ) = (2N \B)xQUBx(2N\Q)

y por lo tanto es boreliano y. por el teorema de Martin [Mal. es un cdnjunto
determinado. es decir uno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora.
Expliquemos lo que esto quiere decir. '

Una estrategia para el jugador | es un regla que indica al jugador cual
debe ser su proxima jugada. dependiendo de las jugadas anteri‘orves de ambos
jugadores. Analogamente se define una estrategia para II. Decimos que una
estrategia es ganadora para un jugador, si ese jugador gana cada vez que usa
su estrategia independientemente de las jugadas del otro jugador.

Una estrategia ganadora para el jugador | determina una funcion
continua f:2N-> 2N definida como sigue: si € es la sucesion que resulto de las
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jugadas de 1l. entonces f(£)=0 donde 0 es la sucesion que resulto de las jugadas

de | indicadas por la estrategia.. Entonces. en ese caso. tenemos que
f(e)gB&E>eeQ

Asi. f-1[2N\B]=Q (hemos reducido Q al complemento de B.)
Pero como B es Fy. entonces 2N -B es Gy y entonces Q = f 1(2N\B) seria un §o

denso, Y como Q s numerable. su complemento. Q€.es tambicn denso y Gs. Esto
contradice el Teorema de Categoria de Baire ya que 2N = Q UQC¢= (N6 VU (Ngyy)
donde 6hy v, son abiertos densos para todo n. Entonces. 2N - (UnPn)U(UnFn)
con

Pp=(6,)¢ y Fy = (V)€ Los Py. Fpy son cerrados nunca densos.

Esta contradiccion indica que. como B es determinado. 1l tiene una estrategia
ganadora '

y por lo tanto existe una funcion continua

F:2N-52N tal que
voe2N 0eB&F(0)eQ.
Esto es. F 1]Q] = B. (Hemos reducido Ba Q via F).

1
Veamos que esto implica que K(Q) es Ill—completo. Sea PeH: (Pc2N). por el

teorema de representacion para conjuntos coanaliticos que enunciamos 4l
principio. existe un conjunto Fg B€2Nx2N tal que

xePe—Vee2N[(x.¢)eB]

ya que 2 ol .N)x2\oll .N)es homeomorfo a 2 oI -N)_ existe una funcion continua
G:2Nx2N 52N 3] que F-1(Q) ="B. La funcion G se obtiene componiendo el
homeomorfismo con la funcion F de arriba.
Definamos F :2NoK(2N) por F(x) = GHx}x2N| (notar que GHxIx2N| e«
cerrado porque 2N es compacto). F| es continua (idemostrariot) v ademas.
xeP &Vee2N ((x.8)eB)

& 6lx 2N <0
S0



< F1(x) eK(Q)

1
Esto muestra que K(Q) es Hl—completo.

Ahora. para terminar la demostracion., tomemos como el conjunto Q a la
coleccion de sucesiones eventualmente periodicas en 2N,
' Reduciremos
K(Q) a K(Q)

1
mostrando asi que K(Q') es ]Il—completo.

Sea g: 2N-[0.1]
~ oo a(n)
gla) = 2n=l 2n

g es continua y

aeQ&E>g(a) e

Pongamos
G: K(2N) =K 0.1

G(K) = (g(x)l xeK}
=g[K]

G es continua y
KeK(Q)>G(K)eK(Q'). Esto termina la demostracion del teorema de

Hurewicz.
Usaremos ahora el anunciado teorema de Salem-Zygmund:

Se denota por E(&n).....nk) al conjunto homogeneo perfecto construido.
como sigue: Se generaliza la construccion del conjunto Eg indicada'

anteriormente tomando
0=nomyi<...<nknk+1=1 y &= 1-ng tales que &nj.|-nj para cada i<k.
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Para cada intervalo la.b] con f=b-a consideramos los intervalos
cerrados disjuntos la+&n;j. a+&nj+R¢l para i=0..... k. Sea E su union. Decimos que
E resulta de la.b] por diseccion de tipo (&njq..... ng). Ahora. andlogamente a lo
hecho anteriormente, definimos E(»>E2>... comenzando con [0.2r] y haciendo
disecciones de tipo (&ng..... nk) a cada intervalo del conjunto anterior.

E(€n...nk) = NieN Ej

TEOREMA (Salem-Zygmund):
El conjunto E((&n1....nx) es de unicidad si y s0lo si 1/ es un numero de Pisot
Y TN 2 s nkeQ(1/&).

Demostracion: ver [Ka. Sal

Para terminar la demostracion de que la coleccion U de conjuntos
cerrados de unicidad es Hl-completo. definimos una funcidén continua que
: 1
reduce U a K(Q'). el cual, ya sabemos. es Hl—completo.

Consideremos E(1/4: x/9 + 3/8. 3/4 ). La funcion f:[0.1] - KI[0.2nl dada
porx = E(1/4: x/9 +3/8.3/4) es continua.

Definamos
F: K(l0.1]1) -» K(l0.2n])
F(K) = Uxekf(x) F es también continua.

Si K@ entonces F(K) es una union numerable de conjuntos cerrados de

unicidad (por el teorema anterior) y por el teorema de Bary es, a su vez, un
conjunto de unicidad.
Si K&EQ'. entonces F(K)e M ya que si x€Q' . f(x) es de multiplicidad

(Salem-Zygmund). Luego. K€Q &= F(K) € U.
KeK(Q)&=F(K)eU.

Luego U es llll—completo.

=G



En conclusion:

TEOREMA (Solovay. no publicado. y Kaufman [Ka]):

ik ; - ; 1
La coleccion U de conjuntgs cerrados de unicidad es un conjunto II l~comp|eto

en el espacio K(10.2n]) de los conjuntos cerrados de [0.2n] con la topologia de
Hausdorff.
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Bifurcagdes Homoclinicas e Dimensdes Fracionarias

J. Palis

Dedicado a
José Luis Massera

Tal vez tenha sido uma das poucas vezes ( senao a unica ) que
Poincaré manifestou, em sua notavel obra, enorme surpresa em
relacao a um conceito matematico como o fez com respeito a
orbitas homoclinicas: simples de definir, de existéncia frequente
em muitos sistemas dinamicos ( em particular, da Mecanica ) e, no
entanto, acarretando grande riqueza da estrutura de oOrbitas do
sistema . Em seu "Memoire couronné du prix de S.M. le roi Oscar |l de
Suéde”, Poincaré fala pela primeira vez de 6rbitas homoclinicas no
contexto de do problema de trés corpos [10] . Em seguida, em "Les
méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste” [11], ressalta
vivamente a complexidade do fendmeno e convida o leitor a tentar
desenhar as variedades invariantes ( linhas em dimensao dois, pois
considerou uma sec¢ao transversal ao campo vetorial ).

Quando a oOrbita homoclinica é transversal, os trabalhos de
Birkhoff [2], e Smale [12], dentre outros, ddo uma boa descricao da
dinamica adjacente: existe sempre um conjunto invariante e
hiperbolico que contém a orbita homoclinica e, também, uma
infinidade de orbitas periddicas - de fato um subconjunto denso
delas - e, além disto, para o qual é possivel dar uma descricao via
dinamica simbolica . Estes sdo os ingredientes do que chamamos
hoje uma "ferradura”, devida a Smale, sobre a qual faremos breves
comentarios no que se segue (veja [2] , [12], [13], [8] ) . De
imediato, salientamos que trata-se de um dos modelos basicos de
pecas transitivas ( i.e. subconjuntos fechados que contém orbitas
densas ) do conjunto limite de um sistema dinamico e que €
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persistente ou estavel por pequenas perturbag¢des do sistema (veja
por exemplo [3],[8]).

Quanto & bifurcagdo de uma oérbita homoclinica tangente,
tornando-a transversal, provoca-se imensas alteracdes na dindmica
e, embora varios aspectos destas alteragdo ja sejam compeendidos,
outras tantas questdes relevantes permanecem em aberto e tém
merecido bastante atengdo. Alguns destes resultados ( varios deles
recentes ) e questdes serao discutidas a seguir, apos definigdes e
fatos basicos necessarios .

Definicdo . Seja p um ponto fixode f:M—>M, f declasse CI

rx1, e M uma variedade de classe C* . Dizemos que p &
hiperbodlico se a derivadade f em p tiver todos autovalores de
norma diferente de um .

’ s u s u
Isto €, existe uma decomposicao Tpf"l = Ep @ Ep tal que Ep e Ep

S
sao invariantes por Dfp e Dfp restrito a Ep e contrativo e

restrito a Ep € expansivo . Similar para uma orbita periodica : se
n

P

compacto e invariante por f, dizemos que A & hiperbdlico se
para qualguer métrica riemanniana em M, eXxistirem constantes
O<A<1 e C»>»O0O taisque:

a) TaM=ES@®EY, ES e EY invariantes por Df . C

fN(p) = p, entdo consideramos Df_ . Mais geralmente, se A ¢

subfibrados ES, EY s3o0 continus

n S
b) IIDfxvllsCX”IIvll, veEX e n2o

n u
llDrxwllka”IIWII, weE, e n¢O
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A ferradura é um exemplo de conjunto hiperbolico, com as
propiedades adicionais de ser transitiva e Ler orbitas periodicas
constituindo um subconjunto denso . A ferradura linear ¢ obtida
contraindo-se um retangulo em uma diregao (digamos horizontal),
expandindo a diregao perpendicular, dobrando o novo retangulo e
colocando-o sobre o petangulo inicial como na figura .

Podemos perturbar ( e bastante ) esta figura, mantendo uma
expansao e contragao uniformes e a dobra do "novo Retangulo”, e

ainda assim o conjunto an fA(Q) é um conjunto hiperbodlico com

as caracteristicas acima ( transitividade, densidade de orbitas
periddicas ) . Poderiamos também ter feito varias "dobras”, ou ainda
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repetir a construcéo em qualquer dimensao .
Um fato importante é que por um ponto fixo hiperbdlico p

bl

; S . . S
passa uma subvariedade Wp , Invariante, tangente a Ep

difeomorfa a um espago euclidiano e formé&da por pontos cujas
Orbitas positivas comvergem a p . Analogamente pelos pontos de
um conjunto hiperbodlico A passam subvariedades formadas por
pontos cujas orbitas sao positivamente assimptoticas as dos
pontos do conjunto hiperbodlico . O conjunto destas folhas forma
uma folheagdo continua ( Holder ) F3(A), cujas folhas sdo CF e
o difeomorfismo f envia folha em folha ( veja [3]). Analogamente,

: u ?
definimos variedade instavel Wp de um ponts fixo ou de um ponto

qualguer de um conjunto basico . A folheagao instavel denota-se por

FYA), A um conjunto hiperbélico . Cabe aqui ressaltar o seguinte
fato relevante : se f & de classe C2 e a folheagdo estavel ( ou
instavel ) tem codimensao um entao ela pode ser estendida a uma
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folheacdo de classe C! em uma vizinhanga de A . Assim para

ferraduras A em dimensao dois, F3(A) e FUA) sdo de Classe
C! no sentido acima descrito .

definicdo . Seja p um ponto fixo ( ou periodico ) hiperbdlico .
Se xe WS () nWY(p), x=p, entdo dizemos que x &
homoclinico e sua orbita é dita homoclinica .

Em 1980, Poincaré observou que toda oOrbita homoclinica
transversal € acumulada por outras orbitas homoclinicas
transversais .

Teorema . ( Birkhoff [2], 1935 ) . Toda 6rbita homoclinica
transversal é acumulada por orbitas periddicas .

eorema . ( Smale [12], 1965 ) . Toda érbita homoclinica
transversal é parte de um conjunto hiperbolico ( uma ferradura ) em
que as orbitas periddicas forman um subconjunto denso .

Vejamos agora o que pode-se dizer da dinamica de fu. M
sendo um parametro real, supondo-se que f,,-o tem uma orbita
homoclinica tangente que torna-se transversal para > 0. Sem

outros dados de carater global, so faz sentido perguntarmos pela
dinamica de fl_1 restrita a uma vizinhanga do fecho da orbita

homoclinica tangente . Esta questdo, simples de ser formulada, é de
dificil resposta, mesmo que parcial . Na verdade, as mudancgas na
dinamica de fH gquando M — O sdo tantas que nem € possivel
dar-se uma resposta completd’ d pergunta ja em dimensdo ‘dois .
Esta questao tem sido muito considerada nos ultimos anos e o caso

f“( X,y ) =(1+1y =~ MUy x2, x ), conhecido como familia (quadratica )
de Hendn, tornou-se famoso . Neste caso, M= (), My ) @

bidimensional, mas o que mais se procura até agora é o
comportamento de f, para M; muito pequeno e M, proxima a

dois. E claro que podemos fixar um dos parametros ( digamos My o)
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e estudar a dependéncia da dinamica de f“ em relagao a WMo

Alem disto,como uma tangéncia homoclinica para (o e acumulada

por tangéncias homoclinicas para f“n, para alguma sequéncia

M — 0, as mudangas na dinamica ( bifurcagdes ) ocorren tambem
para cada valor do parametro M > O desta sequéncia e nao apenas
para =0

Antes de explicarmos estas bifurcagdes homoclinicas,
introduziremos o conceito de dimensao fracionaria de um espaco
meétrico compacto, que é muito Util no nosso contexto,
especialmente guando aplicado a conjuntos de Can'or .

efinicdo . Seja K um conjunto compacto de um espago metrico .
Para cada d»> 0, considere
Hed)=1lim'inf¢( T r(v;Hd)
€0 Vi € u

onde, para cada e> 0, o infimo é considerado para Lodas as

possiveis coberturas U de K cujos elementos tém diametro

inferior ae. A dimensao de Hausdorff HD(K) ¢é definida como

inf( d, H(d) =C ] Outro conceito muito util ¢ o de capacidade
o , log N(e) ) ) ,
mite c(K)= lim sup————— ,onde N(g) € o numero minimo

€0 -log €
de bolas de radio € que necessitamos para cubrir K
Ceneralmente, HD(K) < c(K) mas no nosso contexto de bifurcacgoes

homoclinicas tangentes bidimensionais, teremos  HD(K) = c(K)
onde K serd un subconjunto de Cantor da reta que é regular .
Para o conjunto de Cantor " a-ter¢o do meio ", temos HD(K

c(K('x) = log 2/1og 2 -~ logtl- a) . Por outro lado, é facil ver que
tais conjuntos de Cantor sdo precisamente 0S conjuntos que obLém

se interceptando uma folhiagao estavel ou instavel das ferraduras
lineares mais simples . Em geral as ferraduras nao sao lineares,
mas ainda assim tais interse¢des sao conjuntos de Cantor para os
quais a dimensao de Hausdor®f é igual a capacidade linmite Alérmrr
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disto, se a folheacgao é de classe C! ( como no caso bidimensional,
ou mais geralmente de codimensao um ), ndo importa que secdo
tcansyetsal tomamos : estas dimensdes ( Hausdorff, capacidade
limite ) sdo invariantes por homeomorfismos Lipschitzianos .
Voltemos a considerar uma familia fu de difeomorfismos
de uma superficie .. Suponhamos que para W =0 cria-se uma
orbita homoclinica (tangente ) associada a um ponto fixo p ( ou

periodico ) de uma ferradura A para f,. Denotemos por F (A)

e FYA) as folheagdes estavel e instavel de A epor d5 e du
suas capacidades limites (transversais ). Também suporemos que a
tangéncia homoclinica desdobra-se genericamente, criando-se
orbitas homolinicas transversais para M > 0. Também que a norma
do determinante de Df, em p € menor que um .

O que pode-se dizer da dinamica de f, , para M>0 g
pegueno, em uma vizinhanca da orbita homoclinica ? Pode-se ver
pelos resultados abaixo que ha uma grande riqueza de bifurcagoes,
caracterizando-se um grau de complexidade que nos levou a dizer
acima que é impossivel dar uma resposta completa a questao . E
interessante observar que frequentemente na literatura recente
(especialmente em trabalhos de fisicos e bidlogos), o
desdobramento de ¢rbitas homoclinicas tangentes é indicativo de
" caos” :

Teorema ( Newhouse [4], 1979 ). Existem intervalos
arbitrariamente pequenos e proximos a M =0 no espaco de

parametros, e subconjuntos geneéricos destes intervalos ( em
particular densos ) para 0s quais fu tem uma infinidade de pogos,

isto é pontos periddicos atratores .

Teorema ( Palis- Takens [5], [6], 1985-87 ). Se d5+ dY < 1,
entdo frequentemente, proximoa M =0 no espago de parametros,
a dinamica de fM é hiperbdlica, isto € o conjunto limite ou ndo-
errante de fH é hiperbolico . :
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Podemos precisar um pouco mais a afirmativa acima
Indiguemos por Hgc[0,8] o conjunto de valores do parametro
para o0s quais existe uma vizinhanga U (4) do fecho da orbita

homoclinica tangente tal que nz MU (u) ) & hiperbolico . O
ne

H
resultado acima diz que Lim . ===
60 O

Conjectura 1. Se d5+dY>1, entdo para familias genéricas teremos
Hg
Iim sup — < 1.
-0 g S

[eorema (Palis-Yoccoz, a aparecer ). Para familias genéricas f

HS
como acima, se dS+dY¥>1 entdo lim _inf— <1 .
—0 5

M

A grosso medo, a conjectura e o resultadoracima afirmarm gue se
dS+ay >

entao ha muitos valores de bifurcag¢ao para f.u para M proximo a
zZero .

Ao contrario, pelo teorema anterior, se d°+d4Y < 1 entdo estes
pontos de bifurcagao tem medida relaliva muito pequena - mas nao
nula pelo teorema de Newhouse .

Finalmente pode-se preguntar por outro tipo de bifurcacdes
neste contexto . Por exemplo, sobre a fr‘equéfwcia, sempre no espacgo
de paramelro, de atratores nao hiperbdlicos ( "estranhos” ) para fu
em uma pequena vizinhang¢a da orbita homoclinica de n  proximo a
Zero .



Conjectura 2. Paraqualquer &> 0, o conjunto de valores de
em [0,8] paraos quais existe atrator estranho para f“ terr
medida positiva .

A proposito da conjetura 2, Benedicks e Carleson [!
anunciaram uma resposta positiva para a familia de Henon

Ty, (Y ) =0l M2, X )

para W, fixo bem pequenoe M, proximo a dois.
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Commutative unitary extensions of isometries

Rodrigo Arocena

Abstract we give conditions for the existence of commutative unitary
extensions of two isometries with domains and ranges in a Hilbert space, a
problem related to the existence of solutions of moment problems in Z2

|- INTRODUCTION: STATEMENT OF THE PROBLEM AND MAIN RESULT

in order to state our problem we fix the following
terminology: all the linear spaces considered are assumed to be
complex Hilbert spaces, and a subspace means a closed subspace,
an isometry V that acts in a space E is a closed linear operator
that preservs inner products and such that its domain D and range
R are subspaces of E; also, L(H) denotes the set of all the linear
bounded operators in a space H and Pg the orthogonal projection of
H onto the subspace S.

We use the following definition: a commutative unitary
extension of a pair (V,V2) of isometries acting in E is any pair of
unitary operators (Uj,Up) € L(F) such that UjUs =UoUy, F D E,
Uy extends V| and Up extends V2. When that happens we say that
{(Uy,Un,F) belongs to the family W.

Our problem is to give conditions ensuring that W is non-void.

In section Il we sketch the relation of the subject with
moment problems in Z2. Oour approach is based on the theory of
characteristic functions of isometries with scale subspaces, a
short summary of which is given in section Ill. With that tool a
solution of the above posed problem when V is a unitary operator
is worked out in section IV. It allows us to prove in section V the
following

[heorem A Let Vi, Vo be isometries acting in the Hilbert
space E, with domains D{,D2 and ranges Rji,R2,



respectively. For j = 1,2 call Nj and Mj the respective
orthogonal complements in E of Dj and Rj. The family U
of all the commutative unitary extensions of (V{,V9p) is
non-void if:
(1) V2Pp,V1Pp,(1-zPN,V1Pp,)" 1Pp, =

PR,V 1PD,(I-2PM,V1Pp) " TVoPp, , lzl <1

.lf one of the conditions
(2) Vihbo € Dy, n=0,1, .. ; Vi NDp € Ry, n=0,1, ..

and one of the conditions

(3) ViR € D4 ,n=0,1, . ¢ Vi MR € Ry ,h=4,1, ..
hold, then (1) is a necessary and sufficient condition for
U to be non-void.

1= ON MOMENT PROBLEMS

Moment problems constitute one of the main influences in the
developement of operator theory and, conversely, the operator
theory approach to moment problems is one of the most powerful
ways to solve them. A recent account of the relation between
those two subjects is [S-2], where we can read: Typically one
rinds that a moment problem is associated in a natural way with a
Hilbert space operator and that solving ‘the moment problem
amounts to finding a suitable extension of lhe corresponding
operator.

Now, when two variable moment problems are considered, the
corresponding statemente could be the following: the problem is
associated in a natural way with a pair of Hilbert space operators
and solving the problem amounts to finding suitable commuting
extensions of those operators.

For example, let a function k: {((m,n) € 22 |ml<a,lnl<b) » C be
given, where C denotes the set of complex numbers and a,b are
fixed positive numbers. We want to know when k is the Fourier
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transform of a finite positive measure m in T2. Consider the
vector space E of all the finitely supported functions from Z2 to
C and set, for any h,h' € E,

<h,h> = k(s - DNSI(L): s,t € Z2)
ifk=mandm 20, then <h,h> > O for every h € E, so we assume
that this property holds. Then E and <, > generate a Hilbert space
H, the shifts in £ given by Syh(m,n) = h(m-1,n) and Soh(m,n) =
h(m,n-1) generate two isometries, Vi and Vp, acting in H. The
problem can be solved if and only if there exists a commutative
unitary extension (Uy,U2) of (V1,V2), in which case the solution is
given by the corresponding spectral measure E.

In that way we may prove the discrete version of a sufficient
condition due to Livsic for the existence of solutions of the above
posed problem (see [B]). An analogous approach gives a Z 72
generalization of the Nagy Foias lifting commutant theorem [N-F]
which, via Sarason’s general interpolation theorem [S.1], can be
seen as a very general resull concerning moment problems
Details are in [A]

L UNITARY COLLICATIONS AND EXTENSIONS OF ISOMETRIES

In this section we follow a survey of Brodskii [B] and a note
of Arov and Grossman [A-G], adapting their notation to the
problem we are interested in.

An operator colligation is a set

8 = {H1,H5 Hp (Ajk)jk=1,2]
with Hy,Hp,Ho Hilbert spaces and (Ajk) the matricial expression
of a bounded operator A: Ho®H; - Hp®Hp . The characteristic
function 85 of & is an holomorphic function defined in a
neighbourhood of the origin in C and with values in L(H,H2), given
by
85(2) = A1+ zA1 1 - zA21) TADp

The idea is that all the information concerning & that can be
obtained by means of the spaces Hj) and Hp is embodied in the
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function B8g. This is natural if we think of § as a linear system
with response function 8g (see for example [F]).

The relation between operator colligations and their
characteristic functions allow a description of the unitary
extensions of an isometry in terms of analytic functions, in the
way we now sketch.

We say that an holomorphic function ¢: D -» L(H;H2), with
D =(z € C: |zl < 1}, belongs to the set B(H1H2) of contractive

analytic functions if [|$(2)ll < 1 holds for every z € D. When A is
a unitary operator, 8 is called a unitary colligation. In that case,
from the formula

| - 85(2)785(2) = (1 = 1212)A22 (U - ZA21™) 1 - zA2 1) 1A

it follows that 8g € B(H1H2). A basic fact is the validity of the
converse statement: Brodskii and Schvartsman [B-S] have proved
that if ¢ € B(H1H2) then there exists a unitary colligation 8§ such
that 8g = ¢.

If N and M are the orthogonal complements of the domain D
and the range R, respectively, of an isometry V acting in a space E
(i.e., the so-called defect subspaces of V), a unitary operator that
extends V, B:E®M - N@E, is given by

Ble®m) = PNe®(m+VPpe) , V(em) eb XM.

If L is any subspace of E, let L+ be its orthogonal complement and
(L) = (B(L)jk) the matricial expression of B as an operator from
LL®(LBM) to (N®BL)®BLL. That is:

B(L)yy =PNILL ® P VPRI L, BL) 1o =PIl ® (PLIM + PLVPDIL)

By =pPLLVvPplie , BWLyo =P ilm® P L VPDIL
Then 8(V,L) .= (LM, N&L, LL; B(L)) is a unitary colligation, its
characteristic function, denoted S(V.L) is the so-called

characteristic function of the isometry V with scale
subspace L.

Two colligations 8(i) = (Hy,Hp,H(Dg; (AL ), i = 1,2, are
considered equivalent when there exists a unitary operator T €
LH D, H(2)g) such that (I, ®@TIAT) = A2)(x@1y,), in which
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case we write 8(1) = 8(2), and 8g(1) = 8g(2) holds. A converse of
the last statement is obtained by considering the principal part of
8§ which, by definition, is the colligation 8" = (Hy,Hp,H' (o,
(A'jk)j,k=l,2}: with H'g the orthogonal complement in Hgp of the
biggest subspace H'g invariant by A2j and such that the
corresponding restriction is unitary, while A" denotes the
restriction of A to H'po®H 1. When 8 = 8" it is said that 8§ is a simple
colligation, and in that case it is determined by its characteristic
function. More precisely: 8g(1) = 8g(2) iff 8(1) = §(2)".

Each unitary extension U of V to a space F that contains E
defines a unitary colligation 8(U,L) with characteristic function
s(UL) Set F=V(UNL:ne 2Z) - ie, F' isthe smallest subspace of F
that contains UNL for every ne Z -, U = Ulf* and call G the
orthogonal complement of L in F', then (L,L,G; Ul)) is the
principal part of 8(U.L) and consequently it is determined by
s(U,L) Now, a classical type formula, going back to the work of
Nevanlinna and Schur (see [G]) gives all the functions S(U.L) in
terms of S(V,L), A

Let us remark that S(V.L)X(z) e L(L®M, N®L) is given by a
matrix with entries:

SL)N(\/:L)(Z) = PNU-zPLL VP T, SM’N(\/:L)(Z) =
PNPLLU-2VPRPLL) Ty
SL LV B(z) = PLvPpC-zP L VPR L, SM L VsL2) =
PLU-zVPpPLL) TIM .

When V is unitary (i.e, M =N = (0}), S(V,L) may be identified with

SL,L(V'L) and

SIVL(z)y = Pl - zvPL L) VI = [PLO -~z T e - zv)-
In a note without proofs, Arov and Grossman [A-G] have stated

that the formula:

(1) stU,L) = SL;L(V’L) ' SM,L(V’L)BUN - SM‘N(V,L)Q) 'ISL)N(\/,L))
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8 € B(N,M),

establishes a surjective correspondence from B(N,M) onto the set
* of all the characteristic functions S(U,L2 with U a unitary
extension of V. In order to be complete, we offer in an appendix a
proof of that statement.

_ The following interpretation of the above formula is
important. Given 8 € B(N,M) let & = (N,M,X; (Ajk)) be a unitary
colligation such that 8 = 8g; then U := A®V is a unitary operator in
F .= X®N®D = R®M®X , with F D E and Ulp = V , such that S(U,L)

and 8 satisfy (1).

[V- A SOLUTION OF THE PROBLEM WHEN ONE OF THE OPERATORS 1S
UNITARY

In this section we assume that V is unitary. If Vo is defined
in the whole space (i.e., Do = E), the problem can be solved iff
V1Vp =VpoVy ;in the general case Vy should be replaced, in the
~left side of the above equa- lity, by something representing it in
R2, and in the right side by something representing it in Dp. That
is precisely what the characteristic functions of V) with the

corresponding scale subspaces do. In this way we are lead to the
following

Iheorem B Let Vi € L(E) be a unitary operator and Vo an

isometry acting in E. The family W of all the
commutative unitary extensions of (V1{,V2) is non-void if

and only if
(1) S(V1,R2)(z) vp = vo S(Vi,D2X(z) , Y zeD

Proof Condition (1) is equivalent to
(2)  [PR,(1-zV 1)1V IR, 1" T[PR,(1-2V 1) TR, IV =
= V2[PD2(I—ZV1)“V]IDZ]_][Poz(I—zVI)“IDzl.
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Assumie that there exists (Up,U2,I) € U Then

[sz(l*ZV])"URz]\/Q =PR,2{zNV N n20}V2 = Pr,Uz2(2"U1Np,;:
n20) = PR, (V2Pp, + UpPn,)(1-2V 1) Hp, = ValPp,(i-2v ) Tip,l
because Pr,U2PN, = O since UpNp is orthogonal to UoD2 = Rop.
Analogously, (PR, (1-2V )71V ylg,IVp = Vo[Pp, (1 zV ) TVylp, ).
Thus, if W= ¢, (2) holds. '

't has been shown that S(Vi.R2)(2) Vo = Vo 5(V1,02)(2) is a
necessary condition for U to be non-void. In order to prove that it
is also sufficient, we consider both members of that identity as
the characteristic functions (cf in the sequel) of appropriated
unitary colligations.

in fact, since® S{V1.,D2) js the c¢f of §(Vy,D2) =
(D2,R2,N2,V1(D2)) and V5 the one of (D,R2,(0);V2), it follows
from the basic propertie of the pro- duct of colligations (see [B])
that v s(V1.D2) is the cf of o := (D2,R2,N2; (Ajk)), with (Ajk) the
matricial expression of (V2@®IN,)V i N2®D2 > Ro®Np . in the
same way we see that S(V1,R2)(z) Vo is the cf of B := (Dp,Rp,Mo;
(Bjk)), with (Bjk) the matricial expression of Vilm,®V2):
Mp@Dp » Rp®Mp . Consequently, (1) holds if and only if the
principal parts « and ' of « and B are equivalent.

Now, since A21 = PN,V iIN,, It is easy to see that
«' = (D2,R2,N'2; (A'jK)), with N'2 the orthogonal complement of Dp
in V(V1ND2: n € Z} and (A'jk) the matrix of (V2®IN,(V I IN,®D,) -
Also, B' = {Dp,R2,M'2; (B'Jk)], with M2 the orthogonal complement
of Rz in V{V1NR2: n € Z) and (B'jk) the matrix of
(VilM,@R, ) (IM,®V2). Thus, o« = B' iff there exists a unitary
operator Tt € L(N'2,M'2) such that
(3) (V2®T')(V]|N'2@D2) = (VML @R, (T®V)Y)

If d € Dp and n € Z then (Vo@®Tt )V Nd = ViN(Vo®T')d =
V1NVaod, so T is well determined:
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(4) TPN,V1Nd) = PM,VNV2d | YneZ, deDp .
Moreover, if (Uj,Up,F) € U, then UpVNd = U NUpd = V{NVad , Lhus
UQ(N'2®D2) =M2®R, |, so there exists 1" as in (3) and Uy extends
“No@T. :
Consequently, in order to solve the problem, it is necessary Lo
extend V@' In particular, that can be done withou leaving [
i.,e., Vo can be extended to a unitary operator U2 € L([) that
commutes with Vy - iff (1) holds and the subspaces V(V{MDy:
neZ)and V(ViNR2: n € Z) have the same codimension
© Let us see that the validity of (3) implies that U 15 non void
Replacing Vo by Vo@®T we may assume that VD2 =02, ViRp =Ry
and VoViqlp, = ViVo. We set T = E®M2@BN2®M®N2® - and
denote with uJ Nk the elements of Mo, N2, respectively. Now, for
e e and d e Dp, set:
Up(d + m1@u1®noe® .0 =Vod+ u1®ur®n ®uz®dnod .
Ure@p1®n1® .0 = ViedV g1V imn e .
Then:
UqU2(dtmi@pu1®ne®..0 = V Vodt Vg 1@V i@V imi®V ud.. .=
\JQ\/]d’f‘/ MOV Ip2®V I Mi®V iuzd. =
U(Vid+Vip @V ip®Vimi@Vv iuzd..) =UzU(dmi@u1®no® ...
The proof is over.

(5) Corollary When Vi € L(E) is a unitary operator and
Vo 1s an isometry acting in E the following conditions
are equivalent:

a) u=z¢

b) PR,V IPM,IMVV2Ip,=V2Pp,(ViPN,)MVip,,m=0,1, ..
©) (PRyV1MRyIV2 = V2(Pp,ViNip,) , n=0,1, ..
G <V1_nV2d,V2d'> =<{VyNd,d'>, d,d € Dy, n=0,1
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e) If 8 is the spectral measure of Vi, for every d € Dy
and every Borel set A € T, the angles of d and Vod with

the subspace 8(A) are equal.

Proof. The Taylor developement of (1) gives (5.b), which is then
equivalent to (5.a). If the last holds, (5.d) is obviously true and
(5.¢) follows. Assuming this property, it can be shown that

Vio(VNd) = vV NVod defines a unitary operator from V(V1NDo: n €
Z) onto VIV |NRo: n € Z} , so there exists a unitary operator T’ €
L(N'2,M2) such that (3) is verified. Finally, it is clear that (5.d) is
the same as
queiﬂtd<e(a>v2d,v2d'> = ITeimd<e<ud,d'> ,YneZz,

d,d" e Dp , which in turn is equivalent to the validity of
<B(AIV2d,Vod> = <B(AXD,d"> for every Borel set A € T, d,d €Dy,
and from polarization it follows that this identity holds iff (5.e)

does.
Q.E.D.

It is not difficult to give a direct proof of the fact that (5b)
implies (5.¢).

V- PROOF OF THE MAIN THEOREM

Theorem B implies the following

Theorem C In the same conditions and with the same
notation of
theorem A set:

a=5p,,0, V.P2)  b=5pm, p,V1.02) ¢ =5H, N, V1.D2),

g = SDZ,N1(V1’D2) , @ = ngij(Vl»Rz) s B = SM1,Rz(V"R2) :
g = SMhN‘(Vl;Rz), d'=SR2,N1(V1,Rz)
Then the set W is non-void iff
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(1) 3 8 €¢ B(Nj,M1) such that, for every z € D,
V2 (a(z)+b(2)8(2)lIN,-c(2)8(2)]" Td(2))=

(a'(z) + b (2)8(D)IN,- c(2)8(2)]"1d(2))V2

Proof.

I3 (Uy1,Up,F) € U the extension problem can be solved for U
Vo considered as isometries that act in the space F, so theorem F
says that V5S(U1,D2)(z) = S(ULR2)(2)V 5. Now, since Uy extends V)
there exists a unitary operator A € LIX®N,M®X) such that Uy =
A®V 1. Let 8 be the cf of the colligation § = {r»\l,m,x,_(Ajk)], then
for any subspace L € F, S(Uy,L) and 8 satisfy a rormula like (111.1)
In this way we get expressions for 5(U1.C2) and s(Uy.R2) that
establish formula (1) in the above statement.

Conversely, if the last holds, let Uy € L(F') be the unitary
extension of Vi to F' that is related with 8 in the way described
at the end of section I.

Then VoS(U'1,D2)(z) = s(U'1.R2)(z v, s0 there exists a
commutative unita- ry extension of the isometries U and V3
that act in F', and consequently U = ¢.

QLD

We now turn to the proof of theorem A Setling, in (1), 8=¢C
we see that U = ¢ whenever Vo interiwines Sp, p,(V1.02) and
SR, R, (Vi.R2) e

]
(2) VoPp,VPp,( ZPN?V}PP1) PRy =
W B | ey
7 PR,V 1Pp L 2P, VPp ) W 2P0y »
whenever |z < 1, so the first assertion of thal theorem is proved.

Condi - tion (2) is not only sufficient but also necessary for =z ¢
when in (1) the second terms of the sums conlained in ¢ I equal
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zero. So theorem A will be proved if we show, with notations as
in theorem B, that:

Vi, €Dy ,n=0,1,.. implies d=0
Vi MDp € Ry ,n=0,1,... implies b=0
\/|”F22CD1,n=Q,l,... implies d'=0
ViR € R4 ,n=%,1,.. Implies "= 0,

Now, these assertions follow from:

Lemma If V, D, R, N, M and L are as in section Il then
SNVILNZ) =0,V ZzeD & VILCD, ¥Yn2:0 ;
sMLVsLXz)=0,YVzeD & VN CR YNn20.

Proof. sy NOViLXz) = 0 iff

(i) PN(PLLVPDIN =0

while VNL € D holds for every n» 0 iff

(i) PN(VPRIM| =0

Assume that PN(VPp)MI = 0 if O <m <n; then PN(VPP)IN| =

PNCVPDIN TP L + PLVPRIL = PN(VPRINTT(PLLVPRIL = ...

= PNOVPR)(PLLVPRINT | = PN(PLLVPRINL . So we see that (i) and

(ii) are equivalent; the first assertion of the lemma has been

established. If g is an operator-valued analytic function, set §(z)

= 9(2)"; now, if g =Sm LY.L and v' = V71, the second assertion
follows from § = s M(VoL), '
Q.E.D.

Note that (2) is equivalent Lo

(3) V2Pp,V1Pp,(PN,V1PD," Pp, = PR,V 1PD,(PM,V 1PD,NV2PD, ,
nx0,

so Il is easy Lo see thal V2Pp,VPp, = V| Pp,V2Pp, is a sufficient
condition for W= ¢ . The same result can be obtained by applying
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to V.1Pp, and V2Pp, ‘Ando’s theorem on the existence of the
unitary dilation of @ commutative pair of contractions (see [N ])

PPENDIX

In what follows we sketch a proof of the Arov Grossman
formula (I11.1), based on the interpretation of colligations as
linear systems.

Lemma Let B = (Y1®K,K®Y,Y; T} be a unitary colligation
with ¢f X = (Zj), k= 1,2, wY®Y) - Yo@®Y a unilary
operator .and A: Y®Y | - K a bounded operator such tha!

Tly,y 1,A Ly DI = [Aly,y 1), wly,y )]
holds for every (y,y1) €Y X Y. Then the characteristic funciion @
of the colligation B' = {Y1,Y2,Y; w} is given by
0 =gy + Tpoll - Zy2) Xy
Proof Given a sequence y1 = {yq1(n):n >0} C Yy, we define three
olher sequences k CK,y CYandyp CYp by:
y(0) = 0, k(n) = Aly(n),y 1 (M), y(n+1) = Pytly(n),k(n),y ()],

y2(n) = Py, tly(n),k(n),y 1 (M, if n2 0.

Then k(n) = Pxtly(n),k(n),y1(n)]. Thus, when O € Y is the initial
state of the system B, if it receives the "inputs” {y1(n), k(n)}, the
corresponding "outputs” are (k(n),yp(n)}. Setting ¢ 1(z) =
Z(zNy 1(n): n20),
$2(z) = Z(zNy2(n): n20) and y1(2) = Z(zNk(n): n20), it follows that
(DZ11é1* Zi2v = v

Z2161 * Z22v =42
On the other hand, w1th initial state 0 €Y the system B’ "answers’
(y1(nm) with {y2(n)}, s

(ii) $2=00¢.
From (i) and (ii) the result follows.

n
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Proof of the Arov-Grossman formula
With the same notation as in section Il1, given 8 € B(N, M) let
§ = (N,M,X; A} be aunitary colligation such that 8 = 8g and.

U= AB®V € LIX®E) the corresponding unitary extension of V.

We consider the direct sum 81 = (L®&N,LOM,X; A]] of the

colligations & and (L,L,(0); I ); its cf is given by the matrix [gjk]
withe g4+ iA1= O 92440009 =8 ; .@180, « A 1061, n)=
(1,A(x,n)]. Now, let B be the product of the colligations -
s(V,L) = (LeM, NeL, LL; B(L)) and 81 ; thus, B = (LN, N®L, LL®X;
v}, with y = (BGBIX)(IL_LEBM ), and its cf is’ glven by the matrix
[hjk] with: ; :
h11=SL, N(V L) h12=SM, N(V Lg, h21=SL, L(V L) h22 SM L(V L)g

If (g+x+1+n) e L+ & X & L' ® N then (IL_L(BAl)(g+x+ +n) =

grltA(x+n) = PN(g+1) + Pp(g+1) + A(x*n) e N @D & M @ X lf'
(n+d+m+x) belongs to the last space then (Belx)(n+d+m+x) —'n * \/d ]
+m+xeN®E®X. Consequently,

y(g+x+1+n) = PN(g+ 1)+ VPD(g+ 1+ Alx+n) = PN(g+l)+U[PD(g+l)ix+n]

In particular, y[g+x+1+PN(g+D] = PN(g*+D) + U(g+1+n) . holds foﬁ'.”_‘

every (g+x) € L+ @ X, 1 € L. Applying the lemma with @' —-8(U L
w = U and

AL DXL o N gihven Rsaiomiimdion; formula (11 s
obtained. : el
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Campos aleatorios y ecuaciones en derivadas parciales
estocasticas.

Enrique M. Cabafna
Centro de Matematica, Universidad de 1a Republica, Montevideo.

Q. Introduccion.

La estrecha vinculacion gque existe entre el proceso ..
Wiener en R2 y 1a ecuacion de la cuerda vibrante forzada por ruido
blanco se conoce por lo menos desde 1970 ([3]). Sin embargo, no ha
sido suficientemente explotada para obtener una descripcion del
comportamiento del proceso de Wiener biparamétrico. En este
trabajo vamos a exponer algunas consecuencias que puede.,
obtenerse de dicha vinculacion, en particular a través de una
propiedad de Markov fuerte referida a la cuerda vibrante, que da
lugar a principios de reflexion .

Las elongaciones de una cuerda vibrante a partir de un
instante t guedan completamente determinadas cuando se conocen
las posiciones de los puntos de la cuerda en el instante ( , las
derivadas temporales de esas posiciones (o velocidades iniciales),
y, naturalmente, los esfuerzos a los que sera sometida la cuerda
desde t en adelante. Esto hace esperar que el proceso consistente
en las posiciones y velocidades de los puntos de la cuerda, sea ¢~
Markov, cuando los esfuerzos externos constituyen un ruido , es
decir, un proceso aleatorio en el que valores correspondientes a
subconjuntos disjuntos del dominio constituyen variables
independientes.

Sin embargo, en el caso en que el estimulo externo que se
aplica es un ruido blanco gaussiano , las posiciones de la cuerda son
casi seguramente no diferenciables en ningun punto, y el proceso de
velocidades resulta ser un proceso generalizado, con valores en un
espacio de distribuciones.

Para establecer una propiedad de Markov, sin sahr del marco
de los procesos con valores reales, se introducen las componentes
de onda del proceso solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante.
Estas componentes spn procesos ordinarios, a diferencia de las
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derivadas temporal o espacial de la elongacion de la cuerda, vy
contienen 1a misma informacion que las posiciones y velocidades.
En §3 se muestra que el proceso consistente en las componentes de
onda, posee la propiedad fuerte de Markov, y se aprovecha esta
propiedad para obtener principios de reflexion. En §4 se describen
algunas aplicaciones de esos principios. Previamente, se han
descritoen §1 vy §2 los prmCIpales elementos con 1o0s que se va a
trabajar.

No vamos a detallar tecmcas indicaremos, en cambio,
referencias donde éstas pueden consultarse. Los resultados nuevos
gque exponemos No aparecen aqui por primera vez, sino que estan
tomados de [2]y [4].

1. Procesos de Wiener de parametro multidimensional

El proceso de Wiener tipico W con parametro en [0,1], es el
proceso gaussiano caracterizado por E(W (¢t ))=0, E(W (s)W (t)) =
snt,paratodo s, t en[0,1]. Las propiedades de las trayectorias
de W son bien conocidas; en particular, casi seguramente parten de
W (0) = 0, son continuas en todo punto pero no diferenciables en
ninguno, y tienen variaciéon no acotada en qualquier intervalo
contenido en el dominio. A menudo conviene considerar el proceso
W parametrizado en la familia de los subintervalos (s ,t ] de [0,1],
definido por W ((s;t]) =W (t) -W (s ). Inversamente, el proceso
original W se calcula a partir de W por medio de W (t) =W ((0,t)).
La ley gaussiana de W esta caracterizada” por E(W (A)) =0,
ECW (A)W (B))=XAnB), donde \ es la medida de Lebesgue.

Es posible definir una integral (estocastica) respecto del
proceso de Wiener, de modo que cuando el integrando es la

funcion indicatriz 14 de un-intervalo A =(s,l], entonces ” 1,dW
= W (A); de la manera acostumbrada, la infegral se extiende por
linealidad a integrandos mas generales aunque la extension no es
trivial debido a que la medida W es muy irregular y a que el

integrando puede ser aleatorio, pero no vamos a extendernos sobre
ese punto (ver por ejemplo [7,9]).
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A la derivada “ormal de W con respecto a la medida de
Lebesgue se la llama habitualmente ruido bianco gdaussiano ,y la
denotaremos W ® LCe nanera “ormal, podemos escribir también
W(A)=J 14 W *dt

Se define una extension del proceso de Wiener al dominio
[0,1]¢, que denotaremos también W , caracterizandola como un
proceso gaussiano tal que para todo s, € [C,1]9, se cumple
ECW (t =0, ECW(sI)W Lt D=Ilsatl con (s, ,sy)nt |, tyg)l=
(s At ) .. (sgnly).  Siahora denotamos por (s ,l ] al intervalo
gerieralizado (s |l ,1x x(sgq,lyq], extendemos W definiéndolo como
la funcion de conjunto aditiva sobre la familia de los subintervalos
de [0, 1] que satisface W ((0,t]) =w (t ) paracada l € [0,1]¢

La integral esfocastica respecto de W o de W se define
ahora de modo que para cada intervalo A = (s ,l ] se cumpla
igualmente JlA dw = W (A). También en el caso d -dimensional,

w tiene trayectorias casi seguramente continuas pero no
diferenciables. A la derivada formal W ¢ se la llama también ruido
blanco gaussiano, y podemos escribir como antes W (A )= IlA W *dt
El dominio del proceso de Wiener de parametro
unidimensional puede extenderse a R' yuxtaponiendo procesos
definidos sobre intervalos unitarios. Conviene hacerlo con el
proceso parametrizado sobre los intervalos, pues basta tomar
una sucesion (W,), neZ', de copias independientes de W vy
definir W (A) =2, W, (A n(n ,n +1]-n ). Luego se obtiene W
n
mediante la misma ecuacion W (t)= W (0 ,t 1. Asimismo, la
extension puede hacerse a todo R, de manera similar. Para extender
W basta reemplazar Z*' por Z en la construccion anterior. Luego,
para obtenerW, seusalamisma formula cuando t >0, y W(t) =
- W ((t,0]) cuando t < 0. Esta convencion implica mantener vigente
la condicion W (0) = O.
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La extension de W en [0,1]9 a todo (R*)d se hace de manera
semejante: se definen copias independientes de W asociadas a
cada cubo unitario, y se extiende W como en dimension uno. Se
define nuevamente W(t)= W (0 ,t ], lo que corresponde a imponer
W (t )=0 cuando alguna componente de ¢t es cero. Es claro que la
extension de W a todo RY no ofrece ninguna novedad respecto de lo
que precede, y tampoco la de W, que puede hacerse mediante

ad
wt)=(sgnJ]t; »W ((t a0, t vOD),
J =1
donde supremo e infimo se toman coordenada a coordenada.

Para terminar esta coleccion de notaciones, vamos a indicar
que se suele llamar proceso de Wiener respecto de una medida (de
Radon) W al que resulta de.reemplazar en las expresiones que
caracterizan la distribucion de \47, la medida de Lebesgue por la
medida W, es decir, se cumple E(W (A ) =0, E(W (A)W (B)) =
M(A NB ). La existencia de tal proceso no es trivial, ni siquiera
cuando M es 1a medida de Lebesgue, aun cuando este caso es mas
sencillo.

Un contexto en el que los procesos de Wiener aparecen de
manera natural, es el del calculo de las distribuciones asintoticas
de procesos empiricos. Cuando f, es la funcion de distribucion em
pirica de una muestra aleatoria simple de la distribucion uniforme
en [0,1], el proceso z, en [0,1] definido por Z, (L) =vn (F, (L )-t)
converge débilmente a un proceso de Wiener tipico W condicionado
por W (1) =20.Si, en cambio, f, es la distribucion empirica asocia-
da a una muestra de la distribuciéon uniforme en [C,1]9 entonces
Yn (F, (t ) N(0,t 1)) converge débilmente al proceso de Wiener
tipico W en [0,119, condicionado por W (1,1,,..,1)=0 A un proceso
con la distribucion condicional de W dado W (1,1,. ,1)=0, que

d
coincide con la de W (t)- (JTt; ) w (1), se lo Ilama puente

Browniano (ver [10]).



NOTA Prebablemente, 1a manera mas simple de definir y construir el proceso
de Wiener bi-paramétrico es aplicando dos veces el desarrollo en funciones ortonor-

males ge Haar de Lévy-Ciesielski Liamemos Do={1}, D,=(k /27; k=1,3,5,
. 20-1) (n=1,2,. ) al conjunte de los racionales diadicos con indice n en (0,1}, y

o
D al conjunto laan ce todos los racionales diadicos en (0,1].

£l sistema ortonormal completo en  L2(0,1)  de las funciones de Haar (H-
r D} se define por

H(t)=1 (0ct <) y :

Hp() =20 D/2sgnir 1)1, 412 n), pParar €Dy, n=1,2,,y las
funciones de Schauder (Sp:r €D} son 'asintegrales

,(r)-J H () at

La construccion de Lévy-Ciesielskl ([6]) del proceso de wiener de p>ramerrn
Lnigimensional w o es

wity= Y, % ZpSetrd,
n =0 r GD,')

conde (Zp: r € D} es una familia de variables aleatorias independientes, 1dénticamente
distribuidas gausianas tipicas De esta representacion en serie se puede concluir que w
tiene cast seguramente trayectorias continuas (porque 1a serie converge uni-
formemente casi seguramente) y se puede deducir la distribucion de w, a saber, gue
lw(t )t €l0,1]} esuna famiiiagausianay Ew(t) =0, Ew(s)w (t) =35 Al parz
todo s, t€l0,1]

Consideremcs ahora una familia de procesos de wiener de parametro unidi -
mensicnal incependientes {w,-: r € D) El proceso de Wiener de parametro bidimenr-
sional W en 10,112 se puede construir por medio de

Wixydl--3 ¥ wrix Sty )
n=0r en,
y 10s mismos argumentos usados en el primer ¢aso para deducir 12 continuidad de 1as '
trayecterias y la distribucion de w, se aplican ahera para deducir 12 continuidad ¢as
seqgura ge W (x .y ) come funcion de (x ,y ).y también que (W (x-.y )Ax ,y )€ (0,!12]
es unz familia gaustana con EW(x . y) =0, EW(x ¥y W (x Y )X AX Wy Ay )
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2. Ecuacidén de las ondas forzada por ruido blanco v proceso de
Wiener de parametro bidimensional.

Asi como el proceso de Wiener de parametro unidimensional
se puede utilizar para describir el movimiento de una particula su-
jeta a solicitaciones aleatorias estacionarias, con independencia
entre los esfuerzos actuantes en intervalos disjuntos del tiempo,
es conocido desde hace muchos anos que el proceso de Wiener de
parametro bidimensional proporciona un modelo que describe las
oscilaciones de una cuerda vibrante sometida a esfuerzos aleato-
rios para los cuales hay completa independencia entre lo que ocurre
en lugares y/o instantes diferentes ([3]). En 1o que sigue, vamos a
detenernos a considerar este Gltimo modelo.

Dado que la solucion u (t ,z), 0<t, z€ R de laecuacion de la
cuerda vibrante infinita (¢t > 0, z € R)
d2u/ot?2=02u/dz2+f (t,z)
con condiciones iniciales
u(0,z)=90u(0,z)/at =0
es

vtz =] e oy f (T X dTH

con
cle,z)= (0 0):0<tct, 1T -21¢t-"7) (1)

resulta natural escribir la solucion u (t ,z ), C<l, € R de la
ecuacion de la cuerda vibrante infinita forzada por ruido blanco
gaussiano tipico

d2u /ol 2=02u/oz2+ W *
con las mismas condiciones iniciales

u(0,z)=0u(0,z) ot =0
en la forma

ult,z)= W (C(t,z)),
que se obtiene reemplazando f por W ®(c.7. [3,8,11])

0
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Cuando el ruido actua sobre un subconjunio compacto N de
R'xR, es decir, cuando la nueva ecuacion es

2U/dl2=2032u/d24 W *1y (2)
la solucion estara dada por
ult,z)= W (A(t,z) (3)

con AL »)=C(t,z)n N.

Si la solucion se observa solo sobre un compacio K ¢ R'xR,
es claro que el ruido que actua fuera de K = y U o Ci¢ 2 ) 1o
tiene ningun efecio sobre el resultado observado, por lo tanto el
conjunto N donde acilua el ruido (que podria ser todo R'xR) se puede
reemplazar por N nK .

Supondremos ey 10 gue sigue que W acila sobre un compacto
N, sea porque el fenomeno a modelar tiene esa propiedad, o porque
va a ser observado en un compacto y se aplica la observacion
precedente.

Definimos componentes de onda de u de la manera siguiente
({ah
Para cada t, introducimos
Fr(z)=W T, 0ctet, ez tInN) - W (LT, 0t InN) vy (&)
Ci(2) =W (T, 1) 0¢tet, -T2z -L)nN) - % W (T, 0 0Tl InN) v (4)
donde ¥ es una constante, posiblemente aleatoria, que se elegira
convenientemente.

Es facil verificar gue la solucion (virtual) u ¢, de la
ecuacion

02Uy (T, Z2)/3t2=032u (T, 2)/822+ W * 1y Lirqs)
es :

Ueqpy$ Er8, 2=F; (Z+35)t &; (z-5])

para s > 0. De otra manera, Fy y G, representan las ondas que
recorrerian la cuerda a partir del instante (  si se extinguiera el
ruido desde ese momento.

Cuando se conocen u (t o)y au (t ,e)/al ambas comrponentes
de onda se deducen de

ult,z)=F, (2)r G, (2) (3)
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oult,z)ot =F (z) Gy (2).

Este sistema de ecuaciones permite obtener [, y G, a menos
de una constante aditiva, pero de (4) y (4') resulta ademas
Fi(+e0)-y=G; (me0)ty y esta condicion determina la constante .
Reciprocamente, (3) muestra que v, ou/ot se deducende f, y G,

Los procesos F; y Gy tienen valores reales, mientras que ou
/ot es un proceso generalizado con valores en el espacio de
distribuciones de Schwartz. Por este motivo preferimos describir
la evolucion de la cuerda por medio de f; , G; envez de u, ou /ot ,
con lo que evitamos trabajar con procesos generalizados.

3. Propiedad fuerte de Markov, vy Principio de Reflexion.

Llamemos A; =a(u (t,z): 0¢<T<l , 2z €¢R}alaag-algebra
generada por las posiciones de la cuerda hasta el instante t

Si T esun tiempo de parada respecto de la filtracion
(A, :t>0), se introduce

Ar+={(A An(T<t)es A, medible para todo ().

Es inmediato verificar que cuando se reemplaza T ' por una
constante t, entonces A;+ =Ngyt As.

La propiedad fuerte de Markov expresa lo siguiente:

Teorema 1. Condicionado a (T <o},

(i) wiTHt z)l=ulT+l, 2z Felzot)-Gelz-t) (t,2)¢

R*xR
es independiente de A+ y tiene la misma distribucion que
u=ufo)

(i) FelTNz)Y=Fro(z)-Friz+t) y G UNz)=6Gy, (2)
Gr(z-t) son independientes de Ay y tienen la misma distribu
cion que Fy = F (O y G, = G, (0)

Este teorema es una generalizacion del Teorema de Dynkin-
Hunt para el proceso de Wiener de parametro unidimensional, y se
puede demostrar de manera similar. (Ver (2], por ejemplo).
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La propiedad fuerte de Markov, implica el siguiente Principio
de Reflexion.

Teorema 2. Conm (t)=maxF, + maxG, yM(T) =
maxs ¢ m (s), se cumple P(M(t)>c) <2 P{m(t)>c) para cada
constante positiva ¢ .
Demostracion. introducimos la variableT = sup(t: M (t )<c },
que es un tiempo de parada, y observamos que cuando ocurre
(Mt )<c)=(T <t ), entonces m (t)=c y existen dos puntos
aleatorios Z, y Z, talesque Fr(Z )+ G;(Z5,) =C.
Dado que FT) v (Z =t +T )+ G 7 (Z 5+t -T ) es una
variable centrada e independiente de A+, deducimos
PUT<tIn(FT) g (Z,-t+T)+ G 7 (Z 4t -T )1>0))=
(1/2) P(T <t }=(1/2) P(M(t)>c ). (6)
Por otra parte,
(TAINFTY g (Z =t +T NG T g (25t -T 1O} =
(TAIN(F(Z =t +T )Gy (Zoprt -Tclemt)>c) (T <t],
y esto implica
PUT <t In(FT) (2 -t T )G Ty (Z ot - T )>0))¢
Pim (t)»c ). (7)

De las desigualdades (6) y (7) se obtiene el enunciado.
Aunque la desigualdad (7) puede ser muy grosera, P(M(t)>cly
Pim (t)>c) son infinitésimos del mismo orden para ¢ grande, de-
bido a la inclusion trivial (m (t)>c ) c (ML) >c).

4. Dos aplicaciones.

4.1, Estimacion de las colas de 1a distribucidon del supremo
del proceso de Wiener biparamétrico en [Q, 112

Si el ruido actua exclusivamente sobre el conjunto N de la
Figura 1, se verifica facilmente que

Pim (¥2)>a)=P(sup, , W(x, 1y W(ly)W(1,1)>a)
donde W denota cualquier proceso de Wiener tipico.

- 89



Un calculo de covariancias muestra que W (., 1)+ W (l1,.) son
independientes, conditionadas a W (1,1), y esto conduce a un calculo
sencillo del valor numérico de g(a) =2 P(m(¥2)>a). (Ver [&])

La inclusion obvia {sup,u(t,z)>a) c(M(t)>a)ynuesiro
Principio de Reflexion implican

P{SUPo¢x ¢ 00y 1 Wix,y)2al <gla) (8)
!
W.

8 B Yi

/&'

N

4

-¥2/2 Y2/2

Figura 1

La distribucion exacta de SUPg.y .jo.y W (X .,y ) no se
conoce, pero en la bibliografia ([S]) hay cotds para el término de la
izquierda de (8).

Nuestra cola en (8) es grosera, y no mejora la de ([S], pero
esto ocurre porque la familia de conjuntos

R = {(0,x)x(0,y):0¢x <1, Ogy ¢t )
sobre 1a que se evalua W no se adapla al contex.o present
nueva familia

S=1A(x v, ! ) Oex < Oap el , Ol ¢ 42
donde cada A (x .,y .t ) es el par ordenadd de subconjunios de
(0,1)%(0, 1)

Alx ,y L) =(x ¥y ) Oex <x, Gy <y xry ol |
(G " s 81, way ¢l,x vy €8},

v 1a ey de evaluacion

WA |, A= WA 1 Wi

La
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nos permite considerar una situacion nueva para la cual nuestro
Principio de Reflexion da resultados mas precisos:

Teorema 3. Se cumple la desigualdad
P(supaes W(A)>a)<g(a) (9)

El enunciado precedente proporciona una desigualdad del
mismo tipo que (8), que utiliza la informacion contenida en una fa-
milia de conjuntos sobre los que se evalua el proceso W , que es
mucho mas rica que la que se utiliza en (8), y tiene por lo tanto la
ventaja de extraer mas informacion de las muestras. Tiene también
la correspondiente desventaja de que el calculo de 1os supremos re
quiere mayor esfuerzo.

4.2 Problema de barrera para l1a cuerda finita fija en 1os

xirem

Las posiciones u(t,z) de lacuerdafinita(t >0, a <z <b)
de longitud L =b -a con condiciones iniciales nulas y condiciones
de contorno wu(t,a)=u(t ,b)=0paratodo t >0, se puede obtener
por el método de las imagenes de Lord Kelvin, que consiste en
reemplazar 1a cuerda por otra infinita, a la que se aplica una accion
externa que resulta de extender la accion £ inicialmente definida
parat >0, a <z <b atodoR'xR pormediode F(t,a++f(t,a-7)
=f(L,b+7) FCL,b-7)=0 (L,720) Estareglaimplica u(t,a) =
ul,b) =0, por simetria, y la restriccion de la solucion para la
cuerda infinita a @ <z <b es la solucion de la ecuacion de la
cuerda finita.

Se verifica facilmente que, al proceder de esta forma, re-
sulta como solucion v (L ,z ) la suma de 1as integrales de f sobre
cada uno de los rectangulos de la Figura 2 multiplicadas respecti
vamente por. 1 o 1, de acuerdo a lo indicado en la misma figura.
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Cuando f se reemplaza por W ®, encontramos pafa il 2 )
la suma de las evaluaciones de W sobre cada uno de 105 rmismos
rectangulos, con el signo ya indicado.

Una notacion formal para u (t ,z ) es

ult,z)=Y WR,(t,Z)NnR*xR) - Y W(S,(L,2)nR'«R)

h h
con .

Rt z)=CCt zWNC(t-Z2ra,a)ulilt+2-b b))

S(t,z)=R(t-b+ta,a+b-z)

Rp(t,z)=REtL-2hL ; Z ) Sl . Z)=5kL-2ZhL , 2

fhi=0,1,2,...

Ambas sumas son finitas, porque 1as intersecciones
vacias para h grande.

son

g

1' . 7
Frgura 2 Regiénde integracion para ¢! cd'lcule de gl

La descripcion de v resulta mas sencilla a partir de la figura
que de la formula. Por ese motivo describimos los precesos £y y G,
que son las correspondientes componentes de onda d=



al,2), por medio de la Figura 3. Para verificar que son efectiva
mente las componentes de onda, observamn os que

Fela )Y *Be (b= ull 2} (10)
para d <z < b. Parab <z <b L, por la simetria de la solu
cion extendida correspondiente al metodo de las imagenes, u(t,z)
=-y(t,2b-2z), (a <2b-z<b), porlotanto, ull,z)= F, (2b-2)

Gy (2b ~z) y laecuacion (10) sigue valiendo cuando [y y G se ex

tienden para z €(b, b+L ) por medio de las ecuaciones

/'—[(Z): ’G[(ZD*Z )

Gy ()= -Fpl 2B~z }.

It (Lz g

1

B -

- <
D I
>

Figura 3 Regiones donde se evalta W para calcular Fy, a la izauterda,y Gy, 2 la
derecha.

-

Dado que u es periodica cfon periodo 2L, extendemos F, y G,
periodicarmente, con el mismo periodo, y este procedimiento nos da
las dos componentes de onda de 1a solucion extendida u. Se obser-
vara que, en particular, para @ -L <z <a, se cumplen las ecuaciones

Felz)=-G,(2a~-2 )
Gple ) ==Fy [ 2a=z },
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tal como lo mostraria directamente un argumento de reflexion con
respectoaa envezdeb.

' Si se extingue el ruido a partir de (, los conjuntos de valo-
res de laonda (Fy.g5(a): 0<s<L )y (Fe(z2): a<z<b]) coinciden (por
que Fr.g(a)=Fi(a+s)),ytambién coinciden (F;.g(a) L <s<2L )y
(-G (z) a<z<b) Porlotanto, si un nuevo proceso v se define
mediante v, (s) = F;.g5(a), 0<s<2L , donde ;.4 se calcula a partir
de 1a suposicion de que el ruido se suprime a partir de {, entonces,
cuando s describe el intervalo 0<s <2L , v, (s ) describe todos los

valores de F;(2), z € R.

Dado que los valores de G;, z €R, coinciden con los de ~f, (2),

z € R, se cumple

m(t) = max ocs 20 Vi (S)+ max g5 20 (v (5)) =
MaXo¢s <21 V[(S )= min a¢s ot (Vl (s 1),

!4
4
BN

componente 1

componente 2

Figura 4. Esquema para el calculo ge E(f g 4 .,§ )

El Principio de Reflexion del Teorema 2 es aplicable cuando
la distribucidon del maximo m (t ) se conoce. Obtlener exactamente
esa distribucidn no parece facil, pero para cada valor particular de
t es posible al menos estimarla por simulacion.
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Para algunos valores particulares de t , a saber, para los
multiplos de L, la distribucion de m (t ) se puede describir de ma-
nera relativamente simple. El teorema siguiente muestra que la
distribucion de m (kL ) se obtiene facilmente a partir de lade m (L)
para cada entero kK .

Teorema 4. Para cada entero k, Plm (kL )> Ykc) =
Plm(L)>c ). _

Basta verificar que v, y vk v, tienen la misma distribu-
cion, o bien que Evy (s) vy (s+8) =k Ev,  (s) v, (s13) EIl area de
la region sombreada de la Figura 4 es Evy (s) vy (s +38). Estare
gion se obtiene como unidn de k componentes congruentes entre si
La que esta indicada con una sombra mas obscura, corresponde a
k =1,y de alli se deduce la conclusion requerida.

Un calculo directo del area sombreada muestra que

Ev; (s) v, (s+8)=(L-18D)2/4 (|8l<2L ).

En [2] se indican estimaciones de h (¢ ) =P{m (1)>¢ } basadas

en la simulacion del proceso de covariancia parabolica v .



REFERENC' AS
1. Billingsley, P Convergence of provability me sures Wiley, New York, 1968

2. Cabana. A and Cabana. EM., Strong Markov property for the vibrating string forced
by white noise and one application, en tramite de publicacion

3. Cabana, EM.,, The Vibrating String forced by white Noise, ZW. 15 (1970) 111~
130.

4. Cabana, EM., On two-parameter Wiener Process and the wWave Equaticen , por
aparecer en Acta Cientifica Venezolana.

5. Cabana, EXM. and Wschebor, M., The two-parameter Brownian Bridge Kolmogorov
inequalities and upper and lower bounds for the distribution of the maximum, Ann
Prob. 10 (1982) 289-302.

6. Ciestelskl, Z., Holder condition for realizaltion of Gaussian processes rans Amer
Math. $0c 99 (1961) 403-413.

/. Friedman, A, Stochastic differential equations and applications, 3 v ., Acad Press,
1975-1976

8. Kannan, D., Random integrodifferential equations , en A 1 Bharucha-Re:d, ed
Probabilistic Analysis and related topics, Vol I, New York - Lonaen, Academic 2ress,
1978, pp 87-167.

9. McKean, Henry P.Jr., Stochastic Integrals, New York!- London, Acacemic Press
1969,

10 Pyke, R Multidimensional empirical processes: Some comments in statistic:
inference and relatied topics. (ML.Puri Ed), New York, Academic Press, 1975 pp 4%
48.

11 walsh, JB., An introduction te Stochastic Partial Differential Equaticns, Lecturs
tloles on Math. 1180 (1986) 256 -_4.'57



Algunos Comentarios Sobre los Conceptos
de Grupo Linealinente Reductivo y Grupo
Geométricamente Reductivo

Walter Ricardo Ferrer Santos.
Uuniversidad de la Repablica. Facultad de Humanidades y Ciencias.
Montevideo. Uruguay

Diciembre de 1987

1 Introduccién

En este trabajo anunciaremos una generalizacion de los conceptos de grupo
algebraico lincalinente reductivo y geométricamente reductivo, conceptos
éstos que en el caso cldsico hun sido estudiados extensivamente en la lite-
ratura (ver por ejewplo: [3] , [8] o [7] ). Esta generalizacién nos permite
a su vez, gencralizar algunos resultados clasicos sobre generacién finita de
anillos de Invariantes y existencia de cocientes afines.

Mas que desarrollar en detalle las aplicaciones de estos conceptos, tra-
taremos de relacionarlos con los conceptos cldsicos y de mostrar que su
introduccién permite una reinterpretacion de resultados conocidos. Demos-
traciones detalladas de los resultados aqui mencionados apareceran préxi-
mamente.

En la Seccién 3 se complementan los Teoremas mencionados con algunos
resultados debidos a H. Borsarl que estan en proceso de ser publicados.
Aprovecho la oportunidad para agradecer a la Profa. Borsari el permitirme

mencionarlos aqui.

Las notaciones que usarciuos son las de [4] y [6]. En particular las
variedades algebriucas que consideramos son afines y definidas sobre un
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cuerpo algebraicamente cerrado k. Las representaciones de grupos alge-
braicos seran locahuente finitas y polinomiales, o sea serdn representaciones
racionales.

2 Acciones Linealmente Reductivas y Geomé-
tricamente Reductivas

Sea K un grupo algebraico afin definido sobre k y sea X una variedad afin
en k™ cuya algebra de funciones polinomiales serd denotada como P(X).
Una accién polinomial de K en X a la izquierda induce una accion de K
en P(X) a la derecha que hace de P(X) un K moédulo racional.

Si fe P(X),g€ Kya € X esta accién estd dada por: (f.g)(z) =
f(g.z). Ademaés csta accién lineal de I en P(X) induce en P(X) una
estructura de P(/\) comoédulo.

Definicién 2.1 (/8/) Decinos que I\ es linealmente reductivo si para todo
par de K mdédulos racionales N C M con N de codimensidn uno en M;
existe T, K submdidulo de M, tal que M = N & T

Definicién 2.2 (/7]) Decimos que I\ es geométricamente reductivo si para
todos los pares de M y N como antes existe n entero positivo y un K
submddulo de S™(M) , que llumamos T, tales que : NS ' (M) T =
S™(M).

14

En la definicién anterior S*(M) indica la enésima componente homogenea
del algebra simétrica construida sobre M. Si en la Definicién 2.2 ponemos
n = 1 obtenemos la Definicién 2.1.

Indicamos por M(K) la categoria de los K médulos racionales (la accién
de I la consideramos del lado derecho). Si X es una variedad afin en la
que K actia de forma polinomial indicamos por M(K,X) la categoria de
los (&, P(X)) médulos racionales.

Recordemos que M es un (I, P(X)) médulo si es un K modulo y
también un P(X) médulo de modo que sig € N, f €eP(X)yme M
se verifica que (fr).g = (f.g)(n.g).

Es facil ver que las Definiciones 2.1 y 2.2 son equivalentes con las Defi-
niciones 2.3 y 2.4 respectivamente.
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Definiciéon 2.3 Dccimos que un grupo alycbraico K es linealmente reduc-
tiwo si para todo M € M(N) y para toda f EM(LK), f: M — k sobreyec-
tiva; existe m € M*™ tal que f(in) = 1.

Definicién 2.4 Dccimos que un grupo algebraico I\ es geométricamente
reductivo st para todo M y [ como antes, existe o entero positivo y m €

S (M)K tales que S™(f) = 1.
Esto nos conduce de forma natural a las siguientes definiciones.

Definiciéon 2.5 Deccimos que I actia en X de forma linealmente reductiva
s1 para todo M € M(K, X), pura todo J ideal I\ estable de P(X) y para
toda f € M(I,X) con f: M — P(X)/J [ sobreyectiva- ; existe . € M¥
tal que f(m)=1-J.

Definicién 2.6 Dccimos que N actia en X de forma geométricamente
reductiva s1 para todo M, J y f como antes, ezisten n naturel y m €

(P(X)® S™(M)! tales que S™(f)(m) =1+ J.

En esta definicién denotamos por S”(f) al morfismo obtenido mediante la
composicién de la aplicacién id ® S™(f), inducida por f en P(X)®S™(M),
con la multiplicacion en P(X)/J. Asi S"(f) : P(X)®S™(M)— P(X)/J.

Es claro que la Definicién 2.6 con n = 1 es la Definicién 2.5. Ademas ,
si X se reduce a un punto la accién de K en X es linealmente reductiva si
y s6lo si K es linealinente reductivo y lo mismo para geométricamente re-
ductivo. Es claro también que se K es linealmente reductivo, K actia .
en cualquier varicdad de forma linealmente reductiva y lo mismo para
- geométricamente reductivo.

El Teorema quc sigue explicita estos conceptos en un caso de particular
interés.

Teorema 2.1 Seu G un grupo algebraico afin y K un subgrupo cerrado de
G. La accidn por traslaciones izq'uiev'dg;s de K en G es linealmente reductiva
si y solo 81 es geométricamente reductiva y P(G)K es finitamente generado
como k dlgebra. Ademnds esto sucede sty solo st K es exacto en G.

Recordemos (ver [2]) que I es exacto en G siy sélo si el functor induccién
de I moédulos en G moédulos es exacto y eso a su vez es equivalente con
cualquiera de las condiciones que siguen.
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e Para todo M € M(L) se verifica que HY(N,P(G)&; M) =0
e P(G) es injectivo como I\ mddulo.

e La Vvariedad algebraica G/IV ¢s afin.

Vale también ¢l siguiente “Teorema de Transitividad 7.

Teorema 2.2 Sea H un subgrupo cerrado de un grupo algebraico afin K
y sea X una varicdad afin en le cual N actia polinomialmente. Si la
accion de I en X es geométricanmente reductiva y la accion de H en K
es linealmente reductiva entonces la accion de H en X es geométricamente
reductiva.

Usando los resultados de Haboushi y Nagata sobre la equivalencia entre
reductividad geomctrica y reductividad concluimos el siguiente resultado
clasico sobre grupos reductivos, que en nuestro contexto aparece como un
caso particular del “Teorema de Transitividad .

Corolario 2.1 Sea K un grupo algebraico reductivo y H un subgrupo cer-
rado de K. Entonces H es reductivo s1 y sdlo si el cociente K/H es afin.

Demostracion. Como H es reductivo es tawbién geométricamente reduc-
tivo. Esto implica que H actia en cualquier variedad (en particular en
K) de forma geométricamente reductiva. El Teorema 1 emplica en este
caso que K/H es afin porque es sabido que los anillos de invariantes son
finitamente generados.

Reciprocamente, si K/ H es afin observamos anteriormante que H actia
en K de forma lincalmente reductiva. Al ser I reductivo, K actia en k
de forma geométricamente reductiva. El Teorema de Transitividad ase-
gura que H actia en k de forma geométricamente reductiva. Luego H es
reductivo. a

El siguiente teorema, cuya forinulacion puede generalizarse sustancial-
mente, extiende resultados clasicos de Nagata y otros. De la misma forma
que en (8] puede usarse para concluir resultados sobre la estructura de co-
clentes.

Teorema 2.3 S1 I\ actia en X de forma linealmente reductiva el dlgebra
P(X)X es finitamente generada sobre k.
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3 Acciones Linealmente Reductivas e Inte-
grales

En los comienzos del desarrollo de la teoria de la cohomologia racional
Hochschild, en [5], hizo notar la nccesidad de probar que si K es un grupo
afin y H un subgrupo cerrado normal, entonces P(K') es inyectivo como H
modulo. Este resultado fue demostrado para cuerpos algebraicamente cer-
rados de caracteristica arbitraria en [2] que de hecho probaron el siguiente
resultado mas gencral.

Teorema 3.1 (Cline, Parshall y Scott). Bl H mddulo P(K) es inyectivo
s1y sdlo si N/H s una variedad afin.

En el mismo articulo los autores prueban que si H es unipotente, las con-
diciones del Teoreina anterior se verifican si y sélo si existe un morfismo de
H médulos o : P(H) —-P(L\) tal que (1) = 1. De hecho, en el articulo
citado los autores prueban un resultado del tipo mencionado en el caso de
un grupo actuando cn una variedad afin arbitraria.

El resultado que enunciamos a continuacion generaliza los resultados
anteriormente mencionados y da una condicion necesaria y suficiente para
la inyectividad de (X)) como A médulo. Este resultado es debido a H.
Borsari .

Teorema 3.2 (Borsuri, Heloisa) Las siguientes propiedades para la accidn
de un grupo algebraico I en una variedad afin X son equivalentes.
a) La accion de N en X ¢s hinealinente reductiva.
b) P(X) es ingectvo corwo IS modulo.
¢) Existe un morfistno de I médulos o tal que : o :P(K)—-P(X) con
gl l) = 1.

En el caso en que X consiste de sélo un punto, el Teorema anterior gene-
raliza resultados clisicos sobre mtegrales en grupos linealmente reductivos.
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Nonparametric regression estimation in models
with weak error's structure

by
Ricardo Fraiman and Gonzalo Pérez Iribarren
Centro de Matematica. Universidad de la Republica.

Abbreviated tittle: Nonparametric Regression Estimation.
SUMMARY

In this preprint we propose nonparametric estimates of the regression function -
and its derivative when it is only assumed a weak error's structure. We study their

local and global asymptotic behaviour when we observe dependent trajectories: - =

l.Introduction. A classical statistical problem is the _estimation of a
'regreqsxon function g(x) Typ1cally g(x) 1s assumed to belong to a parametr

family g(x o) and parameters are estimated via least square methods

AMS 1980 Subject Classification: 62G05.
Key words and phrafe‘ Nonparametrlc regrot‘lon models, growth cutves a-mixing

processes, locally wo.:ghted_ a,v’er‘ages,
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As noted by Gasser et al.(1984) these parametric models are,for growth
curvés,motivated more in "methodological H%ethods than in biological reasoning”. That
is one of the reasons why nonparametric techniques seem more natural in order to
obtain evidence which allows us to understand the dynamics of the problem.

In this preprint we consider the problem of estimating the function g(x) that
verifies a general nonparametric reg?ession model,

Y(x)=g(x)+e(x), E(e(x))=0
from a discrete set of observations of the process Y(), defined on a probability space
(Q,A,P), at the points (x;/1<isn}.

This problem has been considered by several authors, Rosenblatt (1971),
Priestley and Chao (1972), Benedetti (1977), Clark (£977), Gasser and Muller
(1979), Gasser el al. (1984), Hardle and Luckhaus (1984) and Georgiev (1985)
are some references |

However, it 1s quite often required that to the process e(x) verifies

E(e(xi)e(xj))=0 for Xj=Xj, or to impose a mere restrictive concition, namely, that
the "errors” given by the sequence (elx;), 121} be  1ncependent. This case
corresponds mainly to measurement erreors, anc it cannct reasonab'y be applied to

other situations as, for example, the case of some growth curves models where the
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observable response of each indivicual may be belter modeled asa sampling -path
Y(x,0), ®EQ of a process Y(x) with expected vaiue g(x) Moreover, square mean
continuity of the observable process Y(x) entarls that the variables e(x) and e(x’)
zre strongly correlated If X' is near to x. For example in some biclogical phenomena
as the growth of individuals (or populations) YU x,w) will be the growth curve of
the j-individual, etJ)(x,0) the measurement of the deviation from the mean growth
g(x) of the response of the j-individual and (x;j /1<i<n} the points where
measurements are taken.lg this case the individual responsés will be often
independent, occasionally m-dependent, as in the case when we are dealing with
individuals with the same progenitors. Moreover ,in practice sometimes the
observed responses in different individuals are also correlated. For instance, in
hidroloéy ,many phenomena may be represented by a sequence of responces curves
(YD), j21) with an intrinsic dependence structure, such as mixing conditions.
AS fn Hart and Wehrly ’(198'6), we consider a nonparametric approach to
regression problems in which a random sample of m experimental units of a response
variable is available at the points xy,..,xp, 0f @ controlled variable. For this model
Hart and Wehrly (1986) studied the asymptotic square mean error of a kernel

estimator assuming that the e(J)(x,) are zero mean random variables satisfying

cov(e{D(x;),etHxp))=02p(x j-xp) for j=k and zero elsewhere (for a smooth
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correlation function p), and obtained results concerning the optimum choise of 2
bandwidth. (See also Mbcks et al. (1984)).

We will denote by Y()(x;) the j-th response at the point x;,where1<j<m,1<i<n
and’'m is the number of experimental units. In order to allow dependence we will
assume that the sequence (e{J)(), j21) is an (non-necessarily stationary) o-
mixing process.

In section 2, we propose nonparametric estimates of the function g(x) (population
mean response) and of its derivativé g'(x) based on locally weighted averages. For the
derivative,instead of the derivative of the estimate of g(x),i.e. the derivative of a
"smooth” version of g(x), we consider a smooth version of a numerical derivative of
g(x), that is alocally weighted average of the increments rate of the observed
process. In this way we include nearest neighbor weights (which are not
differentiable) and we also obtain -in general - a nonjdegenerate asymptotic joint
distribution of the estimators of gand g.

Section 3 is divided into three parts. In the '.first one we show the
consistency of the proposed.estimates; in the second one we obtain their asymptotic
distribution at a given point x and the asymptotic finite dimensional distributions.
In the third one we give the asympt‘otic distribution of the corresponding processes on
Cl0, 1], (the space of continuous functions on the interval [0,1]) related to each one

of the considered estimatés.
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2. Some nonparametric estimates for g(x) and g'(x). we will
censider the following model

Y(x) = g(x).+ elx) s . (2:1)
- where (e(x): x€[0,1)} is a zero mean stochastic pr@cess defined on a probability
space (Q,-4,P) which -in general- will take values on the space C[0,1], and
g:l0,11>R 15 2 cdntinuous function. Y(x) wvl_l represent the indlv:dg_zal respense
(sampling path) which will be’ﬂ’observable ata discreté sel of points x;=xjp, l<€ign,
belonging to the unit interval. These ‘measuremeiits will be denoted by
Y y),., YUXx), 1¢jem,  1<ign, where the index J will correspond to the j-th
response

We are interested in estimating the value of the function g(-) at a given xe(0,1]
and its derivative g'(:) (when this last one does exist).

The classic growth curve model takes just m= ‘-:‘ but makes strong assumptions on
the structure of the errors process e(x) such as the independence of e(xy),..,e(xp).
As noted in the introduction there are many situations where this i1s an unrealistic
assumption. For instance, mean square continuous sampling paths imply a strong
correlation between e(x) and e(x’) when x is near to x. Cur main interest isr“to
avoid as far as possible any assumptions on the error's structure.

In order to allow some dependence hetween individuals we will establish the

following assumptions:
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H1. The sequence (etJXx), j21) is an a-mixing sequence on (R,A,P) with the same

distribution as e(x), i.e., Rosenblatt (1956), there exists a nonincreasing sequence

of nonnegative numbers (a(j), j21]} with limj_,w a(j)=0 such that for any
integer j | P(AB)-P(AP(B) | <a()) ror,.:all k21, AeMk, Be I"l""k,J where MY, is
the o-field generated by (e(JX(x)/ ugj<v).

A nonparametric estimate of g(x) can be obtained as a local average of the
response variables (Y(UXx;), 1<i<n, 1<jsm). More precisely for each xe[0,1] let
WiilX)=wpilX,X},...,Xp) 1<i<n be a measurable weight function verifying the
following design assumption:

H2. (i) Oswpi(x) for 1<i<n, and neN

n
(i) 12 Wpi(x)= 1
=
n
(i11) 1imp SUPgexg1 2 Wni(x) 1 A=0 for al1 80, where A=A(n,x,8)=
i=1

(i7 1x4-x1>8, 1gi<n} and 1 5 denotes de indicator function of the sct A

The estimator of the function g(x) is defined by

m n :
dn m(x)=m" b3 1me(x)Y(J)(xi). (2.2)
X =1i=1

Inorder to estimate the velocity g'(x) instead of the derivative of gn m(x) we will

use

m n :
Dgn,m(x)=m"j;nglwm(x)(Y(J)(xi.I)—Y‘J)(xi))/(xi..|--x;) (2.3)
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where X, 1= 1. That is, instead of a derivative of a smoolh version of g(x) we use a

smooth version of a "numerical derivative” of g(x)

3. Asymptotic Results

In this short version we will omit some proofs.

A. Consistency. Let (Y(x): xe[0,1]) be definea as in (2.1), and let gp ; anc
Dgn m be the estimates considered in (2.2) and (2.3) respectively.

Lemma 3.1. Under H2 we have thal:

(1) himysupoeue [E(Gn,mO0) - gx)| = 0.

(1) If in addition g'(x) is continuous on [0, 1], then

NMpSUpogxe | (DG m(x) = g'(x)| =0

Proposition 3.1. If (eU)(), j21} is a stationary sequence, under H1 and H2 we
have that
() Pimy Himpy gn m(x) = glx)=1.
(11) I in addition the process e(x) has continuous paths a.s.
POimpy 1imp gn m(x) = g0x)) = 1.
(ii1) If g'(x) is continuous at x
PUImp Timg, DG m(x) = g'Gx) = 1.

(iv) If the derivative process e'(x) is continuous with zero mean and g'(x) exists



P(impy 1imp Dgp m(x) = g'(x)) = 1
The following theorem establishes the uniform mean square convergence of our
estimates, with the only requirement on m and n that min(m,n) = oo,

Theorem 3.2 Assume that HI1,H2, Suﬁ‘xE(le(x)I)2‘9)sK<w for some ©>0, and

2. a(k)8/(2+6)¢o hold. Then

k=0

1M intn, m)—ses SUPKE((Gn m(X)-g(x))2)=0

The uniform convergence of E((gn‘m(x)--g(x))'z) implies the following
corollary. Corollary 3.1. Under the assumption of Theorem 3.2

|
HMminn,m)—e Ef lgn,m(X)‘g(X)lde:O

I
holds,and therefore Io |gn,m(x)—g(x)|dx converges to zero in probability as

min(n,m)—eo.
For the derivative of g(x) we have the following result:
Theorem 3.3 Assume HI1,H2 E(supy |e(x)|2%0)¢ L<es for some p >0 and

Lo
kZ a(k)B/(20) |f g(x) has a continuous derivative g'(x) for all x€[0,1] we have

=0

HMminin,m)— «SUPKE((Dgn m()-g'(x))2)=0.

Corollary 3.2 Under the hypotheses of Theorem 3.3
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| |
HMmint,mi—seff o 1 Dgn,m(x)=9'(x) | 2dx=0 holds,and therefore [q1Dgn mx)-

g'(x)|dx converges to zero in probability as min(n,m)-—s e

Theorem 3.4.Assgme H1,H2 and that the mixing coefficients are geometric.Then
we have that

(i) If there exists L»0 such that Je(x)|< L as, then
PUIM M inn,m)9n,mx)=g(x))=1

Gi)If e(x) 1s bounded, then PUIMmin(n,m)DIn mx)=g' (x)=1.

B.Asymptotic distribution for a fixed x. In order to obtain the asymptotic
distribution of the estimates,it will be necessary to relate n and m by considering

n=n(m).The asymptotic bias will depend on the asymptolic behaviour of

n(m]
Sim(x)=ml1/2 &, W (X)(g(x,)-g(x)) for which we will need some
ji—1

considerations on the design and on the relationship between n and m
Let H3 and H4 be the following assumptions:

H3. The function g verifies a Lipschitz condition of order one.

H4. There exist 80, K>0 and 0<a<1 such that:

(1) supyE(le0)|2'9) <K ¢ o

(i1) The mixing coefficients verify kzoa(K)("'a)e/(Z‘f)) ¢ oo



Lemma 3.2. Under H2 and H3 and for any sequence n=n(m) such that there exists a

sequence 8, for which m!/28,-0 and m'/2a,,/8,2 —> 0 as m—<, we have
Supy S m{x) = 0 2s m—eo.

From now on n=n(m) will be chosen satisfying the conditions of Lemma 3 2
Theorem 3.5. Assume H1 to H4 and that for each &0 there exists n=n{d) verifying
sup | sE((e(xgrh)-e(x()2)n(8) where n(8)—0 as -0

Then m '/2(gnm(xo)—g(xo))lv)zl, where 5 stands for weak convergence, Z} has a
normal distribution with zero mean and variance 62= 02(x0):

m

HMpEC Y elUXxg)2)/m, assuming that 62>0 In the stationary case,
=i -

02= E(el1)(xy)?2) + 2E1E(e(”(xo)e‘.“ Dixo))

Proof For each xo€[0,1]

m n{m]
m'/'Z(Qn'm(xo)~g(><0))‘-m"/'zIZ_',I iél W (xg)eld(x; )

m n{m]l
em1/2 z| iil W ilxo)Xg(xi)-g(xo)) (3.3)
=1

Lemma 3.2 provides the limit of the second term in the right hand side member of
(3.3)

On the other hand
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m n(m] : m m )
m"'/'ZZ' &',] WhilxgletI(xp)=m 172 ¥ lT(ﬁ(xo)'n']“'/2 Ele(.l)(xo)
j= i= j= j=

(3.4)

n(ml : :
with  T()(xg)= & Wni(xo) el (x-e(I(xyN.
i=1

m :
As E(TCI)(xgM=0," ‘and m>LECCY TWxg»N2)¢m™ !
J=1

m m _ :
> X IedWxT®ixon|  we will majorize |E(T((xo)TKI(xoN | in
=lk=1
m®
order to prove thatm™! X T(J)(xo) converges to zero in probability. For each 80
=1
we have

LET D TRUx N2 (e BWni (X0 Wnn(xo)min(n(®),Cal | -k [ 8/(2+8))

+ 2(1.h)e BEWni{Xo)Wnn(xo)Cal | j-k [87(2+0)¢min(n(8),Cal j-Kk1)0/(2+0)),
2A(8) Co(l]-k|)8/(2+8) <

(n(8)2 C1-2 a(| j-k |)(1-2)0/(2+8)) + 2a(s)cal ] -k | 187 (2+8)

where B={(i,n)/1€ AC(n,x,,8),hE AC(N,x(,8)} with A defined in H2 (ii1),C given by
Corollary 2.1 of Davydov (1968), A(d) obtained from H2 (iii),and 2,6 given in

assumption H4. Therefore,

m m : w8
ml-Y ¥ |E(T(J)T(k))|2$2C"aﬂ§5)aF (a(j)(1-2)8/(2+8),
j=tk =1 e

3
47\(8)Ck§:°(a(k))e/(2*9) which can be made arbitrarily small if we first choose &
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such that n(d) be small,and for this d we choose m large enough so that n=n(m)

makes A(3) arbitrarily small.

The conclusion of Theorem 3.5 finally.follows from Corollary 1 of Herrndorf
(1984), i.e., the Central Limit Theorem for a-mixing sequences.
Theorem 3.6. Under the assumptions of Theorem 3.5, if ' verifies a Lipschitz
condition of order one, E(e'(xy))=0, supyE(|le(x)[2*®)c o ang
sup | nl (sE((e'(xg*h)-€e'(x))2) < M (8) we have that Zpy(xg)=m '/ 2((gnm(Xo)-
9(xg)) , (Dgnm(Xg)-g' (xoINt X 7= where Z is a normal random vector with zero

mean and covariance matrix A=((Aj;)) 1< 1,j <2, Ay is given in Theorem 3.5,

)=

m ; m 2 m
Apo=limmE( Zle'(J)<xo))2/m,x]2 =HmpEC X e xoNC X eixg))/m
j= j=l
If A1y 20, A22>0. In the stationary case, Ay Is given in Theorem 3.5 ,
0 , -
x22=5<<e'<‘>(xo>)2)+2EE<e'(l><xo>e'(41+l)<xo)> and
L.
Ayo=ECel ) (x)e (1) (xy) +E;(E(e(‘>(xo> et Dy
EC (T (xg)eld* Dixg).
The following result can be proved in the same way

Theorem 3.7 If the assumptions of Theorem 3.6 holds for some fixed real numbers

ty,to,..tp, LEIO, 1] 1<i<p we have that
m |/2(gnm(t 1 )"g(t 1 ),.. ,gnm(tp)—g(tp),DQnrn(t | )—g'(f] ) ,,,,, Dgnn\(tp)"g'(tp))t

W : ! ;
—Z where Z is a normal random vector with zero mean and covariance matrix 2



with p-dimensional submatrices Zij, 1<1,j¢2, determined in a similar way that

those of the preceding theorem.

C.Asymptotic distribution on C[0,1] of the processes (gnm(x),
x€[0,1]} and (Dgpm(x),xE[0,11}. Let us now assume that for each n€N the
Weight functions wpj(x) 1<i<n,are continuous functions.of x and the sequence
(e(J)(x),x€ [0,1],j21) has continuous paths. Th_erefére [gnm(x);xe[oglj] is a
random element on the space C[O, 1] of real valued continuous functions on the
interval [0,1]. On these conditions we are able.to show the following réshlt.

Theorem 3.8. Assume H1 to H3 and suppose that the follow:mg additional conditions
are fulfilled: - g

()There exist 8>0 and 0<a<1 such that £(|e(0)|(2+*0))¢ee and
5 .

T a(k)(1-2)8/(2+0) (on '
k=0 2

(i1) There exist real constants K >0 and ay>(ap)~! such that

E(sup [x-x-|35| e(x)-e(x)|2*0)¢ n(8)=K 821, where a 1s given 1.n (i) ané
B=2/(2+0). : ‘
(i11) It can be choosen n=n(m)—e> such that md,P1—0 and n'uxn‘/Sn?—»Q as rn—#«:

for some sequence (8n) with 11mpd,=0, and by=min(2,2B)

I ™=



“Then m "/2(gnm(_x)_—g(x))_—>wY(x), where Y (x) 1s a gaussian process with p-
d1ﬁwensmbhéﬂl:d.\.stributionst with zero mean and covariance matrix 2y given by
Theo.rém'_B::?
Note that assumption (i) ekclﬁdes some well known processes such as the Brownian
motion 4Hovwever, in this case, the independent increments structure can be used in
‘order tdobta‘in consistent esllmators;(sec,ror instance, Ibragimov et al.(1886))
. Pv/-‘loof Defifie: "

nimd = -
S ymx)=m1/2 é,l Wi (x)(gx;)-g(x))

: m i )
SomO0=mT1/2°3, eUXx)  and

J= ey
; m .n{m] :
S3mX)= _m"/zjz,l é:l W OO0 - e

Since (i) implies the design assumption of Lemma 3.2 supx|S|m(x)| converges to
Zero as m—yes. Thus, the proof will be complete 1f we show that (a) ng(x)ﬁrr(x)
and.(b) sﬁpx|53m(>’<)| con\/erges to zero in probability as m—es.

(a) From Theorem 3.7 we know that the p-aimensional distributions of Somx) arer

asymptotically normally distributed. On the other hanc as

) ’ m s m m
E(m~ 1720 ¥ eUXtp)-eUdtyN2)=m~! ¥ 3 E(etD(ty)-e(t) N(etk)(ty)-
: =1 ik =4

m .
eM(t e m! % kZ min(KBlto-ty[21B,ca®/(2-8)(| -k )<
Fik=r 4



m m "
m'IKIaBIlz—tl lalaB X by ‘[C(Ie/(z’e)(lj"kl)]”"a)SCI ItQ’tl Ial’:‘B where
=1 k=

«»
Ci=2K@BcUI-2) X oN(k) and h=(1-2)8/(2+8)

Therefore (@) holds since Theorem 12 3 of Billingsley (1968) implies that the
sequence Som(x) is tight.

, n%n}
(b) Define V{)=sup, wm OO leix-ePe) | Then we have that
i=1

m m
E(supylS3sm)2xm=1 X ¥ e(v(Dvk)
i k=i

(3.6)

with

n n
ECVAIVID=E(supy y X X wpiOwap(y) letix))-
k i=1 h=]|

e D00 eMixpye®iy) (57)

Let BC=((i,h) /7 1€ A(n,x,8)}ul(1,h) /7 he Aln,y,8)) with A(n,x,8) defined 'n H2
we have that

E(supx,yz(ilh)esc WnitOWRR(y) [eixp-et 0o | [eMixp)-eMy)] ) ¢

n
2E(supy ZAwm(x)le(J>(x,>--e(J><x) I supleI wWinh(y) le®Mixgy e®iy ) <
1€ A

n
2supy ‘EA Wni(x) supy '2' wnh(y) E(sup,]etDix) Q0] Supyle(k)(xh)
i€ V=

ey ]) < 2supy 2wy 00 [Ca® 2000 | k) L2(supy nletxp) ety
e A '
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;-'A,\I[Cdéf(z'e)(h«h + n(1)B/2] where An=A(8p)=supy 2 Wpi(x) and (ii)
: P ie A

implies that ;

Elsupy y Z(i hes: WniOWnn(y) leDog-e oo | [eMog)- R ]) «
L(suéme<J>(x])—e<.J><x>| letkdixpy-ethicy)]) s nea P, where
D=((x,y,%{,Xn)/ Ixj-xl$8p, Ixp-ylsdn  1<1,hen)

. Finally (3.6) and (3.7) imply that
m m g

E(sup,lS3m0012) cm™1 3 3 (2aplCa®/(2+0)(| j-k |) + (1) B/2 ]+ 08,28 -
=ik = :

i
) < 4cxn[§; a®/(20)k) + mn(1) B/2 ]+ m n(s,)P
znd the design assumption (i) entzils that m n(§)B = K;Pm&,21B — © andg
MApsmetn/8n2—0 .
as m—e= which concludes the proof.
femark 3.1 In the case of independence the proof 1s quite simpler and the regularity
conditions on Theorem 3.8 can be reduced to
(JeOo-e(x)]2) <K Ix=x121 with 2,50 and
Mg EC SUP | x-x | <5 |00 -ex22) = 0
The design assumptions in this case are just those required in Lemma 3.2.
femark 3.2 11 for instance wpi(x) = CNx (1-x)N71, x;=x; 1=1/n, 0<isn we have
that o< 1/(4n) and choosing n=m3 the sequence 8,=n~1/4 satisfies (iii) if a;>5/3

nd 0 =1/2.
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Theorem 3.9. Assume H1, H2 and the following conditions:
i) The function g(x) is cor{tinuously differentiable with derivative ¢ (xJ ana e(x)
has a derivative e'(x) for each x with continuous path process e'(x).
ii) There exist 8;>0 and O<a<1 such that E(|e'(0)[2"€1) <eo and

Ea(j)(l—a)el/(%e,)m_
ii1) There exist K, >0 and ax>(aB )~ ! such that
E(sup|x-x'] ¢ le'(x)-e'(x)|2*81)<K5832 with a given in (ii) and B=2/(2+8).
iv) It can be choosen n=n(m) — e such that md,°2 — 0 and moy,/8,2 —0 as m—res
for some sequence (8,) with limp 8,=0, and bo=min(2,a,p).
Then m!/2(Dgpm(x)-g'(x) =4 ¥ 1(x) where v (x) is a gaussian process with p-
dimensional distributions with zZero mean and covariance matrix 2,5 given by .
Theorem 3.7.
Proof. The proof can be obtained by substituting e'(x) for e(x) in the proof of
Theorem 3.8 and using

n(m]

supy,m /2 é:, W00 (g0, =906/ (e 7x) = g} = 0 asm = oo,
with xp+ =1

i.e. an analogous result to Lemma 3.2.
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Expansive homeomorphisms of surfaces

Jorge Lewowicz

INTRODUCTION

In this pre-print we consider the topological classification or
expansive homeomorphisms of compact oriented surfaces and the
persistence of their dynamics.

Let ™M Dbe a compact metric space and f: M —- M an
homeomorphism; f is expansive if there exists a> O such that
dist( fN(x), fN(y) ) <o, n € Z, implies x =vy. The subshifts in KZ
(K a finite set) are expansive homeomorphisms, as well as the
restriction of a diffeomorphism to a compact invariant hyperbolic
set. Anosov diffeomorphism and the smooth models of pseudo
Anosov maps [ 4 ], [ 9 ], are examples of expansive
diffeomorphisms of smooth manifolds. While Anosov
diffeomorphisms are hyperbolic, the non-wandering set of a Pseudo
Anosov map is not topologically hyperbolic.

Let f, M, a Dbe as above, it is easy to show that if a > O,
then there exists a CO - neighbourhood N§ of f such that for ge

Ng we have that dist (gN(x), gN(y)) < o, n € Z, implies
distC gN(x),gN(y) ) <8, neZ When 8<1/2q, {(x,y) €M xM:

dist( N (x), fM(y) ) <a, ne Z] is an equivalence relation, say T,
and the induced §:M™M/T —>M/T is an expansive homeomorphism of
the compact metrizable space M/T. ( Thus, except for the
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identification of points whose entire trajectories are very close,
expansivity is a CO - open property ).

An homeomorphisms f is persistent if for every €> 0 there
exists a neighbourhood Ne of f  such that for g in that
neighbourhood and x € M, there exists y €M with the property
dist( fN(x), gN(x) ) <€, ne€Z Let f be expansive and persistent,

8“;—0" <& and geNgnNg; then f is conjugate to the

restrictions of § to Kg/T where Kg s the compact g-invariant

subset of M that consist of those y such that for some x € M

dist( fN(x), gN(y) ) < 2€, neZ When Kg = I fior every=g, T is

topologically staple’ “Clearily, "at  €expansive “persistent
homeomorphism, topological entropy has a relative minimun.

It is well known that Anosov diffeomorphisms are topogically
stable while pseudo Anosov maps are not. However pseudo Anosov
maps are persistent [ 8 1.

Let M be now a compact oriented surface. In [10 ] it was
shown that if ™M has positive genus then there are expansive
homemorphisms of M. We prove, theorem 3.2, that there is no
expansive homeomorphism of S2

As for the topological classification, in sections 4 and S we
show, among other things, that and expansive f is conjugate to an
Anasov or pseudo Anasov map. Consequently, every expansive
~omeomorphism of M is persistent.
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1. Stable and unstable sets

Consider an expansive homeomorphism f of a compact
connected oriented surface ™M, endowed with some riemannian
metric. Let a> O be an expansivity constant for f , i.e,

dist( fN(x), fN(y) ) <o for every n € Zimplies x=y. Call (M, ¢)

the suspension of f, p: MxR — M the canonical proyection, and
M, the manifold p(Mx(t}), t €R; we shall frequently identify

M to MO . Let U, U, U be Lyapunov functions for the suspension
flow as in [ 7ppi203 Jioel; U, U are continuous real functions

defined on a neighbourhood of the diagonal in UR Mt xM¢t  that
tER : ~

vanish on the diagonal, and such that
Utg, n)= “mt—>o”t (UCHE, L), d(n,t) ) - UCE, M) ), E, n€ MY

teR; U being defined analogously with U instead of U.

According to [ 7] we may assume U(CE, n),0(gn)>0if E=zmn,
£, M€ Mt' t €R

Let 81,82,k, 0<8|< 82<oc, k> 0O be chosen in such a

way that for every. x € M,
B, () - (yeM:distooy) <8, ) c [y eM:uty <k} ¢ B3, ()

emmait.ls Let:i A€ M- be an opentsel, . x7€ ‘A ¢ le(x). Then

there exists a compact connected set C, x €C c A, Cn dA 0 '
such that for every y e C andevery n2 0, dist( fN(x), fN(y)) <3, .
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Proof. Assume this is the case. Then there exists N> O so
that for every compact connected D ¢ A joining x to JA there
exists ze€D and n, 0<n <N, suchthat dist(fN(x), fN(z)) > 8§, .

For otherwise we could find for n >0, compact connected sets

On ¢ A, joining x to 9A, such that for every y €D,
distlf¥ (el T¥y)) € 85, D wom But then,

=D

(o] o0

B, = [ clest U
n n
will satisfy the thesis of the lemma, a contradiction.

Let & =p(x, 0) and Kt=[:n€Mt; U(¢(£,t),n)<k],L€R
For arbitrarily large T, the boundary of the connected component
of K¢ that contains ¢(g, T) must have points m such that
UCo (g, T), n) <O because if this were not so, by taking limits as
t =00 we wouldget on account of the continuity of U, that any
y that belongs to (x) — the o-limit set of x would be a stable
point of f~!' which is impossible'accordingﬂto lemma 2.7 of [8]
since 7! is also expansive. i

Choose T >N with the property mentioned in the previous
paragraph; then there exists anarc a [0, 1] - Ky such that a(0) =
¢ (g, t) and ¢(al(l)t) ek, forsome t, -T< b« O, Let s,
be the supremum of those s €[0,1] such that ¢ (a(s),t ) e Ky for
te [-T,0] and ¢ (a(s), THeA Then sy <1, andas U>0 we
have that ¢ (a(so), t)eK,, -T<t<O. Thué, o Calsy), T) € oA
and the set D = { pCals), - T): 0<s<s, ) has the property that for

any y €D, dist( 1), M(y) ) € 8,,0 <n <N, a contradiction.
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For6>0, d<a, and x €M, let Sgix), the 6-stable set ol x,
be

Sgx) = [y €M1 dist(fN(x), M(x)) <8, n20J.

emma 1.2. For any 5 5, 0 < &, itis possible to choose o©> 0
such that if y € Sg(x) and dist(x,y ) <o, then y € Sg(x)

Proof. Take k> O such that U(x,y )<k implies dist( x,y)<¥.
Since y €Sgx), by [7,p200] UCo(x, t), .¢(y,t))<Ofort20;

we have that UCo(x, L), ¢(y, L)) <k, t20, provided U( x, y ) & K.
Choose o such that «Bg(x)c [ VERCIE B E ] for every xeM.

From now on we shall assume that a is so small that any set
of diameter ¢ is contained in the domain of a coordinate map of M;
also we shall consider these subsets as subspaces of the metric
spaces R2 or S2 and talk about coordinate axis, straight lines, etc.

let Cg(x) be the connected component of Sg(x) that contains
x' b

Lemma 1.3 . Cg(x) is locally connected at x.

Proof. We shall argue again by contradiction. Let o> 0 be so
small that

i) for y e€Bg(x) there is a connected set joiningy to 3Bg(x)
and contained in Bg(x) m Sg,,(y) (lemma 1.1 ) and

Y AT yeS5x),  ye Bgx), then vy €Sg/.(x) (lemma 1.2
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Let Dy be the connected component of Bg(Xx) n Cg(x) containing
x and if y e Cglx) let as call Dy the connected component of
Cs (x) nBg(x) containing y; because of the choice of o, both, Dy
and Dy, meet the boundary of Bg (x).

Arguing by contradiction we-may assume that theré are y €
Cg(x) arbitrarily close to x and such that Dy n Dy is empty.

Let § be the straight line segment joining x to y. There is a
first point z in § that belongs to the Dy and a:point U in
Dy nS .such that the segment S ¢S . joining u.to z meets. Dy
only in z and Dy only in u. Analogously there is a small arc A
of the circumference 9Bg(x) that meets Dy U S U Dy only in
two points, one in Dy and the other in Dy. ASc DgwdSu Dy is
connected, Dyuw Su Dy U A separates R2 ( see [6], p. 506 ), but
since neither Dy nor Dy separate R?, for otherwise f would
have a stable point, no union of three of the four Dy, Dy FESn0A
separates R2 as it may be shown by repeated application of
theorem 7 of [6], p. 507. Therefore any component of the
complement of H = Hy =Dy v Dy v Su A must contain in its

boundary the circumference arc A; it follows easily that there

are only two components of the complement of H, one of them
contains the exterior of Bg(x) while the other, say G =Gy, is

pbounded.

On account of the compactness of Dx it is easy to see that
there exists ¥ >0 ‘with the following property :if* u., v € Dy,

distCu, v ) 20/8, then dist( Ug (W), u)>y forany w, dist(w,v)
<7 Here Ug/s(w) denotes the - 6/2-unstable set of *w.
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Take such a fy<o/8, and choose p> O such that if dist(x,y)<p
, the corresponding component Gy is contained in the set of

points whose distance to Dy is less than v. . The existence of
sucha p may be shown in the following way : each z € B4x(x), z
€ Dy, may be joined to the exterior of Bg(x) by a compact arc a
contained in the complement of  Dy. since any connected set that
contained in  Sg(x) nBg(x) must be includeded in Dy, for vy
close enough to x, vy € Cg(x), Dy NnDy =49, the corresponding Hy
does not meet a. Thus z has a neighbourhood disjoint to Gy ; then,
a compactness argument on the set of z € B5(x), dist(z, Dy ) 2v/2
permits to find such a p. Pick y € Cg(x), Dy nDy =6, such that
dist( Gy, Dyx ) <v,and call again G this Gy.

Let P Dbe apoligonal line of sides parallel to be coordinate
axes, that joins an interior point of S to an interior point of A
and is contained in G except for its end points. Let Q be a
straight line such that

i) dist(Q, Su A)>0o/4
i) QnP#¢ but QNP contains no vertex of P.
iii) Q separates S from A,

if weQnG, 'Ua/z(w) does not cut S UA because there exists
v € Dy, distC v, w ) <y and then dist( v, x ) > dist( x, w )

dist(v,w)20/4- vy 20/8, similarly dist(v,u)2 o/8 for (u)=
Dy M A.
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Q cuts P ina finite set; the number of points in this set
must be odd foj" otherwise S and A would be in the same
'_'compohen.t_ of the complement of Q. "On the other hand Q NG
-_'cohs"ist_s of a union of disjoint open segments of Q and one of
“'them must contain an odd number of points of P. Assume that one
-of the end points of such a-segment belongs to Dy. Then we claim
-~ that the other must lie on Dy. To see this consider H, = Dy v
- Piu@ puwikgs,where. Sy €551 Ay € Ay aRe segments with.one.end
~ point in Dy and the other in P. Since Dy is connected and
does not meet H,, if both end points of the segment belonge to Dy
they would belong to the same component of the complement of
Hi; - but this is impossible -gsince each tifme the segment-meets. P
it changes the component of the complement of H,. Thus, we have

found an open segment M contained in G whose end points
belong to Dy and Dy.

Le‘t ﬁ, be the subset of M that consist of those points

whose &/2-unstable set does meet Dy ; ﬁl is open and since,
because of expansivity, the end point of H. o that belong to Dy
has this property, it is also non void. Similarly M - M- congisis
of those points whose &/2-unstable set does not meet Dy and is

also open and non void. ( Recall that, by previous arguments, these
unstable sets do not meet SuUA ). Thus, we reach a contradiction.

Assume now: that 6<a/3 —and lel y e C5(x);~ then - Cglx) ¢
Cos(y). By the previous lemma, C,gly) is locolly connected at vy,
and therefore forany ¢>0 and z e€Cg(x), zclose enoughto vy,

there exists @ compact -connected set - C joining- ¥ to- z, C¢
Bg(y) nCos(y). The union Cg(x) uC ¢ Cyg(y) andso, Cglx)uC
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can not separate R2 Consequently, by [ 6, p.506 ] the intersection
Cg(x) nC must be connected; thus Cg(x) nC is a connected set

joining 'y to z within Bg5(y). we have proved then, the following

corollary.

Corollary 1.4 For any x €M, Cglx) is compact connected and

locally connected.

In the sequel arc will mean a homeomorphic image of [0,1]

Ccrollary 1.5 Forany x €M andany two points p, q € Cg(x)
there is an arc, contained in Cg(x), joining p to q.

Proof See [ 6; & S0 |.

2. Local product structure.

Let 0,98, O0<o<d<a, besothat forany xe€M and ze¢
Bs(X), the intersections Sg,,(z) naBg(x) and Ug,,(z) noBao(x)
are not empty, and such that if z € Sg(x), then 2z € Sg/,(x). Call
C=C(x,0) the connected component of Cg(x) nBg(x) that

contains  x,; from the previous arguments it follows that C s
locally connected and that any two points on C may be joined,

within C, by an arc.

Consider the family 2R of all arcs contained in C and having
their origins at  x and their end points on  aB5(x). When two
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arcs of R meet at a point different that x , they have in

common an arc through x because C does not separate R2Z and
has empty interior. Among the arcs of R we define an equivalence

relation according to which the arc a is equivalent to the arc D
if amb strictly contains (x].

Lemma 2.1, There are only a finite number of equivalence classes.
Proof, Let p> 0 be so that

dist( Ug(x) n aBg(x), Cn aBx(x) ) >p,

and assume that for two non-equivqlent arcs a, b e=R , their end
points determine on 0B4(x) a compact arc ¢ with diameter less

than p. Then Ug(x) does not cut c. Let X be the union of the

curve - auvu bwuw ¢ with its interior and D the connected
component containing x of Ug,,(x) » X. There is an open

connected neighbourhood N of D in X, such that for every z
in the closure of N, Ug/,(z) nc isvojd By [6,p. 4371 the

boundary B of the connected component of X - N that contains ¢,
is¥conhecleds~ x'e B “-and ‘alsosthe intersections "B~ a@” ‘and
Bnb arenot empty. Since for ze€B, Ug/»(z) mdBgs(x)#¢ and

Us/o(z) mc=¢, Ug/r(z) must cut either a or b. Then the points
of B may be classified according to whether the &/2-unstable
sets through them meet & or b; both classes are open and non-
void, which is absurd. Thus, any sét of end points of
representatives of different classes must be finite.
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Assume now that, at x , there are al least two equivalence
classes of arcs of 2R, Then il is easy to see thal there are non
equivalent arcs a, b €2 such that for some arc ¢ ¢ 0Bg(x),
aucub isadordan curve and C meets ¢ only at its end

points. Call again X~ the union of aubwu c with its interior and
D the connected component of Ug,,(x) m X that contains (x).

emma 2.2. D separates X and therefore there is an arc in D
joining x to a point of c.

Proof. If D does not meet ¢ we may repeat the connectedness
argument in the proof of the previous lemma to reach a
contradiction. The last assertion follows from the results of the
preceding section applied to f I

Let c¢,, ¢, bearcscontainedin ¢ sothat ¢, begins at the
end point of a, ¢, ends at the end point of b, and D n( C{ Wy )

=¢. Let N Dbe an open connected neighbourhood of x in X such
that for y € N the connected component of Sg,, (y) nc that

contains (y) is, in turn, included in Ec, U C,. Moreover, we choose
N and c,, c, such that the &/2-unstable set through any point of
N does not meet ¢ inpoints that belongto c, uc, Let Q be

the subset of N that consist of those vy such that

i) There is an arc s(y) through vy , s(y) ¢ Sg/,(y) that
intersects ¢, and ¢,

i) Thereis an arc u(y) through y, u(y) cUg/,(y), that meets
¢ and aB4(x) - C.
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In the sequel, we shall say that y €M has a local product
structure if there is a homeomorphism of R2 onto an open
neighbourhood of y such that it maps horizontal ( vertical ) lines
onto open subsets of local stable ( resp. unstable ) sets.

Lemma 2.3 Q is open and non-void and every y € Qnint(x) has a
local product structure,

Proof. Let us firstshow that x € Q. In the presence of two non-

equivalent arcs a and b, it is clear that we can find a set X/,
similar to X, bordered by arcs a, b’, ¢, a, b ¢Sg/,(x),

C' € aB4(x), and such that ¢ and ¢ have no interior point in
common. By lemma 2.2, thereexists D'cX', DnD=(x) and
an arc contained in D' and joining x to an interior point of ¢

This proves that x satisfies ii); as i) is obviously true for x,
we get x €Q.

Now we show that Q isopenin N. Let yeQ,; for z

close to vy, z euly), thearguments of the previous paragraph may
be applied to get that the connected component of  Sg,,(Z) N Bg(x)

that contains (z) meets ¢, and ¢, Similary, for t closeto vy

but on s(y) the corresponding connected component has to cut ¢
and 9B4(x) - ¢.  The function that sends (z, t ) to the unique

intersection point of  Sg,,(z) and Ug,,(t) is continuous,

injective and open, by invariance of domain. This proves the lemma.

Corollary 2.4 Let x €M be such that there.are at least two non-
equivalent arcs in R. Then there is a neighbourhood of x such
that each y in that neighbourhood , y #x , has a local product
structure,
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Proof. To construct such a neighbourhood it is enough to remart
that if aeR there is anon trivial arc e, beginning at x

such that if a' is equivalent to a, then eca (lemma?2.1 ),
and to replace stable arcs by unstable ones Lo include the points in
the border of sectors.such as our previous X.

emma 2.5 For each x eM there is 6>0 such Lhat the family
2 has at least two non-equivalent arcs.

Proof. Assume that for some x we have that for every o> 0
the family R defined by x and o has only one class of arcs.
Pick a small o; let thearc a withorigin x andendpoint g€
oBgs(x) be a representative of that class. If C, the connected
component of  Sg(x) N Bg(x) that contains { x ), also contains

points other than those in a, we join them to x , within C, by
all possible arcs. If all these arcs contain a it is easy to see

)

that for some smaller o, C would consist of only one arc joining
x to aBg(x). Assume then that there is a point eeC, ec<€ a,
that may be joined to x, within C, by an arc which does not
contain a. Thus, there isapoint pea, p=zx, andanarc bcC
with origin p andendpoint e, whose intersection with a is
(p). Let J beadordan curve through g and e such that a
and b lie in its interior except for their end points. Let g€ a
be the closest point to x such that there is anarc ¢ € C with
origin @ and end point on " J , cn a = q Jemma 2.1 ).
Consequently, the arc contained in a, withorigin x and end
point g, belongs ( except for g ) to the interior of one of the

stable sectors, say X, defined as previously, with g replacing
x and J instead of 0Bg(x). But on account of the local product
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structure on a neighbourhood of g in X, this implies that the
stable set of g meets twice some unstable set, which is absurd.

Thus, for some o> O, C consists of an arc a interior to
Bs(x) except for its end point. All interior points of a have a
local product structure and therefore their local unstable sets are
arcs transversal to a. A connectedness argument on the boundary
of a small neighbourhood of a permits Lo find a stable arc that
meets twice some of these local unstable arc (see [ 6, p. 437 1).

Proposition 2.6. Except for a finite number of poinls, that we shall
call singular, every x €M has a local product structure. Any
singular point y is periodic and its local stable ( unstable ) set
consist of the union of r arcs that meetonlyat y , r>3. The
stable (unstable ) arcs separate unstable (resp. stable ) sectors.

Proof. Lemma 2.5 and corollary 2.4 imply that singular points
can not accumulate, thus, there are only a finite number of them.
Since the set of singular points is f-invariant, all of them are
periodic. The rest of the assertions are also easy consequences of
our previous results.

3. The sphere

A rectangle in M will be the image of [0, 1 1x[0, 1]cR?
through a homeomorphism that maps horizontal ( vertical )
segments into stable (resp.unstable ) arcs, we assume also that
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a rectangle has diamete much less than o and that it may contain
at most one singular point and only as one of its vertices.

Consider a finite family A& of rectangles R;, whose union

is M, and such that R;nRj = oRjnoRj, if i#]j, andthatit
consists of an interval of one of the sides of each rectangle when it
is non-void. Take a point x, on an unstable side of, say, R,
such that it does not lie on a stable leaf through any singular point
In the unstable side of R, opposite to that of x,, we take x,,
lying on the same stable arc of R, that contains x,; X, also
belongs to another rectangle, say, R,. Continuing with this we find
a collection of rectangles and points that we shall call R;, x;, i =

1,...,n, so that
D Ry=zRy if di#j, i, )=1,...,n-1, andR, =Ry
ii) For i=2,...,n, X; belongs to an unstable side of R,_, and

of R,

In particular, xp, belongs either to the unstable side of R, tha:

contains x, or to the one where X, lies In the first case we
define xp4 4 continuing, from xn, the previous procedure. Then,
the union of the stable arcs XoXs, ..., XpXp+y With the unstable
Xp+ 1% in this case, and the union of the stable x,Xs, ... ,Xp-1Xp

with the unstable xn X, in the other one, are Jordan curves.

Forany x €M there 1is a sequence B s BE=H, Tis .
so that x5 =X, Xg Xy 1S @ stable arc contained in a rectangle

of B and XX, | N XeXes Consists of at most one point if k #k/,
k, kK =0,... .Moregver, for Kk =1,..., % and X+ lie on
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opposite sides of some rectangle. The existence of such a sequence,
that we shall a stable prolongation of x , is an easy consequence
of the non-existence of stable closed curves.

Assume that M is homeomorphic to S2 Let C bea
connected component of the comp.]'ement of one of the Jordan curves
defined previously.

mma 3.1. C contains some stable prolongation.

Proof. Assume that C contains singular points. If the thesis of
the lemma were not true, we could find a Jordan curve J, J=2a, u

a,ub,, where a,, a, arearcsof the stable set of a singular
peint p, @8;na,= {(p), and b isan arc contained in Xn+ X2
(orin Xxpn X, ). Moreover we may assume that the interior of J is
contained in  C and that it contains no singular points. then the
continuous map that sends x e b to the first point y € b where
the stable prolongation of x entering C meets Db again, must
have a fixed point; since this is absurd, and since the case when no
singular point belongs to C is simpler, this completes the proof.

Theorem 3.2 . There are no expansive homeomorphisms of S<.

Proof Let C be as before. The previous lemma perriis L0
construct, in the same way as the border of C, aJordan curve
whose interior C,c C,and C,cC, in both cases, properly.
Consider a maximal family of sets like C, C,, ordered by inclusion
The intersection of this family contains a stable prolongation, as it
may be shown easily considering a convergent sub-net of a net
constructed by assigning to each set in the family a s-.able
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prolongation contained in it. Then, by previous arguments, this
intersection contains properly a set that belongs to the family,
which is absurd.

4 The torus

Let f bealiftingof f totheuniversal covering M of I
and let s, u, be respectively, the corresponding liftings of a
stable and an unstable leaf of . Clearly s(u) is astable
(unstable ) leaf of f. If s and umeet at two point we find a
Jordan curve whose boundary is the union of an arc of s with an
arc of u and therefore it contains an infinite stable ( or
unstable ) semi-leaf. Since by previous arguments this is absurd,
we may state :

Corollary 4.1. snu iseither emptly or consists of one point

Now we assume that ™M= T2 and that f is homotopic Lo an
Anosov diffeomorphism g, by[3], f is semi-conjugate to
g Let then h:T2-T2 be acontinuous surjective map, ho f =
goh, andlet f, g, h beliftingsof f, g, h such tha:

h: R2 - R2 isaproper map that satisfies hof= goh

Let &R beafamily of rectangles of T2 with the properties
of the previous ones, and moreover, such that if an unstable ( stable
)arc B is contained in the union of two rectangles of &, then

diam ( f(B) ) is less than o for any n<O (resp.n20) Le!
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R be the lifting of A& and assume that y belongs to the
unstable leaf u through X, X # y Let P be the arc of u
with end points . x, y,; the diam ( f™B)) - &, Tor otherwise
there would exist a positive integer K and a sub- sequence n;, |
=1,2,..., suchthat TM(B) would be contained, for m =n,, in
the upion of K rectangles of R. Choose a partition of B as
the union of more than K sub-arcs; we have, on account of the
properties of A withrespect to a, that there exists N such
that for n 2N, the TP image of any one of the arcs of the
partition contains an entire unstable arc of some rectangle of R.
Since by previous arguments, fNCu) can not meet twice a
rectangle of R, we get that for n 2 N . TN(B) can not be
included in the union of K rectangles.

Now we prove the following lemma which admits a similar
version for points on a stable arc and n —» — .

Llemmad2. Lim, _ dist (fN(x), M(y))=eo.

Proof. If this were not true we could find infinite positive
integers m, acompact set L € M, and, for each m, points
¥rn: Moy € L, SUEh that

) Xy =TM(X) vey, Yp= TMCyY) e
ind

-
o where ep €ZXL,

ii) the diameter of the unstable arcs with énd points X, ., y,
.ends to infinite when m does.
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In these conditions it is easy to find points z,, W, in the
straight line segment joining X, to y,, such that the stable
leaf through z, and the unstable leaf through w, meet at
points whose distance to z, or w, tends to infinite with m.
But on account of the properties of Anosov diffeomorphisms ( see

[3])and the fact that h isa proper map, this is absurd.

It follows from the precceding lemma that if y lies in the
unstable set of X, whether this set contains singular points or
not, h( x)#h(y) provided x=#y. For otherwise we would have
for n20, '

h(fM(x))=g"(h(x))=g"(h(g))=h(f"(y))

and then, we could find e, €ZxZ suchthat f(x)+e, , T(y)
+ e, lie in the h pre-image of the fundamental square in RZ
But since dist( fN(x), fN(y)) >e , thisis absurd.

Consequently f has no Smgular points, and thi_s ,in turn,
implies that h is a convening map, i.e, a homeomorphism. Thus,
we have proved the following theorem.

Theorem 4, 3 If f is expansive and homotopic to an ANOSOV
diffeomorphism g of T2, then f isconjugateto g '

Let :T2->T2 beexpansiveand f:RZ5R2 aliftingof f
Let A be the matrix of integer elements and determinant &
1 such that f(x+n)=1(x)+ An forevery xeR2, neZ Let
H> 0 besuch that W fCXx)Il<H for every "x in the
fundamental square, and let x € R2, x = Xo * hg, where X,

belongs to Lhe fundamental square and hy € ZxZ Then f(x)
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T(xy )+ Ahy and T(xy)=X, +h, where X, belongs also to the

fundamental squareand hyeZxZ, W|hllsH+1, Tfor i=0;1,;
.. wedefine X, by Tf(%;)=x.,*h,, where x,,, belogs to the
fundamental square and hy,, € ZxZ, lh, <+l wehave
that

FUR) =% *+ hy+ Ah_, +. .. + Al

)

and if for some s>0, IlA'll<si, we get that, for some C,
D>0, HTOO)IN <C+ % Dii+1).

Let A be afinite family of rectangles, as before. however
we choose this time the rectangles so small that no arc of an
unstable leaf included in the union of 4 rectangles can have a
fN-image , n <0, with diameter greater than o. Let m> 0 be
such that the fM-image of any unstable segment of a rectangle
( i.e, an unstable arc, contained in the rectangle, and joining
opposite stable sides of it ) in & meets at least 4 rectangles,
consequently, this image contains unstable segments of 2
rectangles. Since no unstable leaf may contain points on different

unstable arcs of a R rectangle , fKkM(b) contains unstable
segment ofat least 2k rectangles, provided b is itself, an unstable
segment. On the other hand, if for s>0, n=1,... wehad Il A"l
< sn the number of rectangles met by  fkm(b)  would be

according to the previous inequalities, less than Bk? for some
B>0. Thus, A must be hyperbolic.

_emma 4.4, Let T2 572 pe an expansive homeomorphism, “hen 7
5 homotopic to an Anosov diffeomorphism.
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[heorem 4.5, Let f: T2 55 T2 pe an expansive homeomorphism; then
f is conjugate to an Anosov dif feomorphism.

5. Surfaces of genus 2 2.

Let M be a surface of genus greater than 1, and f:M->M an
expansive homeomorphism. Let g: ™M —>M be a pseudo-Anosov map

isotopic to f, M the universal coveringof ™M, T, g suitable
liftingsof f and g, and Dg, Dy equivariant non-negative

functions, Dg, Dy:MxM—-R suchthat Dg( X, y) (Dy(X, y))
is the infimum of the length in terms of the g-measure transverse

to the unstable (resp. stable ) foliation, of the arcs joining x o
yl11,2] Thereexists A> 1 such that

Ds( g '"(x), g '(y)) = ADg (%, y), Dy g(x), gly)) =

AD( X, y); furthemore, D = Dy * D, is an equivariant metric on M

Lemma 5.1. There exists P> 0 such thét for any X which does
not belong to stable or unstable sets of the f singular points,
there exists y €M suchthat D(T(x), f(y))<P, n20.

Proof. For P> 0O consider Byl f'(x)), the D balls of radius

- £
P centeredat f"(x), n2>0. Let Wu( X ) be aclosed arc of the

- = f _
unstable manifold through x, X € WU( X ), that meets the

boundary of Bp(i)only at both end points. Assume that for

. M
no yeWw,(x), DOgNCy), fMCx)<P, n20. Then there exists
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f

N> 0, such that for every ye W (x) it ispossible to find n y),

0 < n(y) < N, such that
DCgNtudy ), U X)) P

Let M, ¢ be the suspension of f andlet p> 0O be such
that if dp( X ) denotes the usual open disk of M, with radius p

and centre X, we have that O pa el dp( X ) ) contains
¢ ( Bp( ffCx))) for O ¢<n <N, O <t < 1. Nowweconsider
arcs  Wg(o(x, t) through ¢( x, t ) of the stable manifold
W; (o(x,t)) of ¢Cx,t), suchthat their end points lie outside
of dp( X)), O<t<N and moreover, such that these arcs
depend continuosly on t (see[8,p. 572 ] Also, let U(Xx) bea

small closed arc of the f unstable manifoldthrough X,

X €intCUCx)), suchthat ¢ UCX))codg(x)), O<LCN,

A
z

onCUCX ) ) cBp(TfN(Xx)) , 0 ¢ n ¢ N Let Q), 0 ¢t

be the ¢, image of one of the end points of utx), for points

Ze@ldy(X)),  ZeWglo(Xi)), 0 <N,
we consider the modulo 2 intersection number itz) of the
arc Wgl( 9 (x, t)) withanarc joining z to QCL) within

Ol dp( X)) Iffor O<tca, oz, L)e Wl o x) t)) and
oz, t)e€d,, 1(dpCx ) ), then, clearly, i ¢ z,t ) is constant on
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[0,a) Thus,if 0 <n <N, D(z fM(x))<P and z does not
belong to the stable manifold through f*(x ), i(f(z))=i(z).

Let

R > max.{ supz DETCX), GX) ), supg g DOT 100, 371000 )

H>3R(A-1)""and P>(AH+2R) (A-1)"1

Assume that for some y in  W,(x) thereis m, 0<m<N,
such that D gN(y), TN(x)<P for O<n<m and DCgM
fM(x)<P. Let z standfor gM™(y), if Dglz, M(x))
we would have that

Bgfg'tzd, T ligi)s Delg M z)

, g l(ITM(x)))-R=
ADgl z, TM(xIJ-R 2 M P-HI-R>P

which is absurd. Therefore Dy(z, fM(x)) > H and then

D (T(z), fMI(x))>Dy(glz), g(fMx)))2R2AH - 2R2H * R.

Thus, D(T*(z), fM™MK(x))2H for k20, itfollows that z
does not belong to the f-stable manifold through fM( x ) and

that, in case D(z, fM(x))=P, itz)=i(f(z)) Onthe

other hand, if D(f(z), v)<R we have that
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which implies Dy ( fM*1(Xx), v)2H+R-R=H, therefore Vv
does not belong to the entire f-stable manifold of fM*!'( x ) and
i(v)=1i(f(z)) Since D(g(z), f(z))<R we get

i(g(z))=iT(z))=i(2z).

S i -y
Let‘geWU(X) and let nCy), 0<n(y) <N, be the first

integer such that D( g"‘¥°(g), MU %x))>P  Since the
previous arguments imply that g")(y) does not belong to the
f-stable manifold of TNCYUX(X) we may define j(y) as the
intersection number i( g"C¥J(g) ), j(y)=0or 1. We want to
show now that the sets ;

jae | gewL<§):ﬂw=o], J,=[y€WLu):ﬂ§)=l]

are both open. If 'y s suchthat D(gN(y), (X)) <P for each
n, 0<n<n(y), orif D(g'y), fM(x))<P for 0O<n<n(y) -1
and DUl TCUI(X))=p, weknow that y has a
neighbourhood whose points z satisfy j(z)=j(y) So, let us

try to choose P in order to have that if D(g'(y) fM(x))=Pp
for some n, O <n<nly), then n=nly) 1.

Consider, for a, beM,
A= D(ga), f(b))-2D(a b)) Dlg '@, f '(b))>
D(g(a), gb))-R -2D(a, b))+ D(g "a),g (b)) R:

(A+A~ ! -2)D(a, b)-2R
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Let r=A+A'-2 and choose P to satisfy also P> 2r 'R
then if D(a,b)=P, A>0. Thusif D(a,b)=P and
D(g '(a), T '(b))< P we get that D( g(a), f(b))> P.

Hence, with this choyce of P, we have that if for some n, 0O <n
«nly), DgNCy, ™M(x))=P, then n=nly) 1, proving that j,
and ], areopen.

o =l

Let now e stand for an end point of W,  (x), if 55( X, e )2H,

we get that Dg( T '(x), T 'e))2AH - 2R2H, which is absurd.
Thus Dy( x,e)2P -H andtherefore D(f(x), g(e)) > Dy (f(x),

ge)) > MP-H)-R>P. Hence j, and j, are non void; this
completes the proof.

nm For each x € M there exists a unique yeM such
that D(fN(x), gMy))<P, neZ

Proof. From the previous lemma it follows easily that for each
x € M which is not on the stable or unstable sets of the f-singular
points, there exists ye€ M such that D(TM(x), g"(y)) <P,
neZ Since those x constitute a dense subset of ﬁ, we may
complete the proof of the lemma using the expansivity properties

of the liftings of pseudo Anosov maps [ S ].

Let h:x —> 1y, then it follows from[5S]that h is a

surjective semiconjugacy between f and § furthermore h

is aproper map. Let R be a family of rectangles of f as in the
previous section. As in that section, we may show that h is
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injective on each R ¢ ﬁ_, on account of the fact that also for
E)_seudo ANOSov maps, if Xy — i’ Y, = Y and the stable sets of
Xn Mmeets the unstable set of Yo, N 20, then the unstable set of
y meets the stable set of x. Since, by the same arguments, Lwo
prongs of a singular point can not gof'to the same prong of the image
point, we conclude that every point x has a neighbourhood where
h isinjective; thus, h isa covering map. We have then proved the
following theorem.

[heorem 5.3 If f s expansive and homotopic to a pseudo
Anasov g, then f isconjugate to g

Lemma 5.4 . An expansive homeomorphism can not preserve any
trivial isotopy class.

Proof . Assume that for some expansive homeomorphism the
assertion of the lemma is not true. Let f Dbe an iterate of this
homeomorphism such that there is a homeomorphic image of SI,
through a fixed non singular point x of f, #*say o, whose non
trivial isotopy class is preserved under f. We may construct, as in
the proof of proposition 1.6, exposé S of [ 21 asimple curve «
through x, isotopic to o, and such that it consists of unstable
arcs plus arcs transversal to both foliations plus singular points.
Also we may construct another simple closed curve o through x,
isotopic to o, that consist of a finite union of stable and
unstable arcs ( not containing singular points )’ Clearly f"(y) and
f"M( o) areisotopic n, m2>0. Lemma 2.4 and 25 of [ 1]
imply, for large n and m, the existence of a very large unstable
arc - Q in MCy) that is continuously mapped, through the stable
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leaves starting at Q, to a very small unstable arc Q' ¢ f M( a ).
In fact, this is a consequence of the existence of disks bounded by
anarc in fPy) andanarcin f M(a), the finiteness of the set
of singular points, and our previous results concerning infinite
stable leaves contained in disks.

Suppose now that we have a family of rectangles as the
previous ones. Since, as it is easy to show, there is a positive
integer H such that all the rectangles met by the infinite stable
prolongatios of any rectangle are also met after H stable
prolongationsof the same rectangle , we may construct, starting
from €Q, an unstable arc that contains one of its continuous stable
prolongations. But this implies the existence of a closed stable
leave, which is absurd.

Theorem 5.5. Every expansive homeomorphism of M is conjugate
Lo a pseudo Anosov map.

Proof. By the previous lemma and Thurston's theorem [ 11 ] such an
homeomorphis is isotopic to a Pseudo Anosov map.
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Ergodic properties of plane billiards
Roberto Markarian

Instituto de Matematicay Estadistica
"Prof. Ing. Rafael Laguardia”

Facultad de Ingenieria. Universidad de 1a Republica
Montevideo - Uruguay

1. Introduction

A plane billiard is the dynamical system describing the
free motion of a point mass inside a bounded, connected region of
the plane, with elastic reflections at the boundary. This consists
of a finite set of curves 3Qj, C2, with | k| (curvature) bounded

Sinai (Sin) proved that billiards whose boundaries have
dispersing components are ergodic. Bunimovich (Bun) indicated
that billiards whose focusing pieces of the boundary have
constant curvature and that do not contain dispersing components
are Bernoulli (the stadium, for example). Wojtkowski (Woj) proved
that a large class of billiards with focusing arcs at the boundary
have Pesin Region of measure one. In our paper (Mark) is proved
that the condition obtained by Wojtkowski for focusing curves
(d2R/ds?2 < 0 , R=1/k ) is not generic. More precisely, open
conditions for focusing C% curves, different than those in (Woj),
are obtained.

Our work is a natural development of those by Lewowic/
(L1,L2) which use Lyapunov forms for studying the stability of
geodesic flows in surfaces.

The existence of contracting and expanding subspaces,
detected by this forms permit the application of Pesin's theory
which guarantees the construction of local stable and unstable
foliations. Generally they are not uniform, neither in the length
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nor in their angle, but are sufficient to obtain certain ergodic
properties.

2. Billiards and Quadratic forms.

Following Cornfeld-Fomin-Sinai (CFS) with Q4 = R?,
take My =(xeaf:(n@),x)>0, q=mn(x)) where n(q) is the

unitary inward normal at q €@y =00\ u,_0Q,. 0Q, isaregular

componént of the boundary. ® is the natural proyection from the
unitary tangent bundle into R2, m(qv) = q; oM, = =" '(aG,), oF =
Wo,.

If s is the arc length of the component 0Q;, parametrized by

als), the curvature k(s) is defined by a'(s) = dt /ds = kn = Kia'.
Then we have regular components of the boundary with positive
(focusing components), negative (dispersing components) and zero
(neutral) curvature,

Given x =(qv) eM,, Tx (if it exists) is obtained moving
forward, in the billiard surface, in the direction v, a distance
(time) f(x) till the intersection with 2Q; in ay. Tx=(a,,w),
where w =v-2(n(q,), vin(gy) : the angle ef incidence equals the
angle of reflection.



Fig. |

It H=M\ K where K contains the points of M; such
that TX is not defined or not continuous (see fig. 1, where x, vy €
K); and dv = cosBdsdd (e the angle between n(g) and v), then
the billard transformation T :H — H is measurable, bijective,
continuous, v-measure preseving and is a diffeomorphism of order
p-1, p being the differentiability order of 9Q. v isnormalized

A wave front is given by a curve ( a(s), v(s) ) n M,
where v(s) is the vector of the front, and 1i.s state a’ier
colliding with aQ; is (y(o(s)), wl o(s) ) (see ig 2) ~ will
designate derivative withrespect to s or o
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Fig. 2

Given a manifold M, B: TM - R is a quadratic form in M
if B/TyM is a quadratic form in the usual sense 'f f s a
diffeomorphism f*B ( pull back of B by f)is the quadratic
form (f¥B)yu = Br(y) (F'y(W) ). :

In the Appendix of (Mark) we prove the following theorem
whose proof is suggested for finite K, in (LS). Z(f) will denote

the Pesin region of f, that is the set of points that have non zero
Lyapunov exponents.

Theorem: Let f :H — H be aCl diffeomorphism, 1 » 1, that
preserves the smooth measure v, H =1\ K H, isa compact 2
manifold,



vik) = 0; log'll (F21y e lL'ULv) (log's = max{ 0, logs)}
Let B:TH, - R Dbe a bounded quadratic form,

. . e 5
continuous and not degenerate in TH, such that P, =(f "B B), is

positive for every x € i, and
Sy ={ueTH. BO(MU <0, n20}
Uy ={ueT H:BOMUW>0, n<0)
Then v(Z(f)) =1 and the proper spaces of the negativa
(positive) Lyapunov exponent in x is 3, (respeciively 1)

18}

1 K may ewven be a dense sei. Bul, naturally,

diffeomorphism must be delined in a neighbourhood of
each point, that is, in a neighbourhood of each point,
that is, in a set that can contain properly

Notes

2. Conditions on logll |l are sufficient "o apply Cseledec
theorem about the exisiente almost everywhere o” the
descomposition that defines “he Lyapunov exponents.

is a restriction on the behavicur ¢ . near the

"singularities” in K.

3. The theorem is valid if Py is positive eventually = “or
each n e N there exists k € N such that BC (K Pyy )
BO(TKYu) >0 forany ue Tyt =0 andalmost every

X € H.

T verifies the

The proof that the billiard transformation
V. (Plane

conditions of the theorem is given, in details, in Par:
Billiards as Smooth Dynamical Systems, by M. Strelcyn) of (KS).

In order to define a quadratic form on TI¢ in Lthe case of
billiards we must consider curves x(t) = ols(t) ), vOs(L)) in



such that x(0) = x and assign to each vector u =( a,v )., @
real number Byu. S(0) =s,, alsy) = ag, etc

3. Motivations and guadratic forms in billiards.

We explain now briefly-why we have chosen certain
quadratic forms. Consider first the case of geodesic flows on
surfaces.

If J(t) = wP(t) e,(t) is a Jacobi perpendicular vector field, a
Jacobi equation is satisfied: WP + K(twP =0 11 v(O) =l Jt) || =
(wp)?2 (see L1), 1/2Vv(t) =BW =6 WP since the structural
equations of the surface permit to deduce that the Lie derivative
along the geodesic flow is £LwP =6 (riemannian connection form).
working with this form B, Lewowicz gave a proof that the
geodesic flow s on surfaces of negative curvature are Anosov

(L2).
Now traduce the Lie derivative as the derivative along the

continuous trajectory of the billiard, and w"(y ,y(T)
( n'f’, iu) = (&g, ivy ), this last expression in the billiard. Then

' _ e (ao + t\'/O) i\/o) ) ((X.O, iVo) B

Thus, is defined a form B(g, vo) = (Vo .1Vo) (& ,ivy) that allows
to apply the theorem to Sinai's billiards (negative curvature) and
to obtain a result weaker than that of (Sin).

For positive curvature the previous expressions do not
work neither in geodesic flows nor in billiards. Therefore, turning
to the original motivation, rewrite V(i) = (wP)? and instead of



taking the derivative directly to obtain B, make the difference of
its values between one collision and the previous one.
So it is obtained

(wWP)2 = (Wh)Z = (g v 1ug, v 02 (o Livg 2 -
(1 [ Flg , Tl & Bty Jygt g, gl | T

This, eliminating the final f, for simplification, is the second
form studied in my paper. It permits to obtain the really new
results. The change of f by L (time that the trajectory spends
inside the osculating circle of radius R = 1/K, before or after
colliding with the boundary at o(sy) = aqy) presents itself
naturally having into account the georretric study of the question
and the results of Wojtkowski.

The direct study of the form (1) makes it possible o
deduce that the conditions of the theorem are satisfied if

g LT P b~ 20, 1o L300-F, 304 < 1,

which is a condition more restrictive than (2), below.

Taking now the form Byu = F(v, iv) + 2(a,iv) (v,iv) where
' is any function depending on the natural variables of the
Billiard €L,F, . .. ), It resulls

PU= (5602 [ §2(F, Fr2f)s28K, (F,+ [ 200 K:(F, Fr20]-4cos 8K,

where F, is the value of F in (y,wqy ), K, is the curvature in

Yo = YOp),
Kyl

cos 6= 5 (see figures 2 and 3)



G
\\}_,_/ag L

\ f N\
A\ \

Fig. 3

That expression has constant sign if
(2) A/BKS = (F-20)(2F,- L, )+ L,F, <O

Finally, take
A. F=f_ Inthis case
if K; <0, P ispositive (eventually)
if Ky>0, P ispositive if and only if
(3) L(Fyef) <2ff,

2
where f, is the distance between T, and T, and L, is the

time that the trajectory spends in the osculating circle of radius
R, = 1/K, before (or after) colliding in v,.
B. F=0 17 KgU
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=L if k> 0. Inthiscase if k; <0 and kg > O, it results
PX > O
if the dispersing or neutral components do nol intersect the
semicurvatures circles of 9Q; (als)):2f L >0. For k>0 the
semicurvature circle is inside the billiard, tangent to the
boundary and has radius R/2.

If Ky, ky¢ 0, there are not additional conditions.

Il k>0 anecessary and sufficient condition for Py>0 is
(4) L+L,<2f.

4. Conditions on the.boundaries. New results.

We study herg, separately, the fulfilment of the theorem's
hypothesis by the two forms described in the previous section.
A If =(Ty) is in a neutral or dispersing component the

conditions of the theorem are verified. If =n(T,) is in a focusing

component, (3) gives anecessary and sufficient condition that is
verified if

that is, If the osculating circles of each focusing component do
not intersect any other component. So the interior angles
between two focusing components must be bigger than =, and
angles between a focusing component and a not focusing
component must be not less than = (in case the not focusing
component is neutral, the angle can be bigger than n/2.

But (5) is not fulfilled in general if two 5uce551ve
collisions are in the same focusing component. A study in details
of this case gives that if y(A) =r(A)y(0)elA y0)=0 (fig. 4),
then condition (3) is written
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2
(0 sen A (r(A) - r (-A)) <-2r(A)r (-A) .

and, if the curve is symetric (r (A) = -1 (-A).
(6) sen A <r (A) k(0)/2.

Besides, for trajectories near the tangent (small angles
A), we obtain using Taylor's developments,

d2R 1./3
ds?

(7) 3kk" < 4k & > 0



If the open condition (6) and (7) are fulfilled
simultaneously we have P > O for sucessive collisions in C°
focusing curves, near the symmetry point.

Examples of pieces of curves that verify these conditions

are
- r(A)=A ~Ap< A < Ap
the pieces of ellipse emphasized (and its symmetrical) in fig.
5.
b
a
A
Fig. 5

B. The conditions indicated in the corresponding paragraph of the
previous section are exactly those given by Wojtkowski. In (Woj)
is proved that (3), considering consecutive collisions in the same
focusing component, is equivalent to

, . d®R
(8) 2k'< <k k ﬁa‘5—2‘<0.



This condition has the advantage of being globail, 1¢
verified by arcs of epicycloid, hypocycloid, cycloid, in particular
by the cardioid r(A) = 1 + cosA. In the ellipse, Lhe arc whose
points verify (8) is disjoint of the one previously indicated

S. Conclusion and some open guestions.

. The open character of cohditions in A shows that is not
true the assertion of Wojtkowski (woj), p <12 that "tipically”
condition (8) "is in some sense a necessary condition ‘or
nonvanishing of Lyapunov exponents”.

Conditions like (2) may be used Lo oblain new open
generically conditions for a billiard to have Pesin regicn of
measure one.

Quadratic forms that allow the study of stability of
geodesic flows in manifolds of higher dimension may be adapted
to the case of billiards, evaluating the difference between two
collisions . This is a natural way for generalizing the actual
proved resuls for higher dimension billiards.

Quadratic Lyapunov forms may be profitably used in the
research of persistence properties of billiards transformaLions
(L3
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Stable invariant subspaces of the unilateral shift.

Fernando J. Montans !

The purpose of this paper is to develop a rather elementar.,
approach to the characterization of the non-trivial stable invarian
subspaces of the unilateral shift operator.

In [2] (see also [1] pp. 468-473) Apostol, Foias and Salinas
determine the stable invariant subspaces of the unilateral shi’
operator, using rather complicated approximation techniques
which, on the other hand, yield the stable invariant subspaces of
more general isometric operators. We intend to give a simpler proo’
of their theorem for the unilateral shift operator (of multiplicity
one), which only involves well-known results about this operator
its invariant subspace lattice and the Riesz functional calculus.

1. Notation and Preliminaries

In what follows we work with bounded operators on a fixed Hilber:
space J4 of any dimension with inner product < .,.>. For an
operator T, the adjoint is denoted T¥*.

By a subspace of & we always mean a closed linear manifold of
The orthogonal projection onto a subspace M is written P‘M , and

ML is the orthogonal complement of M .

' This paper is an expanded version of the talk given by the autho
during the Homenaje a Rafael Laguardia on October 1, 1987, at the
Universidad de la Republica, Uruguay.
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We recall the following standard distance between subspaces of
d(m , o) =l PM—PW I fqr M, N sSubspaces of .

The restriction of the operator T'" to a subspace M is denoted

TI«M’ while the left (resp. right) essential spectrum of T s

written o]e(T) (resp. L (T).

In this paper we use the characterization of the unilateral shift
operator (of multiplicity one) as the operator S acting on the

Hardy space HZ (of the unit disk) as multiplication by the
independent variable :

S(f) (z) =1z f(2) for f € H2 and z in the unit disk

2. Stable invariant subspacgs

Our object of study will be the stable invariant subspaces of a
fixed bounded operator on a Hilbert space, defined as follows -

Definition 1. Let T be an operator on the Hilbert space ¥ , and
M an invariant subspace for T . We say that M is stably
invariant for T if given any positive real number € there exists
5> 0 such that if R is an operator with IIT - Rl <&, then S has
an invariant subspace & with dlm &) <e.

Notice that & and (0O} are always stable invariant subspaces for
any operator T . If SIS(T) denotes the set of all stable invariant
subspaces for T, it is natural to try to determine the structure of
SIS(T) , both because of its intrinsic interest, and with the hope of
thus gaining some insight into the structure of the lattice of all
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invariant subspaces of the operator T. For example one can ask
whether there is an operator T such that SIS(T) = ((0), % ),

or if SIS(T) is always a sub-lattice of the lattice of invariant
subspaces of T.

Apostol, Foias and Salinas show in [2] that a biquasitriangular
operator with connected spectrum has only trivial stably invariant
subspaces. They also give an example of an operator T such that
SIS(T) is not a lattice (with the standard lattice operations with
subspaces), and they characterize the SIS of a backward shift
operator of any multiplicity (see also [1] pp. 468-473).

The characterization of SIS(T) for an operator T acting on a
finite-dimensional space can be found in[1] (pp. 431 -435) or [3)

A famous theorem of Beurling [4] asserts that each non-zero

invariant subspace of the unilateral shift is of the form ¢H2 for a
unique inner function ¢. Our main theorem is the following

Theorem 2. Let S be the unilateral shift operator on H2 . Then
the following are equivalent for a non-zero subspace M :

(1) M isstably invariant under S.

(2) M = B H2 where B is a finite Blaschke product .

(3) M is invariant under S and has finite codimension in H2 _

(4) M isinvariant under S and the spectral radius of S*
restricted to M+ is less than 1.

(S) M+ isaright spectral space for S*,

It is easy to verify the equivalence of (2), (3) and (4) . We refer to

[2] for the equivalence of (1), (4) and (5) . We will prove only tha’
(1) implies (3) and that (2) implies (1) .
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Before that, notice the following interesting corollary of Theorem
=

Corollary 3. The stable invariant subspaces of the unilateral
shift operator form a non-complete lattice (with the usual lattice
operations with subspaces).

3. Proof of Theorem 2

In order to prove Theorem 2 we borrow a slightly weaker version
of Theorem 2.6 from [2], the proof of which uses only elementary
techniques and a characterization of the essential parts of the
spectrum of an operator :

z

Lemma 4. Let M be an infinite dimensional and infinite co-
dimensional stable invariant subspace for the operator T, where

(5 5)

with respect to the decomposition =M ®Mm+, and C is compact.
Then 6,,(A) N o, (B)=¢.

Now we are ready to prove Theorem 2. First assume that m = ¢ H2
is a non-zero stably invariant subspace for the unilateral shift of
infinite codimension. Beurling's theorem implies that wm is

infinite dimensional, so if we prove that C= P‘M Slﬂl* MLt oM

is compact, we can use Lemma 4 to conclude that the left essential
spectrum of A = SLM and the right essential spectrum of B =

PMJ_ SLMJ_ must be disjoint.

C is actually of finite rank. 'n order Lo see this, for each non

negative integer k let e, Dbe the “unction In H® delined by -
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e, (z) = z% . Then [ek . k is anon-negative integer )} is an

Kk
orthonormal basis for M = O H2. Now let x and n be
non-negative integers with n2> 1:

(pMSPM* & , e, 2=¢ P 5(1- P‘M)ek,q)en>=

M

=<,y e > <, 0, 1 2=0

Hence the range of C, which coincides with the range of

P‘M S pch , is contained in the span of ¢ , i. e. has dimension at

most one.

To determine the left essential spectrum of A = SLM , observe

that T: HZ2 - M = ¢ HZ definedby Tf = 6f isaunitary map
which implements a unitary equivalence between A and S .
Therefore o]e(A) = ole(S) = the unit circle .

Then, as noted above, lemma 4 implies that (B) must be

o
re
contained in the open unit disk . Now let A be any point in the

boundary of the spectrum of B . Then A ( the complex conjugate
of X)) lies in the boundary of the spectrum of B* = S*UVL* , SO

either it belongs to Gle(B*) or it is an eigenvalue of B* of finite

multiplicity ([S]p. 40 ). Ineither case A is in the interior of the
unit disk, since o,(B*) = ( Atk € .o (B)) which is contained

in the open unit disk as noted above, and because the eigenvalues of
B* are also eigenvalues of S* | and the latter all have modulus
less that 1 . Therefore the spectrum of B is contained in the
interior of the unit disk .
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But it is well-known that the spectrum of B = P‘MJ_ SLM'L is the
unionof the support of the positive measure of the singular part of
¢ and the closure of the set of zeroes of the Blaschke factor of ¢
(see e g [5],[8]). Hence the support of the singular measure is
empty and the Blaschke factor of ¢ has finitely many zeroes only,
i.e. ¢ 1is a finite Blaschke proqpct . But then M has finite
codimension against our initial assumption .

For the converse, we will prove a lemma which is interesting in
itself :

Lemma 5. If T is an isometry, then its range is stably invariant.

Proof of Lemma S. It T :is an isometry Lhen its range is a
subspace, and the same holds for any other operator R at a
distance less than 1 from T . Moreover, if €> 0 is given, and if
HT -R Il < €/C1+g), then d(range T ,range R) < g The
lemma is proved .

Now let M =4¢ H2 be such that ¢ is a finite Blaschke product .
We want to prove that M is stably invariant for S .

7

Choose numbers r and R such that | < r < R andsuch that ¢ is
analytic in the closed disk of radius R. . By the upper
semicontinuity of the spectrum, there exists m > O such that if
IT-R Il <n then the spectrum of T is contained in the open ball
of radius r . Let T the circle of radius R positively
oriented, and for all operators T suchthat |IT -S| «<n Jlet

o(T) = (2mi) ! [ o2y (z-T)'dz as given by the Riesz
r
functional calculus ( see [S], (€], [7])or [9]) .

An easy computation ( [7] pp. 5-6 ) shows the existence of v > O
suchthat v <m and iT T Sl <v, then I&T) &SIl
< g/(1+g) .



Since ¢(S) is an isometry, the proof of lemma S implies that the
range of ¢(T) is asubspace and that d(range ¢(S), range &(T))

< g. But M =0¢ H2 = range ¢(S), and the range of o(T) i<
invariant for T as T and ¢(T) commute . This shows M IS
stably invariant and the proof of the theorem is complete .

Ackowledgement. | would like to thank Allen Shields for
introducing me to this subject and for providing me with a preprint
of [2], and to Alvaro Rovella for his help in understanding [2].
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LA PROPAGACION DE LA LUZ
EN LA PROXIMIDAD DE LA CAUSTICA

Marcos Sebastiani

I. En Optica geomeétrica, se representa la propagacion de 1a luz e:.
un medio homogéneo mediante 1os rayos luminosos, que son rectos
Los frentes luminosos o superficies de onda son las superficies
ortogonales a la familia de rayos luminosos. Por ejemplo, en el caso
de una fuente luminosa F puntual, las superficies de onda sor
esferas. Si 1a luz emitida por F serefleja en un espejo parabdlico
cuyo foco esta en F, los nuevos frentes luminosos son planos

Sea S:P=P(u, v) una superficie de onda. Como la luz se
propaga con velocidad constante ¢ a lo largo de los rayos
luminosos, una superficie arbitraria es de la forma:

St:Qt=Qt(u,v)=P(u v)+ctN(Cu,v)
donde N(u,v)=PyAP,/IIP AP,

El flujo de energia a través de la region R ¢ Sy es

representado por los rayos luminosos que lo atraviesan. Luego, a 12
largo de un rayo luminoso, la intensidad de la luz es inversamente
proporcional al elemento de area,

aQt oQ

=t 2t
dsy = It 55 A5y Il dudv

Naturalmente, dados u, v, pueden existir valores de t para
aQt aOt

los cuales -a—u—/\ 3\7- =0
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En estos puntos 1a intensidad se haria infinita .

El lugar geomeétrico de 1os puntos donde dsy = 0O se llama la
Si consideramos la familia de rectas dependientes de 1os

parametros u, v :

Q(u,v,t)=P(u,v)+ctNC(Cuv)

y buscamos su envolvente encontraremos que es justamente la
caustica. O sea, la cdustica es l1a envolvente de 10S rayos luminosos

La experiencia muestra que la cautica es el lugar donde
la luz es mas intensa ( " caustica " : donde la luz quema ) . Pero la
intensidad no es infinita y si queremos un modelo adecuado para
estudiar la propagacion de la luz, debemos llevar en cuenta su
naturaleza ondulatoria .

La ecuacion de ondas muestra que el comportamiento del
campo electromagnético en una onda monocromatica viene dado por
la funcion :

(1) Ulx, t)=a(x)ellot=S{Xx))-g(x)el®l xR,
teR

donde a(x) eslaamplitud, S(x) 1la rase”y o la frecuencia .
( Ver [1] chap. VIl ). Las superficies de onda son las superficies
g (R )= cle La intensidad es proporsional al cuadrado de la
amplitud a(x).

En lo que sigue notaremos ¢:R3x RS 5 R la funcion
distancia usual en R, -

En el caso de una fuente puntual a tenemos que 13as
superficies S (x)=cte sonesferasde centro o . Por otro lado,
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o
la ecuacion de eikonal nos dice que |l grad S (x) |l = = - Resulta

inmediatamente que S (x)=0/¢ (X, a) (octe ).
Luego, en el caso de la onda esférica tenemos que (1) toma la
forma:

iTe(x, o)
e B B t)=__°_ei(mt41<p(x,a))=§‘i__2__eim
: o X, a ) ¢ (X, a)

donde 1t=w/C .

Volviendo al caso general (1), para calcular 1a funcion a( x )
aplicamos el principio de Huyghens Consideramos una superficie
de onda A y suponemos gue cada punto o€ A emite una onda
esférica de intensidad proporcional a a(a)?. El campo en el punto

x € RS se calcula como supeposicion de estas ondas esféricas.
Resulta, entonces,

e 119(x,0)

G(x)=XIAma(a)da, A cte.

donde da eselelemento de dareaen A . ,

No trataremos del calculo exacto de esta integral: pnos
interesamos en un comportamiento asintotico como funcion de 1,
cuando x esta dado. _

Se dice gque dos funciones C® de 1 tienen el mismo
comportamiento asintotico si difieren en una funcion que es de
decrecimiento rapido (es decir, mas rapido que cualquier potencia
de 1) asi como todas sus derivadas, para 1 — t+ . (Por ejemplo,
dos funciones cuya diferencia es e 1),

Observemos que cuando tratamos de ondas luminosas, . es
muy grande . '
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Usando una particion de la unidad y pafametrizaciones locales
en A, podemos reducir el problema a estudiar el comportamiento
asintotico de integrales de 1a forma :

-t (X, )

l('c)=fmze blay,a,)do;da,

“§ - i Y
donde a= a(a;,a,) esunaparametrizacion local en el entorno

de a;=a(0,0) y b esunafuncion C*® de soporte compacto
contenido en un entorno conveniente de (0, 0) .
Separemos la discusion en tres casos .

1) o, noesopuntocriticode ¢(x, a) (x fijo, avariable en A ).
En este caso, podemos escoger la parametrizacion local de modo
que ¢(x, a)=a+a; , a cte Osea,

itat o)~

_‘T(a)a])b(al,az)da]d%:fi:e b(a])dal

| (1) = fpoe

donde b ( o) = f V: b (o, @y ) da, . Integrando por partes y

llevando en cuenta que b (a;) tiene Soporte.compacto, resulta

1 ptee —it(ar al)
l(t)=f'i;f°°e b(oy)da,

Repitiendo sucesivamente la integral por partes vemos que | (1)
es de decrecimiento rapido; y lo mismo se aplica a sus derivadas .
Su comportamiento asintotico es, pues, nulo .
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2) o, espuntocritico no degenerado de ¢ (x, o)
En este caso podemos tomar la parametrizacion local de modo que

2 2
e(x,a)=azo; ta,, a cte Entonces,

i 2 e
|(‘c)=fm2e IT(aion;iafz)b(oc],otz)doc,dozz.

Si by=b(0,0) podemos escribir :
blay,a,)=by+ ayby Cay, o)+ asb, (ay, ay)
Luego,

(1) =Dbg IIRQ exp(-it(at aft ocg))doc,doc2 +

b fmg exp(—i’c(amfi ag))a,b] (o, on)doydas, +
- T
Sr2 exp-it(at ot o) ayb, (o, @) da day
La primera integral se calcula (integrales de Fresnel ).

A 1a segunda aplicamos el misno procedimiento de antes de
integracion iterada e mtegrac10n por partes y obtenemos :

fmg exp(- n(a+af+ az))a,b(a],aq)da da, =

~ 17 -



1 . g2 2.D
i-z_ﬁfiR? exp(—n(aicc‘zonz))a(on,,ozz)doz,doz2

y analogamente para la tercera integral .
Iterando el procedimiento, llegamos a calcular para | ( 1)
un desarrollo asintético de la forma:

il .
ao + 8 Fusaa a; cles.
T % J

(es decir, esta serie posee el mismo comportamiento asintotico que
g ).

3) ap esunpunto critico degenerado de ¢ (x, o)

Este es el caso dificil, que vamos a considerar en lo que sigue . Pero
antes observemos que si X no pertenece a la caustica, entonces
los puntos criticos de ¢ ( x, ) (como funcion de o ) son todos
no degenerados ; es decir, gl tercer ¢aso s6lo se presenta cuando  x
pertenece g 1a caustica

([2] &0).

2. Cambiando un poco la notacion y colocandonos en un contexto
mas general, lo que vamos a considerar es.el comportamiento
asintotico de

(2) I(‘c)=fmn explap( Xy, ..., Xy NI OX), ., Xp ) dXy .. dXy, N2 2

donde @, f son C® y tiene soporte compacto .

Vamos a asumir ciertas restricciones. Supondremos ¢
analiticaenun entorno U de O vy elsoportede f contenidoen
L . Llamemos aun ¢ a laextension de ¢ auna "uncion analitica
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compleja en el entorno V. de O e C". Supondremos que O e
el unico punto criticode ¢ en V (esdecir, O espuntocritico
aislado de ¢ enlos complejos ).

(Por los métodos vistos antes, el desarrollo asintotico de (1)
es O si @ notiene puntos criticos en U vy puede ser calculado
directamente si O es punto critico no degenerado ).

Por comodidad, supondremos ¢ (0) =0 .

Vamos a ver que el comportamiento
asintotico de I (1) esta vinculado 2a
ciertas integrales abelianas relativas a ¢

Veamos primero, como definir esta:
integrales abelianas .

Sea BgcV labolaabierta de centro
O yradio €>0enC" . Sea Dg el disco
abierto de centro O yradio 8>0 en C
. Sean

= i~ )
X=¢ '(Dg)nBg
X=0 '(t)n Bg t € D,

Entonces, con g bastante pequenoy & <<e |,

@:X-X,—>D0g -(0)

es una fibracion C*® ([3] 84).

Esta fibracion se llama fibracién de Milnor .

La fibra Xy , t 20 , Lliene la siguiente homologia ( 2
coeficientes £ )

Ho (X )=Z, Hy (X )=2H, H(X)=0 si j=0,n 1,



donde p , numero de Milnor , es la dimensidon del espacio

vectorial cociente del anillo de todas las series de Taylor en 0 € C"
modulo el ideal generado por las derivadas parciales de ¢ ( [3] §6 ) .

Fijemos t,eDg , to=20. Sea Zyc Xy un (n-1)-ciclo.
pPodemos propagar Z,, por.continuidad, a una familia de
ciclos Zy cXy , teDg, t=z0. Naturalmente esta familia no es,

en general, uniforme : cuando damos una vuelta en torno de 0 no
obtenemos necesariamente el mismo ciclo Zy . Esto induce un

automorfismo Hp-y (Xt ) - Hy-, (Xy ) llamado la monodromia de
o en O .

Supondremos elegida una base de M- ( Xy ) y llamaremos
M alamalriz de la monodromia .

Sea ® una forma homorfa de grado n-1 en X .Entonces
th o define una funcion holomorfa ( multiforme ) en Dg- (0 ).

Estas son las integrales abelianas a que nos referiamos. Su estudio
es realizable a través de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que tiene una singularidad regular en 0 € C, llamadas
ecuaciones de Gauss-Manin, basado en la relacion 5lgu1ente

d | .
tNd_tht‘”= fztn si oNdo = dp A m , donde n

esuna (n-1)-forma holomorfaen X , N esunentero positivo
Si N es bastante grande y . & bastante peqgueno, existe una L=
n (ver [4]).
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3. Mostremos ahora como se relacionan las integrales abelian:
que venimos a definir con el comportamiento asintético de (2 ).

Un desarrollo asintotico de | (1) puede ser obtenido por
aproximaciones sucesivas usando la serie de Taylor de f en O
Luego, podemos limitarnos a considerar integrales del tipo :

l(t)=fBe'-q’fd><,.._dxn

donde B es una bola cerrada de centro O ¢ R y © esun
QQ" QII .Q .

Consideremos la forma holomorfa
y=Ff(zy,....Z2n)dz;,An... Adz,

Entonces,
| g d= fBemp\y

Sea X'=(xe€X:Im @(x)>0) . En [4]87 se muestra
que, mediante la integracion de un campo de vectores, podemos

deformar B enunciclo I' de X modulo X' , de manera gue
no cambie el comportamiento asintotico de la integral . Podemos,
pues, suponer :

[T ¥= frempw

Fijemos ty€Dg , Imty>0 . Como X' esun fibrado de
base Dgn (Im>0) , X' es trivial por tener base contractible

Entonces, X' se retracta por deformacion sobre XLO . Luego
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podemos modificar I de manera que odI' ¢ Xto . Como esta

modificacion s6lo T' enlaregion X*, la integral solo cambia a
términos de decrecimiento exponencial (con todas las derivadas). O
sea, no se modifica el comportamiento asintotico .

Entonces, podemos supone : -

1 (1) = freiw\v i reRy,

Sea [y =o' ysea [y Xy lafamiliade ciclos generada por
Zo

Para 1 fijado, '™y 'es ua forma holomorfa de grado n en
Bg, por lo tanto, ella es cerrada . Existe, entonces, una forma

holomorfa w; talque e'™y=dw, . Por Stokes,
()= IZO on

Sea N un entero positivo tal que (pN\y = doAn.
holomorfa . Entonces,

oNda, = doa(el®™n)

( observemos que m no depende de 1) .
Por lo visto al final del § 2, sigue de ahi que

d :
tNE fztmt = IZt e™n

= 18 -



! g - +-N i@
O sea dtfztoyt—t fzte N -

Integrando sobre la curva s —st, (0<s< 1) vyllevan
en cuenta que

lim_yg f7, 00=0 (14] 84
resulta:
[ o =f0 LstN [ e ] (s =
Zto T 0 -0 ZSto =g
Nt f] elTsto [S'N f ]J\
o Zs‘ton ds,
porque (pIZSL =S, - En definitiva :
0

: Nr
E{x)= ]f ”bto[ Nfzstoﬂ]ds

Csta formula muestra que el comportamiento asintotico que
deseabamos estudiar viene determinado por la integral abeliana

Sz,m
Usando este procedimiento se prueba que | (1) admite un
desarrollo asintotico de 1a forma

o q ~ . 2 F s
a),:q Cath logHt La,q constantes
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donde q ges enteroy O0<g<n-1 y a son reales negalivos

Lales que e2MI o5 ypn autovalor de ™M ([ 4] 8 7). Como l10s
autovalores de ™M son raices de la unidad ([5]), tenemos que los
o sonracionales .

Para otros desarrollos y aplicaciones de la teoria,
recomendamos especialmente lareferencia [ 6 ].

Otros tipos de integrales asintoticas son estudiadas en [ 7 ],
usando, a través de la transformada de Fourier, el punto de vista de
las microfunciones .
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Results on the approximation of local times of
random processes.

Mario Wschebor
Universidad de la Republica.
Mormtevideo. Uruguay.

1. Introduction and general properties.

This paper con_tains an account without proofs of some
classical and also rettent results on approximation of the local
times of random processes. No special applications of the
approximation theorems are included. | believe that a non

probabilist with a general background in analysis and a small bit of °
probability should be able to understand the statements below.

Suppose
X: Rd—> RO
is a B-measurable function, and denote

p1(A) = p(T,A) = A{s: X(s) € A, 5 €T))

the occupation measure of X, a function of the two arguments T, A,
Borel subsets of R4 and R" respectively. A stands for Lebesgue
measure.

it pur() is absolutely continuous with respect to Lebesgue
measure, its Radon-Nikodym derivative L(T,) is called the loca
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ime (jor-m_e occupation density) of X(-). Here, we shall be concerned
almost exclusively with the case d=n= 1.

For d=1andt>0, we denote L(Lx) for L([0,L],x).

. Generally speaking, for fixed x L(T,x) should be considered a
measure as a function of the Borel set T and say, when the function
X(-).is continuous, an interesting object to study the level set (s: s
€ T, X(s) = x} which contains its support. A carefull study of a
general situation implies a series of technical measurability
problems which we shall avoid here completely.

A general reference for local times is the survey paper
"Occupation densities” by Geman and Horowitz [12]. Let us consider
some examples that illustrate about the basic properties of local
times.

1.1.- Suppose X(-) is a differentiable function at t, where it
has an isolated level value x. An elementary computation shows
that the local time L(,x) of X(:) has a step of size 1/] X'(t,) | at t,.

1.2.- The following results of S. Berman [6],[8] exhibit-around
the same 1deas as example 1.1. wilh some additional technical
complexities in the proofs - the connection between the continuity
of the local time and the irregularity of the underlying function.

Theorem 1.1. (S. Berman). Suppose X:[0,1] - R has a local
time L(t,x) that satisfies the (weaker than conlinuily as a function
of t for fixed x) hypothesis:

A(x: L(-,x) is not continuous)) = O

Then,

= 1 -



19) A{t: X /s increasing at the point t )) = 0.

22) For every subinterval J, Jc[0,1] and every positive
Integer m,there exist m pairwise disjoint intervals

Jro Ims Jy €4 Li=l, . 70
such that

ALfUPNIUN L NFUp) ) > 0.

1.3.- Irregular functions having continuous local time arise
naturally in probability theory. The first case is given by the pa.hs
of the Wiener process. Let us mention here a quick possible
definition of this random process.

We denote by (X(t), 0 <t < 1} areal valued random process (or
random function), that is a Borel measurable function X from [0, 1] x
Q to the real numbers, where Q is a probability space. As usual the
function t — X(1,Q) is called the path corresponding 1o W € Q
Instead of X(t,) we write simply X(t) for the function “he
random variable - of w € Q obtained by fixing the value of L

The random process is called a Wiener process (or "Wienel
function”), and we usually denote it "W" instead fo "X", if for almost
all w the corresponding path is a continuous function of t and if for
any ehoice of L{,l3,.. Iy B0 2 L) €85 € e < th) the join
distribution of the random variables W(t,), . , W(ty,), ie. Lhe

probability measure Ty, ., ONn the Borel sets of R™ defined by
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for any choice of the intervals I, ... I, has the density function
((X],X2, o s Xp) = (20) Y20 (Lot (tyty 12
Cexp (1721 D2/t 0 X2/ L) b 1Oty %y - 127y Ly D))

with respect Lo Lebesgue measure.

For a canonical definition, take for the Q-space Q, = C[O,1],
the Banach space of real-valued continuous functions defined on
(C,1] with the supremum norm and B its Borel ¢ algebra. One can
prove that there exists on B a unique probability measure W (the
so-called "Wiener measure”) whose n-dimensional projection on the
cilinder sets corresponding to n distinct values of the parameter
is the Borel probability on RN with the density function given by
the above formula. Then, the random process defined by

W,w) = wl) (weQ, O0<t<l)

is a Wiener process.

One can define Wiener functions on [0,+e) by pasting
continuously independent copies of translated Wiener functlions
defined on [0, 11 on [k,k+1](k=0,1,2...).

Now, the ITheorem conjectured by Paul Lévy ([15]) and
apparently proved for the first time by Trotter ([18]), states that
excepting for a set of W-measure zero, every function in Qg has a

local time L(t,x) which is conlinuous as a funclion of the pair (t,x).

1.4- An extensive literature is nowadays available on the
existence and regularity of local times in various contexts, and
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their applications. References are the books by K. 10 and H.P. Mc
Kean [14] and N.lkeda and S. Watanabe [13]. One may also add, for
example, the papers by M. Barlow, E. Perkins and S.J. Taylor [4],
B.Friedst and S.J. Taylor [11].

The following.general theorem due to S. Berman [7] (see also
[5]) is a powerful tool to prove the regularity of local times of an
important class of random functions. Some of its consequences had
been obtained prevously from deep structure theorems of
stochastic analysis. Its proof relies on a direct method applied
succesfully by the same author in other situations also, consisting
of deducing the regularity of the (random) occupation measure (see
the definition above) from moment arguments plus some well-
known classical resylts of Kolmogorov on the regularity of random
precesses.

Before the statement, let us introduce some notation.

If the random variables X(t;), X(to), ... » XK(Ge) (=1, for

i=]) have a joint density with respect to Lebesgue measure in IRk,
we shall denote its value at the point «xy,xo, ... XK ) by

Pl 1%y a K 51at0y o ,.tk),
and put, for each interval | in[0,1],

qi(x],xz, ...,Xk) ol | D(X],X2, ..... XK tl’LQ' ,lk) dty dt:) ..... dtk

and

= 191 =



Finally denote

ej)h FOCLX2, X)) = T, X huxg) = FOep, o x)

Theorem 1.2.[7] Suppose:
‘a) for some N 222 q is a tontinuous function for every I,
and

N + t
| Mo, atx, .. x| < cconstyin! E €

for some positive €and any x1i, ... Xy, interval 1 and h>0.

b) g,(x, ... ,x) < (const .) X(!)“e.
Then, with probability 1 (l.e. excepling for lhe W's in a

subset of zero probability in Q) the path X() has a local time
time L(t,x) which is a continuous function of the pair (t,x). |

1.5.- The general Theorem 1.2. has been applied by S. Berman
to extend, for example, the Lévy-Trotter result to a wide class of
homogeneous Markov processes on the line. To be specific, suppose

that that (X(t), O <t < 1} is such a process with transition density
function pt(x,y), that is

Prix,y) = PX(t*rs) € (y, y+dy) / X(s) = Xx) 520,1>0,%x,veR.

Then the conclusion of Theorem 1.2 holds if p.(x,y) salifies
the following conditions:

(1) It is a continuous function of the triplel o«
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(i1) For K a compact subset of the line,

)
lim  sup Io py(xy)dt = 0.

&

-0 x,yeK

(iii) For each real x, 3m> O such that
E (x,%) ds = O(tM)
Io Pg(X,%) ds = ,

(iv)3 A>0 and v >0 such that

h ‘
Io‘ | pyOx+h) = pu () [ dt < Al hh Y

"
fo 1Px*h,x) = p O,x) | dt < AThNT |

1.6. An application of the just mentioned result which is

especially important, is to provide a comparably simple proof of
the fact that the solutions of an autonomous stochastic
differential equation on the line have continuous local time,
excepting for a set of solutions of zero probability.

Suppose that the equation is
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dX(1) = ACX(E) dt + B(X(t)) dW(t)
X(0) = Xq

Here A and B are continuously differentiable real functions of
one real variable, B > 0, W is the standard Wiener process and x a

given real number (See for example the books [13],[14] for a precise
interpretation of the notation). To study the continuity of the local
Lime one can proceed in two steps: first, restreint the functions A
and B to be bounded, and B also away form zero, second, use well-
known classical bounds for the transition density of the solution
process to verify the conditions in 1.5.

1.7. Extensions to multidimensional cases (d > 1 or n>1) are
also known, based upon similar methods. See [1C] for the main
results.

N

We describe now two main classical constructions already
contained in Paul Lévy's work, which permit to obtain local time as
the Timit of approximation procedures on the paths of the Wiener
Process.

Let f be a function in Qg, and write the complement of the set
of zeros of f as a denumerable union of disjoint open intervals e

m -

o0
0. H\Nr'qey = l]J |
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Define the number of excursions of the function f having
length greater than € in [0.t) (>0), with respect to the level zero,
as

m 2 8]'

ne(t;f) = #{m: [ <i08), Tength of |

£

Theorem 2.1. W-almost surely in Q:

lim  (re/2)'/2 ng(t;1) = 2L7(1,0) rorant,
el0

where we have put LT(t,x) for the local time of the function f.|

For the second result, f(-) is again a function in Q4 and define

the downcrossings of f with respect to the strip [a,b], a < b,
recursively in the following way:

sy = inf{t: f(t) = b,t € [0, 1) if () is non empty,and sy=1if (] is
empty.

For § = 1,2 .

ti = inf{t: f(t) =a,t € [0,1],t > sy} if ([} is non empty and ty=1 if ()
is empty,

and for i =2,3,...:

si =inf{t: f(t) =b,t € [0, 1],t > ti_)if () isnonempty and ;=1 if
() is empty.
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We define the number of downcrossings of f with respect to
the strip [a.bl in the interval [Q.t) as

Dit,a,b;1? = suplisty < t}
which may be finite or infinite. In a completely analogous way one
can define U(t,a,b;f) the number of Upcrossings of f with respect to
the strip [a,b] on the interval [0,t).
The second Paul Lévy's Theorem is the following:

Theorem 2.2. W-almost surely,

lim e[ D(t,0.ef) + U(t-60,1)] = 2LM(t0) ror all |
el0

For proofs, see [13]. A short proof of the second result is in
[19] Extensions to Markov processes on the line are contained in
[11].

3. Strong approximations. Hungarian theorems.

We give here a sample of two theorems of a certain class, in
which the purpose is to study the asymptotic behaviour of the
number of visits that performs random walk to a given value.

There exists a number of varianls and refinements, but the
situation is always that as the number of steps of the random walk
tends to infinity, the numher of times the walk takes on a given
value is asymptotically equivalent in an appropriate topology - to
the local time of a Wiener process. In other words, local Limes are
useful to study recurrence problems of random walks
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To be precise; 1et  Xi. B s be a sequence of independent
identically distributed (i.i.d.) random variables, and define the
sequence of partial sums:

Spy = X! X (n=1,2,..)

The random walk is defined as the polygonal random function
(£(0), t 2 0) that has the points {(k,Sg), k=0, 1, .. } as vertices.

The number of "visits” performed by the partial sums to the
integer level x up to time n is:

Np(x) = 2 "(t: S=x, 0 <k <n ).

The number of times that the random walk takes on the value
x up to timenis:

V0 =2 (LE(D=x,0<¢t < nl.

heorem 3.1. (Simple symmelric ra'ndom walk, Révész [17]).

Suppose that the distribution of each random variable Xj is:
PIX| = 12 = PL¥y = =1) = 1/2Z,

Then, there exists a probability space and, defined on it, a
sequence of i.1.d. random variables with this distribution and a
Wiener process W so that with probability one, the following two
asymptotic resulls hold true as n — e for every € > Q:



sup | Np(x) = L(n,x) | = o (nE* 174y

xed
1Sy = W 1 = o (n® /%) |

ASs before, in the above statement L(t,x) stands for the local time
of W.

A typical variant is as follows. Suppose that the common
probability distribution function of the steps Xy, KD s is the

function F(-) satisfying the following conditions

(1) F() has a density f(.)
o0

(i) f xf(x)dx =0,
- 00

(T X200 dx = 1,

(iv)jiooox4’5.f(x) dX < oo fOr some &> 0,

Then the following similar result can be proved

heorem 3.2 (Csorgo-Révész [9])

There exits a probability space wilh an i.1.d. sequence of
randem variables Xi, Xo,... with common distribution F(.) and a

Wiener process defined on it, so that for each real x there exists
n > 0, such that almost surely,

sup 1 pr(x) - Lnx)| = o (nM)
x€R
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|Sp - W) | = o),

wvhere p =fiolxl.f(x) dx . |

In particular, if the X;'s are standart gaussian random

variables (i.e. with zero mean and variance equal to one), the last
Theorem applies to prove the following:

Corollary. /T Ny (0) is the number of crossings with zero of

the polygonal approximation of the Wiener process defined on the
interval [0,1] that coincides wilth it at the points of abcisae k/n
(k=0,1,...,n) and L*(t,x) the local time of this Wiener process, then,

(2/m)"/2. Ny *(0)/n'"2 converges in distribution to L*(1,0) as
n tends to infinity. |

In fact, if one defines
W*(t) = W(nt)/n'’?

then it follows from the above definitions that W*() is also
Wiener process and

L*¥(1,0) =n "2.L(n,0)

(Or, more generally, L*(1,xn '"2)=n ""21(nx) ) Since Nu(0) =
Np*(0), the corollary follows directly from the theorem.



Remarks.

A) In the same manner one can deduce that for every level x,
(2/m)'2 Ny (x.n"2)/n"2 converges in distribution to L*(1,x) asn
tends to infinity.

B) One can prove that .hc convergence in A) takes place in
fact in probability or in LP, by using methods similar to those
employeed to demonstrate the statements contained in the next
paragraph, that is, based upon the moments of the number of
crossings of a level by a stochastic process.

One should note that the theorems contained in this section
speak about the existence of a probability space in which the
results hold true. But if e oicuuciun 1o, as 1L usually happens to
be, that we are in a given space - for example, il one wishes to
approximate a given process by a given approximation procedure,
say the Wiener paths by the above standart polygonals - then, one
can only deduce from these theorems, convergence in law. That
is,convergence of the distribution functions of the normalized
number of crossings to the distribution of the local time.

in A) other types of convergence (almost sure convergence for
each level x, uniformities with respect Lo x) seem not be known.

4. Reqularization and local time.

in this last paragraph | will mention a series of results thal
point to obtain the local time as a limit of the number of crossings
(with an appropriate normalization) of regularizations of the
original paths. The general purpose is to approximate local time by



means of functionals defined on the corresponding level sels of
regular functions.

In the interesting situations, that is, when the given random
function has a continuous local time, the function itself is
irregular, hence it is.ynot possible to observe it physically. So one is
obliged to regularize it first, for example filtering it by means of a
deterministic known device. So, the approximation procedures
described in the above two paragraphs, that require the exact
observation of the original process can not be applied if one is
willing to get the local time from the level sets of the process that
is actually being observed.

On the other hand, the same results that we describe in this
paragraph as approximations of local time by crossings of regular
processes, can be looked at as answers to some interesting
problems concerning the behaviour, under various asymptotics, of
the level-crossing sets of certain classes of processes.

A number of different regularization procedures can be
considered, with the corresponding asymptotics. We shall restrict
here our attention to the convolution of the paths X(-) with
deterministic approximations of unit\;/ of the form

Velt)=(1/7¢) ¥(t/e)  (£>0)

where ¥ is a non-negative regular function with a compact support,

ST W de =1,

Similar results may be got by using some other procedures.

We use the following notations:



Xe(t) = (Wg % X)(t)

NXZ(T) = # (L. Z()=x, t € T} (the number of times

that the function Z(-) is equal to x on the set T).

The random function Xg(-) has the advantage of being regular
as a function of t, but its essential drawback is that it does not
share with X(-) any good probabilistic properties, such as having
independent increments or being markovian.,

4.1. The case of the Wiener progess.

With the above notation we have:

Theorem 4.1. ([201,[21]) Let X be the Wiener process W and T
an interval, T=(a,b), 0<a<b. Then as g€ tends Lo zero, for each
x € R:
(re/2)'/2 II\I/II2>I was(T) tends to LET,x) in every LP(Q),
where II¥ll, is the L?-norm of the function ¥

[‘(Ql 4d KS

A) Again here, the author does not know wheather
convergence in other natural topologies hold true. For example,
almost sure convergence or sirrultaneous behaviours for different
levels x.

B) The question of speed of convergence is also completely
open as far as | know. The proc® of Theoremr <1 relies on an



-
estimation of the moments of the random variabies N, €(T) which
does not seem Lo provide speeds.

C) With some extra work the results can be extended
mutaltis mutandis -to multiparameter Wiener processes. One must
substitute the number of crossings NXWS(T) by the geometric
measure of the inlersection with the set T of the x level set of the
random function Wg() (which is defined in a similar way than in
Lhe one parameter case).

4.2, Strictly stable processes.

An extension of Theorem 4.1. to strictly stable processes
with stationary independent increments has been proved by JIMM
Azais ([1]).

(X(t)t > 0} is such a process if X(C) = O, for every choice of
the parameter values

0£8,£1,4£83% 00:x £ 8

the random variables

are independent, and the probability distribution function of X(t+h)-
X(t) (h>0) has a Fourier transform that does not depend on t and has
the form:

E{expliz(X(t+h) xX(D]) = expl-[h.s(2)])

where
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s(z) =r[1-isg2)B.tglma/2))IzI% reR", 1 <a< 2;IBl<1.

The paths X(-) of the process are also required to be c.ad.l.ag,
that is, to be right-continuous and have left limits at every point.

One can prove that there exists a random process verifying
these conditions and that almost 'surely, its paths have a jointly
continuous local time (see for &xample the survey [4] and the
references therein). For the values a =2, r = 1/2, {X(1):t > 0} is the
Wiener process.

We use the notations

K, = EIX(1)1)
Wil = [T (¥ ()% dy)! /@
Then,

Theorem 42[1] Let ¥Y¢ be as in Theorem 4.1. and T an
interval, T=(a,b), O<a <b.

Then as g€ tends to zero, for each x € R:

K,.e]—]/a.ll‘l’lla". NXXG(T) tends to L(T,x) in every LP(Q).
Here L(T,x) stands for the local time of X(.).|

Remarks.
A) Analogous results for more general Lévy processes

(especially, those having a continuous local time) have nol beer
written yet, as far as | know.



B) Excepting for the gaussian case, mentioned ut supra,
multiparametric generalizations are not known either.

4.3. Stationary gaussian processes with nondifferentiable
paths.

This class of random processes is considered in the paper by
J.M. Azais and D. Florens [3], where a series of results on the
approximation of the local time is proved under various hypothesis
We sample one of these (Theorem 4.3. below).

The notation and the hypothesis are as follows:

(X(1):t € B} is a Gaussian stationary process with continuous
paths, covariance r(.) and spectral density f(.).

That means:

= For any- Choice. Of Ly Low b Wl t 55 < tpy) the joint
distribution of the random variables X(t;), ... » Shkpd e the

-----

for any intervals |y, ... ,In), has the density function
9X1,X2, e X)) = (2m) M 2[det(2))7 /2 exp(- 1/2)(x2x)
where 2 is the positive definite matrix with elements

By = rltis gl ] = 1o nlirl =00, %0, . %)
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- r() is the Fourier transform of the probability density f(.)

oo

r(t)y= f () =g f(x) exp(ilx) dx (L € R).

L
oo

The hypothesis on r(.) are the following:

it is twice differentiable outside t=0, of bounded variation
v 4 netghbourhood of t=C, r' and r" are bounded at < and

<,~\>~|x|’"]_°‘asx—>m,0<a<‘2_

P
f

The hypothecis on ¥ are the following:
it is of class C', t2¥ (1) and t2¥' (1) are bounded and

>
/g

(7 253 Y12 dz < oo

>0

Then we have the

Theorem 4.3 [3] Under the above hyprolhesis,

(/2072 [y g1 V2N B(0,1)) tends Lo L(LOY in LAQ) as

e tends to zero.

L(L,X) denotes as usual the local time of the given process
(Lt € R) and Ay ¢ Is the second spectral moment of Lhe regula
vrocess Xgl-), given by

Z2[¥ (e)? f(2)dz |

I’
@)



Remarks.

A) It is possible to prove a more general and also simpler
statement than Theorem 4.3. above, for stationary gaussian
pProcess. :

B) An important class of examples is the one given by:

r(t) = exp(-1tI% (0 <a < 2).

In particular, if a = 1 (the Ornstein Ulhenbeck process), then

f(x) = [=(1+x9)] ' and Ay g~ (2/8) H\I’II.Z") as e - 0.

4.4 Diffusions.

Theorem 4.1. can also be extended Lo the solution X() of the
stochastic differential equations described in 1.6 of the present
naper. With the same notations, for each x € R

re/2) 2 II\I/II2'I NXXS(T) converges in probability to B(x). L(T,x) as

e tends to zero.

This remarkable result has been proved very recently by JI
Azais [2] under the hypotesis that the convolution kernel ¥ is a

C™-function with compact support. tie also proved an analogous
result por polygonal approximations of X(-).
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