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COURBES LISSES, CYCLE MAXIMAL ET POINTS INFINIMENT 
VOISINS DES SINGULARITES DE SURFACES 

par Gérard GONZALEZ-SPRINBERG et Monique LEJEUNE-JALABERT 

(Version préliminaire) 

Introduction 

Pour entreprendre 1'étude des familles de courbes tracées sur une singularité de 

surface, proposée par J. Nash, il est peut-étre naturel de commencer par celle des courbes 

lisses. 

Les objets considérés ici sont locaux ; par singularité de surface, nous entendons 

un germe de surface réduite équidimensionnelle (S, O) en un point singulier, formel ou 

analytique, défini sur un corps algébriquement clos + de caractéristique nulle ; et par 

courbe, une courbe paramétrée formelle. 

Dans le premier paragraphe, on donne des critéres d'existence de courbes 

lisses sur (S,O) non contenues dans le lieu singulier de S, oú interviennent une 

désingularisation de S et le cycle maximal (Théoreme 1.3) (“). On appelle désingu- 

larisation de S un morphisme propre r : X — S induisant un isomorphisme d'un 

ouvert dense de X sur l'ouvert régulier de S, tel que X soit lisse. On donne ensuite 

quelques exemples d'applications des critéres obtenus. 

Aprés avoir défini la notion de section hyperplane générale de (S, O), existence 

de branches lisses de celle-ci est le sujet du $2. Les résultats (Proposition 2.4 et 

Théoréme 2.5) font intervenir l'éclatement normalisé de centre O ou une désingula- 

risation de $5 qui le domine, et une condition numérique d”intersection pour le cycle 

maximal. 

Dans le $3 on définit les familles de courbes lisses á partir de la désingularisa- 

tion minimale r de la surface S. Ces familles, qui forment une partition de l'ensemble 

des courbes lisses sur S, sont associées á certaines composantes irréductibles de la 

fibre exceptionnelle 7*(0) caractérisées par les critéres du $ 1. On précise les résultats 

des deux paragraphes précédents pour chacune d'elles (Propositions 3.2.1, 3.2,2, 3.3.1, 
  

(*) Ceci répond á une question posée par E. Casas. 

1



3.3.2). En particulier, á 1'aide d'applications “fibre”, on détermine les points exception- 

nels des transformées strictes des courbes d'une méme famille par éclatement normalisé 

et désingularisations (Propositions 3.4.1 et 3.4.2). Chaque famille détermine une chaíne 

de points infiniment voisins satisfaisant une condition de minimalité (Théoréme 3.5). La 

longueur de cette chaíne est aussi caractériséc en termes de jets des paramétrisations des 

courbes de la famille (Théoréme 3.6.2). Les éclatements définissant la chaíne permettent 

de retrouver des sections hyperplanes générales possédant des branches lisses ; nous ob- 

tenons ainsi une nouvelle caractérisation des familles de courbes lisses (Théoréme 3.7.2). 

Le $4 contient quelques remarques spécifiques au cas des hypersurfaces et le 

demier paragraphe est consacré á un exemple. 

1. Existence de courbes lisses, 
critéres en termes de désingularisations 

Soit S une surface réduite définie sur un corps algébriquement clos k de 

caractéristique nulle, O un point de S. 

On dit que S posséde la propriété (cf) en O s'il existe une courbe lisse T' telle 

que O € T et T's (0) soit contenue dans l'ouvert des points réguliers Reg S de S. 

Soit 1 : X — S une désingularisation de S ; on appelle cycle maximal le 

cycle Zx = Y mE; défini par la partie divisorielle de mOx, od M est lPidéal 

maximal Max Os o de Os o, od les E; sont les différentes composantes irréductibles 

de dimension 1 de la fibre exceptionnelle r”'(O), et oú les m, sont des entiers non 

négatifs. 

1.1. PROPOSITION. — Soit S. une surface réduite, O un point singulier de 

S, et: X — S une désingularisation de S telle que la fibre exceptionnelle r71(0) 

n'ait pas de points isolés. Alors S posséde la propriété (c£) si et seulement si le cycle 

maximal Zx = Y m¡E;¡ de MOx posséde une composante réduite, ¡.e. il existe 1 

tel que m; = 1. Sil en est ainsi, MÓx est localement principal au voisinage du 

point exceptionnel P de la transformée stricte de la courbe lisse TP”. De plus ce 

point est un point lisse de 17*(0) et il appartient á une composante réduite de 

Zx. Inversement, si P est un tel point, il appartient á la transformée stricte d'une 

courbe lisse dans $. 

Preuve . — Remarquons d'abord que, puisque 77*(0) n'a pas de points isolés, 
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la partie divisorielle de MUx n'est pas mulle. 

-— Supposons qu'il existe une composante réduite E; du cycle maximal 'Zy. On ' 

choisit un point non singulier P de E; n'appartenant á aucune autre composante de 

17*(0), et n'appartenant pas non plus au support de la partie immergée de mOx. Soit 

(21,..., En) un systeme minimal de générateurs de 11m. Soit (u, v) un systéme régulier 

de paramétres de Ox p ; on a (u,v) = Max Ox p. Puisque E; est non singulier en P, 

on peut supposer que E, est défini au voisinage de P par u = 0. D”autre part, le lieu 

singulier Sing S de S est de dimension au plus 1 car S est une surface réduite, et r étant 

une désingularisation il en est de méme de r7*(Sing S). On peut donc supposer de plus 

que r"(SingS) NM (Lv = 0) = (P) au voisinage de P. Soit r donné (formellement) 

par 2; = py(u,v), 1 <j<m. On a donc (p1,...,Pn) = (u), et on peut supposer que 

1 = *«u (od * est une unité) en réindexant au besoin les coordonnées. Soit T la courbe 

définie par u =t, v =0. Alors la courbe P” ¡= ad) est lisse et Px (0) C Reg S, car P 

est définie par 1, = +t, 2; = p,(t,0), 2< ¿< n, et d'autre part Pa LPyEÉ (Reg S). 

Inversement, supposons que S posstde la propriété (c£) ; soit P' une courbe lisse 

par O telle que Px (O) C RegS. Soit T la transformée stricte de T par r, et P le 

point de T se projetant sur O. Alors T est lisse. Soit encore lu, v) un systéme régulier 

de paraméres de Ox p, (u(t), v(t)) une paramévisation de T. Soit g un générateur de 

la partie divisorielle de MOx p qui est non nulle puisque P n'est pas un point isolé de 

*71(0). Soit r donné (formellement) par 2, = py(u,v), 1 < j < n, au voisinage de 

P. Posant p; = gp;, 1 <j <n, on a, puisque T est lisse, 

¡e ord, py (u(t), v(t)) =1. 

Or: 

1 < ord, g(u(t), (0) < ¿nf ord, p;(u(t), v(t)) =1.. 
<j<n 

Donc 

e ord: 1; (u(t), v(t)) = 

etg € Mx M? oú M = Max Ox p. Il existe donc ¡, tel que +, soit une unité, Au 

voisinage de P, MÚx P est donc principal, 17'(0) est non singulier et Zx est un 

diviseur réduit, irréductible, lisse. 

1.2. COROLLAIRE. — Soit S une surface réduite, O un point singulier de 

S, et 1: X — S une désingularisation . 

Si MOx est localement principal, ou bien si S est une surface normale et x 

est une désingularisation quelconque, par exemple la désingularisation minimale, 

alors la propriété (c£) est équivalente á lexistence d'une composante réduite du 

cycle maximal Zy.



Preuve . — En effet, si M0ÚÓx est localement principal, alors la fibre excep- 

tionnelle n'a pas de points isolés ; et si 5 est normale, alors MÚOx n'est pas forcément 

localement principal, mais la fibre exceptionnelle est connexe et de dimension 1 (“main 

theorem” de Zariski). Alors l'équivalence résulte de la proposition 1.1. 

1.3. THÉORÉME. — Soit S une surface réduite, O un point de S, mm l'idéal 

maximal de Oso, 1: X — S une désingularisation . Alors la propriété (c£) est 

équivalente á : ou bien le cycle maximal défini par la partie divisorielle de MÚUx 

est non nul et posséde une composante réduite, ou bien il existe un point isolé P 

de la fibre exceptionnelle 1”*(O) et un entier m > 1 tel que MOx p = (u,v”) 

pour un systéme régulier de parametres convenable (u, v) de Ox p. 

Preuve . — Si $ posséde la propricié (c£), soit F' une courbe lisse, T sa 

transformée stricte dans X, et P le point de T se projetant sur O, Si P n'est pas 

un point isolé de 710), alors la partie divisorielle de M0Ox est non nulle et posséde 

une composante réduite, par la proposition 1.1. Si P est un point isolé de oO), 

(u, v) un systéme régulier de paramétres de Ox p, et si m est donné (formellement) par 

2 =p (uv), 1<j<net T par (u(t), v(t)), alors on a : 

1 = inford; p; (w(t), v(t)) 

car T” est lisse. Il existe donc ¿, par exemple 1, tel que y; € MxM?, oú M = Max Ox p. 

On peut donc supposer que pp; = u, et qu'il existe A¿(v) (une unité, si y; £ 0 (mod u)), 

et mj entier, mj > 1, tels que p; = Ajv”* (modu),2<1< nm. 

L'ensemble (m;|A; unité ,2< ¿ < n) est non vide, car P est un point isolé de 

r"(0) 

Par suite MÓx p = (u,v”) oú m = infimj]A, unité 2 <i< n) ,etona 

m>l, 

Inversement, si la partie divisorielle de MOÓyx contient une composante réduite, 

argument est identique á celui de la proposition 1.1, et S posséde la propriété (c£). 

Si maintenant P est un point isolé de r7*(0) tel que MOx, p= = (us uv"). solt T la 

courbe définie par u = tt; v = = tf, ou f(t) est tel que Pos (P) évite l'image 

réciproque de Sing S. Alors P' := (1) est définie par 2;(t), 1 < 1 < n, et comme 

(21(0),...,2n(t)) = (ult), v”(1)) = (1), cette courbe est lisse et Ps (O) C RegS. 

1.4. REMARQUE. — Les idéaux de type (u,v”), m > 1, dans un anneau 

local régulier R de dimension 2, qui interviennent dans 1'énoncé du théoréme 1.3 sont 

caractérisés par la propriété suivante : soit 7 un idéal de R, primaire pour l'idéal maximal 

M. ll existe un systéme régulier de paramétres (u, v) de Retm > 1 tel que I = (u, v”) 
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si et seulement si on a vy4(1) = 1, 0d yy (1) = supín E Nj/ C M”). Le nombre vi (1) 

est aussi la multiplicité avec laquelle apparaít le diviseur exceptionnel Ej dans la partie - 

divisorielle de la transformée totale de / par l'éclatement de 1'idéal maximal de Spec R. 

La transformée totale de 7 devient un diviseur á croisements normaux aprés une 

suite de m éclatements de points et le cycle associé est Ey +42 E3+---+mE,n oú E, est 

la transformée stricte de la composante exceptionnelle introduite au i-iéme éclatement, 

1<1< m. Le graphe dual pondéré est : 

Er E, Ent: Em 
«8 22 2 sl 

  

1.5. Exemples d*application des criteres précédents. 

(a). — La singularité de type A, de la surface S d'équation zy = 2", n > 1, 

posséde la propriété (c£). En effet, la fibre exceptionnelle 77*(0) de la désingularisation 

minimale 7 : X — S est la réunion de n courbes rationnelles lisses E,, 1<1< mn, et 

le cycle maximal associé á M0Óx (qui est localement principal) est réduit et s'écrit 

Zx = El +++ + Es. Pour chaque composante exceptionnelle E; et pour chaque 

point P de E; qui n'appartient pas á l'intersection de E, avec d'autres composantes 

exceptionnelles, il existe des courbes lisses Il” dans S dont la transformée stricte T 

contient P, est lisse et transverse á E; en P, par la proposition 1.1. 

(b). — Les singularités toriques de surfaces (ou éventails de dimension 2) 

possédent la propriété (c£), car l'idéal maximal devient localement principal dans la 

désingularisation minimale, la fibre exceptionnelle est une chaíne de courbes rationnelles 

lisses et le cycle maximal est réduit ([TE], [A]). Les singularités d'hypersurface de type 

A, sont les seules intersections complétes parmi les singularités toriques. 

(c). — Plus généralement, on peut appliquer les critéres de la proposition et 

du théoréme précédents pour les singularités rationnelles, en connaissant seulement le 

graphe dual pondéré du diviseur exceptionnel de la désingularisation minimale. En effet, 

celui-ci détermine le cycle fondamental, qui coíncide avec le cycle maximal [A]. 

Ainsi, par exemple, les points doubles rationnels de type D,,., Es et Ez possédent 

la propriété (c£). 

(d). — La singularité de type Es de la surface S d'équation 2?+y*+2% =0 ne 
posséde pas la propriété (c£). En effet, le graphe dual de la désingularisation minimale 

ESt a e > ou chaque sommet représente une courbe pr  



rationnelle lisse d'auto-intersection —2, et les multiplicités des composantes du cycle 

fondamental, suivant le graphe précédent, sont: 2 4 6 5 4 3 2. Donc, il Vya 
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aucune composante réduite du cycle maximal et par suite aucune courbe lisse. 

(e). — Soit S le parapluie de Whitney d'équation z? = y”z. La normalisation 

n : S — $ est la désingularisation minimale de S ; la fibre exceptionnelle n”*(O) 

est un point isolé P, au voisinage duquel n est donnée par == uv, y =u, z =v*, 

od (u, v) est un systeme régulier de paramétres de O p- Par suite, si M est Vidéal 

maximal de Os,o, on a MOz p = (u,v?). Par suite, S posséde la propriété (c£) en 

O (théoreme 1.3). Par exemple, on a les courbes lisses ', ¿ donnés par z = apra, 

y=0at,2 =P, aveca,BEk a z0. 

2. Courbes lisses et section hyperplane générale 

Nous commengons par préciser la notion de section hyperplane générale d'un 

germe de surface réduite (S, O). Il s'agit de celle de l'énoncé de [GS 2] 2.1, définie 

en terme de l'éclatement normalisé de O. Soit 01 : S; — (S,O) l'éclatement de O, 

mi : Si — S; la normalisation de S;, 7 = 01 on; l'éclatement normalisé. Notons 

Z1 (resp. Z,) le cycle maximal défini par mMOs, (resp. moOz,) et |Z,| (resp. [Z,)) la 

courbe réduite sous-jacente. Les cycles Z; et Z, proviennent de diviseurs de Cartier 

respectivement sur Si et Si ; |Z,| et [Z1| sont des diviseurs de Weil. 

Enfin, soit Cgo = Spec 9, m"/m"* le cóne tangent á S en O, 
n> 

Ts,o = Spec Sym m/m? son espace tangent de Zariski. On a Proj|Cs o] = 121] = 
+1 a (0). 

2.1. DÉFINITION. — On désigne par section hyperplane de (S, O) une courbe 

(non nécessairement réduite) sur (5, O) admettant pour équation locale h = 0 od 

he mx m?. 

On dit qu'elle est générale si 1'hyperplan H de ProjTs o, ayant pour équation 

homogéne h mod m? = 0, coupe transversalement Proj|Cs,o| = 07 *(0) en évitant ses 

points singuliers, les images par n, des points singuliers (isolés) de S, et des points 

de ramification de la restriction n,y¡z, : [Z,| —= |), enfin, si O n'est pas un point 

singulier isolé de 5, la transformée stricte de Sing S. 
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Les génératrices de Cs,o correspondant aux points de o; 10) énumérés cl- 

dessus seront dites spéciales. 

Il résulte du théoréme de Bertini que l'ensemble des hyperplans vérifiant les 

conditions ci-dessus est un ouvert de Zariski dense U du systéme linéaire des hyperplans 

de Proj T's y vu comme espace projectif. 

Soit h € Mx M? tel que H € U et désignons par C; (resp. T),) la section 

hyperplane générale de (S, O) d'équation h = 0 (resp. sa transformée stricte sur $1). 

La section hyperplane générale C, est une courbe génériquement réduite et elle posséde 

un point immergé en O si et seulement si Os o n'est pas un anneau Cohen-Macaulay ; 

Ti, et [Z1] se coupent transversalement en des points non singuliers de [Z,|, de 3; et 

de Tj n'appartenant pas á la transformée stricte de Sing S sur Si si dimSing S = 1 

([GS 2] 2.1). 

Soit Ey,..., E, les composantes irréductibles de [Z,|. On a Z, = LEE 

sim;Ej ou m; EN, m; > 1. 

2.2. LEMME. — Avec les notations précédentes, si H E U, (Th + Ey) est 

un entier strictement positif indépendant de h égal á —(Z; + E;) et la courbe Ch a 

—(Z1 -[Z1)) branches (composantes analytiquement irréductibles de dimension 1) 

dont —(Z1 - Ej) de multiplicité m; en O. 

Démonstration . — Montrons d'abord que (Tj, - Ej) > O. La courbe Ta 

est non singuliére donc c'est la normalisation de C4. Elle coupe transversalement 

[Z,| en des points non singuliers de |Z,|. Le nombre de branches de C, est donc 
EUA MT |Z1|), car un point non singulier de [Z1] appartient á un 

unique E;, 1 << s. D'autre part, les points d'intersection de T) avec Ey,1<3<s, 

sont les images réciproques par n;¡£, des points de n,(£,) appartenant a la transformée 

stricte de C, sur Sy, c'est-á-dire des points d'intersection de la composante irréductible 

n:(£;) de Proj(Cs o) avec 1'hyperplan H. Par définition de Y, les points d'intersection 

de Th et E; ne sont pas des points de ramification de nyyg, ; (Th : Ej) est donc le 

produit du degré de la courbe projective n¡(£,) par le degré de la restriction de n; á 

Ej sur son image. En particulier, c'est un entier strictement positif et indépendant de h 

tel que AH € U. Enfin, soit Z; de cycle á support exceptionnel tel que (h) = 2, +T». 

Pour montrer que, si H € U, (Th - Ej) = (Ey > Ej), il suffit qu'il existe A tel que 

H EU et que 2, = Z 1. Mais cette condition détermine un ouvert de Zariski dense de 

lensemble des hyperplans de Proj T's o, donc il existe un tel h. 

Montrons maintenant que la multiplicité d'une branche F' de Cp dont la 

transformée stricte sur $, intersecte E; est m;. Soit P un tel point d'intersection 
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c'est un point non singulier de S, et de E; et P € Ej: si j' A j. UN existe donc un 
systéme régulier de paramétes (u,v) de Oz, p tel que u engendre l'idéal définissant 

E; localement en P, et un systeme minimal de générateurs de mM, (21,..., Zn), tel que 

2 =U "Ip, pi E€0z pp1<i<net(p,...,Pn) = (1). D'autre part, si (u(t), v(t)) 
1) 

est la paramétrisation de 7),, on a ord, u(t) = (T) - Ej)p = 1. D'oú 

multo T' = E eu zi(t)="m;. 

Remarque. — Si H € U, alors la partie exceptionnelle Z, de (h) est Zy, 

ie. (h) = Z¡ + Tr. En effet, dans le lemme précédent, nous avons montré que 

(Th Ej) = (Zn - Ej). Puisque (h) = Z, + Th, on a (Th - Ej) = —(Za : Ej), d'oú 

((Z, -Z1)-Ej) =0, 1 < j < s. Or, Mumford a défini une théorie de l'intersection des 

diviseurs de Weil sur une surface normale á coefficients rationnels. En suivant, mutatis 

mutandis, la démonstration de [M], on montre que la matrice d'intersection (E; - Ey) 

est définie (négative) d'0ú Za = Z,. 

2.3. DÉFINITION. — On dit que S posséde la propriété (c£ h) en O s'il existe 

une section hyperplane générale de (5, O) qui posséde une branche lisse. 

Il résulte immédiatement de 2.2 que s'il en est ainsi, toute section hyperplane 

générale de (S, O) posséde une branche lisse et qu'on a le critére suivant : 

2,4. PROPOSITION. — Soit S une surface et 71 ; 51 — (S, O) léclatement 

normalisé de O. Alors S posséde la propriété (cl h) en O si et seulement si le cycle 

maximal Z; = Em;E; de mOz, posséde une composante réduite, i.e. il existe 1 

tel que m; = 1. 

2.5. THÉOREME. — Soitx : X — S une désingularisation de S telle que 

mOx soit inversible et soit Zx = Em,¿E; le cycle maximal de MOx. Alors S 

posséde la propriété (cf h) en O si et seulement si Zx posséde une composante 

réduite E, telle que (Zx - E) < 0. 

Démonstration . — Á cause des propriétés universelles de l'éclatement et de 

la normalisation, il existe m1, : X — 5, tel que 7 = 7/0] etona MÓx = r(moz, ). 

Puisque $, est une surface normale, 7, induit un isomorphisme au-dessus d'un ouveri de 

Zariski dense de chacune des composantes irréductibles de [Z, |, la courbe exceptionnelle 

de 71. En réindexant au besoin les E,, on peut donc supposer que la transformée stricte 

de [Z¡| sur X est |) Ej et que si ¿ > s, , contracte E; en un point (., peut 
1<i<s 

évidemment ne contracter aucune courbe par exemple si S, est non singuliére). On a 
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donc : Zy = Y [1 < ¿< s]m;m(£;) od m(E;) désigne l'image ensembliste de E; et 

d'aprés 2.4, S posséde la propriété (c£ h) en O si et seulement si il existe ¿, 1 < ¿<'s 

tel que m; = 1. : 

Pour conclure, il suffit de constater que (Zy -E¡) <0sil <i< set(Zx Ej) =0 

sii>s. 

Or le morphisme 7, étant propre et Zx étant l'image réciproque de Z,.en 

tant que diviseurs de Cartier, on peut appliquer la formule de projection. On a 

(Zx - Ej) = (Z¡ - m(E;)) od ici m(E;) désigne image de E; en tant que cycle. 
Si 1 < i< s, le degré de la restriction de ; A E; sur son image dans S| est 1, 

Si nous désignons encore par E, cette image (cette notation est cohérente avec celles 

précédemment utilisées), on obtient donc (Z y - E;) = (Z) - E¡) et nous avons vu (2.2) 

que c'est un entier strictement négatif. Par contre, si ¿ > s, le cycle r¡(£;,) est nul car 

1 contracte E; en un point. D'om (Zx - E;) =0. 

2.6. Exemples. 

Nous reprenons dans (a), (b), (c) quelques exemples de 1.5. 

(a). — La singularité A, A l'origine de S d'équation ry = 2”*! posséde la 

propriété (c£ h). Le critére 2.5 s'applique á la désingularisation minimale 7 de S. Le 

graphe dual pondéré du diviseur exceptionnel de 7 est : 
E Ez Fri En 

A -2 -2 =2 

el (Zx - Es) = ((E1+---+ En) - Es) vaut -2sin=1eti= 1, vaut —1 sin > 2 

eti=10ui=mnmetvautÓ0 sin>2et1<i<mnm. Dans tous les cas, une section 

hyperplane générale quelconque posséde 2 branches lisses. Si n = 1, elles se relévent 

transversalement á Ej ; Cso ra pas de génératrices spéciales ; et par tout point 

de E se reléve une branche d'une section hyperplane générale. (En ce cas, Cj est 

générale si h = Az + py +vz mod m? avec 4Ap — uv? 4 0). Si n > 2, l'une se reléve 

transversalement á Ey, l'autre á £,,. L'unique génératrice spéciale de Cs y est son lieu 

singulier (1 = y = 0). De méme par tout point de E, ou E, n'appartenant pas á Ez 

ou En-1 se reléve une branche d'une section hyperplane générale. (C, est générale si 

v 40). 

(b). — Plus généralement, les singularités toriques de surfaces possédent la 

propriété (e£ h). Ici aussi, le critére 2.5 s'applique á la désingularisation minimale r de 

S. Le graphe pondéré du diviseur exceptionnel de r est : 

E Ez En En 

  

4] 0) 2-1 An



avec a; > 2 [TE]. On a encore Zy = E¡+--:-+E, etsin=1, (Zx : Ej) = —ajy, si 

n>2,(Zx Ej) =-a1+1,(£Zx E) =-a/+2,1<i<n,(£Zx : En) = —an + 1. 

Toutes les branches d'une section hyperplane générale quelconque sont lisses. Si n = 1, 

ilyenaa,;sin>2,il yena (a, — 1)+ (a, — 1) + ]1 < ¿< n](a; — 2). Parmi 

elles, az — 1 (resp. an — 1) se relévent sur X transversalement á E, (resp. En), as — 2 

a E¡, 1 << n, Dans l'éventail qui décrit la désingularisation minimale de la surface, 

les E; tels que a; >2,i A 1, ¿ A n correspondent aux points anguleux de la ligne 

polygonale joignant les points primitifs des arétes ([GS 1]). 

Ici S, coincide avec S,, car les singularités toriques sont des singularités ration- 

nelles. Au vu de l'éventail, les points singuliers éventuels de 3, sont a l'intersection de 

2 composantes irréductibles de 7, *(0). Par suite les génératrices spéciales sont données 

exactement par les points singuliers de 7, *(O) et par tout point n'appartenant qu'á un 

seul £y, E, 0u E, telque l < 1 <mneta, % 2 se reléve donc une branche d'une section 

hyperplane générale. 

(c). — Le théoréme 2.5 permet de vérifier au vu de leurs graphes pondérés 

et arpés avoir déterminés le cycle fondamental que D,,, Es, Ez ne possédent pas la 

propriété (c£ h) ; Ez ne possédant pas la propriété (c£), a fortiori elle ne posséde pas 

(c£ h). 

(d). — La singularité elliptique simple á l'origine de S d'équation 2?+y9+2% = 

0 posséde la propriété (c£). En effet, z = iv 2é*, y = ?, 2 = t est une courbe lisse 

tracée sur S, D”autre part, on vérifie que la surface S¡ obtenue par éclatement de O est 

normale et que Z; = 2F ou F =P", donc par 2.4, elle ne posséde pas la propriété 

(c£ h), 

Sir: X — $ est la désingularisation minimale, on sait que 1”'(0) est une 

courbe elliptique E d*auto-intersection —1 et que MÚOx n'est pas localement principal. 

On constate donc que Zx = E (par 1.1) et que (Zx - E) = —1 < 0 puisque 

(E?) = —1. Ceci monte que l'hypothése d'inversibilité de mOx est essentielle pour 

la caractérisation de la propriété (cf h) que nous obtenons dans 2.5. 

Nous reviendrons en détail sur cet exemple au $5. 
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3. Familles de courbes lisses et points infiniment voisins 

Si une surface S posséde la propriété (c£) en O, les courbes lisses sur S passant 

par O se subdivisent en familles que nous allons maintenant définir en suivant librement 

une idée de J. Nash [N]. 

Soit £ l'ensemble des courbes lisses T' sur S passant par O telles que P (0) soit 

contenu dans RegS. Sic: S — $ estun morphisme propre induisant un isomorphisme 

de o” '(RegS) sur RegS, et si T € £, Pz désignera sa transformée stricte sur S. 

Le morphisme o détermine une application “fibre” Ep ¿Lo o7*(0) en faisant 

correspondre á P' € £ le point exceptionnel de Pz. 

3.1. PROPOSITION. — Solt rr: X — $ une désingularisation de $ et soit 

£ VPensemble des composantes irréductibles, courbes ou points isolés, de 17*(O). 

Ona: 

£= |) Le oú Lg := (T € L|Fx(1) € E) 
et E€€£ 

Le; n£e, =0 si E) A E, . 

Démonstration . — Soit n : S — $ la normalisation de S, Oj,..., O; 

les points de S au-dessus de O (f est le nombre de composantes analytiquement 

irréductibles ou feuillers de S passant par O) et soit 7: X — $ tel que Tr =nor. Si 

£; = (TP € L | F3(1) = 0,) et €; désigne 'ensemble des composantes irréductibles de 

Fr 0jmaió= U Ets U épisiscf,.£= YU Gall =0 
1<i<] E€€, 151<J 

siifj 

Or, la fibre exceptionnelle 77!(O;) étant connexe, ou bien elle n'a pas de points 

isolés ou bien elle contient un seul point P et il existe O; € RegS, 1 << f tel que 
(X, P) = (S,O;). Dans le premier cas, il résulte de 1.1 appliqué a (S, Oi) er que si 

E,F€€, 4 Ex F, Lg £Lp =0. En effet, si P € £;, Pz est lisse en O; et Tx est 

la transformée stricte de Pz sur X. Son point exceptionnel Px(I'z) = Fx(I') est donc 

un point lisse de 77*(O;) et n'appartient ainsi qu'á un seul E € £;. Dans le 2éme cas, 

S posséde un feuillet dont la normalisation est lisse et £; = [P). 

Pour montrer que la partition de £ obtenue á partir de la désingularisation 

minimale est la moins fine, il suffit de comparer les partitions obtenues á partir de 
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rmeide r=xroTOoOu 7: X — X est léclatement d'un point P de 77 1(0). En effet, 

un morphisme propre et birationnel entre surfaces lisses est une suite d'éclatements de 

points. 

Soit F le diviseur exceptionnel de 7 et soit É la transformée stricte de E € € par 

T si dim E = 1, son image réciproque si dim E =0et E % P. Si E est l'ensemble des 

composantes irréductibles de F-1(0),0na:E£= U EUF.Si P ¿E Fx(L), 
(E€ElEX(P)) 

E€€ et E A(P], alors Ll; = Lg et Lp = 0. Les 2 partitions sont identiques. Si 

P € Fx(£), alors il existe Eg € £ unique tel que P € Ep. SIE E€EetE RH Es, 

alors Ls = £e. Si Eg = [P)], on a £e, = Lp, les 2 partitions restent identiques ; 

par contre si dim Ey = 1, Lg, = £z, UL£rP car P est un point lisse de Ep (1.1). La 

partition provenant de T est plus fine que celle provenant de 7. Ml 

3.2. DÉFINITION. — Une famille de courbes lisses sur (S, O) est un sous- 

ensemble non vide de £ apparaissant dans la partition de £ obtenue dans 3.1 á partir 

de la désingularisation minimale. Par extension, si E € £ etsi Lg + 0, nous dirons 

que $ posséde la propriété (c£) en O relativement á E. 

Dans toute la suite de ce paragraphe, m : X — S désignera la désingularisation 

minimale de $. 

En suivant la preuve de 1.1, on obtient : 

3.2.1. PROPOSITION. — SIE € € est une courbe, Le É Ú si et seulement 

si la multiplicité m(E) avec laquelle E apparait dans le cycle maximal Zx défini 

par la partie divisorielle de MOx vaut 1 ; sil en est ainsi Up := Fy(£Lg) est un 

ouvert de Zariski dense de E et ona: 

ExUg= (P EE|PE Sing 1”*(0)) U [Pe E | m0Ox p n'est pas un 

idéal principal) ó 

3.2.2. PROPOSITION. — SIE € € est un point, Lg HN si et seulement si 

il existe un entier m > 1 et un systeme régulier de paramétres (u, v) de Ox y tel 

que MO x E = (u,v”). 

S'il en est ainsi, S posséde un feuillet dont la normalisation est lisse au 

voisinage de E et dont toute section hyperplane générale ne posséde qu'une seule 

branche de multiplicité m en O. 

Démonstration . — La premiére partie de l'énoncé résulte de 1.4. Supposons 

Lg £ 0. Comme MOx E = (u, v”), pour presque tout h € Mx 1m?, E est un point 
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lisse de la transformée stricte sur X' de la section hyperplane Cj de S et C; posséde 

donc une seule branche JT”, sur le feuillet de (5, 0) dont la normalisation est isomorphe 

á (X,E) et de ce fait est lisse. Soit 1, : X; — (X,É) la suite de m éclatements 

de points qui rend MOx, inversible introduite dans 1.4 et soit 1, : X, — $; tel que 

ToT|, = 6,07, OU 6) est l'éclatement normalisé de O. Le cycle maximal Zx, de mMÚOx, 

est: E +2E3+--:+mEn.Ona(Zx. En) =-—1et(Zx. -E)=0,1<1<m-1. 

Donc d”une part, la transformée stricte de I', sur Xy est analytiquement irréductible et 

intersecte transversalement E, d'autre part , ne contracte pas E,» en un point. 

Comme dans 2.5, le coefficient avec lequel (Em) apparaít dans le cycle 

maximal Z; est encore m. La multiplicité de IT, est donc m par 2.2. 

Remarque. — Si le feuillet F de S dont la normalisation passe par E a une 

singularité isolée en O, cette condition est encore équivalente a Euo(F) = 1 od 

Euo(F) est l'invariant d'Euler local de F en O ([GS 2]), remarque 4.2). 

3.3. DÉFINITION. — Si E € € et Lg contient une branche lisse d'une section 

hyperplane générale de (S, O), nous dirons que S posséde la propriété (cl h) en P 

relativement a E. 

Cependant nous verrons que s'il en est ainsi toute courbe P € Lg n'est pas 

nécessairement une branche d'une section hyperplane générale de (S, O). 

Les résultats du $2 vont nous permettre de caractériser ceux des E € É tels que 

S posséde la propriété (c£ h) en O relativement á £. 

Remarquons d'abord que si m : Xi — 5, est la désingularisation minimale de 

Déclaté S¡ de S en O, alors il existe un diagramme commutatif : 

T 

  

Xi X 

5 Ss S 

  

car la désingularisation a or de S se factorise par la désingularisation minimale 7. De 

plus, 7, étant un morphisme propre et birationnel entre surfaces lisses est la composition 

d'une suite finie d'éclatements de points. C*est d'ailleurs la suite d'éclatements de points 

de longueur minimum pour laquelle l'image réciproque de m0Ox soit inversible. 

En particulier, si E € € est un point et si Lg £ 0, 7, est au-dessus d'un voisinage 

de E, la suite de m éclatements de points de 1.4 et 3.2.2, Il résulte immédiatement de 

3.2.1 et 1.4 que les partitions de £ obtenues á partir de 7 et ro 7¡ sont les mémes. 
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3.3.1. PROPOSITION. — Si E € É est un point, S posséde la propriété 

(cl h) en O relativement á E si et seulement si lentier m de 3.2.2 vaut 1 ¡e. 

mÓOx E est l'idéal maximal de Ox g. Le feuillet F de S dont la normalisation 

passe par un tel E est non singulier en O. 

Démonstration . — Le seul point á vérifier compte tenu de 3.2.2 est la dernitre 

assertion. Elle résulte du fait que Of o est isomorphe á son normalisé Ox £ qui est un 

anneau local régulier. Mm 

Si maintenant E E É est une courbe, nous désignerons encore par E sa 

transformée stricte sur X. Soit mn, : 5, — Si la normalisation de Si, T, : X, — S, le 
morphisme qui factorise Tm; et 9] = 01 o nj l'éclatement normalisé de O. 

3.3.2. PROPOSITION. — Si E € É est une courbe, S posséde la propriété 

(cl h) en O relativement á E si et seulement si lentier m(E) (défini dans 3.2.1) 

vaut 1 et T¡(E) (ou T¡(£)) est une courbe. 

Démonstration . — Par définition (2.1), si T' est une branche d'une section 

hyperplane générale, Fz (1) est un point lisse de 5, et de dá 1(0) et appartient donc 

á une unique composante irréductible de %; 10). Or, m, étant la désingularisation 

minimale de S,, 7, est celle de S,. Le morphisme 71 induit donc un isomorphisme d'un 

voisinage de Fx, (1) sur un voisinage de F¿ (1). Le point Fx, (1) appartient donc aussi 

á une unique composante irréductible E” de dimension 1 de la fibre exceptionnelle de 

mor et 7,(E”) est une courbe. Les courbes E' et 7,(£”) apparaissent respectivement 

dans les cycles maximaux Zx, (défini par mOx,) et Zz, (défini par mO ) avec la 

méme multiplicité m(E”) qui est aussi la multiplicité de P' en O (2.2). 

Si de plus P € Lg, alors Fx(I) € Ex B (oi B est l'ensemble des points od 

mOx n'est pas inversible) par 3.2.1 et donc Fx, (P) € E. C'est donc que E = E” et 

par suite 7/(£) est une courbe. D'autre part, la multiplicité m(E) de E dans Zx est 

égale á celle de sa transformée stricte (notée encore E) dans Z x,. On a donc m(E) = 1. 

Réciproquement, si m(E) = 1 et 7,(£) est une courbe, toute branche ' d'une 

section hyperplane générale telle que Fa, (DP) € 7/(£) est un élément de £ £. En effet, T 

est lisse ; sa multiplicité est égale á la multiplicité de 71(£) dans Zz, (2.2), elle-méme 

égale á celle de E dans Zx, ou Zy, c'est-á-dire m(E). Or m(£) = 1. Enfin, puisque 

Fx, (1) € E, c'est que Fx(I) € E.8 

Les résultats du $2 vont nous permettre aussi de déterminer l'image de £ par 

les applications fibres Fx,, Fa, et Fs. 
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3.4.1. PROPOSITION. —  Soit E € € de dimension O telle que Lg £ 0. 

Alors : : 

a) Fx, (Lg) = El y Singílr o 711)71(0) oñ E, est le diviseur de X, créé par 

Péclatement de X de centre E. 

b) Si S ne posséde pas la propriété (ef h) en O relativement á E, le graphe 

dual de la partie de Zx, á support dans T¡ (E) est une chaíne ayant m 2d 

sommets et TT, contracte E, en un point singulier O; de S, dont Pimage O sur 

S1 est le Proj d'une génératrice spéciale de Cs o. On a Er x Fx,(Lg) = [EN Ez), 

Fz, (Le) = 01, Fs. (Lg) = 01. 

c) Si S posséde la propriété (c£ h) en O relativement á E, alors la partie 

de Zx, á support dans 7; TUE) est E, et T¡(E,) et m(E,) sont des courbes. On a 

Fx, (Le) = Ej, Fz Le) = = TM(E1) et Fs (Lg) = m(E;,) ; le morphisme TT] est un 

isomorphisme au voisinage de Fx (£g) et induit un isomorphisme de Fx, (Lg) sur 

F5 LE). 

Démonstration. — D'aprés 1.3 et 1.4, Zy, = Er +2£7+-- +mE,. L'assertion 

a) résulte de la preuve de 1.1. On sait que 5 posséde la propriété (c£ h) en O relativement 

A E si et seulement si m =1 (3.3.1). Sim > 2, (Zx, Er) =(ED)+2£,- Ey) =0 

d'aprés 1.4. Par suite (voir 2.5), 7, contracte E, en un point Oy. Ce point est singulier, 

puisque 7, est la résolution minimale de $;. Pour finir la preuve de b), il suffit de se 

rappeler la définition des génératrices spéciales (2.1). 

L'assertion c) résulte du fait que si m = 1,(Zx, - Ey) = (E) = =-—1; ainsi 7; 

ne contracte pas E, et comme 7, est la résolution minimale de Si, TH(E) C Reg $ 

et 71 induit alors un isomorphisme de E, = Fy,(£g) sur T¡(E1) = Fz (Lp). 

3.4.2. PROPOSITION. — Soit E € £ une courbe telle que Lg £0. Alors : 

a) Fx (Lg)=ES Sing(ror,)7'(0) oú E désigne aussi la transformée stricte 

de E par 7T,. 

b) Si S ne posséde pas la propriété (cf h) en O relativement a E, Ty contracte 

E en un point singulier O; de S; dont Pimage O, sur Si est le Proj d'une génératrice 

spéciale de Cs,o. On a Fz (Lg) = O, et Fs, (Lg) = 0). 

c) Si S posséde la propriété (cl h) en O relativement a E, alors T¡(E) et 

T¡(£) sont des courbes. On a : 

TUE) Fz (LE) = (Er) N Sing 37 '(O)) U(m(E) N Sing S1). 

Les morphismes T, et T, sont des isomorphismes au voisinage de F. x (Leg) et 

induisent des isomorphismes de Fx, (Lp) respectivement sur Fx(£Lg) et F3, (LE). 
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Fa (Us) est un ouvert dense de m¡(£). Si L n'est pas une génératrice spéciale 

de Cs. o et si Proj L € m(E), alors Proj L € Fs, (LE). 

Démonstration . — Les assertions a) et b) se démontrent comme dans 3.4.1 

au vu de 3.3.2, Montrons c). Au voisinage de P E Fx,(£g), 7, est un isomorphisme 

car mi(P) € Fx(Cg) donc MOx est inversible au voisinage de n(P). Puisque E 

est la seule courbe exceptionnelle de X', contenant P, que T¡(E) est une courbe et 

que T, est la désingularisation minimale de S,, 7,(P) € RegS, et 7, est aussi un 

isomorphisme au voisinage de P. En conséquence, puisque P E Sing(r o m)7*(0), 

alors 71 (P) € Singó]*(0). Enfin, si Q € T1(E) est un point lisse de 3, et de 4; *(0), 
alors Q = 7,(P), od P € E, et P est lisse sur (mo 71,)7*(0) donc par a) P € Fx, (Lg) 

etQ€ F3, (Lg) = T1(Fx, (Lg)). La dernitre assertion est une conséquence immédiate 

de la caractérisation précédente de Fz (Lg) et de la définition des génératrices spéciales, 

puisqu'alors Proj L € mí(Fz, (Le)) = Fs, (Le). 

3.4.3. DÉFINITION. — Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 distinguent 2 types de 

génératrices spéciales de Cs,o. Nous dirons qu'une génératrice spéciale L est ordinaire 

si S1 est non singuliére en tout point de n; '(Proj L), singuliére dans le cas contraire. 

Remarque. — Dans le cas c), si L est une génératrice spéciale de Cs o telle 

que ProjL € Fs,(£g£), toute courbe ' € £g telle que Tp o = £ (voir un exemple au 

$5) ne peut étre une branche d'une section hyperplane générale par définition de ces 

dernitres. 

3.5. THÉOREME. — Soit 1: X — S la désingularisation minimale d'une 

surface 5, O un point singulier de S et E une composante irréductible de dimension 

1 de 17*(0). 

a) Il existe une suite unique de longueur minimum de diagrammes cominu- 

tatifs : 

        

Da —— Ey +. ce —— E 

| Tes | TE | *y | x 

ta A Se o $ Ss 
Ot. e 

oú 0; : S; — Si-1 est l'éclatement d'un point O;.., 1 << £+1, (ou So =S, 

Oo = O), mí : Xi — $; est la désingularisation minimale de S; et telle que 

dim Te (E) = 1 oú on anote encore E la transformée stricte de E dans X¿+1 (et 

plus ¿énéralement dans X;, 1<¿<£+1). Pour 1 < ¿ < £, O; est le Proj d'une 

génératrice spéciale singuliére L;_1 de Cs,_,,0,_.. 
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b) Si S posséde la propriété (c£) en O relativenment á E, alors : 

i) Fx (Lg)= Ex Sing(ror  o---ori) (0), 1<i<ft+1; 

1i) On aFs,(LE)=0;,1<1<2£.Si0<i<£-— 1, S; posséde la propriété 

(c£) en O; relativement á E et pas la propriété (c£ h). S¿ posséde la propriété (c£ h) 

en O, relativement á E. 

iñi) Si Te est la désingularisation minimale de la normalisation Six de 

St+1, alors 7, 0+-+ 074,1 et T¿, sont des isomorphismes au voisinage de Fx,,, (Lg) 

et induisent des isomorphismes de Fx,,, (Lg) sur Fx(£g) et sur Fa Ce). Ona: 

Til E) a Fo Le) = (F(E) N Singlo; o-+- 000371) (O)U 

(Tes (E)nN Sing Sg+1) - 

Fs, (LE) est un ouvert de Zariski dense de 1,1 (E). Si L n'est pas une génératrice 

spéciale de Cs, o,, si L £ Cíojo-.0oy-.0),0, et si ProjL € me (E), alors Proj L € 

Fs, (Le). 

Démonstration . — Montrons d'abord a). Le ler diagramme est défini sans 

ambiguité et la suite sy réduit si dim 1,(£) = 1. Sinon, 71,(£) = Oy. En effet, l'un des 

0 ;, 1 > 2 doit étre l'éclatement de O, pour que dim 7,(E) £ 0 et si ce n'était pas a, la 

longueur de la suite ne serait pas minimum. Il s'agit donc de montrer qu'il n'existe pas 

de suite infinie oú 7; est la désingularisation minimale de S,, T¡(£) = O, et 04,1 est 

l'éclatement de O,, ¿ > 1. Si une telle suite existait, soit U¿¿(E) = Ex |] 7, 0---or;(B;) 
¿>1 

oú B; =(P € 17 '(0;) | Mi¡Ox, Pp n'est pas un idéal principal) et mi := Max Os, .o,. 

Cet ensemble n'est pas vide, car on a exclu de E au plus un ensemble dénombrable, 

(quitte á effectuer une extension du corps de base s'il est dénombrable). Soit T une 

courbe de X' qui porte un point P € LU, (E) et soit ' son image par . La transformée 

stricte de P' dans S; passe par O; ; en effet, celle de T' dans X; évite B, et, 7;,1 étant 

un isomorphisme á l'extérieur de B;, elle ne peut se détacher de £. Or au bout d'un 

nombre fini h d'éclatements de points, la transformée stricte f', de Í' sur 5, devient 

lisse et 5, devient normalement plate le long de f, [L.T]. Comme on peut aussi éviter 

que P soit sur la transformée stricte de SingS, nécessairement IT » (0) C RegS, 

Th 3 [01] C RegS, et par suite S, est lisse au voisinage de O». Or O, est 

singulier puisque 7, la désingularisation minimale de S, contracte E en O. D*oú 

la contradiction. 

La derniére assertion de a) résulte, comme on la déja vu, de la définition des 

génératrices spéciales singuliéres puisque, 7, étant la désingularisation minimale de la 

normalisation 5, de S;, T¿(E) est un point singulier de S;. 
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Supposons maintenant que S posséde la propriété (c£) en O relativement á E. 

L'assertion i) de b) résulte toujours de la preuve de 1.1 (Ici moóOx, est inversible 

1<i<£+1. 

On montre par récurrence sur i que Fs,(Lg) = Oj, S; posséde la propriété (c£) 

en O; relativement a E, Fx (L£g)N B, =0, enfin Fx, (LE) C Esi0<1<£, C'est 

vrai pour i=0.Sii<£, mi, (E) = Oj, d'od Fs, (Lg) = mul Fx, (LE) = O41- 
La surface S;,+1 pósséde donc la propriété (c£) en Ojs1 relativement á E puisque, si 

T € £g, alors sa transformée stricte I,,¡ sur S;+, passe par O;,1, est lisse et qu'on a 

Pisi LO ¡41 ) C Reg Sisr. D'oú Fx. (Di) = Fx, (1) E Biar et Fx, (1) € E. Enfin, 
á cause de 3.3.2, 5¿ posstde la propriété (c£ h) en O¿ mais pas S; en O¡si0<i<f. 

D'oú ii). 

Puisque Fx, _,(Le£)MB;-1 =0, 7; est un isomorphisme au voisinage de Fy, (Lg) 

et induit un isomorphisme de Fx (Lg) sur Fx _,(Lg),1<1< £+1, d'oi les propriétés 

de 71 0--- 074,1 Énoncées dans ¡ii). Notons £% la famille de courbes lisses sur (Sz, Oz) 

déterminée par E; on sait d'aprés 3.4.2,c) que 4,1 est un isomorphisme au voisinage 

de Fx. (Lg) et induit un isomorphisme de Fx,,,(£%) sur Fz4A£g). II suffit donc 
de constater que Fx, (Lg) € Fx. (L) et que Tel Fx, (Le) = Far) pour 

obtenir les propriétés de ¿,1 énoncées dans iii). La caractérisation de Fa£r) en 

découle immédiatement au vu de ¡). 

Enfin, soit L une génératrice de Cs, o, comme dans ¡¡¡). Comme elle n'est 

pas spéciale et que (Y = ProjL € te1(E), Q est l'image d'au moins un point 

Q € TET(E) lisse sur S¿,, et sur 77,,(Og). En particulier, T¿,1(£) étant une composante 
irréductible de TOD, Q est un point lisse de T¿,1(£) qui n'appartient á aucune 

autre composante irréductible de mn (O¿). Pour montrer que Q € E (Ly), il reste á 

vérifier que () n*appartient pas á l'image réciproque sur Sy, de la transformée stricte 

de (01 0 -+- 00) 7 (0) par 021. Or justement L € Cíoro---00)-1(0),0,: E 

L'énoncé géométrique 3.5. b) a une traduction en terme des jets des pa- 

ramétrisations des courbes P € Lg. 

3.6.1. DÉFINITION. — Soit y : Oso — kl[t]] une paramérisation d'une 

courbe T' sur (S, O) et ¿ un entier > 1. Si es; k[[0] — A[([01/(0 est la surjection 

canonique, pi(y) := e; o y : Os, o — K[[t]] H)" est appelé le ¿eme jet de y. 

Par abus de notation, p¡(£ y) désignera l"ensemble des ¿-jets des paramétrisations 

des courbes TP € Lg. 

Remarquons que si y et y” sont deux paramétrisations d'une méme courbe P lisse, 

il existe un k-automorphisme continu e de £([+]] tel que y = £07”. Le groupe Aut £[[t]] 
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des k-automorphismes continus de k([t]] agit sur p¡(Lg), 1 > 1 (par composition A 

gauche avec le k-automorphisme e; de k[[t)]/(t)'* induit par £). 

3.6.2. THÉOREME. — Les hypothéses et notations sont celles de 3.5. Si 

Le A 0, Ventier £ défini par les propriétés de minimalité énoncées dans 3.5. a) est 

aussi caractérisé par la propriété su:vante : 

Sil<i<£ pí(Le) = k* x ki) et coincide avec une orbite de Aut k[[t]]. 

IN existe un ouvert Cf dense dans une surface sur laquelle k" agit, et stable par 

cette action, tel que pi (Lg) = Cg x k*. L'ensemble des orbites de Aut ELE « Has 

praiíLe) s'identifñie á Pensemble des orbites de k* dans Cp. ] 

Démonstration . — Nous déterminons d'abord pe, (Lg). Pour ce faire, remar- 

quons que si (21,..., tn) est un systéme minimal de générateurs de M = Max Ós o, 

Ye : Oso — K[01/(04? est déterminé des qu'on connail ye (Z.), 1 < e. < n. 

Puisque Lg X 0, on peut supposer que (z2,...,2,) engendre l'idéal définissant une 

courbe To € Leg. D'apres 3.5. b),ii), Fs (Lg) = 01, 1 < ¿i< £. Si donc T € Lp, ses 

transformées strictes sur Si, 0 < i < £— 1 passent par O; et ont la méme tangente en 

ce point, la droite L¡. Comme 2, =t, 17 = -*- = 2, =0 est une paramétrisation de 

To € Ley, alors chaque O;, 1 < 1 < £, est l'origine de la carte de l'éclatement de O;.., oú 

(21) est 1'idéal principal exceptionnel. L'anneau des fonctions réguliéres sur cette carte de 

S; est donc Os o [22/23, En £a/21) et Mm, = MaxOs o, = (21, mafzi,..., En/24). 

Soit y une paramétrisation de P € Lg et soit y(z,) = y (dl Pd e E 

On vérifie par récurrence sur i, en écrivant que Fs (1) est l'origine de cette carte, 

1<i<%f que xy £0et2z; =0)2<+.<nmetl< ¿< £, On vérifie aussi 

que, IT, désignant la transformée stricte de P' sur Se et Tr, o, sa tangente en Os, 

Proj Tr, o, = (211 : Zee /zÍ,) = (É]) : 204,1) et puisque T' € Lg, c'est un point de 

Fs. (Le). 

Or d'aprés 3.5. b), 111), Fs, (Lg) est un ouvert dense dans une composante * 

irréductible de OA (00) et provient d'un ouvert conique € dense dans une composante 

irréductible de Cs, o,, et il résulte du calcul précédent que si (21,...,2n) € C, alors 

1 A 0. 

L'image réciproque de cette composante irréductible (resp. de C) par le mor- 

phisme fini kx k"7! —= k xk”? envoyant (u, v) sur (u**!, y) est une surface (resp. un 

ouvert dense Cg dans cette surface) stable par action de k” sur k x el (un = 

(Au, Ap). Pour que (e ,Tet+1) € C, il faut etil suffit que (211, 20441) € Ce. Ainsi 

siDE LE Ye = pesrily) est tel que : 

Val) = Ipt+---+21 g211 

Ymnl(2,) = A 2<0<n 

+1 
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avec (zu, Tot+1) E Cb. 

Réciproquement, soit ye : Oso — K0/(004 vérifiant les conditions 

précédentes. Alors, c'est le (2 + 1)-ieme jet d'une paramétiisation d'une courbe 

T € Lg. En effet, puisque (211,7ee+1) E Ce, (24 ,2eem) € C Pod 2 40et 

(eu : Zee /7Í,) € Fs. (Le). I existe donc IT” € Lg tel que Fs,,,(T”) soit ce point. 

Soit y” une paramétrisation de T”. Si y'(2,) = Y lp > 1|z:pt?, on a donc 21, 40, 

2,,=0,2<+<nm1<i<le zz, /24 = 201/24! Soit e € Autk[[t]] tel que 

Yen(21) = 0 y (21) mod(t)'?. Ona: 

znt= 21, e(t) mod(ty . 

D'oú : 

eo Y (2. mod(9y? = 2,0 mod) = ye(2o), 2<+< n 

et 

Yen = penleo y) E pele) - 

Par suite, comme annoncé ri1(Lg) = Cp x k£. 

D'autre part, l'ensemble des orbites de Aut £[[t]] dans pe: (Lg) et celui des 

orbites de £k” dans Cg s'identifient tous deux avec [tor E k"=1 | (1,2ee1) E Co) 

puisque une orbite de Autk[[t]] dans par(Le) contient un unique ye : Oso — 

E0/04? tel que ye+1(21) = t et qu'une orbite de k” dans Cg contient un unique 

(u,v) € E” tel que u= 1. 

La détermination de p¡(Lg), 1 < i < £ en découle immédiatement. 

3.6.3. Remarque. — Soit Z un espace lisse de dimension minimum contenant 

(S,O) et désignons par Z; — Z;¡-1 Véclatement de O,_¡ et par D, le diviseur 

exceptionnel de cet éclatement. On constate au vu des calculs précédents que : 

DD) £; ¿ Tp,o,, 1 <i< £- 1 (on rappelle que Proj L; = O;+1) ; il en résulte 

d'une part que si 1 < ¿ < £, O; est un point de D; mais qu'il n'appartient pas á 

la transformée stricte de D) dans Z;, 1 < h< i et donc que (01 o ---00,)7 10) 

coincide au voisinage de O, avec 07 '(O;-1), d'autre part que L; £ Cíoso..-00,)=1(0),0,» 
1<1<2£-—1 puisque aj (0O;-1) CD,. 

2) Si Cg est la composante irréductible de Cs, o, telle que ProjCg = 1e1(E), 

alors Ce Y Tp, o,. En effet, si P € Le, Fs, (1) € Fs,., (LE) C Ten (E). Donc, si T¿ 

est la transformée stricte de T' sur S¿ et si L= Tp, o, ona LC Cg et LE Tp, o. 

3.7.1. DÉFINITION. — On désigne par chaíne de points infiniment voisins 

de O sur S de longueur £ > O une suite (Or Jo<»<e 0ú Op = O et O, est un point de 

la fibre exceptionnelle de l'éclatement a; : Sh — Sh-1 de O».-1. 
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3.7.2. Remarque. — Si Lg 0 est la famille de courbes lisses sur S 

déterminée par une courbe E de É£, le théoréme 3.5 lui associe : 

i) une chaíne de points infiniment voisins de O sur S, (Or)Jo<n<e telle que 

posant O; = Proj£;.3,1<1<f£, : 

a) L; soit une génératrice spéciale singuliére de Cs, o, ,0<i<£f-=1; 

b) Li; É Tb, 0,» 1<:1<2£-1. 

1) une famille de courbes lisses sur (S¿,O¿) déterminée par une courbe E 

contractée sur O4 par la désingularisation minimale de S, telle que 

a) S¿ possede la propriété (c£ h) en O, relativement á E. (Dans la preuve 

de 3.5, nous avons noté cette famille C£. On rappelle que toute courbe de cette famille 

dont la tangente n'est pas une génératrice spéciale de Cs, o, est une branche lisse d'une 

section hyperplane générale de (Sz, Oz). : 

b) L'ensemble des tangentes aux courbes de cette famille est un ouvert 

conique dense dans une composante irréductible C'£ de Cs, o, telle que Cg É Tp, o.- 

3.7.3. THÉORÉME. — SiS est une surface normale en O, il n'existe qu'un 

nombre fini de chaines de points infiniment voisins de O sur S possédant les 

propriétés a) et b) de 3.7.2 1). 

SifO» Jo< a<e est une telle chaíne, toute famille de courbes lisses sur (St, Os) 

possédant les propriétés énumérées dans 3.7.2. ii) provient d'une famille de courbes 

lisses sur (5, O) par la correspondance indiquée (3.7.2). 

Démonstration . — Soit Pa l'ensemble des chaínes de longueur h > 0 ayant 

ces deux propriétés. L'oubli de O, définit une projection de P, dans Pa..1, h > 1, 

qui fait de [P,) un systéme projectif. On vérifie par récurrence sur h que P, est un 

ensemble fini. En effet, le cóne tangent á une surface réduite en un point quelconque a 

au plus un nombre fini de génératrices spéciales. 11 suffit maintenant de montrer qu'il 

existe h € N tel que P, = 0. Or, il suffit, pour qu'il en soit ainsi que lim P, = 0 ¡.e. 

qu'il n'existe pas de chaíne infinie de points infiniment voisins de O sur S possédant 

les propriétés a) et b). Mais s'il existait une telle chaíne, elle déterminerait une courbe 

lisse T' dans Z passant par O et dont la transformée stricte T', dans Z, passerait par O;. 

Cette courbe serait contenue dans .5. En effet, aprés un nombre fini d'éclatements, la 

transformée stricte de SUI” devient normalement plate le long de la transformée stricte 

de P.SiPNS <= (0), il existe donc Á tel que Sy UT, soit lisse en O», car Sp UT est 

génériquement lisse le long de T', ; or c'est impossible puisque O, € Sa NT. Puisque 

S est normale en O, PT x (O) C RegS et alors par le méme argument, il existe h tel 

que $; soit lisse en O,. Mais alors, ou bien L»-1 n'est pas une génératrice spéciale de 
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Cs, .,,0,., Ou bien c'est une génératrice spéciale ordinaire (3.4.3) contrairement á a). 

C'est donc que lim P; = 0. 5 

Considérons maintenant E une courbe telle que r¿(E) = O, et telle que S;, 

posséde la propriété (c£ h) relativement á E (ii) a)). Si E désigne encore la transformée 

stricte de E dans X¿,1 OU 7241 : Ago — Se, est la résolution minimale de 1'éclaté S¿+1 

de S¿ en Oz, on a par 3.3.2 dim 74,1 (E) = 1. Par ii) b), Proj r¿ (E) = Ce. Si donc L 

n'est pas une génératrice spéciale de Cs, o, et si LC Cg, il existe Pe lisse sur (Sz, Oz) 

telle que Tr, o, = £L. Par 11) b), on peut supposer de plus que L £ Tp, o,. Il résulte 

alors de ¡) b) et de la remarque 3.6.3 ¡) qu'il existe un systeme minimal de générateurs 

(21,...,Tn) de M= Max Os o tel que (21) = Oz, o, = MÓz, o, = Me-10z, 0, OU 

me = Max Oz,_, 0... Par suite, D¿ étant le diviseur exceptionnel de 1'éclatement 
de O-1, T = 0, 0:--o0¿(T¿) est lisse dans (S, O). 

Soit F' la composante irréductible de "1(0), telle que T € Lp. Comme S est 

normale en O, c'est une courbe. Comme IT; = 0;,] o---o0 (Tp, 0<3< £-— 1 est 

aussi lisse, Fx (TP) £ B; V'ensemble des points de X; oú M,¡Ox, n'est pas inversible, 

0 < ¿ < £- 1. Par suite Fx, (1) appartient á la transformée stricte de F, notée encore F 

sur X¿. Or par définition de E, Fx, (T) € E. Mais E et F sont deux courbes contractées 

en O par ro7¡ 0---07¿. Or Fx,(T) est un point lisse de (ro 7; o---072)7*(0). Donc 

E = F. La chaíne de points infiniment voisins associés 4 Lp dans 3.7.2, ¡) est donc 

[Ox Jo<n<e et la famille de courbes lisses sur (S+, O¿) de 3.7.2. 1) est donc celle 

déterminée par E. 

4. Cas des hypersurfaces 

Nous supposons dans ce paragraphe que le germe de surface (S, O) est plongé 

dans (k?, O). 

Remarquons d'abord que dans ce cas et si k est le corps des nombres complexes, 

une génératrice de Cs o qui n'est pas tangente au lieu singulier Sing S de S est une 

génératrice spéciale si et seulement si c'est une tangente exceptionnelle (i.e. une 

génératrice du cóne tangent [Cs o| axe d'un pinceau de plans:tangents limites en O ; 

voir [L.T], 1.3.2). En effet, soit L une génératrice de Cs o qui n'est pas tangente á 

Sing $ et soit 01 : S; — (S, O) l'éclatement de O et n; 5, — S| sa normalisation. 

Alors L est une tangente exceptionnelle si et seulement si Sy n'est pas équisingulitre 

le long de a (0) en O, = ProjL (ibid., 1.4.4,1). Ce. .théoréme énonce d'autres 

caractérisations des tangentes exceptionnelles par exemple en terme de la modification 
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de Nash. Or, si L est une génératrice spéciale, ou bien O, est un point singulier de 

o 10) ou bien il existe un point singulier de 51 au-dessus de O, ou bien la restriction 

Mario) * 5 (0) = 5 1(0), od 3, = 0, o n;, n'est pas étale au voisinage de tout 

point de n; 1(0,). La surface S, n'est done pas équisinguliére le long de o, 10) en O. 

Par contre, si L n'est pas une génératrice spéciale, alors O est un point lisse de 9 '(O), 

le lieu singulier de S, est contenu, au voisinage de O,, dans 07 1(0) et ny : 5, — Si 
est au-dessus d'un voisinage de Oy une résolution des singularités simultanée faible 

d'une rétraction locale quelconque (S1,01) — (oy 1(0), 01) ([T], déf. 3.1.1). Par suite, 

S est équisinguligre le long de o; '(O) en O;. 

Les résultats de [LJ] vont nous permettre de préciser les résultats de finitude 

du $3. 

Á toute courbe J” sur (S, O), on associe dans [LJ] une suite décroissante d'entiers 

[m;)i>o, sa suite des multiplicités de Nash, dont voici la définition : mp est la 

multiplicité de S en O et désignant par (S - C)o la multiplicité d'intersection en O 

de S et d'une courbe C de (k?, O), les m, sont définis par récurrence par la formule 

inf SC 
(reo Jo 

oú O (resp. y) est une paramétrisation de € (resp. PF) (cf. [LJ], $2, remarque 1.0). La 

méme formule permet d'associer á T' sur (+2, 0) non nécessairement sur (S, O) une 

suite décroissante d'entiers. Dans tous les cas inf;>0 m, est la multiplicité de S au point 

générique de TP, ¡e.0siP 110) Set1si Px (0) C RegS. 

Mo +++ mo 

4.1. PROPOSITION. — Soit TP C (k*,O) un germe de courbe lisse. Soit 

[O;)i>0 la chaine infinie de points infiniment voisins de O sur Zo = (k*, O) telle 

que Oo = O et O, soit le point exceptionne!l de la courbe I'; obtenue en faisant 

éclater O¡-1 dans I;-1,1> 1. 

Soit Z; — Z¡_-1 Véclatement de O;-1, 1 > 1 et S; la transformée stricte de S 

dans Z;, 1 > 0 ; enfin soit e; la multiplicité de S; en O¡,1>0 (e; =0si O; E S;). 

On a mi =6€;j, 1 2 0. 

Démonstration . — Comme T est lisse, on sait que pour tout ¿ > 1, O; € D; 

mais n'appartient pas á la transformée stricte de D; dans Z;, 1 < j< i,oú Dj; est 

le diviseur exceptionnel de Z, contracté sur O;..,. Au voisinage de O,, la transformée 

totale S; de S dans Z; coincide donc avec (ep + ---+e;-1)D; + S¡. Soit C C (4*, 0) 
telle que p;(6) = pi(y). Si 1 < j < i, Oj est le point exceptionnel de la transformée 

stricte C; de C dans Zj et C; est lisse et transverse a D; en Oj, 1 < j<i.Onadonc : 

(S -C)o = (Si - Cido, = leo +---e:-1 «Di : Cido, +(5; - Cido, 

=p +. +e1 HS; -Cio, - 
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Or la tangente L; á C;¡ en O; est déterminée par le coefficient de t**! dans p;s1(6). 

Si C est assez générale parmi les courbes telles que p;(0) = pi(y), E; £ Cs;o, et 

(S; -Cido, = es. Par suite 

Mot +M¡¿=Cp+ 0: +€;. 

Puisque my = ep, il vient par récurrence que m; =€;,1>0.8 

Nous supposerons désormais que O est un point singulier isolé de (S, O). Sous 

cette hypothése, f = 0 étant une équation locale de S en O, J (resp. j) étant P'idéal de - 

Oz, o engendré par f et ses dérivées partielles (resp. JOs 0) et C (resp. H) désignant 

les paramétrisations des courbes sur (Z, 0) (resp. (S,O)), 

inf mr A 
1€C(resp. 1) Ord, y(J)resp. 10) 

est un nombre rationnel strictement positif et inférieur a 1. 

DI (resp. ¡y(m) = 

4.2. PROPOSITION. — Soit 10 ;Jo<i<e une chaine de points infiniment 

voisins de O sur $ telle que posant O, = Proj£;-1,1<1<f 

(a) O; € SingS,, 0O<i<f 

(b) E; E Tb.o, 1<1<£-1 0 D; est le diviseur exceptionnel de 

Zi — Li-1. 

Soit e; la multiplicité de S; en 0,,0<1<f£. Alors : 

£+1< ep+---+e -((+1)< 1/2,(m) . 

Démonstration. — L'hypothése (b) permet de construire P' C (Z, O) lisse telle 

que O, soit le point exceptionnel de la transformée stricte T¡ de T' dans Z¡,1<3<£, 

Soit y sa paramérisation. On a : 

1 = ord, y(m) > 27(m) - ord, ll ; 

A cause de 4.1, y vérifie les hypotheses de [LJ], corollaire 2.3 avec i = £ et 

(m,...,m) = (e0,...,€e). Comme de plus f est entier sur 1'idéal engendré par ses 

dérivées partielles, ord, y(J) > ep +---es — (£+ 1). Enfin, e; >1,0< 1 <É par (a). 

4.2.1. COROLLAIRE. — La longueur des chaínes de points infiniment 

voisins de O sur S possédant les propriétés (a) et (b) de 3.7.2 est bornée par 

1/03(m)=1. 

(En effet, si L; est une génératrice spéciale singuliére, O;, € SingS;41, 

0<i<£-1. 
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4.3. PROPOSITION. — La longueur des chaines de points infiniment voisins 

de O sur $ construite á partir d'une famille de courbes lisses sur S (3.5-3.7.2) est 

bornée par 1/D,(m) — 1. 

Démonstration . — L'argument est analogue A celui de 4.2, mais ici P C 

(S, O). D'od 1 = ord; y(m) > D;(m) ord, y (7) et 

ord; y) > ep+---e.-(L+1)>£+1. 

5. Un exemple 

Revenons á l'exemple 2.6 (d) : la singularité elliptique simple á 1'origine de S 

d'équation 2?+ y?+2% = 0. Nous conservons les notations de 2.6. (d) et 3.5. lci r71(0) 
est une courbe elliptique £ et Lg * 0. Toutes les courbes lisses tracées sur (S, O) 

appartiennent donc á la méme famille £ p. 

Nous construisons d'abord le diagramme commutatif ayant les propriétés de 

minimalité de 3.5 (a) relativement á E. II s'agit de 

        

Xy — + Ki És XxX 

| ” | p | " 

5 S, 2 s 
or 

oú a, est l'éclatement de l'unique point singulier O, de $, (qui est donc normale). En 

effet, la désingularisation minimale m, de S; coincide avec 52, l'éclatement normalisé 

de O, de sorte que 11, la désingularisation minimale de S¿ est sa normalisation 

et 72 = ld. Précisément, Sing 52 = a, 101) est un P! le long duquel 52 a des 

points doubles ordinaires sauf en 4 points qui sont des parapluies de Whitney. L*un 

d'entre eux est le point d'intersection (2 de 07 101) et de la transformée stricte F de 

o] '(0). Il nous reste A identifier la transformée stricte de E dans le cycle maximal 

Zx, défini par mÚOx,, + = 1,2 pour déterminer son image par r;, ¿ = 1,2. On 

vérifie que Zyx, = 2F + É od É est l'unique courbe irréductibles de Xz telle que 

mE) = 07'(01). C'est une courbe de genre 1 (revétement double de P! ramifié 
en 4 points d'indice 1). Comme de plus F =P! et (F)? = —1, le morphisme 7 

factorisant a] o 11 á travers 7, la résolution minimale de S, est l'éclatement d'un 

point P de E tel que 7,(F) = P tandis que n(E) = E. (Ce calcul vérifie que 

”71(0) est une courbe elliptique). Suivant les notations de 3.5, on a donc É=E 
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d'oú m (E) = loz (01) =P!, m(E) = 0, or2(E) = O, et £= 1. Le calcul précédent 

montre aussi que Zx = E comme il se doit par 3.2.1, puisque Lg X 0. Toujours 

par 3.2.1, on a Up = Fx(Lg) = Ex P et par 3.5 (b) Fx, (Lg) = Ex(ENP), 

i= 1,2 et Fs (Lg) = O,. Toute courbe T E Lg a pour tangente la droite 

Lo d'équation z = y = 0. Ici, c'est l'unique génératrice spéciale de Cs o car Si 

est normale, 0; =4O) = P! et SingS; = O1 et bien súr elle est singuliére. Enfin, 

par 3.5 (b), ii) et ii) Si posséde la propriété (cl h) en O; relativement á E et 

Fs,(Lg) = (Fx. (Le) = 07 (OY xQ. 

Il résulte des calcuis précédents et du lemme 2 qu'une section hyperplane 

générale quelconque de Si passant par O a 2 branches lisses ayant la méme 

tangente ; en effet 0, o m = 6, le cycle maximal défini par m,¡Ox, est E 

(M1 = Max Os, 0,)) et —(E?) = 2. D'autre part, Cs,,o, a 4 génératrices spéciales 

toutes ordinaires G;¡, 1 <i<3 et Tr o, qui déterminent les 4 parapluies de Whitney 

sur 53. Enfin lPensemble Li des courbes lisses sur (S1,01) comprend une unique 

famille car 1] '(01) = E et on a Fx,(L1) = E (3.2.1) et Fs,(L1) = 07 (O). 

La chaíne de points infiniment voisins de O sur S associées á E est donc ÍO, O; J 

et la famille de courbes lisses sur (S1, O) est L; et € £g si et seulement si P = 01(T1) 

ou MEL et Tr,o +Tro,. 

Enfin, si y est la paramétrisation de T' € £, on lit sur pa(y) = ya si Tr,,O, est 

une génératrice spéciale de Cs, o. 

On vérifie, avec l'algorithme de [LJ]$1, que P € £g si et seulement si : 

aaíz) = asl?, ya(y) = bat? + d3t?, (2) = et + cat? + 03 et ou bien az + 1 + É =0, 

c1 40 az 40, ou bien az =0, b3+cf =0, b2b3 + 2cjc2 = 0, cy H O. Dans le premier 

cas Tr, o, n'est pas une génératrice spéciale et la suite des multiplicités de Nash de P 

est my = mm, = m = 2, m;= 1,1 > 3. Dans le deuxiéme cas, Tr, o, = Gi,1<:i<3 

et la suite des multiplicités de Nash de F' est my = ---=m3=2,m¡=1,1> 4. 
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Unitary extensions of isometries 

and interpolation problems: 

(2) Linear systems and generalized 
interpolation. 

Rodrigo Arocena 

Abstract 

Realization of analytic functions as response functions of linear sys- 
tems is related with the method of unitary extensions of isometries and 
with the description of all the solutions of a general interpolation prob- 

lem. 

Resumen 

Se vincula la realización de funciones analíticas como funciones de 
respuesta de sistemas lineales con el método de extensiones unitarias de 

una isometría y con la descripción de todas las soluciones de un problema 
general de interpolación. 

AMS subject classification. Primary: 47A57, 47-02;secondary:47A20, 
93B28, 30E05. 

This is the second part of a rapid introduction to the use of operator 

theoretic methods in interpolation and extension problems. Our approach is 

based on the method of unitary extensions of isometries. In the first part the 

fundamental dilation and lifting theorems were established. Here the relations 
of our subject with the theory of linear systems are explored. The basic 
notions of that theory are sketched, some realization theorems are proved, 
and parametrization formulas for the solutions of interpolation and extension 
problems are established by means of operations with systems. 
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Index of Part 1: Dilation and Lifting Theorems [A.1] 

I. Basic constructions 

IT. An extension of Sarason's interpolation theorem 

III. Applications to classic problems 

IV. Unitary dilations of contractions and the Nagy-Foias theorem 

V. On Parrott's extension of the commutant lifting theorem 

VI. The Cotlar-Sadosky lifting theorem 

VII. On the band extension problem 

Index of Part 2: Linear Systems and Generalized Interpolation 

VIII. Linear systems and response functions 

IX. Realization of contractive analytic functions 

X. Operations with systems and generalized resolvents 

XI. The Arov-Grossman formula 

XIT. Descriptions of all the solutions of a general interpolation problem 

XII. On the moment problem. 

The exposition is intended to be brief, elementary and essentially self- 

contained. So we keep the notations of the first part and use the results in- 

cluded in chapters 1 to VI without further references. The emphasis is always 
on the unifying and geometric features of the method of unitary extensions of 

isometries. 

VII LINEAR SYSTEMS 

AND RESPONSE FUNCTIONS 

Heuristics: extensions of isometries, colligations and systems 

Our approach is based in the close connection between unitary extensions of 
isometries and linear systems. Let us start by sketching it. 

- As before, let V be an isometry acting in a Hilbert space H, with domain 
D and range R, both closed subspaces of H, and defect subspaces N and 
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M. 4 (U,F) € U, i.e. if (U, F) is a minimal unitary extension of V, setting 
X=FOH and A= Ulrop , a unitary operator A € L(N O X,M 9 X) is 
defined. Note that the minimality condition F = Y[U”"H : mn € Z) ensures 
that the contraction T' := Px Ajx is completely non unitary (c.n.u.), which 
means that there is no non trivial subspace Y of X such that Tjy is a unitary 
operator in Y. This shows how to obtain every element in 14: let X” be a 
Hilbert space such that N9X' and MOX' have the same dimension as Hilbert 
spaces and A' € L(N 90 X',M0OX a unitary operator; set F' = H 9 X', 

U'=V94',F=VW(U"H:n€ Z) and U = Uir- Remark that, with obvious 

notation, (U, F) x= (U*, F') in U 1 JA € L(X,X”), a unitary operator such 
that A(Iy 9 A) = (Im 9 MA. 

Thus, the problem of extending an isometry leads naturally to the following 
notions. A set 6 = (E,, Ez, X; A), where Er, Ez, X are Hilbert spaces and A 

is a bounded operator from the space X 6 E; to the space Ez 9 X, is called 

an operator colligation; 6 is a unitary colligation if A is a unitary operator; 

that operator is naturally associated with an operator matrix [Aj4);4%=1,2 ; 2 
unitary colligation 6 is said simple if the contraction A), = PxAjx is c.n.u. 

The colligation $' = (E,, Ez, X”; A”) is equivalent to $ if 3A € An X”,a 
unitary operator such that A'(A 9 Ig, ) = (Ig, 9 AJA. 

So to describe the set 14 of equivalence classes of minimal unitary extensions 
of V ¡is equivalent to describe the set of all the (non equivalent) simple unitary 
colligations (N, M, X; Aj with given N and M. 

To study and apply operator colligations it is useful to see them as linear 

systems. In the discrete case, that means that the system $ = (E, Ez, X; A) 

behaves as follows: if in time n € Z the internal state is r(n) € X and the 
system receives an input hi(n) € Ey, then it produces an output ha(n) € Ez 
and the internal state changes to z(n +1) € X, in such a way that 

h2(n) SS Ajiz(n) + Arhi(n), z(n + 1) = Ayyz(n) + Az2h1(n); (1) 

these are the dynamic equations associated to the system 6. 

Basic notions of systems theory 

Given the system 6 = (E, Ez, X; A), E isits input space, Ez its output space, 
X its internal space and Az, € L(X) the state propagator. It is assumed that 
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X is a “black box”, i.e., that only E, and Ez can be observed directly, so the 

properties of the system have to be deduced from the relations between inputs 

and outputs. - : 

Tf the system is initially at rest, x(0) = 0, a sequence of inputs hi = 
[h1(n) : n > 0): C E, generates a well defined sequence of outputs Th] = ha =. 
[h2(n) :n >0) C Ez; we shall say that ho is the output signal corresponding 
to the input signal h,. The linear map 7 is called the input-output or transfer 

map. It is associated to a matrix [Tranlmn>0 > Tmn € £(£1, E2) such that 
ha(m) = PAT mnh1(n) : n > 0) for every m > 0. 

(1) Exercise. 
a) Dri = 01 AM 

b) JT) ;>0 GC £(E,, Ez) such that Tonn = Tm=n ; 

c) To = Arz and T, = An Aj7 Ao for n > 0. 

. Property (a) says that causality holds: the output at time m does not 

depend on the input at time n > m. Property (b), by showing that [Tmn] 
is a Toeplitz matrix, reflects the fact that ó is a stationary or time-invariant 

system. 

Thus, the relation of the output sequence with the input sequence is given 
by a “convolution”: ha(m) = NT m=nhi[n):n > 0), Vm > 0. Consequently, 
by a Fourier transform that relation is given by a “multiplication”. In order 

to be precise, assume that hi is bounded (as a subset of E,) and let f, be 

its z-transform, ¡.e., the power series f¡(2) = ND(z"hi(n) : n > 0); thus, 
fi: D => Ej is an analytic function. Since A is a bounded operator, there 

exists a constant c > 1 such that ||7,, [| < c”,Vm > 0. Then it is easy to see 

that the z-transform of ha, given by fo(z) = Df2"h2(n) : n > 0) , is analytic 
in lz € D: lz] < c7*). Set V(z) = Dz"T, : n > 0); this power series 
converges if |z| < e”? so Y : [2 € D:]z2| < cr?) => L(E,, Ez) is an analytic 
operator-valued function. Clearly: 

falz) = V(2)f,(2) and V(2) = Ay2 + 2An (1 — 2421) 42. (2) 

The function Y = Vs is called the response function of the system 6, and 
also the characteristic function of the colligation 6. It is the main tool for the 
study of systems. 
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The realization problem for an analytic operator-valued function S consists 
in finding a representation of S as S(2) = D+2C(1—zAJ*B , where A, B,C 
and D are bounded operators between adequate spaces. So the realization 

problem for $ consists in finding a system ó such that S = Vs. 

Characterization of the response functions of systems with con- 
tractive propagator 

If the system 6 = (E,, Ez, X; A] has a contractive propagator (i.e., |A21]] < 1), 
its response function Y; is analytic in D. The following result characterizes 
the analytic functions in the unit disk for which the realization problem can 

be solved by means of systems with contractive propagators. 

(2) THEOREM An analytic function Y : D — L(E,,E?2) with its develop- 
ment in power series given by V(z) = Y'[2"T,, : n > 0) is the response function 

of a linear system with contractive propagator iff setting y(n) = Tn41,Vn > 0, 
the following condition holds: 

a) there exist a: Z => L(E,) and P : Z — L(E,) such that 

YN t(a(i— jui, uj)e, + (6(—$)0,05)5, :0< 1, < nm) > 

2 Aoi + 7)ui,05)a, :0< i,j < n)| ,Vn > 0,(u;, 03) € Er x Es. 

We show first that the condition is necessary. If Y is the response function 

of the system $ = (Er, Ez, X;[Ajx);=1,2) and || 421[] < 1, let U € L(G) be 

the minimal unitary dilation of A21; set a(j) = AjA21(5)A22 and PB(j) = 
An A2(3)A], where, as usual, A21(3) = 43, if j > 0 and An(7) = Az? if 
j<0. Since y(j) = A1142, 422 for every j > 0, it follows that 

21 Y Llo(i+ 5)u;, 0). = 210 042205, YU Aj,oj)al < 

[$ 0 Aguillé +11) 0% A 05116 = Y Ko(i— ui, 05) 5, +(8(1-J)v, 05), )- 

In order to prove the converse assertion assume the following generalization 
of Naimark's dilation theorem. 
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(3) THEOREM Leta:Z >L£(E,), B:Z > L(Ez) andy :Z >L£(E,, Es) 
be such that (2.a) holds. Then there exist a unitary operator U € L(G) and 
TEL(E,,G), A€ L(E2,G) such that: 

a(j) =7*UiT and B(j) = NUTÍA,Vj € Ziy(j) = MU T,Vj>0. 

In fact, if W(z) = To + Diz", : n > 0) is such that (2.a) holds, then 
Y is the response function of $ = (E,, Ez, X;[Ajx);x=1,2) with Au = A, 
Arz = To, Ai = U and Aga = 7, with U, A and 7 given by theorem (3). 

We now sketch the proof of the last theorem, which is a generalization of 

Naimark's theorem because, when y = 0 and a = 6, (3) says that any function 

of positive type has a unitary dilation. 

Set H'= ((u,v)/u:Z — L(E1),v : Z — L(E2) sequences with finite sup- 
port contained in the set of positive integers) and define a sesquilinear posi- 

tive semideledós a by setting, for any (u,v),(w,v) € H”, ((u, v), (u/,v')) = 

Zila(i —J Yui, Y; ¡En bl (B(1— —j)U;, v 578 > (y(i+7)ui, 03), + (05, 1(+3)u,) E, : 

1,3 > 0). Asin the classic case, let H be a Hilbert space and rr a linear map 

from H' onto a dense subspace of H such that (Th,Th')y = (h,h'). Set 
= [(u,v) € H': v(0) = 0) and define V' : D' => H' by 

V'(u,v) = (u,v1), 4] = Ui-1,0 = Vj41) 

then Vr = rV' defines an isometry acting in H. Let U be a unitary extension 
of V to GH. Identify any w € E, with the function from Z to E, which is 

equal to w in 0 and to 0 for any n X 0; define r € L(£,,G) by Tu = ae 0); 

analogously, define A € L(En,G) by Aw = T(0,w). Let w,w' € E,,x,1' € Ez 
and ¿> 0; then 

(a(5)0,w)g, = (V“(w,0),(w',0)) = (V?rw,rw)y = (r"Uirw,w) e; 

analogously, (P(j)x,2')g, = (Av U71Az,2")p,; also, 

(row, 2) e, = (V%(w,0),(0,2)) = (Virw, Az) = (MUlrw, 2), . 

The sele follows. 
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Energy and stable systems 

Here we shall consider systems with bounded response functions. The space 
H*(E,, Ez) is the set of the analytic functions Y : D > £(E,, Ez) such that 

IWiloo := suptIW(2)I| : 2 € D) < oo. The following result was originally 
proved by Helton. EN 

(4) PROPOSITION Every function in H“(E,, Ez) is the response function 
of a system with contractive propagator. 

Sketch of the proof 
HK Y) = NIT, :n > 0), set y(m) = Tari. Va > 0, and f(2) = 

Nizry(n) : n > 0). Since /”,(U(re')u,vle”"*"dw/27 = r*(Tyu, v), [Te] 
< ||Wiloo, Vk > 0; now, from V(2) = To+2f(2) it follows that f € H*(E,, Ez). 

Let a :Z > L(E,) and PB : Z — L(E2) be given by a(0) = llfllooLz, , 
a(n) =0ifín 4 0, 6(0) = llfllofg, and PB(n) = 0if n 4 0. In or- 
der to prove that (2a) holds set u(w) = Ple""“u; : 0 < j< n) and 

(1) = Plot, :0< k< nm). Then 2 D(9(% + 7Jues 05), :0< 3 < ml 
= lim,_.1- 2/7, (H(re2)Ju(eo), o(w))32| < flo S2zllw(o)11? loto) 1142 = 
ll/lleo Ellas +llosll?: 0 < ¿<< nj = E(a(k—3)ur, 05), HB(—3)0%, 05)E, 
:0<k,j < nj. The result follows. 

(5) COROLLARY An analytic function with development in power series 
“round the origin given by V(z) = VÍ(2"T, : n > 0) € L(E,, Ez) is the 

tenction of a linear system iff there exist positive constants c and p 

”"Vn>0. 

For >. .r € (0,p7*) and set E(2) = Niz"r”"T, :n > 0), so 
E € H*(E,, E7)1> .. response function of a system bir Ea As (Barliv=19h 

setting Ar = Bi, Az = = Bi2, Ag = =p Ba and Ao =p Bas, it follows that 

Y is the response function of (E,, Ez, X;[Ajx];,4=1,2) , ete. 

The energy of an input or output signal h is Y [|A(n)]]?. Call H?(£) the 
space of analytic functions f : D > E such that, if f(2) = (2"h(n): n > 0), 
then || f12 = NXla(m)!11? : n > 0) < oo. Thus, the signal h has finite energy 
iff its z-transform f belongs to H?(E). Since || f(2) 11? = N(2"7"(A(n), h(m)) 
:n,m > 0), then f%, l£(re]Paio/2% = = Ar?]Ata)I" : nm > 0) and [ff = 

lim 1/2 [£(reo)|Pao/2r . 
A system 6 is called stable (or bounded) if for any input of finite energy 
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the corresponding output is also of finite energy. H Y = Ys and My is the 

operator of multiplication by Y, given by Myf(2) = V(2)f(z), 6 is stable ¡ff 
Myf € H*(E)) for every f € H*(E1). That is the case when Y € H“(E,, Ez) 

because || Ma FI] < IIWlloo fl 
(6) Exercise Let Y : D => L(E,, E2) be such that My[H*(E,)] € H*(Ez). 

Show as follows that Y € H*(E,, Ez) and that [|Myl] = [[Wll.o: 
a) My is a closed operator; 

b) Je, a positive constant such that [My fla < ell fll2, Vf € HE); 

c) if Ey = Eg =C, f7, [¡W(e-[1? f(e)dw/2r < e? $7, f(e")dw/27r for every 
integrable f > 0, so [|Wll.o < e; 
d) if v € E, and u € Ej are vectors of norm one and w(z2) = (W(2)v,u), 

A E 
Summing up, for every Y € H”(E,, E>) there exists a stable system $ 

such that Y = Ys and a system 6 is stable ¡ff W¿ € HS(E,, Ez). 

IX REALIZATION OF CONTRACTIVE ANA- 

_LYTIC FUNCTIONS 

A system is called passive if the energy of any input is not smaller that the 

energy of the corresponding output; it is called lossless if those energies are 
equal. Thus, $ is passive iff My is a contraction, and it is lossless ¡ff My is 

an isometry. Any unitary colligation $ is a passive system: in fact, from the 

dynamic equations (VIT.1) it follows that inputs, internal states and outputs 

are such that 

[[f2(m)11P + lle(a + D)1Í = lle(a)117 + [11 (1)117, vn > 0. (3) 
Setting x(0) = 0, it follows that ||My|| < 1. Thus, the characteristic 

function of a unitary colligation belongs to the set 

B(Es, Ez) := (Y € HP(E,, Es) : [[W]] < 1) 

of contractive analytic functions. In this chapter we shall give a proof of the 

converse assertion, originally stated in [B-S] and essentially contained in [N-F]: 
if Y € B(E,, Ez) there exists a simple unitary colligation 6 such that Y = Vs. 
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That colligation is essentially determined by its characteristic function. In 

order to prove this, a system theory interpretation of the property of being 

simple will be given next. 

Controllability, observability and simple unitary colligations 

A vector z in the state space of a system 6 = (E, Ez, X; A) is called control- 
lable (or reachable) if there exists a finite sequence of inputs h1(0),...,h,(n) 
such that, for 2(0) =0, z =x(n+1), 1.e., 2 = D(A9 "Az2hr(7):0<j< nm); 
z is approximately controllable if for every e > 0 there exist h1(0),...,h1(n) 
such that |jz — (45, *422h1(5):0<j< m)l] < e . The subspace of the ap- 
proximately controllable states is X. = V(A3,422E1 : n > 0) and the system 

is said approximately controllable if X = X.. 

Outputs are given by h2(0) = Aj12(0) + Ar2h1(0) and, for n > 0, ha(n) = 

A A3,2(0) + An A 77 Agoh1(5) :0 < 3 < na 1) + Ar2hi(n) » Thus, 

initial states can be distinguished by observing the outputs of the system ¡ff 

A11 435,7 = 0 for every n > 0 implies z = 0. Now, N(HK'erA1143, : n > 0) is the 
orthogonal complement of the so called subspace of the approximately observ- 
able states Xy) = V[A37 Aj, E2 : n > 0); consequently, the above mentioned 

property holds iff the system is approximately observable, ¡.e., X = Xop. 

Let 6* = (Es, E,, X; A*] be the dual system; then, the subspace of the 
approximately controllable states of 6 is the subspace of the approximately 
observable states of 6* and conversely. 

(1) PROPOSITION Let 6 = [E,, Ez, X; A) be a unitary colligation. There 

exists a simple unitary colligation $' = [E,, Ez, X*; A") such that $ and 6' have 
the same response function; 6 is simple if X = X¿V Xp. 

Sketch of the proof 
Set L=X0(X.VXo). Hire LC X60E;, it can be shown by induction 

that Ax = A52,Vn > 0. This and the dual remark show that £ is contained 
inL':=(2€ X :A“z = AJ,2, Ax = A5iz,Vn > 0). Conversely, if x € £', 

from AA5,x = Az? z it follows that 411 43,7 = 0, so x is orthogonal to X,p; 
by duality, it is also orthogonal to X.¿. Summing up: L = £”. 

lf x € L, || A21z]] = llel] and, since Az1 is a contraction, A3, Aziz = z. It 

follows that AL C L'= L. By duality, A*L C L. Thus, AL = L. 
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Consequently, if 6 is simple, L = (0). Let L” be a closed subspace of X 

such that Az1¡1» is a unitary operator in L”; then L” C L' ,soif L= (0), 6 
is simple. 

If $ is not simple, set: X'=X OL, A' = Ajxtog,, $ = [Er Er, XA"); 
then ó' is simple and Y = Vs. 

(2) PROPOSITION Two simple unitary colligations are equivalent iff they 
have the same response function. 

Sketch of the proof 
If the colligations 6%) = (E,, Ez, XU); AC) j = 1,2, are equivalent 

there exists a unitary operator A € L(X(W,XG)) such that ACA O 1; ) 
= (TE, O YAGO, It follows that Y ¡(1) = Y s(2). Conversely, assume the last and 

also that 6% and 6%) are simple unitary colligations. With obvious notation, 

for j=1,2 the space XÚ) is the closed span of vectors [z;(n+1)+ (m+1)). 

with 2(n +1) = DUDA ar (k) :0< E < n) and aj(m+ 1) = 

HAD” AU" ho(s) : 0 < s < m). Given any input, the correspond: 
ing outputs 5 80) and 6%) are the same; from formula (1) it follows that 
lIza(r+ DI] = llez(a +1)!1; by duality, lzj(m+D)I| = IIz3(m+1)]]. Again from 
Y ss) = Y so) it follows that (21(n + 1), 23(m + 1)) = (z2(n + 1), 23(m + 1)). 
Setting Ale, (n +1) + zi(m + 1)] = [22(n + 1) + z3(m + 1)] the result follows. 

Representation of contractions and realization theorems. 

We start by reviewing the representation of contractions (11.2) which was the 
main tool for the proof of the abstract interpolation theorem (11.1). 

(3) LEMMA Let A € L(B1, B>) be a contraction between Hilbert spaces. 
There exist a Hilbert space F and isometries r¡ € L(B;,F),j = 1,2, whiéh are 
essentially unique, such that F = (r,B1) V (r2B>) and A = rjr,. Moreover, if 

U; € L(Bj;) is a unitary operator, j = 1,2, and U¿A = UA, there exists an 
essentially unique unitary operator W € L(F) such that Wr; = r;U;,j=1,2. 

Sketch of the proof (see 11.2) 
Let F' be the Hilbert space generated by the linear space B, x B2 and the 

sesquilinear positive semidefinite form ((b1,b2), (01 ,09)) = (b1,01) +(4b1,03)b, 
+(b2, Ab))p, +(b2,05)p, ; define ri,r2 by bi => (b,,0) and b3 —= (0,b2) , 
respectively; set Wrjb = rjUjb, etc. 
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If E is a Hilbert space, £*(E) is the space of sequences h : Z => E such 
that |]A/1? = F4[[A(m)114n € Z) < oo. The translation 7 in £?(E) is given 
by (Th)(n) = h(n— 1). We may say that a function f € L?(E) if there exists 
h € C(E) such that f(re'”) = DAritle“h(n) :n € Z),0 << 1; in tas 
case we write h = f; the norm of f in L*(E) is given by ||fll2 = If. 
trigonometric polynomial is any f € L*(E) such that f has finite AA 

The shift S € L[L*(E)] is given by Sf = gif ¿ = Tf. In an obvious sense, 
E C LUE); clearly, LE) = H(STE : n € Z). For every Y € H“(E,, Ez) 
the multiplication My € [£?(E,), L*(E2)] intertwines the corresponding shifts: 

S¿My = MyS;; also, ||My|| = [[Wlloo and My[A*Y(£,)] c [A4*(Ez)). 
A closed subspace E of a Hilbert space F is called wandering for the 

isometric operator W € L(F') if W" E is orthogonal to E for every n > 0. 

(4) PROPOSITION Y € B(E,, Ez) iff there exist a Hilbert space F, a 
unitary operator W € L(F) and isometries mr; € L(E;,F),j = 1,2, such that: 

(r¡E;) is a wandering subspace for W,j = 1,2; W"r, E, is orthogonal to 
W"mEz ifn<m; F =V(Q[W"r,E;:n€ Z]:j=1,2), and 

(4) V(2) = (1-2 W) 7, V2€D. 
For any such W, 1, and 13 are unique up to unitary isomorphisms. 

Proof 
Assume that Y € B(E,, Ez). Since My is a contraction, there exist a uni- 

tary operator W € L(F) and isometries r; € L[L*(Ej,), F] such that W*r, = 
riSj ,j =1,2, My = rir, and F = Vir¡L*(Ej) : j = 1,2). Set 1, = r;p,; 

then F = V[O[W"r,E;:n€e Z]:j=1 224 Let W(z) = DX2RT;:k> 0), 
with Th € L(Er, Ez); then Tk = Pe, S3* Moto, VE > 0. Since E is an- 

alytic Pg, S3 FMyig, = = 0, VE < 0. Now, Pe,S3 kMyip, = = Pr, S3* ririlE, 

= Pe,riW*rjig, = 3 W*y, Thus, V(z) = DL2r3W*r, : k > 0), so (4) 
holds, and W*r, E, is orthogonal to ¿Ez for every k< 0. HH W' € L(F>), mí 
and mí are as W, rr, and m2, then a unitary operator y € L(F,F”) such that 

pW = W'u and pr; = 1), j = 1,2, is defined by A(W*rjv) = WEr;v. 

Conversely, let Y be given by (34) with W, rr; and rr, as in the above state- 
ment. If f, = ASE Í(k) :k> 0) € H?(E)) is any trigonometric polynomial, 
then 

(Moo fe) = (2 srirgwin fi) Y 55 fa(t)) 
m ¿E>0 t>0 
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= Ss (WEr, fi(m), 2 f2(m + k)); 
m,k>0 

thus, . ] 

2(My fi, f2)1 =2] Y (W""m fm), W""m2f2(m))| 
m,n>0 

SIN W"R Am DW IP? = LAI? + 1411, 

so [|My|| < 1. The result follows. 
Remark that the above proposition gives directly another proof of (VIITL6). 
A pure contractive function is any Y € B(E,, Ez) such that ||W(0)!] < [|ol| 

for every non zero v € Ej. 
(5) THEOREM Every Y € B(E,,Ez) is the characteristic function of 

a simple unitary colligation. Let F, W, Y, 7, and ma be as in (5). Set 
E = [o[(W"wE, : m > I)Dlo[W""m E, :n > 0), X = FOE, and 
let A = [Ajkl;,k=1,2 € L(X 0E1,E2 0 X) be given by Ay = T3jx> At2 = 

1311, An = PxWi¡x, 422 = PxWr1. Then 6 := [E,,E2, X; Aj is a simple 

unitary colligation and Y = V;¿. Moreover, W is a unitary dilation of A2¡ and 

il is minimal ¿ff Y is a pure contractive function. 

Proof 

From W[X 6 (1,£1)] = X 9 (Wr2£,) it follows that the operator A = 

(Wivr,2,) 0 Ix1W[Ix O ri] is a unitary operator from (X 9 E1) onto 

(E, 60 X). Since F = VÍW"E : n € Z), Az € L(X) is a completely non 
unitary contraction. 

Thus, 6 is a simple unitary colligation. Also, PEWX C Wra2Ez, so 
W" PgWX is orthogonal to X for every n > 0, and PxW"* y =(PxW¡xy+*; 
consequently, W is a unitary dilation of A21. The following equalities hold: 

FOoviW"X:neZ)=n(W"E:neZ) 

= (f EF: wW”f € E,Vn € Z) = S(W"[(r, E,) An (m2E2)] :n€ Z); 

thus, W is a minimal dilation of Ap if 11E1 N m¿E2 = (0), ¡.e., iff llo] > 
Iirarmivl| = |[Y(0)o|| for every non zero v € E,. Now, 

Ay + 2A1 (1 — 2421) Ag2 = 0371 +20) ("AZ :n > 0)PxWr1 
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= 13M + 273 E ¿n >0)PxWr;, + 

=103m +10) (RPPW"R on > 0]m. 

Since PEW"+r, E, C O[W”"mEz :m > 1]it follows that Po W"+tr; 
0. Consequently, 0 17 

Aj2 + 2A1 (1 — 2421) 422 = 1301 +73 Ed ¿n > 0)r, = V(2). 

The proof is over. 

Unitary extensions of an isometry and contractive analytic fune: 
tions 

We started this part of our exposition by showing that to describe the set 

U = Uy of equivalence classes of minimal unitary extensions of an isometry 

V, with defect subspaces N and M, is equivalent to describe the set of all the 

(non equivalent) simple unitary colligations (N, M,X; A) with given N and 
M. Thus, the above results show that we may write: Uy => B(N, M). More 
precisely: 

(6) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with 
domain D, range R and defect subspaces N and M. A bijection between the 
set Uy of equivalence classes of minimal unitary extensions of V and the set 
B(N,M) of contractive analytic functions can be defined as follows. 

1) Given (U, F) € Uy set X = FO H and let Y = V(U,F) € B(N,M) be the 

characteristic function of the simple unitary colligation [N, M,X;U¡xan), 
1.e., 

Y(2) = PuUjn + 2PMU¡x (1 — 2PxU¡x)* PxUjn- 

11) Given Y € B(N,M) let the unitary operator W € L(G) and the isome- 
tries v € £[L*(N),G], p € L[L*(M),G] be such that My = v*p, W"v = 
vS, W*u = uS, where S is the shift in the corresponding space, and G = 
dE (NY Va (M)]. Set E = [o[W""vN :n > O)D[(0[W”"uM : m > 
1) X = GOE, and let A € L(X 6 N,M 0 X) be given by A(v,r) = 

[u"(vo+zx), PxXW(vvo+x)], VWve NandrE X. IfF=H9X andU =VOA, 
then (U, F) € Uy and V(U, PF) = Y 
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(7) Exercise With notation as in theorem (7), Y = 0 corresponds to 
the minimal unitary dilation of VPp. Set F = HG H and U(h,,h2) = 

(VPphi + PMha, Pnh1 + V7* Pph3); then (U, FP) € Uy corresponds to (2) = 
zPm(I — V Pr) The extension (U, F) is such that F' = H ¡ff the asso- 

ciated function Y is constantly equal to a unitary operator V(0) € L(N,M), 
and then U = V Pp + Y(0); in this case it is said that (U, FP) is a canonic ex- 
tension of V; when dim N = dim M = 1, there is a natural bijection between 
the set of canonic extensions of V and T. 

X OPERATIONS WITH SYSTEMS AND GEN- 

ERALIZED RESOLVENTS 

In Part 1 (4-1) it was shown that there exists a bijection between the set 

of all the solutions of a generalized interpolation problem and the set Uy 
where the isometry V is defined by the data of the problem. Since Uy +> 

B(N, M), such set of solutions can be “parametrized” by contractive analytic 
functions. Explicit parametrization formulas can be obtained by means of the 
generalized resolventes of an isometry. Proofs can be established by relating 

the functions under consideration with response functions of linear systems 
and taking advantage of the natural operations with systems. Those are the 
subjects of this chapter. 

Operations with colligations 

The (direct) sum of the colligations 6; = (N;, M;, X;; Aj), j = 1,2, is the 
colligation $, 9 $2 := (N, 9 N2,M¡ 9 M2, X, 0 X2;A1 9 A2). It corresponds 
to the connection “side by side“ of the systems 6, and $2, so the inputs of 

6, O 62 are the direct sum of the inputs of $, and the inputs of 63. The 

product of the same colligations, when My = N2, is the colligation 630, := 
(N,, M2, X2 O X1;(42 0 Ix,NMUx, 9 A1)). It corresponds to the connections 
“one after the other one” of the systems, in such a way that the inputs of $ 

are the outputs of ó,. 
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(1)Exercise 

a) The characteristic function of the sum of two colligations is the sum of their 
characteristic functions: Vs, 95, (2) = Va, (2)Pn, +Y 5, (2) Pn, - 
b) The characteristic function of the product of two colligations is the product 
of their characteristic functions: Vs,s, (7) = Va, (2)V 5, (2). For example, the 
colligation y = (M, M, M; I) is such that Y, (z) = z[m, so for any colligation 
6 it holds that Y,s(z) = 2Vs(2). 

Generalized resolvents 

The generalized resolvent of an isometry V acting in H that corresponds to 

(U, F) € Uy is the function fu : D > £(H) given by fu(=) = Ph(1— 2U);yz. 
(2)Exercise (U, F) = (0, F”) in Uy if fu = fu. : 
A connection between generalized resolvents and characteristic fleretións 

is given by the following 

(3) PROPOSITION Let U € L(F) be a unitary operator, H a closed 
subspace of F' and S the characteristic function of the unitary colligation 
(H,H,F O H;U]. Then, for every z € D, Pu(1 — zU) ¡y ==] 

In order to prove (3) we note that 

(4) Remark Let the vector space E = G1 O G2 be the direct sum of the 
subspaces G1 and G2, P, and P, the associated projections, T' a linear operator 
in E. Then T” = Vogiom(P.TFPi TA, Vm > 1. 

In fact, by induction, assume that the formula holds for m; then 

pul = PTU 4 PIT PT" 4 P2TP2 DY (PATPP DAT 
0<jSm 

=AITTRERTATASF(RTY Y (BRET, ete, 
0<k<m-—1 

Now, in (3), Lg" = FOoH, 5) = PhUjy +2PHU¡m LI — 2P4U¡w Y? PgrUjg 

= Pg VA2 UU Pg)” :n > 0)Uin, so, by (4), 

SPA - 20) = PAU Y 2" (PgU)"PgU? :m,j > 0)in 

= PU Y (27U" :m > 0)ig = PHU(1 — 2U)¡p, 

and (3) follows. 
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Chumakin”s formula 

An explicit relation between contractive analytic functions and genéralized 
resolvents is given by the following formula due to Chumakin [0h], 

(5) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with 

domain D, range R and defect subspaces ÑN and M. A bijection between the 
set of generalized resolvents of V and B(N, M) is given by 

Pa(1- 20) = (ln — [V Po + W(2) Pr", Y € B(N,M). 

Proof 
«With notation as in (IX.6), if Y = W(U,F') € B(N,M), Y is the charac- 

teristic function of a colligation (NM, X; A) such that F= Hg X and U = 
VA. Thus, V Pp + W(.)Py is the characteristic function of (D, R,(0),V)J 0 
ÍN,M,X; A) =1H,H,F O H;¡U). From (3) the result follows, 

XI THE AROV-GROSSMAN FORMULA 
If V is an isometry acting in H, with domain D, range R, and defect subspaces 
N and M, a unitary extension B € L(H Y M,N 0 H) of V is given by 

B(h,m) = (Puh,m + VPph),Vh € H,m € M. Tlf Lis a closed subspace ol 
H and Li = HOL, set UL) = (LG M,N O L,L+;B) and let S0M0) = 
[Sixlir=1,2 € B(LO M,N O L) be the characteristic function of the unitary 
colligation $V:2). Thus: 

Su(z) = Pn(1- 2PLV Po), Silz) = 2PN(1 — 2PpV Pp)" Proa, 

Sarlz) = PV Pp(1 a 2PpiV Po), S22(x) = PLL + 2V PpPri)*-1111. 

Note that if U € L(F) isa unitary operator, then 644) = (£, L, FeL;U) 
and SOD(z) = PLU(1— 2PpoLU)+—111. 

(1)Exercise 
4) Sia(z) = PyPra(E =2V POP ¡Me 

b) H Y € B(N, M) and V(0) =0 then [VEN < = liz, Vz € p. 

c) IIS12(2)I] < |2],Vz € D. 
The following formula was stated in [A- a). 
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(2) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with 
domain D, range R, and defect subspaces N and M. If L is a closed subspace 
of H and (U, F) € Uy corresponds to Y € B(N,M) in the bijection gruen by 
theorem (1X.6) then: 

sOD(z) = Sa(2) + Sa2(2)V(2)[1 — Sil HAT” Si1(2), Vz € D. 

A proof of the Arov-Grossman formula can be given by operating with 
colligations. The idea is to build a colligation such that its characteristic 
function is obtained by means of [S;z];x=1,2 and Y. 

With notations as in (2), Y is the characteristic function of ó=(N,M,X;A), 
with X = FOH and A = U¡rep. Let the colligation $' = (LON, LOM,X; A'y 

be the direct sum of (L,L,([0);I) and $. fa=(LG9N,NOL,L* 9 X;r) 
is the product of 6' and ¿UL and E = [2 jx];;=1,2 the characteristic function 
of A, 1t follows that 211 = $11, 212 = S12Y, Ya = S21, La = SV. In order 

to relate the characteristic function of a: with the one of ¿UL we use the 

following. 

(3) PROPOSITION Let a = [Y,0K, K9Y,,Y;T) be a unitary colligation 
with characteristic function Y = [E yx); x=1,2 and such that Pkt¡k = 0. Define 

w € L(Y e Y, Ya 6 E) by w(y, Yi) — PraorTl[y, Yi, Pkr(Y, 41,0)),V(y, y1) E 

Y 9Y,. Then: 1) [1 — Ex2(2)] is invertible in L(K),Vz € D; ii) w is unitary; 
tii) the characteristic function a of [Y,, Ya, Y;w) is given by 

o(2)= alí) + Ea(21l - at] *En(2),Vz € D. 

Assuming (3), we can complete the proof of (2). Set Y, =Y2=L,K= N 
and Y = L+ GX. Note that 4' € L(X9LON,LOM 09 X) is given 
by A'(2,y,v) = ly, A(x,v)),V(x,y,v) € XOLON, and that 7 
(BO IxMi,: O A”) can be considered as an operator from F Q N 
XoltaLoXxtoNoeltoeLaXxX=NOF;forfeFandvuecN 

set x= Pxf, y = Pf and y' = Pi f; then T(f,0) = (BO Lx)lly', A (z, y,v)] 

(8.8 Lxllywále,o)] = (Bly + y PmU(e + o) PxU(e + 0)) = 
(Pníy +4), PuUl2+0)+VPo(y+y)+PxU(2+0))=(Pnf, U(PXx+Po)f+0)) 
Thus, Pyr(0,v) = 0 and w(f) = Prr[f, Pyr(f,0)] = Prr(f, P nf) = Uf. 

mo
l 
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Consequently, (Y,,Y2o,Y;¡w) = [L,L,L+ 9 X;,U), so 0 = sub and (2) fol- 

lows: from (3). 
We now turn to the proof of the last. Since XE12(0) = Pktik = 0, 

I2ua(D1] < |71,Vz € D, so (3.1) holds. 
Clearly, Y 9 Y, > T-¿K and Y 9 Y) TK; since w(T"*k)= Tk,VkE K, 

w(y, 1) =7(y,Y1,0),W(y, y) E (Y OY )077*K], and (Y 0Y)Oor”K]= 
(YoY o K)o(Keri)=(Y0ReKo(Kork)=(YoY york, 
(3.11) holds. 

Let [y2(n) : n > 0) be the outputs of (Y, Y,, Y;w) when the initial state 
is y(0) = 0 and the inputs [yr (n) : n > 0) are such that yi(n) = 0 if n > 0; 

then f(2) := Die"ya(n) : n > 0) = o(2Jyn(0). Set k(0) = PxrIy(0),ya(0),0), 
yín +1) = Pyriy(),n(n),k(n)), k(n +1) = Prriy(n + 1),yi(n + 1),0); 
then r[y(n), y (n),k(n)] = (k(n),ol[y(n), y (n)]) = [£(n), ya(n), y(n + 1)), L.e., 
with initial state y(0) = 0, a answers to inputs [y,(n),k(n)) with outputs 
[k(n), y(n)). Consequently, g(2) := N(z"k(n) : n > 0) is such that 

Enlz2)y(0) + Ern(2jg(z) = g(2), La (20) + EnlzJglz) = f(2). 

The result follows. 
(4) Remark 
The Arov-Grossman formula gives a correspondence from B(N, M) onto 

(SUL) : (U, F) € Uy). It is a bijection when the function fu, : D => £L(H) 
given by fu,L(2) = PL(I — 20) determines (U, F) as an element of Uy and, 
in particular, when DVL=RVL=H. 

In fact, let (U, F), (U”, F") € Uy be such that SD = SUL); from (X.3) 
it follows that PLUiE = PLUir" holds for every m > 0. [DVL= RvVL 

= H, PHUi is determined by PHUip, PRUIE and PLU[E; from PHUiB = 

(PhUi )V and PrUiE = VPDPgUiE", for m > 0, it follows inductively 

that PpU[g = PpU¡z,Vm > 0, so (U,F) == (1,ES. 
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X”"Tl DESCRIPTION OF ALL THE SOLUTIONS 

OF A GENERAL INTERPOLATION PROB- 

LEM 

The theorem to be stated in this chapter solves several interpolation problems 

for vector valued functions. 

Given the aim of this exposition, we want to extend the definition of mul- 

tiplication operators without stopping to consider measure theoretic issues. In 
this connection, we may say that w € L“(E,, Ez) if w : D — L(E,, Ez) is 
given by w(re'?) = DLrirlertá(n) : n € Z) and llwlloo = sup(l|w(re**)|| : 0 < 
r < 1) < oo. We shall define the multiplication by w by means of convolutions 
and Fourier transforms. 

For any finitely supported g € £?(E,) let the convolution C.,g : Z => Ez be 
defined by (C.g)(n) = 2, w(n — jJa(j). Set g(re"*) = Y, rlólertg(;). Now, 

227 pla — a)? = mL. [Dr ema reta di 

=2 f" tutre*)g(re" ade < lao 
consequently, Y, IC .g) (m1? < lll? lg11?, so C.j € LLEUEs), L2(Ez)] and 

Cll < llwollo 
Extending the definition of the shift, let M. € L[L*(E1), LUE,)] be giv- 

en by (MufY" = Cuf. Thus, (MufXre") = Eprient E; (a — 1/0; 
note that, when w € H“(E,,Ez) and f € H?(E,), or when f is constant, 
(M,fNre*) = w(re)f(re'?). If 7, is the translation in (2(£;) and S; the 
shift in L%(E,), since Cy 71 = 72Cw, MuwS1 = S2M,. The converse holds: 
operators intertwining the shifts are multiplications, and in this way functions 

that solve interpolation problems may be obtained. 

Assume that W € L[L*(E,), LY(E,)] is such that WS1 = S2W. Set ú(n) = 
PejS¿"Wig,,n € Z, and define the function w by w(re**) = Y, pinlgnta(n). 
Then w(re'*)u = (Wu)(re'**), Vu € Ej, so, if w is bounded, W = M,,. For 
v € Ez the scalar function g given by g(re**) = (w(re'*)u, v) is in E? because 
SS, 10(njul]? = |Wull?. Consequently, for any trigonometric polynomial p 
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and q, 

| atemenaendt = tim |f caleta) > 
r=1 T :   

  

= tim | AECE NACEN] < Pull el 
it follows that, for every continuous scalar function h, [a Pau g(e)h(e") dt 

< [WIllhullloliI241, so llgllco < [IWIllulllell and w € ZS(Er, Es); in fact, 
llwllso < [WI]. Thus, W = M,,; since ||M., |] = |1C..]| < [Jwlloo, it follows that 
lltwlloo = [| M.,]| for every w € L“(E,, Ez). 

Now we may state the basic result of this section. 
(1) THEOREM For j¡ = 1,2 let E; be a Hilbert space, S; the shift in 

LY(E;) and B; a closed subspace of E; such that Ey € By, C S¡*B, and 
S7*E, C Ba C S7B2. Let A € L(E,, E2) be such that AS1¡p, = Pp,S2A. Set 

Fa = [w € L(Ex, Ez) : Pp,Mujp, = A, llwlloo = 11411). 

Then Fa is non empty. 
When B, = H?*(E,) and B, = H?(E,) := L*(E,) O H*(E)), the above 

is Page's extension of Nehari's theorem (1.7). When Ei = Ez = E, Bi = 

HE) and B¿ = H?(E) 6 K, with K a closed subspace of HE) such that 
S[HY(E)8K] € HUE)OK , we have Sarason's general interpolation theorem 
(1.5). For convenient choices of the data, Fa is the set of all the solutions of the 
Nevanlinna-Pick problem (111.1) or of the Caratheodory-Fejer problem (111.2). 
A parametrization of F4 stems from the proof of theorem (1) we now sketch 
(See 11.1). 

We may assume that|| 4[] =1.By(IX.3) there exist a Hilbert space H and two 
isometries u¿E€ L(B;, H), j=1,2, such that A=u5u1 and H =(u, B,) V (uz Ba); 

an isometry V acting in H with domain D = (u¡$,B,)V(uzB2) is defined, with 

obvious notation, by V(uS¡b1 + uzba) = ub1 + u257 bo. If (U, F) € Uy, for 

j= 1,2 an isometric extension r; € L[L*(E;), F] of u¿ such that r¡S; = U*r), 
is defined by setting r;(S7b) = U7"ujb for every n € Z and b € B;. Since 
S2r3r1 = r3r1S1, there exists w € L%(E,, Ez) such that M. = rjri; set w = 

w(U, F). Now, P,Myip, = (r2ig,)*(r1ip,) = A, and 1 > llwllo > [Al = 1. 

Thus, Fa is non void. 
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The definition of 7, shows that, if (U, F) = (U”, F”) in Uy, then with obvi- 
ous notation r3ri = ro ri. Conversely, assume the last; since F = 
VU, H ¿n€ Z) = V£riS?B; 2] = 1,2,n E Z) = m[L(E,)] V ra[L*(E,)l, 14 

follows that (U, F) = (U*, F”). Moreover, let w € Fa; (1IX.3) shows that there 
exist a unitary operator U € £(F) and isometries r; € L[L*(E;,), F], j= 1,2, 
such that M,, = r3ri, F =w3[LUE,)] V ra[£*(E,)] and r,S; = U*rj; since 
Pg,Muip, = (rzig,)(riip,) = A, we may assume that r;jip, = u;; then it is 
clear that (U, F') € Uy. Summing up: a bijection from Uy onto Fa is defined 

by (U, F) = w(U, F). 
If w € L(E,, Ez) is such that w(re') = DIritlertó(n) :n e Z) then 

úin) = Pg,S,” Myig,. Assume w = w(U,F) € Faz ifn<O0, 

úla) = PM "Na, = PSP Main ay = Pa 145 Me, 

so DAZ"(n): n <0)= 2PE,S2A(I — 251) *ip,; also, 

vn) = Pa Sy “Pta, = Pg, $205 PgU"* guy ig. 

Let the isometries mi and y be defined by mi = ug, and m2 = 

u2Sjig,. Then Fa = [w € LO(E,, Ez) : w(2) = 2Pg,S2A(UI — 281) >g, 
+ T3PHU(1 —- 20) %iygm,(U0,F) € Uv). 

Thus, considering Chumakin's formula (X.5), we obtain: 
(2) THEOREM In the same hypothesis of theorem (1) assume ||A|| = 1. 

Set 
w_-(2) = 3Pg,S3A(I — 381) ig. 

There exist an isometry V acting in a Hilbert space H, with domain D and 

defect subspaces N and M, and two isometries mr; € L(E;,H),j = 1,2, such 
that: ES ; 2d 

a) A bijection from Uy onto Fa is defined by associating to each (U, F) € Uy 

the function w € Fa given by 

wal) =w_-(2) +m3PgU(U- 20) “igr. 

b) A bijection from B(N,M) onto onto Fa is defined by associating to each 

Y € B(N,M) the function w € Fa given by 

w(z) = w-(2) + 3[V Pp + VIP HL — z[V Po + V(2)Pn] "1. 
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Another description of F4 stems from the Arov-Grossman formula. Keep- 
ing the above notation, set L = (m,E,) V (r2Ez2); given (U, F') € Uy let S 
be the characteristic function of the colligation (L,L,F O EU). By (X.3), 
TPHU(I-2U Y %igr = PLU(1- 20) tim = 5S(2)[1—25(2)]r1. Then 
(X1.2) shows that: 

(3) THEOREM /n the same hypothesis and with the same notation of 
theorem (2), set L= (mE) V (m2E2),L*+ = HO L, 

Sii(z) = Pn(1 =$ 2PpV Pp), Sia) = zPN(1 — 2PLVPp)*Ppims 

Sn(z) = PLVPp(1- 2PL¿V Po);g, Saz) = PL(1 — 2V PoPj y 4” 

A bijection from B(N, M) onto onto Fa is given by associating to each 

Y EB(N,M) the function w € Fa defined by 

w(z) = w-(2) + 15(2)lIL - 25(2)] Um, 

S(z) = Su(2) + Sn(2)W(2)[1 — Si] Sn (2). 

XII ON THE MOMENT PROBLEM 

In order to summarize and apply previous results, in this chapter we shall 

describe the set of all the solutions of the trigonometric moment problem. 
We start by recalling some facts that were established in chapter 1. The 

trigonometric moments of any complex Borel measure in T, a € M(T), are 
the numbers á(n) = (27)! f%, e”*"tda(t),n € Z. Let a be a fixed positive 
integer and k : (n € Z : |[n| < a) — C a given function of positive type. 
A solution of the trigonometric moment problem with data: k is any positive 

a € M(T) such that á(n) = k(n) if [ln] < a. The set X :=/K=á:0a € 
MIT), a > 0,á(n) = k(n) if [n| < aj of all the extensions of positive type of 
k to Z can be obtained as follows. 

Set H'=(h:Z => C,supp h C [0, a]) and 

(ha, ha) = Y) En m)i(a)ha(m), Vhs, ha EH. 
n,m>0 
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There exist a Hilbert space H and a linear operator T : H' —> H such that 

(h1,h2) = (rh1,7h2)p and TH" is dense in H. Let r : H' —+ H' be given by 

(Thn) = h(n — 1) and set D' = (h € H' : h(a) = 0); then Vrip = rrpp: 
defines an isometry acting in H, with domain D, the closure of rD'. Set 
Óm = TÓ,,, with 6,,(n) = 0 if n 4 m and 6/,(m) = 1. A bijection from Uy 
onto K is s obtained by setting, for each (U, F) € Uy, K(n) = (U”60, 60) 7. 

(1) Exercise 
a) Hf em(t) = er”? and Sf(2) = 2f(2), for K = á a unitary isomorphism 
B: F > L*(a) is given by Bómn =€m, and BU = SB. 
b) The following conditions are equivalente: F(X) = 00; dim H = a+ 1; 
$. € D; the positive Toeplitz matrix [£n mJo<nm<a = [k(n—m)] is non singular. 

c) E(0) > 0; if k(0) = 0, K = 0 is the only element in K. 

d) 6 k(0) 40 and 4(X) = 1, D = H and there exists an integer b such that 
0<b<a and (60,61,...,6,) is a basis for H. 

Each K € K is given by the function g(2) = gk(2) := Zn>02"K(n) = 
((1 — 2U)76,,6,)p,Vz € D; the corresponding measure a: is obtained by 
means of its Poisson transform, 

(Pa)(re**) = Y” plirlgnt rn) = 2Reg(re**) — g(0). 
nez 

We shall describe the set [gx : K € K). Assume first that there is only 
one solution of the moment problem, with notations as in (1.d). There exist 

Co, C1,»-», CC» belonging to C such that the matrix [rado s<» of V with respect 

to (80,61... .,65) is given by: Ur+1r =1,0< 7 <bj0,,=0,0<58<b,rHs+l; 
Urb = Cry Ú < r < b. Since [k(n — m)Jo<n,m<» is non singular, those numbers 

can be obtained as the solutions of Vo<n<y Cnk[n—G) = k(0+1-3),0< 3 < b. 
Now, in this case, g(z) = ((I — 2V) 60, 6.)4 , so we obtain two polynomials, 

po+1[2) = det(I — 2V) A 0 for every z € D, of degree b+ 1, and q», of degree 

b, such that-g(2) = q(2)/p»41(2),Vz € D. 
Now assume FHH(K) = oo. Let N and M be the defect subspaces of V; 

by Gram-Schmidt we obtain unit vectors y and y that generate N and M, 

respectively. Each X € L(N,M) is given by the scalar x such that, Xy = = 

xp. From Chumakin's formula (X.5) it follows that the bijection from B = 

[Íh € HY : llhllo < 1) to [gx : K € K) is obtained by associating to 
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each y € B the function g(2) = ((1 — ¿[V Pp + v(2)Pr])*6,,6.)4. Now, 

[VPo + v(z)Pn]6; = 641 for 0<j <a. Let 6, = an + Do<j<a djój and 

Mm = To<j<a Bjój- Then [VPp + p(2)Pn]ó, = ay(2)4 + Vo<j<a djój+r = 
ap(2)B06 nd Prcicala bd + d;- 116. 

Consequently, the matrix [urslo<r,s<a of [W Pp + Y(z)Pn] € L(H) with 

respect to [6,,61,...,0,) is given by: Uryir =1,0<r< au, =0,0<s< 

ar És + lo = NR = ay (2)8, + 6,-1,0< r <a. It follows that 

(2) PROPOSITION Let k : 4n € Z : Ín| < a) => C be such that 
[k(n — m)lo<n,m<a is a positive non singular matriz. There exist four polyno- 
mials P;,1 E j < 4, such that degreeP; =a if1 << 3, degreeP¿4 =a+1, 

and that a bijection from B = [p € H*(D) : IImlloo < 1) onto the set of all the 
extensions of positive type of k to Z is obtained by associating to each p € B 

the extension K of k given by 

Y 2"K(n)=[P.(2) + Pa) MD/[Pale) + Palo)p(2)), z € D, 
n>0 

and K(n) = K(-n)7,n<0. 
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OPTIMAL STOPPING FOR A COMPOUND 

POISSON PROCESS WITH EXPONENTIAL JUMPS 

E. MoRDECKI 

Universidad de la República, Montevideo, Uruguay. 

ABSTRACT. In this paper we give the closed form solution of some optimal 
stopping problems for processes derived from a compound Poisson process 

with exponential jumps: Within the possible applications, the results can be 

interpreted as pricing perpetual American Options under pure jump informa- 
tion. 

0.Introduction. 

Let be given on a probability space (9, F, P) a Poisson process N = (N+¿)£>0 
with intensity A > 0 and a sequence of independent nonnegative random 
variables Y = (Yx)x>1, with identical distribution F. 

According to Feller, ([3]), the compound Poisson process X = (X¿)+>0, is 
given by 

Ne 
(0.1) X= Yi t>0 

k=1 

Let F = (F+)¿>0 denote the filtration generated by X, (that is the minimal 
filtration such that X is F-adapted and satisfies the “usual” Dellacherie con- 

ditions (see'Jacod and Shiryaev, [4]). 7 is a stopping time (relative to F) if 
T:Q => [0, +00] and (7 < tj € F; for all t < 0. Denote by .M the class of all 
stopping times. 
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The aim of this paper is to give the closed form solution to the problem 

suPrem E(S(S,)), that is, we find a pair (7*, s(x)), such that 

(0.2) s(2) = sup E(£(S,)) = E(£(Sr») 
where 7* is the optimal stopping time and s(xr) is the cost function in the 
following four cases. The function f is given either by 

f(2) = (2- K)*, 

or 

f(c) = (K-ay?, 
with K a real constant, and the process S by 

(0.3) S.=x+X,-at, TeR, 

or 

(0.4) S¿ = zexp[-—at + X+¿), zx >0. 

_1. Main Results. 

Theorem 1. Let S be given by (0.3), with Fl) = 1-— e7%, and 
0<A<aa. Denote 

A A 
LL = == =0-- 

and define 

q* inf(t 20:58, 2 20), 

s( a if < zo, 

LU (zo — K)expíp(z—20)), ifx< zo. 

Then the pair (r*,s(x)) is the solution to the problem (0.2) with f(x) = 
(2 - +. 
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Theorem 2. Let S be given by (0.3). For arbitrary F denote p = 

del adF(x), that can take the value y = +00. Suppose that 0 < a < pa. 
Denote by p > 0 the unique root of the equation 

+o0 a 

(1.2) / e”PdF(y) =1-<p, 
0 A 

and 

y = K- 1/p. 

Define 

re= infft 2 O: St < zo), 

Sd a if T < Zo, 

.- (K — zo) expí—plz— to)), ¿fx > Zo. 

Then the pair (T*,s(x)) is the solution to the problem (0.2), with f(x) = 
(K —2)*. 

Remark: For X given by (0.1) with exponential jumps, that is when F(x) = 
1 — e79% we have p=L andp=2—a. 

Theorem 3. Let S given by (0.4). Assume that F(x) = 1-—e7%% with 
a>1+ A, Denote 

_ a—A/o _ A 

(1.3) Ap MS 
Define 

es inff[t > 0:S, > zo), 

00 cq—K, >, 

sa) =( (20 - KE)”, if0<zr<zo. 

Then the pair (T*,s(x)) is the solution to the problem (0.2), with f(x) = 

(2 - K)y?. 
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Theorem 4. Let S be given by (0.4). For arbitrary F denote y = 

q idF(x), that can take the value py = +00. Suppose that 0 < a < Ap. 
Denote by p > 0 the unique root of the equation (1.2), and 

e =E=Éz, 

Define 

r=if1t> 0:58 < 20), 

K-x, if0<zx< to, 

aj (K — 2p) (E) ”, if z > Zo. 

Then the pair (T*,s(x)) is the solution to the problem (0.2), with f(x) 
(K-a+. 

Remark: For X given by (0.1) with exponential jumps, that is when F(x) = 
az — il =A- ¡ l-e we have y = 5 and p=%—o, as in Theorem 2. 

$ 

2. Pricing American Options under Poisson-Exponential informa- 
tion. 

Beside the probabilistic interest we are motivated by the following inter- 

pretation: Suppose that S models the evolution of the price of a risky asset in 

a financial market. Then, the proposed problems can be seen as the pricing 
of a perpetual American Option, as described for instance in Karatzas, [5] or 
Shiryev et al., [8]. 

For S given by (0.3) we are in the linear case, having an analogous of the 
Bachelier model, with a compound Poisson process (eventualy compensated) 
instead of a Wiener process. 

When $ is given by (0.4), we have American call and put Options, in an 

analogous of the Black and Scholes model (see [8]). Note that in the call case, 
we obtain a solution that is not differentiable at the optimal level xy. This is 
due to the fact that the process is not stopped at Zo, because it jumps above 
this critical level, and the “smooth fitting” principle in its classical form, as 
described in [7] does not apply. 

Other applications, for instance to investment under uncertainity can be 

found in Dixit and Pindyck, [1]. 
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3.Proofs. 
We begin with an auxiliary result of independent interest (compare with 

[6)). 
Lemma 3.1. Let X be a compound Poisson process defined by (0.1). Let 
S = (S:):>0 de the solution of the stochastic differential equation 

dS; = (aS:- +b)dt + (cSy- + e)dX;, Sy =1, 

with a,b,c and e real constants. C*, the continuation region, is an open 
interval of the real line of the form (zo,+00), (-oo, zp) or (0, zp) for some 
Zo inR. Lets and g denote Borel real functions, with s continuous for r € R 

and differentiable for x A zp. 

Denote by L the infinitesimal generator of the Markov process S, that is 

+00 

(31) — (Ef)a)=A / [fe + coy + ey) — Ha)JJdF(y) + (az +0)f(2) 

for f in the domain of L. 

Let 

r* =infít > 0:5, 0”). 

Assume that the following five conditions hold: 

(1) (Ls)(2)=0  WeC*. 

(2) (Esl(2)<0 Ve zo. 

(3 0<g(1)<s(2)  VreR. 

(4) s(Sr=arm) € Z P-a.s for all T € M and for all t € R*, with Z an 
integrable random variable, that is E|Z| < +00. 

(5) s(Sr=) =g(S7=) P-a.s. 

Then the pair (T*,s) is the solution for the optimal stopping problem 

s(2) = sup Elg(5,)) = E(g(Sr»)) 
TEM 
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Proof. For each w € (2 we can write 

s(S,) — s(x) = 

/ s'(S,-)(aS,- + b)jds + y As(S,)= 
0 0<3<t 

Hesoas.- +b) + a [tots + cSs-y + ey) — s(S,-)]ar (y) pas 

+ Y) A5(S,) =A / [SLU de a, ico AE ER 
0X<s<t 

t 
=/ (Ls)(S,-)ds + M,. 

0 

with M = (M+):>0 a local martingale (a compensated sum of jumps, [4)). In 
view of (1) we obtain that for any T € M 

T ATA 

(3.2) / (EsM(S,-)ds =0, 
0 

and (2) gives 

(3.3) [usas <0 forany ce M. 
0 

Now in view of (2) 

(3.4) M, = s(S;) — s(x) — [uos.-Jas > —s(x) 

and as M = (M+)+>0 is a local martingale (3.4) gives that M is a supermartin- 

gale by Fatou's Lemma, and in consequence 

(3.5) E(M,) <E(Mo) =0 forany «€ M. 

On the other side, by (4) and (3.2) 

Mis nar, S s(Srontar,) < Z 
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for a localizing sequence (Tn) for M, that gives by dominated convergence 

(3.6) E(Mr=n) =0. 

In conclusion (3.2) and (3.6) give 

(3.7) s(=) = Els(Sr=n)), 
and (3.3), (3.5) and (3) gives 

s(1) > Els(S,)) > E(a(S.) for any 06€ M. 

By (4), (5) and (3.7) we obtain 

s(1) = E(s(S,-)) = Elg(Sr-)), 

and the Lemma is proved. 

The proof of the Theorems reduces now to the verification of the five con- 
ditions in Lemma 3.1. ' 

Proof of Theorem 1. First observe that 

| Le | 
(3.8) (Lf(a) =A / [$ +y) — Ha)]aP(y) — 0f'(2). 

We now verify conditions (1) to (5) in Lemma 3.1. 

(1) For z < zo, by substitution 

+00 

as (2) + As(2) A / [f(x + y) — Hz)]aexp(—oy)jdy = 

(20 — K)expfote —20)Hap+A +22) 

- Muexplo(s — 20))((eo — KING +=) +5) =0   
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Because A i y A 
a 

ap GS (0 lA 7) += 0 

as can be verified by substitution of the values of p and Zo in (1.1). 

(2) lí zx > zp we have 
A 

Ls(u) == a<0. 

(3) s(2) > 0 by definition, and s(z) > x — K can be verified directly if 
z > Zo, and considering the tangent line to the convex function s(x), at the 
point zp for T < Zo, 

A 
(20 — K) expíplz — zo)) > (to —- K)+ e -2)>0-K if z<zo. 

A because E l, 

(4) Take Z = s(S,») + to. s(Srrarr) < Z follows from the fact that on 

the set [7* < +00) we have S7+arr < Sy- and the function s is increasing. 

On the set [7* = +00) we have s(Sr-ATAi) < Lo. 

Observe now that 

s(S7+) =(S7. -K)F< sup S.=2+ sup (X;—at) 
0<t<+o0 0<t<+oo 

From (2] we know that 

Ap (3.9) P(_ sup (X¿— at) > u) = “—exp(—pu) 
0<t<+o0 a 

so we can compute 

A 
E X= at) = ————x BES aa 3) 

and (4) is proved. 
(5) is direct, concluding the proof of Theorem 1. 
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Proof of Theorem 2. As in Theorem 1, we have to verify conditions (1) to (5) 
in Lemma 3.1. In this case, as in Theorem 1, L is given by (3.8). 

(1) If z > zo, s(z) = Lexpi-plz — 2o)), 

+00 

(Ls) (2) = expi—plz +y-= AN expí—pyjdF (y) - 14 >] =0 

by (1.2). 

(2) If x < zo denoting t(z) = 5 exp[—plz — 20)), 

+o0 

(Ls)(z) =2 / (s(z +y) — s(2))dF(y) +4 
+00 

Saf er -t(2)ar()+0=0 

(3) s(x) > 0 is inmediate and s(x) > K —z follows from the fact, that s(x) 
is convex and the function Sexpi-p(z — 20)) has tangent y = K — z at the 

point x = zo (here applies the smooth pasting principle, because the function 
f(x) is decreasing and we have jumps up). 

(4) In this case we have s(S,+) < 2p. 

(5) is also inmediate concluding the proof. 

Proof of Theorem 3. Assume first that F is arbitrary. 

N; 

S¿ = rexp[—at + X,) = zexp[-—at) II e 
k=1 

that can be written as 

N, 

S; =2€( — at 4 Y (e —1)), 
k=1 
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where £ is the stochastic or Doléans-Dade exponential, so a verifies the sto- 
chastic differential equation 

N, 

dS; = Si-d(—at + y e — 1), So =2, 

and then, it has an infinitesimal generator given by 

+oo 

(8.10) (Lf()=A / [faer) — f(o)JaF(y) - azf'(2) 

If F(x) =1-—e7*”, we transform this expresion into 

+00 

(Efe) =A / [fe(1+y) — He)Jo(1 + y) Day — az f (2) 

We now verify conditions (1) to (5) in Lemma 3.1. 

(1) For z < Zo, by substitution 

+00 

axs (2) + As(2) — » [ s(x + zy)ja(1 + y) (4D dy = 

A 

pe 
HOY GE + a EA) =0 

Lo pa a-—-1l 

(zo - OS   

    

Because 

      

Q Q Q 

a a pre Eg PUE =0 
a+ 

as can be verified by substitution of the values of p and zo in (1.3). 

(2) lf z > zy we have 

A 

a—1 
  Ls(x) =x( -a)<0. 
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(3) s(2) > 0 by definition, and s(x) > z — K is direct when x > zo. When 
z < Zp, it can be verified considering the tangent line to the convex function 

s(x), at the point zo, giving 

A 

a(a — 1) 

that gives the result because aj L 

(4) Take Z = s(S,=) + to. s(Sr-arri) < Z follows from the fact that on 
the set [T* < +00) we have Sr+arat < Sr- and the function s is increasing. 
On the set [T* = +00) we have Sr+arrt < Lo. 

Now, as in the proof of Theorem 1, taking into account (3.9), and p > 1 

we verify E(Z) < +00. 

s(x) > (19 —- K) + (1— tp) > (1-— K) Y 0<x<xzo, 

A 1 
El sup exp(X;-—at)) = ——— < +00 

A px: )) aa p—=1 

and (4) is proved. 

(5) is direct, concluding the proof of Theorem 3. | 

Proof of Theorem 4. As in Theorem 1, we have to verify conditions (1) to (5) 
in Lemma 3.1. 

In this case, as in Theorem 3, £ is given by (3.10). 

(1) Lx > zo, s(x) = (K-z0)(E) ” 
+00 re. | 5 

Lata ES (DI 
= (K — 20) (7) -p[ME(e7*") - 1) - ap] 

' 0 

by the definition of p. 

(2) If x < zo denoting t(x) = (K — 2) (E)? 

+00 

(La)(2) =A [[" (s(se) (AF) + 
+00 

SA f ero) -He)dF()+a=0 
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(3) s(x) > 0 is inmediate and s(x) > K — z follows from the fáct, that 

s(x) is convex and the function (K— 29) (E)”” has tangent y = K-—u at the 
point z = zy (here applies the smooth pasting principle, because the function 

f(x) is decreasing and we have jumps up). 

(4) In this case we have s(S,») < zo. 

(5) is also inmediate concluding the proof. 
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Kolmogorov-Smirnov type statistics for testing Multivariate 
Normality 

Adolfo J. Quiroz* 
Universidad Simón Bolivar 

éz Juan C. Trabucco * 
Compañía Anónima Nacional Teléfonos de Venezuela 

Abstract: We study some fairly natural (from a geometrical viewpoint) statistics 

for goodness of fit testing to the composite hypothesis of multivariate normality. 

The statistics are of the Kolmogorov-Smirnov type. They include and generalize a 

statistic introduced by Koziol (1982). The asymptotic distribution of the statistics 

presented is found using tools from the theory of Empirical Processes and the results 

of MonteCarlo power analysis in various dimensions are presented for some of them. 

Our simulations show that Koziol's statistic exhibits good power against a variety of 

alternatives and that this power does not seem to decrease with increasing dimension. 

Key words: Multivariate Normality, Hypothesis Testing, Kolmogorov- 

Smirnov statistics, Empirical processes, : : 

1 Introduction 

Although there exists a large number of procedures for testing the hypothesis 

of univariate normality, and they can be used to asses multivariate normality 
(by application to each coordinate of the multivariate data) there exist. few 
statistics for goodness of fit to multivariate normality which exploit the mul- 
tivariate properties of the gaussian distribution. This has been pointed out, 

for instance, by Barinhaus and Henze, (1988). Among these procedures, we 
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would like to mention those based on the empirical characteristic function of 
Barinhaus and Henze (1988) and Csórgó (1986) and those that use the average 
of certain functions over the standarized data considered in Moore and Stub- 

blebine (1980) and Quiroz and Dudley (1991). In Csórgó (1986), the reader 
can find a list of available statistics for testing multivariate normality. 

In the present paper, we present and study a fairly natural (from a geo- 
metrical viewpoint) family of statistics, of the Kolmogorov-Smirnov type, for 

testing the null composite hypothesis of multivariate normality. Our statis- 

tics include and generalize, a Kolmogorov-Smirnov statistic of Koziol, (1982). 
This family of statistics, together with the necessary notation is introduced in 

Section 2. Section 3 contains the theoretical results that provide the limiting 
distributions of our statistics, as functionals of certain Gaussian “bridge” pro- 

cesses. One attractive feature of our statistics, discussed in Section 3, is the 

fact that the limiting distribution does not depend on the parameters of the 
underlying “true” distribution. Section 4 presents a MonteCarlo analysis of 

the finite sample distribution and power of Koziol statistic and its associated 

Smirnov statistics, not available in his article. The simulation results are en- 

couraging in that one of the statistics studied presents good power against a 
variety of alternatives, and that power seems to improve (slightly) in higher 
dimension. 

2 A family of statistics for testing multivariate nor- 

mality 

Let X,, X2,...Xn be an ¡.i.d. sample from a probability law P on ¡RY. We 
will consider statistics for testing the composite hypothesis H,: P= N(u, X) 

for some unknown y € IR? and real symmetric positive definite dxd matrix E. 

Let X and S be the usual maximun likelihood estimators for p and Y, 

under A,. Denote by T,, the Mahalanobis transformation, given by 

Ta(2) = SP (a -X), 7 €lR*. (1) 

Following Small (78) the vectors Y; = T,, (X;) will be called the scaled residuals. 
For each r € IR?, let B, denote the open ball of radius r centered at 0: 

B, = B(0,r) = [y €lR* : llyl| < 1). 
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Since, under the null, the scaled residuals are approximately i.i.d. N(0, 1), the 
fraction of Y;'s in-each ball centered at zero should be close to the probability of 
that ball under the standard Gaussian distribution on/R*. Thus, the following 
statistics make sense for testing H,: 

¡<n: Y, € B, 
KF,, = Vn sup PA N(0,1)(B,)) , (2) 

where 7 denotes the identity dxd matrix, and N (0, 1) is the standard d-dimensional 

Gaussian distribution. Replacing the supremum by an infimum in (2) defines 
the other Smirnov type statistic : K,, and the corresponding Kolmogorov 
statistic is given by 

¡<n:Y; r 
Kin = vn sup eS 

  
de N (0, D(B+) 

  
: (8) 

Kn is presented in a paper of Koziol (1982), devoted to the study of certain 

Cramér-Von Mises statistics. Koziol gives, without proof, the limiting distri- 
bution for K . and states that ...the somewhat lengthy arguments leading to 
this result are detailed in a technical report... ei 

Here, we will introduce two variations to Koziol's idea. One of these varia- 

tions includes his statistics, but has a more delicate asymptotic analysis, due 

to the inclusion of a possibly fast growing weight function. A relatively simple 
asymptotic study of all the statistics considered here, is possible using tools 

from the modern theory of Empirical Processes. Let us write K] , 1 terms 

of the original variables X¡, X2,... X. For a symmetric real positive definite 

d xd matrix A, put 

llella =x* 47 tz, e € IR”. 
Let 

Car = Lx €IR? : lo —Xlls < r) and C, = (Cp, : 1 > 0), (4) 

and let P denote the N(X, S) distribution. Then 

Kin = yn sup (Pu(Co.r) Ss P(Cu.s)) E 

=yn sup (P,(C) - P(C)) 4 (5) 
CECn 
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where P,(C) denotes, as usual, the empirical probability of thé set C 
with respect to the sample X¡, X2,...Xn, that is, the fraction of the sample 
of size n falling in C. When we write K;,, as in (5), two things become 
evident: In Ky n, the empirical probability is being compared to the estimated 

distribution within the Gaussian family, N(X,S), and the class of sets over 
which the supremum is being computed is data dependent: the set C,,» is an 
ellipsoid whose center and shape depend on the sample. 

Other interesting, and still computationally feasible KS statistics, are ob- 

tained if the ellípsoids C,, y are replaced by ellipsoidal annuli as follows: For 

r < 8, let Anrs = Cn, ¡Cn,r, and let Ay = (Any, : 0< 7 < 8). Then define 

Ki, =v/1 sup (Pata) - PA), 66) 
n 

and define similarly K,, and Kn. 

If one is interested in rejecting alternatives with heavy (or light) tails, 
then Ki » and its corresponding Smirnov statistics can be modified with the 

inclusion of a non-negative, non-decreasing weight function w : ¡R+* => JIR*, 
which will be required to satisfy both 

/ w*(le[)aN(o, D(e) < oo, and (7) 

wr) rie7 3" =0O(1), asr >00, (8) 
where Í denotes the d x d identity matrix. For such a function, we define 

LL Y 
K3n = Vn sup w(r) F0SeriE a) 

  

- N(0,D)(B,)|, (9) 

and, similarly, Ki n ind K3,,. The effect of the inclusion of w in the statistic, 

is that of emphasizing the discrepancies in the tail, between the empirical 
probability and the estimated one. 

3 Asymptotics of our statistics 

In this section we present the theoretical results that provide the asymptotic 
distributions of the statistics introduced in Section 2. The analysis is restricted 
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to the statistic K3n, since the presence of the weight function makes this the 
more difficult case, and because it includes, as a particular case, Koziol's 

statistic. (For the approach followed here, the ellipsoidal annuli in A, present 
no extra difficulty with respect to the ellipsoids in C,: both classes of sets 
are Vapnik-Chervonenkis classes). Our attack on the problem of finding the 
asymptotics of Kz. can be divided in two parts: First, the weak convergence 
of an idealized version of our statistic to a functional of a Gaussian P-bridge 
process is established. Then, two approximation steps, one of them based 
on Fisher's Information Matrix, are used to show that, in probability, the 
idealized version is close to the statistic studied. At the end of this Section, 
we establish the independence of the finite sample distribution of all our 
statistics from the parameters of the “true” underlying distribution (under 
the null hypothesis). In what follows, we make frequent use of the “big o 
in probability” and “little o in probability” notation. An excellent source of 
information on this notation is the paper of Chernoff (1956). 

For r > 0, let 

Cy =(z edR?: lla — plis < r) and C=4C,:r >0), (10) 

(with ||.[]z as defined in Section 2). It is clear that for each r, the random 
ellipsoid C,, » is converging, with respect to P, to the limiting ellipsoid C,. A 

statement on the rate of uniform convergence will be proved and used below. 
For a function f € L*(P), let 

rn 

P(p)= f HejaP(a) and Pals) = 3) 10%). 
i=1 

Consider the class of functions F = ([f, = w(r)M(C,) : r > 0), and the 
stochastic process 

Ym(F) = Va(Pa(f) — PA), FEF, (11) 

indexed on F. y, is called the empirical process over FF. It is convenient to 

notice that the empirical process over F takes the same values as the empirical 

process over F! = [fí = —w(r)1(Cf) : r > 0). This observation makes easy 
the proof of the following 
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Proposition 2.1. If the non-increasing weight function w in (9) satisfies (7), 
then the class F is a functional P-Donsker class, that is, y,, as a process in 

¿*(F), converges (in the sense of Dudley, 1984, see also Pollard, 1984, Chapter 

7) to a sample continuous Gaussian process Gp, indexed on F, with covariance 

structure given by 

Cov(Gp(f),Gp(9)) = P(f 9) —- PUHP(), f, 9 € F. 

Proof: For each f' € F! and z €IR?, we have 

IF (2)1 < F(e) := w(iz — alla). (12) 

This means, by (7), that the class F' has an envelope function in £*(P). Since 
the class of ellipsoids in IR? is a Vapnik-Chervonenkis class, the result (for F”, 
and therefore for F), follows by application of Theorems 9 and 7 in Pollard 

(1982). 
To follow current usage, classes of functions satisfying the statement of 

Proposition 2.1 will be called Donsker classes in this paper. 

For our first approximation step, we need some notation: Let s = 
d+d(d+1)/2. For m €IR* and C a d x d positive definite, real symmetric 

matrix, let 9 = 0(m, C) be the vector in /R* whose components are the compo- 
nents of m and the non-redundant entries of C. Let 6, = 0(u, 2). Denote by 
pi the density of the N(m, C') distribution (with respect to Lebesgue measure 
A), and by gp? the density of the N (1, E) distribution. Let y = (py, ..., Ys)! 
be the vector of s functions obtained by computing the partial derivatives of 

(a with respect to the components of 9, at 9 = B,. For f € L?(P) define the 
s Xx 1 vector 

A(1)=2 f fopan. 
Let Ó = 0(X, S ). Since Ó is a maximum likelihood estimator, we know that 

6-0. =J*PL(20/p) +op(n?), (13) 

where J is the Fisher Information matrix, defined by 

dij = 4 $ u6:b5d) 
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For f € L*(P), let 4n(f) = yn (B.(1) - BUM), and consider the process 

PEE 

Then we have 

Proposition 2.2. 

sup |ym(S) = Yn(S) - VRA'(f)17* P(24/4)| > 0, in probability, as n > oo, 
fer 

where (.) denotes transposition of a vector. 

Proof: Since the function F of (12) is in £?(P), the result follows by appli- 
cation of Propositions 3 and 4(a) in Quiroz and Dudley ( 1991). 

Propositions 2.1 and 2.2 have, as a consequence, the following result, very 
relevant for the problem we are considering: 

Corollary 2.3. The process Y, (f) : f € F, converges, in the sense mentio- 
ned above, to a sample continuous Gaussian process Bp, indexed on F (or, 

equivalently on r > 0), with covariance structure given by: 

Cov(Bp(f), Br(9)) =P (fa) - PAPI), 1,9 EF, 

where f = f — 2A*(f)J7—p/p and ¿ = 9 -—2A'(g) p/p. 
Proof: Noting that P (Y/(p) = 0 (the zero vector in IR*), we have, by Propo- 
sition 2.2, that Y, (f) can be uniformly approximated over FF by the process 

Y) - 27 (ANI*p/p) = 

= Y [$ -A(NIT0/0), FEF. 
Since the components of p/p are a finite set of functions in £?(P), they 

trivially form a Donsker class. On the other hand, the components of the 
vector A(f) are uniformly bounded (using again Proposition 4(a), Quiroz $2 
Dudley, 1991) by some constant. It follows that the functions of the form 
f- A(PJ*p/p can be written as linear combinations, with bounded coef- 
ficients, of functions in two different Donsker classes. Thus, by Proposition 

2.6 of Alexander (1987), the class G = 4f — A(PJ" p/p: f € Fp is also a 
Donsker class, and this is equivalent to the statement of Proposition 2.3. 
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So far we have considered the process Y,, over the class F, but the statistic 

K3n, and the related Smirnov statistics are continuous functionals (with res- 
pect to the supremum norm) of the process 7, over the data dependent class 

of functions 
Fn= (fas =w(r) Ca») :7 > 0), 

with the sets Cr y defined by (4). Thus, the last approximation step for ob- 

taining the distribution of K3,, and its related statistics is the following: 
Proposition 2.4. With f, as defined just above (11) and f,» as in the 

previous paragraph, 

sup |Wn(fr — fn,r)] > 0, in probability, as n —> 00. 
r>0 

For the proof of this Proposition, we will rely heavily on the following 

Lemma: 

Lemma 2.5. With C,, » and C, as above, let 

Gn =inf[e > 0: Vr > 1,Cr(1-e C Cr C Cotagey)o 

Then a, = Op(n71/?), 
Proof: 

lla — Xlls = lla — Xlls — llz — alls + llz — als — l]z — alle + lle — llo. (14) 

Now 

Ill Xlls — l|z — allsl < [X= plls = Op (n7*PP), 

by the y/n-consistency of X and S, while 

Illz = alls = llz = alle! < liz — alle ut(S —2)4, 

for some unitary vector u, and it follows that 

Iljz— ulls — l|z — alle] = Op(n"8)lla — az. 

Piecing things together, we have 

je — Xlls = Op(n"*18) + (1+0Op(n"2)lz — plis, 
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which implies the statement of Lemma 2.5. 

Proof of Proposition 2.4.: Write 

nf sE Ínsr) 2 mf» > fm) + yn(P O PE > Ín,r) (15) 

We will show that both terms in the right hand side of (15) are uniformly 
op(1). As before, rather than considering y, on the functions f, and f,,-, we 

will consider y, on the functions in the class F” ( defined before Proposition 
2.1), and on the functions in the classes 

Fa = ae = —w(r)1(C; ,) r> 0). 

Denote by PD(d) the set of positive definite real symmetric d x d matrices. 
For e > 0, let 

S. = (M € PD(d) : ||[M — Ell < e) and U, = [c EIR* : lle — pl] < e), 

where it is irrelevant which norm we choose to apply in the set of matrices. 

Let G. be the class of functions on IR* defined by 

G. = [9c,Myr : 9c,M,r (2) = —w(r)1([lx —cllu > r); c € U¿, MES, r > 0). 

The argument of Lemma 2.5 says that, for e small enough, the function G(x) = 
w(2||x — ullz V 1) is an envelope function (a uniform upper bound in absolute 
value) for the class G.. Since, by (7), G € £?(P), G. is a Donsker class, again by 
Theorems 9 and 7 of Pollard, 1982. By Lemma 2.5, F' and F/, are contained 
in G,, with probability tending to one. Then, by Dudley's equicontinuity 
condition ( Theorem 4.1.1 in Dudley, 1984), if we can show 

sup P((f- — fa,r)*) +0 in probability, 

we shall get that yn(f. — fr) is uniformly op (1). But 

pe P((f- q End) + sup w(r)(P(Ch, Cr) EF P(CACar)) < 

3 a r(1+an) dl 1224... jp 
< 2supw(r)*P(Críitan 1Cr) = K sup w(r) / poetas: 
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for some constant K which does not depend on r. By (8) and Lemma 2: 8, we 

have r(l+a n) 

K sup w(r* / pl ¿1912 gp Op(n"'), (16) 
r r 

and therefore, by Dudley's equicontinuity condition, 

sup |Yn(f- — fn,r)1 = oP(1). 

For the second term in (15), we use again Proposition 3 of Quiroz and Dudley 
(1991), as well as the Cauchy-Schwarz inequality: 

vn sup |(P — Pf —fas)|= vnsup [Af — fur) (0 — 6) +op(1) < 

en NAS — far) 1OP() + op (1) < 

1/2 -1/2 
y(/ a)" sup (PI fa) OP) +oP(D) 
js 

which goes to zero by (16). 
We are ready to present our main result 

Theorem 2.6. If the non-decreasing weight function w satisfies (7) and (8), 
then, under the null hypothesis, the statistic Kz , converges in distribution 

to sup,so |BpP(f,-)|, for the process Bp of Corollary 2.3. The corresponding 
statements (with sup and inf) hold for the statistics KF,, and Kz,,. 
Proof: Put together Corollary 2.3 and Proposition 2.4. 

To finish our theoretical analysis of all the statistics considered here, we 

have the following 
Proposition 2.7. Under the null hypothesis, the finite sample distributions 

of the statistics considered in this paper, do not depend on the value of the 

parameters y and * of the underlying Normal distribution. 
Proof: The proof of Proposition 8 of Quiroz and Dudley (1991) includes the 

following fact: For 1 < ¿< n, SUU(X;- X) = p Sy (0, — U), where 
Us, Uz,...,Un are i.i.d. N(0,1) random vectors in IR? with average U and 
sample orina Sy, and pis a random orthogonal matrix depending on the 
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X:s and possibly on 4 and 2. Now, all our statistics are functions only of the, . 
norms 

[STP(%;-X011 = 1157 (0; - DO), 
which do not depend on the parameters of the underlying distribution. 

4 MonteCarlo analysis of K; , and its related ' 

Smirnov statistics EE 

In the present section, a MonteCarlo study of the behaviour of the statistics 

Kin, Kf, and K;,, is presa, All the simulations described were performed 

ina em DE station, running programs written in Fortran (available from 

the authors) which called routines of the IMSL library. í : 

To obtain approximate quantiles for the statistics considered we run the 
following simulations: For each dimension d=2, 3, 4 and each sample size 

n=20, 50, 100, a total of 10,000 samples of size n from the standard Gaussian 

distribution in/R? were generated. The values of the three statistics consideréd' 

are computed for each of the samples, thus producing 10,000 values for each 

statistic. These values are sorted, and from the sorted list, approximate 90%, 
95% and 99% quantiles are obtained. Results are displayed in Tables 1, 2and 3. 
A good feature revealed by these tables is that the finite sample distributións 
of the statistic change very little wuth increasing sample size, suggesting that 
even for small n, the finite sample distribution is close to the asymptotic 
distribution. A somewhat surprising fact, is that the quantiles seem to un 

little with dimension. 
In order to analize the power of the three statistics studied, we run another 

MonteCarlo experiment: For each alternative in a list of eight, and for each 

dimension and sample size mentioned above, a total of 10 ,000 multivariáte 

samples of size n in dimension d with the given distribution, were generated. 

The statistics considered were calculated for each sample, Sd the % of samples 
for which the value of the statistic exceeded the 90% quantile in Table 1, 2 
or 3 was computed as approximate power. The multivariate variables were 
generated in each case, using ¡.i.d. coordinates with the specified” distribution. 
The results of this power study are given in Tables 4 and 5 for n=50, 100 
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and d=2, 4. The results for other values of n and d are omitted for reasons 

of space. These results show that K La is, for some alternatives, the most 

effective statistic, failing noticeably for other alternatives for which K;,, has 

the best performance. K,, shows a better performance for alternatives with 
compact support, as those in the Beta family. Koziol's statistic, Kn seems 

to do a very good job of combining the alternative detection power of both 
Smirnov statistics and should be prefered to the other two when the user has 

no specific alternative distribution in mind. In all cases, the power increases 

with sample size, as should be expected. lt also seems to increase slightly 

when the dimension is higher. 
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Table 1: MonteCarlo quantiles for d=2, n=20/50/100 

  

Quantile 

Ln 

Kin 

Kin     

90% 

0.8108/0.8537/0.8642 

0.8542 / 0.8683/ 0.8691 

0.9329/0.9646/0.9763   

95% 

0.9099/0.9606/0.9757 

0.9490/0.9712/0.9774 

1.0300/1.0564/1.0713   

99% 

1.1301/1.1626/1.2006 

1.1678/1.1622/1.1722 

1.2153/1.2419/1.2821 
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Table 2: MonteCarlo quantiles for d=3, n=20/50/100 

  

  

Quantile 

Ki 

Kn 

Kin   

90% 

0.7818/0.8194/0.8378 

0.3422/0.8632/0.8579 

0.9045/0.9401/0.9466   

95% 

0.8706/0.9180/0.9315 

0.9351/0.9625/0.9590 

0.9973/1.0242/1.0470   

99% 

1.0582/1.1233/1.1356 

1.1198/1.1353/1.1588 

1.1610/1.2096/1.2267 

  

Table 3: MonteCarlo quantiles for d=4, n=20/50/100 

  

  

Quantile 

+ 

K; n 

Kin 

Kn   

90% 

0.7722/0.8056/0.8218 

0.8430/0.8508/0.8448 

0.8861/0.9239/0.9328   

95% 

0.8496/0.8968/ /0.9180 

0.9313/0.9459/0.9456 

0.9678/1.0076/1.0180   

99% 

1.0035/1.0911/1.1049 

1.1125/1.1275/1.1384 

1.1358/1.1840/1.2033 
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Table 4: MonteCarlo power for d=2, n=50/100 

  

  

Alternative 

Student t, 

Student tx 

Student ts 

Beta(1,1) 

Beta(3,3) 

Gamma( 1,1) 

Lognormal(0,1) 

Logistic   

Kin 
0.9998/0.9999 

0.8832/0.9894 

0.6020/0.8396 

0.1169/0.4687 

0.0117/0.0064 

0.9204/0.9959 

0.9958/1.00 

0.3949/0.5813   

Kin 

0.0006/0.0024 

0.0013/0.0009 

0.0072/0.0012 

0.9171/0.9986 

0.3789/0.5935 

0.0482/0.0402 

0.0036/0.0022 

0.0184/0.0056   

Kin 

1.00/1.00 

0.8228/0.9796 

0.4821/0.7466 

0.8404/0.9925 

0.2521/0.4237 

0.8793/0.9913 

0.9919/1.00 

0.2768/0.4460 
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Table 5: MonteCarlo power for d=4, n=50/100 

  

  

Alternative 

Student t; 

Student ta 

Student t; 

Beta(1,1) 

Beta(3,3) 

Gamma(1,1) 

Lognormal(0,1) 

Logistic   

KT 

0.9991/0.9995 

0.9466/0.9985 

0.6833/0.9181 

0.4313/0.8364 

0.0680/0.0730 

0.9694/1.00 

0.9999/1.00 

0.4253/0.6653   

1,n 

0.0672/0.1077 

0.0079/0.0299 

0.0064/0.0074 

0.9271/0.9996 

0.4390/0.6860 

0.0092/0.053 

0.0371/0.1762 

0.0146/0.0099   

Kin 

1.00/1.00 

0.8994/0.9958 

0.5467/0.8549 

0.8761/0.9977 

0.3180/0.5510 

0.9379/1.00 

0.9992/1.00 

0.2763/0.5186 

  

82 

 



Au delá des potentiels et revétements tangentiels 

- hyperelliptiques exceptionnels* 

Armando TREIBICH! et Jean-Louis VERDIERT 
1 Université d'Artois 

U.R.A. au C.N.R.S. 751 

Résumé 

Soient Á un réseau de C, g la fonction A-périodique de Weierstrass, fp” sa dérivée 

et [w9,w1,42,43) lensemble des demi-périodes de la courbe elliptique X = C/A. 

Nous prouvons que quelque soit (as) € N* il existe p € X, satisfaisant l'équation 
Y (2 + 1D)" (p — ww) = 0, tel que la fonction 2p(x — p) +2p(2 + p) + 

E a;(a; + 1)p(x — wi) soit un potentiel á nombre fini de zones. : 

Abstract 

Let A be a lattice of C, p the usual Weierstrass A-periodic function, fp” its derivative and 

[wo, w1, wa, w3) the set of half periods of the elliptic curve X = C/A. We prove that for 

any (as) € N* there exists p € X, a solution of the equation Ni, (2a; +10)" (p-w;) = 

O,such that the function 2p(x7 — p) + 2p(2 + p) + al as(a; + 1)p(z — w;) would be a 

finite-gap potential. 

1 Rappels et notations. 

Soit- (X, q) une courbe elliptique et rg: S — X la surface réglée, caractérisée 
par Pexistence d'une unique section Cy € 5 d'auto-intersection zéro. La mul- 

tiplication par —1 sur (X, q) se releve en une involution de S, ayant au-desus 
  

*Cette note est 'aboutissement d'un long travail en commun avec J.L. Verdier et suit, en 

partie, des notes rédigées par ce dernier. Version préliminaire. 
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de chaque demi-période w; € [we = q,w41,w2,43) de X deux points fixes: l'un, 

noté s;, appartenant á Cp, et Pautre noté r;. Soit e: S* —= S léclatement 

des 8 points fixes ([r;,s;,i = 0,---,3) et [ri,s,i = 0,---,3) les droites 

exceptionnelles (dans S+) correspondantes. L'involution de S se reléve en une 
involution 7+ : Sl? = 92 laissant fixe UE_yri Us¿, et le quotient de S* par 
TY, est une surface lisse et rationnelle notée S” ([3] ; $. 4.1.2.) 

Théoréme 1.1 ([3]) Soit r : (T,p) — (X,q) un revétement tangentiel hy- 
perelliptique et i% : T —= St Punique morphisme tel que r = 1Igoeo il. 

Alors le vecteur (1) € N% (1 := ¿5 (T) - ro), appelé “type” de rr, et le genre 
arithmétique yg de T' satisfont les (in)égalités ci-dessous: 

1) to+1=p E pa = 3 = n(mod 2) 

2) Vizoni < 2n + 1 (et leur différence est un multiple de 4) ; 

3) 29+1< Dizo ms etg(g+ 1) <n. 

Théoréme 1.2 ([3]) Quel que soitn > 1 et p € N* “adapté” an, (c.a.d: tel 

que g+l = Uy = py = iz = n(mod 2)) il existe un unique élément de Pic(S”), 

noté A(n, 1), satisfaisant la propriété suivante : quel que soit le revétement 

tangentiel hyperelliptique de degré m et type y, : (D,p) — (X,q), son image 
canonique dans S”, poit(T), est une courbe rationnelle du systeme linéaire 
lA(n, )|. Réciproquement, soit p : S+ = S” le quotient par l'involution T+, 
C une courbe rationnelle dans |An, )| et j : Ó => C sa normalisée. Alors le 
produit cartésien de j et p définit une courbe o(C) = S1 xg= Ó munie d'une 
projection naturelle sur X qui en fait un revétement tangentiel hyperelliptique 

de degré n, type yu et genre (maximal !) y = 5(-1+ ip: 

Théoréme 1.3 ([3]) Quel que soit n > 1 et ph € N* adapté á n tel que 
2n+1 > Dizo 12, on a dim|Aln, y)] = H2n+1— Dio 12). En particulier, si 
2n+1=Y_op? le systeme linéaire |A(n, )| est composé d'un seul élément, 
noté C”(n, y), lequel est une droite exceptionnelle de S”. Dans ce cas la 

courbe C+(n, y) := S? xg= C”(n, 1), munie de la projection naturelle sur X, 
est l'unique revétement tangentiel hyperelliptique (dit exceptionnel) de degré 

n, type yu et genre 5(-1+ No 14). 
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2 Le premier cas non-exceptionnel 

Supposons á présent que 'on choisisse y € N* adapté á n tel que 2n— 3 = 

Ni_o 12, et notons Red (resp. 1) Pensemble fini des diviseurs réductibles (resp.: 
intégres et singuliers) du pinceau linéaire |A(n, 1)]. Nous savons dans ce cas 
que l'élément générique de |A(n, 1)] est une courbe elliptique. Tout. élément 
de Í est alors une courbe rationnelle ayant, soit un node et caractéristique 
d'Euler-Poincaré x = 1, soit un point de rebroussement et caractéristique 

d'Euler-Poincaré x = 2. Rappelons également que Y est en correspondance 

biunivoque avec R(n, 1, X), Vensemble (fini!) des classes d'isomorphisme des 
revétements tangentiels hyperelliptiques de degré n, type u et genre arithmé- 

tique y = 3(-1+ zo 4). 
Soient d'autre part Cf',s7' et r7' les images réduites de Cp, si et rj par la 
projection p : 9% —= 5”, et €, € N* le multi-indice €;(3) = Ós5, 1,5 = 0,1, 2,3. 
On sait alors que le diviseur C”(n — 2,1) + 2Cp + Dios7' appartient A 
Red C JA(n, 1)|, sa caractéristique d'E-P. vaut x = 6 et les autres'diviseurs 
réductibles de |A(n, 1)] sont paramétrés par les indices ¿ € (0, 1,2, 3) tels que 

pu =0 ((3]8.5.2). Pour un tel indice ¿, C”(n, + 2€;) est unique élément de 
lA(n, + 2€;)] et on vérifie aisément que C”(n, p+2€;) +7” € Red C |A(n, u)] * 
et que C”(n, u+2€;)-17' = 2. Deux cas sont alors possibles: soit C”(n, +2€;) 

intersecte 7” en deux points et la caractéristique d'E-P.de C”"(n, u+2€;) +7" 
vaut x = 2, soit elle est tangente á 1”, x = 3 et le revétement tangentiel 

hyperelliptique exceptionnel associé, S* xg= C(n, y + 2€;), est forcément 

singulier (car r” appartient au discriminant de p : S* = S”). Finalement, 
sachant que C+(n, y+2€;) := S*xg=C"(n, u+2€;) est lisse pour X générique 

ou définie par un réseau rectangulaire ([2] $.3.5. 111)), nous en déduisons que, 
pour presque tout X, x(C”(n, + 2€;) + 717) = 2. Ceci étant précisé nous 

sommes en mesure d'énoncer notre premier résultats. 

  

Théoréme 2.1 ! Soientn > 1 et y € N? adapté ún tel que Né_y p? = 2n-3, 
alors il existe un revétement tangentiel hyperelliptique de degré n et type y (et 

genre arithmétique maximal y = (-1+ So p4)) si et seulement si yu mest 
pas de la forme (2k + 1,0,0,0), k € N. Plus précisément, nous obtenons, 
  

¡Ce théoreme donne une légére amélioration des résultats annoncés (sans preuve) dans ' 
[8] 6.7. 
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les bornes suivantes pour f¿R(n, ., X), le cardinal de l'ensemble des classes 

d'isomorphisme des revétements tangentiels hyperelliptiques de degré n, type 

y et genre 3(-1+Dj_p a) au-dessus de X: 

a) Quel que soit y € [(2k+1,0,0,0),k€ N), HR(n, y, X) =0; 

b) S'il existe deux indices ¿ > 0 tels que u¡ = 0 alors 0 < FRÍn, p, X) < 2 

(et 1 < FR(n, 1, X) < 2 pour X défini par un réseau rectangulaire ou 

X suffisamment générique) ; 

c) S'il existe un seul indice i > 0 tel que y; = 0, alors 2 < ¿¿R(n, , X) < 4 

E 

d) Si 1, A+ 0, quel que soit i=0,1,2,3, alors 3 < FR(n, n, 6) < 6. 

Démonstration: Áu cas oú na 2 = 2n — 3, |A(n, )| est un pinceau 

linéaire admettant un unique point base, indépendant de y et noté b(n) ([3] 
8.5.3). En éclatant b(n) € S” et en contractant le transformé strict de la droite 
exceptionnelle C”(n—2, 1), on obtient une surface rationnelle, notée S;”, telle 

que Pic(S;) = Z1%, munie d'un morphisme Sy => |A(m, )]. Par suite sa 
caractéristique d'E-P. vaut x = 12 et les fibres du morphisme Si" —> |A(n, p1)]| 
sont génériquement des courbes elliptiques. Notons á nouveau Red (resp. 1) 

lVensemble des y € ¡A(n, 1)] tels que la fibre dans 55” soit réductible (resp. 
integre et singuliére). On sait alors que la caractéristique d'E-P de toute fibre 

y $ RedUl est nulle et on a la formule: 

12=x(S5)= Y Mu) + xíy) 
yeRed yEl 

Compte tenu des estimations obtenues ci-dessus pour x(y), y € Redul, on 
conclut aisément que ¿£I = ¿¿R(n, pu, X) satisfait les inégalités 2.1. El 

3  Potentiels hyper-elliptiques 

Soit A un réseau de C, g la fonction A-périodique de Weierstrass et (X, q) := 
(C/A,0). Notons, pour tout n > 2, X, le n-ieme symétrisé de X et Ln(X) la 
clUture dans Xy de la sous-variété localement ouverte définie par les équations 
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a p (2; — 2) =0, (y =1,'-*,n). On sait alors que si r : (D,p).= (X, q) 

1 

si lin revétement tangentiel hyperelliptique de degré n et £ est un point de la 

jacobienne complétée de I'”, le potentiel A-périodique á nombre fini de zones (dit 

hyper-elliptique) associé á £ est égal á ug(x) = 2-1 p(1—04), pour un certain 
Ni=1 4% € Ln(X). Réciproquement, tout point > ;_1 04 € En(X) correspond 
á une unique donnée spectrale (1; €) comme ci-dessus ((1] ; [3][2.7,2.8]). 

Théoreme 3.1 Soit r : (D,p) — (X,q) un revétement tangentiel hyperel- 

liptique de degré n, type y et genre maximal y = 1(-1 + Nip pi), tel que 
2-3 = Viou?. Soit E la B-caractéristique £ = Op((g — D)p) (resp.: 
¿€ = Or(ín + g — 1)p — r*(q))). Alors le potentiel hyper-elliptique asso- 
cié ú la donnée spectrale (m;€) est égal á: us(x) = 2p(2 — p) + 2p(z + p) 

+ izo ala; + 1)p(z — w5), 0% ay = y et pour j = 1,2,3 az(aj +1) = 
(9 — uo — uj)Mg — o — pj +1) (resp.: as(a; +1) = (9 — m)lg — 14 + 1), 
i=0,1,2,3). De plus on peut préciser que p É [w;,1=0,:*-,3) et satisfait 

Véquation DL yQa, + 1)?p'(p— w;) =0. 

Démonstration: D'apres les résultats de [5] 8.3.5.(1) le coefficient de 
plz — ww) (1 ="0,-*-,3) dans ug(x) est borné inférieurement par l'entier 
as(a; + 1) défini ci-dessus. Sachant d'autre part que ugs(x) est paire et égale 
a 2-1 p(1 — Ag), pour un certain >;-1 %k € En(X), on en déduit que 

Ni 0 =p + (-p) + ¿E oal(a + 1)u. Autrement, on aurait ug(z) = . 
Sodi (bi +1) p(x —w) (b; > as), lequel est le potentiel hyper-elliptique asso- 
cié á un revétement tangentiel hyperelliptique exceptionnel [Ibid] (contradic- 

tion!). Finalement, en faisant agir le flot en t = tg de KaV sur € (cf.: [3]8.7) on 
obtient une famille de diviseurs >, ag (t) € LEn[ X) [ag[t) % alt) si k A £ 
et t 4 0) qui converge vers p + (—p) + 1%_y as(a; + Du; quand t >0. Il en 

résulte en particulier que p'(2p) + 3 izo as(as + 1)p'(p — ws) = 0 ce qui est 
équivalent á P'équation Y¿_p(2a; + 1)?p'(p — w5) =0. n 

Le résultat ci-dessous est une réciproque du théoreme 3.1 et complete 

Panalogie avec l'ensemble de résultats démontrés dans le cadre dit exception- 
nel de [5] (comparer avec A.O. Smirnov, Acta Appl. Matbh., 36, corollary 3, p. 
145). 
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Théoréme 3.2 Quel que soit (a;) € N% il existe p € X tel que la 
fonction 2p(1 — Pp) + 2p(x+ pP)+ Yo % (a +1) pla — w) soit 
le potentiel hyper-elliptique associé á une donnée spectrale (r : (T,p) 
=> (X,q);€) comme ci-dessus. Plus précisément, p satisfait l'équation 

Ni_o(2a:+1D)?p (pwi) =0 et, sifH[a;,i= % 1,2,3) > 3, m est un revétement 
tangentiel hyperellsniigue de degrén =2+5 158, a¡(a; + 1) et genre arith- 
métique y = j max(4M,2S + 2-— (1+ (— DÍ Em + 1)), oú M = maxfa;), 
S= Ya et m= minfa;). De plus, il existe j € [0,1,2,3) tel que € soit 
égal a Or((n+g- 1)p— a 04d) ou ¿Op((9 — 94 m*(w e )), et le type, 
noté yu, de Tm est tel que pp? =2n—3 et g = ¿+ Ni pu) 

Decio Pour tout y € N* adapté án=2+1 LN ya (a; +1), 
tel que Nip 1? = 2-3 et Hi, pu; = 0) < < 1, il existe a (E, p)—(X,)) € 
R(n, y, X), de genre arithmétique y = 3(-1+ No pa) (cf.: [3]$.6 ou 2.1.)). 
Notons £o = Or((g — 1)p) et €, = Or((n + g — 1p — r*(wo)). D'apres le 
3.1 ci-dessus, les potentiels hyper-elliptiques associés aux 0-caractéristiques 

Eo[m*(w; — (v0)) et E1(m*(wj—wo)) (5 = 0,1, 2, 3) sont de la forme 2p(1— p) + 
2 + A+ Ni os(o: - Vel — ad oú (04) € N*,n=24+]3 3 5p05(05+1) 
et Na; + D'p'(p — wi) = 0. 1 suffit alors de áritica que, si 
HF(a;, 1 =0,1,2,3) > 3, il existe une donnée spectrale (7; £) comme ci-dessus, 
dont le potentiel hyper-elliptique associé soit égal á 2p(x — p) + 2p(x + p) + 
Ny as(as + 1)p(x — wi). Dans ce cas, le couple (k,j) € (0,1) x (0,---,3) 
tel que € = Eg(r* (ww; — wa)), et le type yu du revétement mr correspondant sont 
univoquement déterminés par (0) ((5] $4. 4, 5.3). Il en résulte en particulier 
que le genre arithmétique yg = 3(- 14 Lo 14) s'obtient en fonction de (a;) par 

la formule du 3.3 ci-dessus. Ce résultat reste vrai au cas oú f(a¡) = 2, si X 
est une courbe elliptique suffisamment générique. Finalement, quelle que soit 

X, si ¿+[a;) < 2 on peut trouver p, solution de Y_¿(2a; + 1)?p'(p—w;) = 0 
tel que 2p soit une demi-période non-nulle. On démontre aisément alors que 

2p(1p)+2p(2+p + a5(a;+1)p(1—w;) est le potentiel hyper-elliptique 

associé á un revétement tangentiel hyperelliptique exceptionnel de degré 5 au- 
dessus d'une courbe elliptique isogéne á X. " 
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