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Consejo Editor.
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COURBES LISSES, CYCLE MAXIMAL ET POINTS INFINIMENT
VOISINS DES SINGULARITES DE SURFACES

par Gérard GONZALEZ-SPRINBERG et Monique LEJEUNE-JALABERT

(Version préliminaire)

Introduction

Pour entreprendre 1'étude des familles de courbes tracées sur une singularité de
surface, proposée par J. Nash, il est peut-étre naturel de commencer par celle des courbes
lisses.

Les objets considérés ici sont locaux ; par singularité de surface, nous entendons
un germe de surface réduite équidimensionnelle (S, 0) en un point singulier, formel ou
analytique, défini sur un corps algébriquement clos & de caractéristique nulle ; et par
courbe, une courbe paramétrée formelle.

Dans le premier paragraphe, on donne des critéres d’existence de courbes
lisses sur (S,0) non contenues dans le lieu singulier de S, ol interviennent une
désingularisation de S et le cycle maximal (Théoréme 1.3) (*). On appelle désingu-
larisation de S un morphisme propre 7 : X — S induisant un isomorphisme d’un
ouvert dense de X sur I'ouvert régulier de S, tel que X soit lisse. On donne ensuite
quelques exemples d’applications des critéres obtenus.

Aprés avoir défini la notion de section hyperplane générale de (S, O), I’existence
de branches lisses de celle-ci est le sujet du §2. Les résultats (Proposition 2.4 et
Théoréme 2.5) font intervenir ’éclatement normalisé de centre O ou une désingula-
risation de S qui le domine, et une condition numérique d’intersection pour le cycle
maximal.

Dans le § 3 on définit les familles de courbes lisses a partir de la désingularisa-
tion minimale x de la surface S. Ces familles, qui forment une partition de I'ensemble
des courbes lisses sur S, sont associées & certaines composantes irréductibles de la
fibre exceptionnelle 7~!(Q) caractérisées par les critéres du § 1. On précise les résultats
des deux paragraphes précédents pour chacune d’elles (Propositions 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1,

(*) Ceci répond & une question posée par E. Casas.
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3.3.2). En particulier, & I'aide d’applications “fibre”, on détermine les points exception-
nels des ransformées strictes des courbes d’une méme famille par éclatement normalisé
et désingularisations (Propositions 3.4.1 et 3.4.2). Chaque famille détermine une chaine
de points infiniment voisins satisfaisant une condition de minimalité (Théoréme 3.5). La
longueur de cette chaine est aussi caractérisée en termes de jets des paramétrisations des
courbes de la famille (Théoréme 3.6.2). Les éclatements définissant la chaine permettent
de retrouver des sections hyperplanes générales possédant des branches lisses ; nous ob-
tenons ainsi une nouvelle caractérisation des familles de courbes lisses (Théoréme 3.7.2).

Le §4 contient quelques remarques spécifiques au cas des hypersurfaces et le
demier paragraphe est consacré 3 un exemple.

1. Existence de courbes lisses,
critéeres en termes de désingularisations

Soit S une surface réduite définie sur un corp§ algébriquement clos & de
caractéristique nulle, O un point de S.

On dit que S posséde la propriété (c¢f) en O s’il existe une courbe lisse I telle
que O € I' et I' \ {O} soit contenuve dans 1’ouvert des points réguliers Reg S de S.

Soit # : X — S une désingularisation de S ; on appelle cycle maximal le
cycle Zx = 3 m;FE; défini par la partic divisorielle de mOx, ot m est I'idéal
maximal Max Os o de Os o, o0 les E; sont les différentes composantes irréductibles
de dimension 1 de la fibre exceptionnelle 7~!(0), et ou les m; sont des entiers non
négatifs.

1.1. PROPOSITION. — Soit S une surface réduite, O un point singulier de
S, et 7 : X — S une désingularisation de S telle que la fibre exceptionnelle 7~1(0)
n’ait pas de points isolés. Alors S posséde la propriéteé (cf) si et seulement si le cycle
maximal Zx = )" m;E; de mOx posséde une composante réduite, i.e. il existe
tel que m; = 1. S'il en est ainsi, MOy est localement principal au voisinage du
point exceptionnel P de la transformée stricte de la courbe lisse I. De plus ce
point est un point lisse de #~'(0) et il appartient & une composante réduite de
Zx . Inversement, si P est un tel point, il appartient a la transformée stricte d’une
courbe lisse dans §.

Preuve . — Remarquons d’abord que, puisque 7 ~'(O) n’a pas de points isolés,
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la partie divisorielle de mQOx n’est pas nulle.

~ Supposons qu’il existe une composante réduite E; du cycle maximal Zx. On
choisit un point non singulier P de E; n’appartenant 2 aucune autre composante de
7~1(0), et n"appartenant pas non plus au support de la partie immergée de mOx. Soit
(z1,...,%,) un systtme minimal de générateurs de m. Soit (u, v) un systéme régulier
de paramétres de Ox p ; on a (u,v) = Max Oy p. Puisque E; est non singulier en P,
on peut supposer que E; est défini au voisinage de P par u = 0. D’autre part, le lieu
singulier Sing S de S est de dimension au plus 1 car S est une surface réduite, et 7 étant
une désingularisation il en est de méme de =~ !(Sing.S). On peut donc supposer de plus
que 7~1(Sing S) N {v = 0} = {P} au voisinage de P. Soit 7 donné (formellement)
par z; = p;(u,v), 1 < j < n. Onadonc (p,...,9a) = (u), et on peut supposer que
1 = *u (ol * est une unit€) en réindexant au besoin les coordonnées. Soit T 1a courbe
définie par u = ¢, v = 0. Alors la courbe I’ ::_w(f‘) est lisse et '~ {0} C RegS,car I
est définie par ) = *i, z; = ¢;(1,0), 2 < i < n, et d’auwre part I~ {P} C 7~ 1(Reg S).

Inversement, supposons que S possédc la propriété (cf) ; soit I' une courbe lisse
par O telle que I' ~ {0} C RegS. Soit T la transformée stricte de I’ par 7, et P le
point de Tse projetant sur O. Alors T est lisse. Soit encore (u v) un systéme régulier
de paraméwres de Ox p, (u(?),v(t)) une paramérrisation de T. Soit g un générateur de
la partie divisorielle de MmOy p qui est non nulle puisque P n’est pas un point isolé de
x~1(0). Soit = donné (formellement) par z; = @;(u,v), 1 < j < n, au voisinage de
P. Posant ¢; = g1);, 1 < j < n, on a, puisque I' est lisse,

15‘?2.10'-‘1’ @; (u@),v@) = 1.

Or:
1 < ord, g(u(®), v(®) < inf ords p; (u(®),v®) =1.
S3%n

Donc
151?§n ord, ¥; (u(®), v@) =

et g € M~ M? ot M = Max Ox,p. 1l existe donc j, tel que ¥; soit une unité. Au
voisinage de P, mOx p est donc principal, 7~'(0) est non singulier et Zx est un
diviseur réduit, irréductible, lisse.

1.2. COROLLAIRE. — Soit S une surface réduite, O un point singulier de
S, et 7 : X — S une désingularisation .

Si mOx est localement principal, ou bien si S est une surface normale et ©
est une désingularisation quelconque, par exemple la désingularisation minimale,
alors la propriété (cf) est équivalente & l'existence d’une composante réduite du
cycle maximal Zx.



Preuve . — En effet, si mQyx est localement principal, alors la fibre excep-
tionnelle n’a pas de points isolés ; et si S est normale, alors 7:Ox n’est pas forcément
localement principal, mais la fibre exceptionnelle est connexe et de dimension 1 (“main
theorem™ de Zariski). Alors I'équivalence résulte de la proposition 1.1.

1.3. THEOREME. — Soit S une surface réduite, O un point de S, m 'idéal
maximal de Os o, * : X — S une désingularisation . Alors la propriété (cf) est
équivalente a : ou bien le cycle maximal défini par la partie divisorielle de mMOx
est non nul et posséde une composante réduite, ou bien il existe un point isolé P
de la fibre exceptionnelle 7='(0) et un entier m > 1 tel que MOx p = (u,v™)
pour un systéme régulier de paramétres convenable (u,v) de Ox p.

Preuve . — Si S posséde la propriéié (cf), soit I' une courbe lisse, T sa
transformée stricte dans X, et P le point de T se projetant sur Q. Si P n’est pas
un point isolé de 7~ 1), alors la partie divisorielle de MOy est non nulle et posséde
une composante réduite, par la proposition 1.1. 8i P est un point isolé de e ()}
(u, v) un systéme régulier de paramétres de Ox p, et si 7 est donné (formellement) par
z; = pj(u,v), 1 <j<net T par (u(t), v(®)), alors on a :

1 = inford, p; (u(®), v(t))

car I' est lisse. Il existe donc j, par exemple 1, tel que ¢; € M~M? o0 M = Max Ox p.
On peut donc supposer que ¢; = u, et qu'il existe A;(v) (une unité, si ¢; # 0 (mod u)),
et m; entier, m; > 1, tels que ¢; = A;v™ (modu), 2 <: < n.

L’ensemble {m;|); unité ,2 <7 < n} est non vide, car P est un point isolé de
# (0

Par suite mOx p = (u,v™) ol m = inf{m;|X; unité ,2 < i < n} ,etona
m> 1.

Inversement, si la partie divisorielle de mx contient une composante réduite,
I’argument est identique a celui de la proposition 1.1, et .S posséde la propriété (cE)
Si maintenant P est un poml isolé de 7~1(0) tel que mOx, B = = Cusp™). soit Tla
courbe définie par u =t ; v = tf(t), ol f(t) est tel que P {P} évite I'image
réciproque de Sing S. Alors I := x(T") est définie par z;(1), 1 < i < n, et comme
(z1(), ..., za®) = (u®),v™()) = @), cette courbe est lisse et I'x {O} C RegS.

1.4. REMARQUE. — Les idéaux de type (u,v™), m > 1, dans un anneau
local régulier R de dimension 2, qui interviennent dans 1’énoncé du théoréme 1.3 sont
caractérisés par la propriété suivante : soit I un idéal de R, primaire pour I’idéal maximal
M .1l existe un systéme régulier de paramétres (u,v) de Retm > ltel que I = (u,v™)
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si et seulement si on a vpr(f) = 1, ol v (I) = sup(n € N{J C M™). Le nombre vps(I)
est aussi la multiplicité avec laquelle apparait le diviseur exceptionnel E; dans la partie
divisorielle de la transformée totale de [ par I’éclatement de 1'idéal maximal de Spec R.

La transformée totale de I devient un diviseur & croisements normaux aprés une
suite de m éclatements de points et le cycle associé est By +2E, +---+mE,, ol E; est
la transformée stricte de la composante exceptionnelle introduite au i-iéme éclatement,
1 <7< m. Le graphe dual pondéré est :

' By E; Ept By
3 -2 a2 ]

1.5. Exemples d’application des criteres précédents.

(2). — La singularité de type A, de la surface S d’équation zy = 2™, n > 1,
posséde la propriété (c£). En effet, la fibre exceptionnelle #~'(0) de la désingularisation
minimale 7 : X — S est la réunion de n courbes rationnelles lisses £;, 1 < i < n, et
le cycle maximal associé a MmOy (qui est localement principal) est réduit et s'écrit
Zx = E)+ ...+ E,. Pour chaque composante exceptionnelle E; et pour chaque
point P de E; qui n’appartient pas i l'intersection de E; avec d’autres composantes
exceptionnelles, il existe des courbes lisses I" dans S dont la transformée stricte T
contient P, est lisse et transverse & F; en P, par la proposition 1.1.

(b). — Les singularités toriques de surfaces (ou éventails de dimension 2)
possédent la propriété (cf), car 1'idéal maximal devient localement principal dans la
désingularisation minimale, la fibre exceptionnelle est une chaine de courbes rationnelles
lisses et le cycle maximal est réduit ([TE], [A]). Les singularités d hypersurface de type
A, sont les seules intersections complétes parmi les singulantés toriques.

(c). — Plus généralement, on peut appliquer les crittres de la proposition et
du théoréme précédents pour les singularités rationnelles, en connaissant seulement le
graphe dual pondéré du diviseur exceptionnel de la désingularisation minimale. En effet,
celui-ci détermine le cycle fondamental, qui coincide avec le cycle maximal [A].

Ainsi, par exemple, les points doubles rationnels de ty}';'c D.., E¢ et E7 possedent
la propriété (cf).

(d). — La singularité de type Eg de la surface S d’équation z%+y*+2° =0 ne
posséde pas la propriéié (cf). En effet, le graphe dual de la désingularisation minimale

est » I - _ " . , ou chague sommet représente une courbe




rationnelle lisse d’auto-intersection —2, et les multiplicités des composantes du cycle
fondamental, suivant le graphe précédent, sont : 2 4 6 5 4 3 2. Donc, il n'y a
3

aucune composante réduite du cycle maximal et par suite aucune courbe lisse.

(e). — Soit S le parapluie de Whitney d’équation z2 = y?2. La normalisation
n:S — § est la désingularisation minimale de S ; la fibre exceptionnelle n~}(0)
est un point isolé P, au voisinage duquel n est donnée par z = uv, y = u, z = 1%,
ol (u,v) est un systtme régulier de parameétres de Og p- Par suite, si m est I’idéal
maximal de Os,0, on 2 MO5 p = (u,v?). Par suite, S posséde la propriété (cf) en
O (théoreme 1.3). Par exemple, on a les courbes lisses I', s donnés par z = aft"t,

y=ot, z =", aveca,f €k, a £0.

2. Courbes lisses et section hyperplane générale

Nous commengons par préciser la notion de section hyperplane générale d’un
germe de surface réduite (S, 0). Il s’agit de celle de 1’énoncé de [GS 2] 2.1, définie
en terme de 1'éclatement normalisé de Q. Soit o7 : §1 — (S, O) "éclatement de O,
m : 81 — S; la normalisation de Sy, & = oy o n; 'éclatement normalisé. Notons
Z, (resp. Z;) le cycle maximal défini par mQs, (resp. mQOz,) et | 24| (resp. [Z:1]) 1a
courbe réduite sous-jacente. Les cycles Z; et Z; proviennent de diviseurs de Cartier
respectivement sur S) et S ; | 2| et | Z;| sont des diviseurs de Weil.

Enfin, soit Cso = Spec 650 m*/m"™* le cone tangent 3 S en 0,
n>

Ts,0 = SpecSym m/m? son espace t;mgem de Zariski. On a Proj|Csol| = |21 =
1
a7 (0).

2.1. DEFINITION. — On désigne par section hyperplanede (S, O) une courbe
(non nécessairement réduite) sur (S, () admettant pour €quation locale h = 0 ol
h € m~ m2.

On dit qu’elle est générale si 'hyperplan H de ProjT’s o, ayant pour équation
homogéne hmod m? = 0, coupe transversalement Proj [Cs 0| = o7 Y(0) en évitant ses
points singuliers, les images par n; des points singuliers (isolés) de S; et des points
de ramification de la restriction n, iz [Z1] — |Z|, enfin, si O n’est pas un point
singulier isolé de 5, la transformée stricte de Sing S.
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Les génératrices de Cs o correspondant aux points de o l(O) énumérés ci-
dessus seront dites spéciales.

11 résulte du théoréme de Bertini que I’ensemble des hyperplans vérifiant les
Condﬁti()ns ci-dessus est un ouvert de Zariski dense U du syst®me linéaire des hyperplans
de Proj T's o vu comme espace projectif.

Soit h € M~ M? tel que H € U et désignons par Cj (resp. 7,) la section
hyperplane générale de (S, 0) d’équation h = 0 (resp. sa transformée stricte sur 5.
La section hyperplane générale Cj, est une courbe génériquement réduite et elle possede
un poini immergé en O si et seulement si Og o n’est pas un anneau Cohen-Macaulay ;
T, et |Z] se coupent transversalement en des points non singuliers de |Z|, de S, et
de 7% n’appartenant pas i la transformée stricte de Sing S sur S; si dimSing S = 1
([GS 2] 2.1).

Soit £\, ..., E, les composantes irréductibles de |Z,|. On a Z; = Tl eg
sim; E; ot mj € N, m; > 1.

2.2. LEMME. — Avec les notations précédentes, si H € U, (T}, - E;) est
un entier strictement positif indépendant de h égal 4 —(Z; - E;) et la courbe Cy, a
~(Z, - |Z1]) branches (composantes analytiquement irréductibles de dimension 1)
dont —(Z, - E;) de multiplicité m; en O.

Démonstration . — Montrons d’abord que (7% - £;) > 0. La courbe Tj
est non singuliere donc c’est la normalisation de Cj. Elle coupe transversalement
|Z1| en des points non singuliers de |Z,|. Le nombre de branches de Cj est donc
S |1 < j < s{(Th - E;) = (Th - | Z1]), car un point non singulier de |2 | appartient & un
unique E;, 1 < j < s. D’autre part, les points d’intersection de T), avec £;, 1 < j <'s,
sont les images réciproques par n;|g, des points de n;(E;) appartenant & la transformée
stricte de Cj, sur Sy, c’est-a-dire des points d’intersection de la composante irréductible
n1(£;) de Proj(Cs p) avec I’hyperplan H. Par définition de U, les points d’intersection
de Ty et E; ne sont pas des points de ramification de ny g, ; (T - E;) est donc le
produit du degré de la courbe projective n(E;) par le degré de la restriction de n; a
E; sur son image. En particulier, ¢’est un entier strictement positif et indépendant de h
tel que H € U. Enfin, soit Z; le cycle a support exceptionnel tel que (h) = Zj + T,
Pour montrer que, si H € U, (Th - Ej) = ~{Zy » Ej), il suffit qu’il existe A tel que
HeUetque 2, = Z,. Mais cette condition détermine un ouvert de Zariski dense de
I’ensemble des hyperplans de Proj T's o, donc il existe un tel A.

Montrons maintenant que la multplicité d’une branche I' de C, dont la
transformée stricte sur Sy intersecte E; est mj. Soit P un tel point d’intersection
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c’est un point non singulier de S; et de E; et P ¢ E;« si j' # j. Il existe donc un
systéme régulier de paramétres (u,v) de Oz, p tel que u engendre I'idéal définissant
E; localement en P, et un systéme minimal de générateurs de m, (z3,..., z,), tel que
z; = u™ig;, @ € 031,1"' 1<i<net(pr,...,pa) = (1). D’autre part, si (u(t), v(t))

est la paramétrisation de T3, on a ord, u(f) = (T - E;)p = 1. D’ol

multp I' = lé?if:nordt zi(t) =m; .

Remarque. — Si H € U, alors la partic exceptionnelle Z;, de (h) est 2,
ie. (h) = Z; + Th. En effet, dans le lemme précédent, nous avons montré que
Tn - E;) = —(Z; - E;). Puisque (h) = Z + Ty, on a (Th, - E;) = —(2 - E;), d’ol
((Zn—21)-E;) =0,1< j < s. Or, Mumford a défini une théorie de I’intersection des
diviseurs de Weil sur une surface normale a coefficients rationnels. En suivant, mutatis
mutandis, la démonstration de [M], on montre que la matrice d’intersection (E; - E;)
est définie (négative) d’ol 2 = Z,.

2.3. DEFINITION. — On dit que S posséde la propriété (c£ h) en O s'il existe
une section hyperplane générale de (5, O) qui posséde une branche lisse.

11 résulte immédiatement de 2.2 que s’il en est ainsi, toute section hyperplane
générale de (S, O) posséde une branche lisse et qu’on a le critére suivant :

2.4. PROPOSITION. — Soit S une surface et & : 51 — (S, 0) V’éclatement
normalisé de O. Alors S posséde la propriété (cf h) en O si et seulement si le cycle
maximal 2, = ¥m;E; de m(?gl posséde une composante réduite, i.e. il existe 1
tel quem; = 1.

2.5. THEOREME. — Soit 7 : X — S une désingularisation de S telle que
mQy soit inversible et soit Zxy = Ym; E; le cycle maximal de mQyx. Alors S
posséde la propriété (¢f h) en O si et seulement si Zx posséde une composante
réduite F; telle que (Zx - E;) < 0.

Démonstration . — A cause des propriét€s universelles de I’éclatement et de
la normalisation, il existe m; : X — S; tel que # =Gjometona mOx = w;(mf)gl ).
Puisque S est une surface normale, 7; induit un isomorphisme au-dessus d’un ouveri de
Zariski dense de chacune des composantes irréductibles de | Z, |, 1a courbe exceptionnelle
de 7. En réindexant au besoin les E;, on peut donc supposer que la transformée stricte

de [Zy| sur X est |J E:etquesii>s, m contracte E; en un point (7 peut
1<i<s

évidemment ne contracter aucune courbe par exemple si S, est non singuliére). On a
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donc : Zy = 3|1 < i < s|mymi(E;) od m(E;) désigne Iimage ensembliste de E; et
d’aprés 2.4, S posséde la propriété (c£ h) en O si et seulement si il existe 7, 1 < i <'s
tel que m; = L. '

Pour conclure, il suffit de constater que (Zx-E;) < 0sil < i< set(Zx-E;) =0
sii>s.

Or le morphisme m; étant propre et Zx éant I'image réciproque de Z;.en
tant que diviseurs de Cartier, on peut appliquer la formule de projection. On a
(Zx - E)) = (2, - m(E))) o ici m(E;) désigne 'image de E; en tant que cycle.
Sil < i < s, le degré de la restriction de 7; A E; sur son image dans S; est 1.
Si nous désignons encore par E; cette image (cette notation est cohérente avec celles
précédemment utilisées), on obtient donc (Zyx - E;) = (721 - E) et nous avons vu (2.2)
que c’est un entier strictement négatif. Par contre, si 7 > s, le cycle m(E;) est nul car
m contracte E; en un point. D’od (Zx - E;) = 0.

2.6. Exemples.
Nous reprenons dans (a), (b), (c) quelques exemples de 1.5.
(2). — La singularité A, 2 l'origine de S d’équation zy = 2™ possede la

propriété (c£ h). Le critére 2.5 s’applique & la désingularisation minimale = de S. Le
graphe dual pondéré du diviseur exceptionnel de = est :

El E2 En—l En
-3 -2 -2 -2

et (Zx - E;) = ((Ev+---+E,) - Ej) vaut —2sin=1eti=1vaut -1sin>2
eti=1loui=netvaut Osin > 2etl < i< n Dans tous les cas, une section
hyperplane générale quelconque posséde 2 branches lisses. Si n = 1, elles se relévent
ransversalement & E; ; Cso n’a pas de générarrices spéciales ; et par tout point
de E; se reléve une branche d’une section hyperplane générale. (En ce cas, C} est
générale si h = Az + py + vz mod m? avec 4hp — 12 # 0). Si n > 2, I'une se reléve
ransversalement & E), l'autre &4 E,,. L'unique génératrice spéciale de Cs g est son lieu
singulier (z = y = 0). De méme par tout point de F; ou E, n’appartenant pas 4
ou E,_ se reléve une branché d’une section hyperplane générale. (Cy est générale si

v # 0).

(b). — Plus généralement, les singularités toriques de surfaces possédent la
propriété (cf h). Ici aussi, le critére 2.5 s’applique  la désingularisation minimale = de
S. Le graphe pondéré du diviseur exceptionnel de 7 est :

£ Ey Enoy  En

== =iy —&n-) =@&n



aveca; > 2 [TE].Onaencore Zx = F1+---+ E,etsin=1, (Zx :- E}) = —a,, si
n>2,(Zx E))=—a1+1,(Zx E)=~a;+2,1<i<n (Zx E,) =—a,+1.
Toutes les branches d’une section hyperplane générale quelconque sont lisses. Sin =1,
ilyenaag ;sin>2ilyena (e —D+(a, — 1)+ |1 < i< n|(a; — 2). Parmi
elles, a; — 1 (resp. a, — 1) se relévent sur X transversalement a E; (resp. E,), aj — 2
a E;, 1 < i< n. Dans I'éventail qui décrit !a désingularisation minimale de la surface,
les E; tels que a; > 2, i # 1, i # n comespondent aux points anguleux de la ligne
polygonale joignant les points primitifs des arétes ([GS 1]).

Ici S, coincide avec Sy, car les singularités toriques sont des singularités ration-
nelles. Au vu de I’éventail, les points singuliers éventuels de S sont a I'intersection de
2 composantes irréductibles de &, ' (0). Par suite les génératrices spéciales sont données
exactement par les points singuliers de @; ' (O) et par tout point n’appartenant qu’a un
seul £y, E, ou E, telque 1 < i < neta; # 2 se reléve donc une branche d’une section

hyperplane générale.

(c). — Le théoréme 2.5 permet de vérifier an vu de leurs graphes pondérés
et arpés avoir déterminés le cycle fondamental que D, Eg, E7 ne possédent pas la
propriété (c£ h) ; Eg ne possédant pas la propriété (cf), a fortiori elle ne posséde pas
(ct h).

(d). — La singularité elliptique simple 2 I’origine de S d’équation z?+1°+28 =
0 posséde la propriété (cf). En effet, z = iv/2t>, y = t2, z = ¢ est une courbe lisse
tracée sur S. D’autre part, on vérifie que la surface S; obtenue par éclatement de O est
normale et que Z; = 2F ol F =~ P’, donc par 2.4, elle ne posséde pas la propriété
(¢t h).

Si m: X — S est la désingularisation minimale, on sait que #~'(QO) est une
courbe elliptique E d’auto-intersection —1 et que MmOy n’est pas localement principal.
On constate donc que Zx = FE (par 1.1) et que (Zx - E) = —1 < 0 puisque
(E?) = —1. Ceci montre que I’hypothése d’inversibilité de MmOy est essentielle pour
la caractérisation de la propriété (¢ h) que nous obtenons dans 2.5.

Nous reviendrons en détail sur cet exemple au § 5.
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3. Familles de courbes lisses et points infiniment voisins

Si une surface S posséde la propriété (¢f) en O, les courbes lisses sur S passant
par O se subdivisent en familles que nous allons maintenant définir en suivant librement
une idée de J. Nash [N].

Soit £ I’ensemble des courbes lisses I' sur S passant par O telles que I'\ {0} soit
contenu dans Reg S. Sio: S — Sestun morphisme propre induisant un isomorphisme
de 0~ '(RegS) sur RegS, etsi I' € L, I'; désignera sa transformée stricte sur S.
Le morphisme ¢ détermine une application “fibre” Byt Lt o~ 1(0) en faisant
correspondre & I' € £ le point exceptionnel de I'z.

3.1. ProPOSITION. — Soit 7 : X — S une désingularisation de S et soit
£ lensemble des composantes irréductibles, courbes ou points isolés, de n=1(0).

Ona:

L= | Le o Lg:={I € LIFx(I) € E}
et EeE
ﬁE,ﬂEEz :@SiEg #Eg

Démonstration . — Soit n : § — § la normalisation de S, O, ..., Oy
les points de S au-dessus de O (f est le nombre de composantes analytiquement
irréductibles ou feuillets de S passant par O) et soit 7: X — S tel que * = no . Si
L; ={l € L | Fg(I") = O;} et & désigne I’ensemble des composantes irréductibles de

THOHma = | Glis ) Laigicsfib= |) Ll =0
1< E€E, 1<)
i Bab

Or, la fibre exceptionnelle 7~ (0O;) étant connexe, ou bien elle n’a pas de points
isolés ou bien elle contient un seul point P et il existe O; € RegS, 1 < i< f tel que
(X, P) ~ (S, 0;). Dans le premier cas, il résulte de 1.1 appliqué a (S,0:) aT que si
E,Fe& et E# F,LENLr =0. Eneffet, si I' € £;, I'z est lisse en O; et I'y est
la transformée stricte de I'y sur X. Son point exceptionnel Fx(I's) = Fx(I') est donc
un point lisse de ¥~ 1(0;) et n’appartient ainsi qu’3 un seul E € &. Dans le 2éme cas,
S posséde un feuillet dont la normalisation est lisse et £ = {P}.

Pour montrer que la partiion de £ obtenue 2 partr de la désingularisation
minimale est la moins fine, il suffit de comparer les partitions obtenues & partir de
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wmeide ¥ = woroll 7: X — X est ’éclatement d’un point P de 7~1(0). En effet,
un morphisme propre et birationnel entre surfaces lisses est une suite d’éclatements de
points,

Soit F le diviseur exceptionnel de 7 et soit E la ransformée stricte de E € £ par
7 sidim £ = 1, son image réciproque si dimE = 0et E # P. Si £ est I'ensemble des

composantes irréductibles de -'(0),ona: €= | EUF.Si P¢ Fx(L),
{E€E|E£{P}}
Ee&et E#{P} alors Lz = Lp et Lr = 0. Les 2 partitions sont identiques. Si

P € Fx(L), alors il existe Ey € £ unique tel que P € Ey. Si E € £ et E £ Ey,
alors Eg = Lg. S8i Ey = {P}, on a Lg, = Lp, les 2 partitions restent identiques ;
par contre si dim By = 1, Lg, = [:Ea U LF car P est un point lisse de Fp (1.1). La
partition provenant de 7 est plus fine que celle provenant de 7. B

3.2. DEFINITION. — Une famille de courbes lisses shr (S, O) est un sous-
ensemble non vide de £ apparaissant dans la partition de £ obtenue dans 3.1 & partir
de la désingularisation minimale. Par extension, si £ € £ et si Lg # 0, nous dirons
que S posséde la propriété (cf) en O relativement 3 E.

Dans toute la suite de ce paragraphe, = : X — S désignera la désingularisation
minimale de S.

En suivant la preuve de 1.1, on obtient :

3.2.1. ProPoSITION. — Si E € £ est une courbe, Lg # 0 si et seulement
si la multiplicité m(E) avec laquelle E apparait dans le cycle maximal Zx défini
par la partie divisorielle de MmOy vaut 1 ; s’il en est ainsi Ug := Fx(Lg) est un
ouvert de Zariski dense de E et on a :

ExUgp= {P €EE|Pe Singw‘_l(O)} U {PE E | mOx p n’est pas un
1déal principa!} é

3.2.2. PROPOSITION. — Si E € £ est un point, Lg # 0 si et seulement si
il existe un entier m > 1 et un systéme régulier de parameétres (u,v) de Ox g tel
que MOx g = (u,v™).

S’il en est ainsi, S posséde un feuillet dont la normalisation est lisse au
voisinage de E et dont toute section hyperplane générale ne posséde qu’une seule
branche de multiplicité m en O.

Démonstration . — La premiére partie de 1'énoncé résulte de 1.4. Supposons
Lg # 0. Comme mOx g = (u,v™), pour presque tout h € M~ M2, E est un point
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lisse de la transformée stricte sur X de la section hyperplane Cj, de S et C), posséde
donc une seule branche I, sur le feuillet de (S, O) dont la normalisation est isomorphe
a (X, E) et de ce fait est lisse. Soit r; : X; — (X, E) la suite de m éclatements
de points qui rend MmOy, inversible introduite dans 1.4 et soit 7 : X; — 5 tel que
ToT) = F1om OU & estl’éclatement normalisé de O. Le cycle maximal Zx, de mOx,
est: BE1+2E+-- +mE,, . Ona(Zy. - E.)=-let(Zx. -E)=0,1<i<m~1.
Donc d’une part, la transformée stricte de I'y, sur X est analytiquement irréductible et
intersecte transversalement E,,, d’autre part m; ne contracte pas E,, en un point.

Comme dans 2.5, le coefficient avec lequel m(E,,) apparait dans le cycle
maximal Z; est encore m. La multiplicité de I'; est donc m par 2.2,

Remarque. — Si le feuillet 7 de S dont la normalisation passe par £ a une
singularité isolée en O, cette condition est encore équivalente a Fup(F) = 1 ol
Eug(F) est I'invariant d’Euler local de F en O ([GS 2]), remarque 4.2).

3.3. DEFINITION. — Si E € £ et Lg contient une branche lisse d’une section
hyperplane générale de (S, O), nous dirons que S posséde la propriété (cf h) en P
relativement a E.

Cependant nous verrons que s’il en est ainsi toute courbe I' € Lg n’est pas
nécessairement une branche d’une section hyperplane générale de (S, O).

Les résultats du § 2 vont nous permettre de caractériser ceux des E € £ tels que
S posséde la propriét€ (¢f h) en O relativement a £.

Remarquons d’abord que si m : X3 — 5; est la désingularisation minimale de
I’éclaté Sy de S en O, alors il existe un diagramme commutatif :

n

X, X
B il 4 B

car la désingularisation o o m; de S se factorise par la désingularisation minimale 7. De
plus, 7 étant un morphisme propre et birationnel entre surfaces lisses est la composition
d’une suite finie d’éclatements de points. C’est d’ailleurs la suite d’éclatements de points
de longueur minimum pour laquelle 1'image réciproque de MOy soit inversible.

En particulier, si E € £ est un point et si Lg # 0, 7 est au-dessus d’un voisinage
de E, la suite de m éclatements de points de 1.4 et 3.2.2. Il résulte immédiatement de
3.2.1 et 1.4 que les partitions de £ obtenues a partir de = et 7 ¢ 7y sont les mémes.
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3.3.1. PROPOSITION. — Si E € & est un point, S posséde la propriété
(cf h) en O relativement & E si et seulement si 'entier m de 3.2.2 vaut 1 i.e.
mOx g est l'idéal maximal de Ox g. Le feuillet F de S dont la normalisation
passe par un tel E est non singulier en Q.

_ Démonstration . — Le seul point & vérifier compte tenu de 3.2.2 est la derniére
assertion. Elle résulte du fait que Or o est isomorphe & son normalisé Ox £ qui est un
anneau local régulier. B

Si maintenant £ € & est une courbe, nous désignerons encore par E sa
transformée stricte sur X;. Soit n; : 5; — S la normalisation de Sy, 7; : X; — 5 le
morphisme qui factorise 7 et &) = oy o ny I'éclatement normalisé de O.

3.3.2. PROPOSITION. — Si E € & est une courbe, S posséde la propriété
(cf h) en O relativement & E si et seulement si I'entier m(E) (défini dans 3.2.1)
vaut 1 et T1(E) (ou m(E)) est une courbe.

Démonstration . — Par définition (2.1), si I' est une branche d’une section
hyperplane générale, F5 (I') est un point lisse de Sy etde &, '(0) et appartient donc
a une unique composante irréductible de &; 0). Or, = étant la désingularisation
minimale de $;, 7; est celle de 5. Le morphisme 7 induit donc un isomorphisme d’un
voisinage de Fy, (I') sur un voisinage de ng(l’). Le point Fx, (I') appartient donc aussi
a une unique composante irréductible E’ de dimension 1 de la fibre exceptionnelle de
w o7 et T1(£) est une courbe. Les courbes E' et 7 (E") apparaissent respectivement
dans les cycles maximaux Zy, (défini par mOx,') et Zg, (défini par mO; ) avec la
méme multiplicité m(E’) qui est aussi la multiplicité de I' en O (2.2).

Si de plus I' € Lg, alors Fx(I") € £ ~ B (ol B est I'ensemble des points ol
mOx n’est pas inversible) par 3.2.1 et donc Fix (') € £. C’est donc que E = E’ et
par suite 7;(E) est une courbe. D’autre part, la multiplicité m(F) de E dans Zx est
égale 2 celle de sa ransformée stricie (notée encore £) dans Zx,. On a donc m(E) = 1.

Réciproquement, si m(E) = 1 et 7;(£) est une courbe, toute branche I" d'une
section hyperplane générale telle que F’s'l (I") € T1(E) est un élément de Lg. En effet, I
est lisse ; sa multiplicité est égale & la multiplicité de 1(E) dans Z5 (2.2), elle-méme
égale a celle de E dans Zx, ou Zyx, c’est-a-dire m(E). Or m(E) = 1. Enfin, puisque
Fx,(I'e E,c’estque Fx(INeE.®

Les résultats du §2 vont nous permettre aussi de déterminer 1’image de £ par
les applications fibres Fx,, F‘s‘. et Fy,.
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-3.4.1. PROPOSITION. — Soit £ € £ de dimension 0 telle que Lg # 0.
Alors : :

a) Fx,(Lg) = E) ~ Sing(w o 1)~ (O) ot E, est le diviseur de X, créé par
Péclatement de X de centre E.

b) Si S ne posséde pas la propriété (cf h) en O relativement i E, le graphe
dual de la partie de Zx, a support dans 1, (E) est une chaine ayant m =2
sommets et Ty contracte E) en un point singulier 6; de S, dont Vimage O, sur
Sy est le Proj d’une génératrice spéciale de Cs 0. On a Ey N Fx (Lg) = {E1N Ez}
F5 (Le) = O, Fs,(Lp) = O1.

¢) Si S posséde la propriété (cf h) en O relativement & E, alors la partie
de Zx, a support dans 7 “U(E) est By et 71(E)) et m(E)) sont des courbes. On a
Fx (L) = B, Fg (EE) =T (E)) et Fs,(Lg) = m(E}) ; le morphisme Ty est un
isomorphisme au voisinage de Fx,(Lg) et induit un isomorphisme de Fx,(Lg) sur

F5,(LE).

Démonstration . — D’apres 1.3 et 1.4, Zx, = Ey+2E,+ - -+mE,,;. L’assertion
a) résulte de la preuve de 1.1. On sait que S posséde la propriété (¢f i) en O relativement
a Esietseulementsim =1(331).8im>2 (Zx, - E) =(ED)+2E,-B) =0
d’aprés 1.4. Par suite (voir 2.5), 7; contracte E; en un point O;. Ce point est singulier,
puisque 7 est la résolution minimale de ;. Pour finir la preuve de b}, il suffit de se
rappeler la définition des génératrices spéciales (2.1).

L’assertion c) résulte du fait que sim = 1, (Zx, - Ey) = (Ez) = —1; ainsi ™
ne contracte pas £y et comme 7 est la résolution minimale de S, T(E) C Reg 5
et ) induit alors un isomorphisme de £y = Fiyx, (L) sur T (Eq) = F—s-l(ﬁg).

3.4.2. ProrosITION. — Soit E € £ une courbe telle que Lgp # 0. Alors :

a) Fx,(Lg) = E~Sing(rom)"'(O) ot E désigne aussi la transformée stricte
de E par 1.

b) 5i S ne posséde pas la propriété (cf h) en O relativement & E, T\ contracte
E en un point singulier Oy de S, dont I'image Oy sur S) est le Proj d’une génératrice
spéciale de Cs,0. On a F5 (L) = O et Fs,(Lg) = Oy.

c) Si S posséde la propriété (cf h) en O relativement a E, alors T (E) et
m(E) sont des courbes. On a :

T(E) \ F5, (L) = (@(EY) N Sing &7 (O) U (T1(E) N Sing $)).

Les morphismes 1 et T, sont des isomorphismes au voisinage de F. x,(LE) et
induisent des isomorphismes de Fx (L) respectivement sur Fx(Lg) et FE (LE).
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: F_;;l(.CE) est un ouvert dense de mi(E). Si L n’est pas une génératrice spéciale
de Cs o et si Proj L € m(E), alors Proj L € Fs,(LE).

Démonstration . — Les assertions a) et b) se démontrent comme dans 3.4.1
au vu de 3.3.2. Montrons c¢). Au voisinage de P € Fx,(Lg), 7 est un isomorphisme
car n1(P) € Fx(Lg) donc mOx est inversible au voisinage de (P). Puisque E
est la seule courbe exceptionnelle de X; contenant P, que 7;(E) est une courbe et
que 7 est la désingularisation minimale de S;, T;(P) € RegS, et 7; est aussi un
isomorphisme au voisinage de P. En conséquence, puisque P ¢ Sing(z o n)~'(0),
alors 71 (P) ¢ Sing &7 '(0). Enfin, si Q € T1(E) est un point lisse de 5 et de &7 '(O),
alors @ = 7;(P), ol P € E, et P est lisse sur (7o 7;)"'(0) donc par a) P € Fx,(Lg)
et Q€ F3, (Lg) = T1(Fx,(LEg)). La derniére assertion est une conséquence immédiate
de la caractérisation précédente de Fz (L) et de la définition des génératrices spéciales,
puisqu’alors Proj L € n1(F-§] (Cg)) = Fs,(LE).

3.4.3. DEFINITION. — Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 distinguent 2 types de
génératrices spéciales de Cs 0. Nous dirons qu’une génératrice spéciale L est ordinaire
si S est non singuliére en tout point de n; '(Proj L), singuliére dans le cas contraire.

Remarque. — Dans le cas c¢), si L est une génératrice spéciale de Cs o telle
que Proj L € F5,(Lg), toute courbe I € Lg telle que Tr o = L (voir un exemple au
§5) ne peut étre une branche d’une section hyperplane générale par définition de ces
derniéres.

_ 3.5. THEOREME. — Soit # : X — S la désingularisation minimale d’une
surface S, O un point singulier de S et E une composante irréductible de dimension
1 de 7=1(0).

a) Il existe une suite unique de longueur minimum de diagrammes commu-
tatifs :

Tesl 5 1 .
Ia] e Xt S ‘ AI X
J Teal vl T l Ty 41 xr
iyt B et S
Oeal L4}

olt o : S; — S;—1 est I’éclatement d’un point O;..;, 1 < i < £+1, (ot S = 5,
Oo = 0), mj : X; — S; est la désingularisation minimale de S; et telle que
dim wgﬂ(E) = 1 ol on note encore E la transformée stricte de E dans X¢n (et
plus généraiement dans X;, 1 <i<£+1) Pourl < i< O est le Proj d’une
génératrice spéciale singuliére L;_y de Cs,_, o,_,.
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b) Si S posséde la propriété (c¢f) en O relativement & E, alors : .-
1) Fx (Cg) = ExSing(mromo---on) " H(0), 1 <i<€+1;

1) On a Fg,(LE)=0;, 1 <i< L 8i0<i<£€~-1,85; posséde la propriété
(cf) en O; relativement 3 E et pas la propriété (¢f h). S; posséde la propriété (cf h)
en Oy relativement 4 E.

iii) Si Wz est la désingularisation minimale de la normalisation Sg de
Ses1, alors 1 o -+ 0 74y et Ty, sont des isomorphismes au voisinage de Fx, (Lg)
et induisent des isomorphismes de Fx,, (Lg) sur Fx(Lg) et sur Fz—(LE). Ona:

T (E) N Fg~(LE) = (Fen (E) N Sing(oy 0« -+ 0 07 0 551) " (O))U
('fgﬂ (EYN Sing Sen) -

Fs,.,(LE) est un ouvert de Zariski dense de n4(E). Si L n’est pas une génératrice
spéciale de Cs, 0,, 5i L ¢ Cg,0.--00,)-1(0),0, €t si Pr0j L € w1 (E), alors Proj L €
Fs.,(LE)-

Démonstration . — Montrons d’abord a). Le ler diagramme est défini sans
ambiguité et la suite s’y réduit si dim 7y (E) = 1. Sinon, 7(E) = Oy. En effet, 'un des
o;, t > 2 doit étre I’éclatement de O, pour que dim 7;(E) # O et si ce n’était pas o3, la
longueur de la suite ne serait pas minimum. Il s’agit donc de montrer qu’il n’existe pas
de suite infinie ol ; est la désingularisation minimale de S;, m;(£) = O; et 04,1 est
I’éclatement de O;, 7 > 1. Si une telle suite existait, 50it Uy, (E) = Ex | ] nyo---07:(B;)

i>1

oll B; = {P € ;7 (0;) | m:Ox, p n’est pas un idéal principal} et m‘-*:—_- Max s, o,.
Cet ensemble n’est pas vide, car on a exclu de E au plus un ensemble dénombrable,
(quitte 3 effectuer une extension du corps de base s’il est dénombrable). Soit T une
courbe de X qui porte un point P € U,,(£) et soit I' son image par «. La transformée
stricte de I dans S; passe par O; ; en effet, celle de T dans X; évite B; et, 14 étant
un isomorphisme a D’extérieur de B;, elle ne peut se détacher de £. Or au bout d’un
nombre fini h d’éclatements de points, la transformée stricte I'y, de I' sur S, devient
lisse et S, devient normalement plate le long de I';, [L.T]. Comme on peut aussi éviter
que P soit sur la transformée stricte de Sing.S, nécessairement I' » {0} C Reg$,
I'h ~ {On} C RegSy et par suite S, est lisse au voisinage de Op. Or Oy est
singulier puisque =, la désingularisation minimale de S, contracte E en Oy. D’ol
la contradiction.

La derniére assertion de a) résulte, comme on 1I’a déja vu, de la définition des
génératrices spéciales singuliéres puisque, 7; étant la désingularisation minimale de la
normalisation S; de S;, 7:(E) est un point singulier de S;.
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Supposons maintenant que S posseéde la propriété (cf) en O relativement & E.
L'assertion i) de b) résulte toujours de la preuve de 1.1 (Ici mOx, est inversible
1<i<i+])

On montre par récurrence sur i que Fs,(Lg) = Oy, S; posséde la propriété (cf)
en O; relativement 2 E, Fx (Lg)N B, = 0, enfin Fx,, (Lg) C Esi0<i <L Clest
vrai pour i = 0. Si i < £, 7,1(E) = 0y.1, d’0d Fs, (Lg) = mn(Fx,,,(LE)) = Oia.
La surface S;.1 posséde donc la propriété (¢f) en Oy, relativement 3 E puisque, si
I' € Lg, alors sa transformée stricte Iy, sur S;. passe par O;., est lisse et qu'on a
I~ {01} C RegSi. Dol Fx,,(Tin1) = Fx,, (') € B et Fx ,(I') € E. Enfin,
a cause de 3.3.2, S; posséde la propriéié (cf h) en Oy mais pas S; en 0; si0 < i < £
D’od ii).

Puisque Fx,_,(Lg)NB;_1 = 0, 7; est un isomorphisme au voisinage de Fix, (Lg)
et induit un isomorphisme de Fx (Lg) sur Fx,_,(Lg), 1 <1< £+1, d’ou les propriétés
de 7y o+ -0 7241 énoncées dans iii). Notons £4 la famille de courbes lisses sur (S¢, Or)
déterminée par E ; on sait d’aprés 3.4.2,c) que 41 est un isomorphisme au voisinage
de Fx,,, (L) et induit un isomorphisme de Fx,, (£%) sur Fg—(L%). 11 suffit donc
de constater que Fyx,, (Lg) C Fx,,(L£%) et que Fea(Fx,,,(CE)) = Fs—(Lg) pour
obtenir les propriétés de 7., énoncées dans ii1). La caractérisation de Fg:;(ﬁg) en
découle immédiatement au vu de i).

Enfin, soit L une génératrice de Cs, 0, comme dans iii). Comme elle n’est
pas spéciale et que @ = ProjL € wpa(E), @ est I'image d’au moins un point
Q € T1(E) lisse sur Sgyq et sur ;) (O¢). En particulier, 74,1 (E) étant une composante
irréductible de EL’I(Og), @ est un point lisse de T,,1(E) qui nappartient 3 aucune
autre composante irréductible de ?i;‘, (O¢). Pour montrer que Q € F-S-M (LEg), il reste &
vérifier que @) n’appartient pas 2 I'image réciproque sur Sz.1 de la transformée stricte

de (0’1 O+-++0 ag)_.l(O) par og41. Or justemcnt L ¢ C(alq...got)‘-l(o),olo | ]

L’énoncé géométrique 3.5. b) a une traduction en terme des jets des pa-
ramétrisations des courbes I' € Lg.

3.6.1. DEFINITION. — Soit ¥ : Oso — Kk[[f]] une paramétrisation d’une
courbe I sur (S,0) et i un entier > 1. Si e;; k[[t]] — k[[£]]/(t)"*! est la surjection
canonique, p;(y) ;= e; 0 v : Os,0 — kl[t]] J@)'*! est appelé le iéme jet de 7.

Par abus de notation, p;(Lg) désignera I’ensemble des i-jets des paramétrisations
des courbes I' € Lg.

Remarquons que si ¥ et ' sont deux paramétrisations d’une méme courbe I' lisse,
il existe un k-automorphisme continu ¢ de k{[t]] tel que v = c04'. Le groupe Aut k[[t]]
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des k-automorphismes continus de k[[t]] agit sur p;(LE), 1 > 1 (par composition 2
gauche avec le k-automorphisme ¢; de k[[¢]]/(2)**! induit par ).

3.6.2. THEOREME. — Les hypothéses et notations sont celles de 3.5. Si
Lg # 0, ’entier £ défini par les propriétés de minimalité énoncées dans 3.5. a) est
aussi caractérisé par la propriété suivante :

Sil1<i<{ pi(CE) = k™ x k' et coincide avec une orbite de Aut k{[t]].
Il existe un ouvert Cp dense dans une surface sur laquelle k™ agit, et stable par
cette action, tel que py,(LCg) = Cg x k*. L'ensemble des orbites de Aut k[{t]] dans
pea1(LE) s’identifie & ensemble des orbites de k* dans Cg. :

Démonstration . — Nous déterminons d’abord ps1 (Lg). Pour ce faire, remar-
quons que si (z1,...,z,) est un systtme minimal de générateurs de m = Max Os o,
Ye1 ¢ Os o — k[[1])/(1)? est déterminé dés qu’on connail 7z41(z,), 1 < o < n.
Puisque L # 0, on peut supposer que (z3,...,2,) engendre I'idéal définissant une
courbe Ip € Lg. D’aprés 3.5. b),ii), Fs (Lg) = 0i, 1 < i< £ Sidonc I' € LE, ses
transformées strictes sur S;, 0 < ¢ < £ — 1 passent par O; et ont la méme tangente en
ce point, la droite L;. Comme z, =, z; = --- = z,, = 0 est une paramétrisation de
I'o € LEg, alors chaque O;, 1 < i < £, est I’origine de la carte de I’éclatement de O;_; ol
(z1) est I'idéal principal exceptionnel. L’anneau des fonctions réguliéres sur cette carte de
S; est donc Os,0 [::2/1:{, s I,,/:r:’l'] et m; = Max0s, o, = (z;, z2/73,..., zn/a:'i).
Soit ¥ une paramétrisation de I' € Lg et soit v(z,) = 2 g2t £ £ 1.
On vérifie par récurrence sur i, en écrivant que Fs (I') est 'origine de cette carte,
1 <i<fquezy #0etzyy =0,2<e<netl <i< L On vérifie aussi
que, I'y désignant la transformée stricte de I' sur S¢ et Tr, 0, sa tangente en O,
ProjTr, 0, = (211 : Teen/24) = (2§}! : 24241) et puisque I’ € Lg, c’est un point de
Fs,.(CE).

Or d’aprés 3.5. b), ui), Fs,, (Lg) est un ouvert dense dans une composante
irréductible de aM(Og) et provient d’un ouvert conique C dense dans une composante
irréductible de Cs, o,, et il résulte du calcul précédent que si (z3,...,z,) € C, alors
sl #—' 0.

L'image réciproque de cette composante irréductible (resp. de C) par le mor-
phisme fini k£ x k"' — k x k"~ envoyant (u, v) sur (u**!, v) est une surface (resp. un
ouvert dense Cg dans cette surface) stable par I’action de & sur & x N (u,0) =
(Au, A¥*'p). Pour que (z" , Tet41) € C, il faut et il suffit que (x11, 4¢+41) € Cg. Ainsi
si I' € Lg, vee1 = pesr(7y) est tel que :

Yer1(z1) = Tt + - + 3y gyt
Ye41(Zs) = gt 2<e<n
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avec (rlh Tet+1) € CE.

Réciproquement, soit v, : Oso — k[[t]}/()**? vérifiant les conditions
précédentes. Alors, c’est le (£ + 1)-itme jet d’une paramétrisation d’une courbe
I € Lg. En effet, puisque (z11,Zee41) € Cr, (25, Zeen) € C d'0d 21y # 0 et
(zu : zeen1/zf,) € Fs,,(CE). 1l existe donc IV € L tel que Fs,,, (I') soit ce point.
Soit 7' une paramétrisation de I". Si ¥'(z,) = 3_|p > 1|z{,t?, on a donc zj; # O,
z,,=0,2<e<n, 1<i<letz,,, /2" = 2o /). Soit € € Autk[[{]] tel que
Ye(z1) = £ 0 ¥'(z1) mod()**2. On a :

znt = i, e(t) mod(t)® .
D’ol :
£0y'(z,) mod(t)*? = 2/ ,,,e()*! mod(1)**? = yeu1(2s), 2< e <
et
Yen = peni(€ 0 7') € peaa(LE) -

Par suite, comme annoncé 71.1(Lg) = Ce x kE.

D’autre part, ’ensemble des orbites de Aut k[[t]] dans pe.i(LEg) et celui des
orbites de t~ dans Cg s’identifient tous deux avec {z.ze1 € k™1 | (1,z4241) € CE)
puisque une orbite de Autk[[t]] dans pe1(LE) contient un unique veq @ Oso —
k[[£1)/ @)% tel que 7z41(z1) = t et qu’une orbite de k* dans Cgp contient un unique
(u,v) € k™ tel que u = 1.

La détermination de p;(Lg), 1 < i < £ en découle immédiatement.

.3.6.3. Remarque. — Soit Z un espace lisse de dimension minimum contenant
(S,0) et désignons par Z; — Z;_) I’éclatement de O;_; et par D; le diviseur
exceptionnel de cet éclatement. On constate au vu des calculs précédents que :

D) Li ¢ Tp,0,, 1 £i< -1 (on rappelle que Proj L; = O;41) ; il en résulte
d’une part que si 1 < 7 < £ O; est un point de D; mais qu'il n’appartient pas a
la transformée stricte de D), dans Z;, 1 < h < i et donc que (o © --- 0 ;)" (O)
coincide au voisinage de O; avec o] '(0;_1), d’autre part que L; ¢ Coy0--00,)1(0),0.
1 <i< -1 puisque o-,-'](O.'_l) C D;.

2) Si Cg est la composante irréductible de Cs, o, telle que Proj Cg = m441(E),
alors Ce ¢ Tp,,0,- En effet, si I € Lg, Fs,, (I) € Fs,,,(Lg) C men(E). Donc, si Iy
est la transformée stricte de I' sur Sy et si L =Ty, 0, 0na LC Cg et L ¢ Tp, 0,.

3.7.1. DEFINITION. — On désigne par chaine de points infiniment voisins
de O sur § de longueur £ > 0 une suite {Oy Jocnge 0t Op = O et Oy est un point de
la fibre exceptionnelle de 1'éclatement o3 : S;, — Sip—; de On_;.
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3.7.2. Remarque. — Si Lg # 0 est la famille de courbes lisses sur S
déterminée par une courbe F de £, le théoréme 3.5 lui associe :

i) une chaine de points infiniment voisins de O sur S, {Onr}o<nge telle que
posant O; = ProjL;_;, 1 <i<§, :
a) L; soit une génératrice spéciale singuli¢re de Cs, 0,,0<i<€~1;
b) LE¢TD,-,O.-, 1<i<é-1.

i) une famille de courbes lisses sur (S;,0;) déterminée par une courbe E
contractée sur O; par la désingularisation minimale de S; telle que
a) S; posséde la propriéi€ (cf h) en O, relativement a2 E. (Dans la preuve
de 3.5, nous avons noté cette famille £%. On rappelle que toute courbe de cette famille
dont la tangente n’est pas une génératrice spéciale de Cs, o, est une branche lisse d’une
section hyperplane générale de (S¢, Op)). '
b) L’ensemble des tangentes aux courbes de cette famille est un ouvert
conique dense dans une composante irréductible Cg de Cs, o, telle que Cg € Tp, 0,

3.7.3. THEOREME. — 5i S est une surface normale en O, il n’existe qu’un
nombre fini de chaines de points infiniment voisins de O sur S possédant les
propriétés a) et b) de 3.7.2 i).

Si{0O }05 a<e est une telle chaine, toute famille de courbes lisses sur (S¢, O¢)
possédant les propriétés énumérées dans 3.7.2. ii) provient d’une famille de courbes
lisses sur (S, Q) par la correspondance indiguée (3.7.2).

Démonstration . — Soit Py, ’ensemble des chaines de longueur h > 0 ayant
ces deux propriéi€s. L'oubli de O, définit une projection de Py dans Pr_q, h 2 1,
qui fait de {P,} un systéme projectif. On vérifie par récurrence sur h que Py est un
ensemble fini. En effet, le c6ne tangent & une surface réduite en un point quelconque a
au plus un nombre fini de génératrices spéciales. 1l suffit maintenant de montrer qu’il
existe h € N tel que P, = 0. Or, il suffit, pour qu'il en soit ainsi que limP, =0 ie.
qu’il n’existe pas de chaine infinie de points infiniment voisins de O sur § possédant
les propriétés a) et b). Mais s’il existait une telle chaine, elle déterminerait une courbe
lisse I" dans Z passant par O et dont la transformée stricte I'; dans Z; passerait par O;.
Cette courbe serait contenue dans S. En effet, aprés un nombre fini d’éclatements, la
transformée stricte de S U T devient normalement plate le long de la transformée stricte
de I'. Si I'nS = {0}, il existe donc h tel que S, UT, soit lisse en O, car S, UT, est
génériquement lisse le long de I', ; or c’est impossible puisque Oy € Sy N T. Puisque
S est normale en O, I' ~ {O} C RegS et alors par le méme argument, il existe h tel
que Sy soit lisse en Oy. Mais alors, ou bien L,_1 n’est pas une génératrice spéciale de
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Cs,_,,0,-, ou bien c’est une génératrice spcc1a]e ordinaire (3.4.3) contrairement & a).
Cest donc que lim P, = 0.

Considérons maintenant E une courbe telle que =, (E) = O et telle que S;
posséde la propri€té (c£ h) relativement a E (ii) a)). Si E désigne encore la transformée
stricte de E dans Xy¢,1 Ol ey @ Xpy1 — Si4q est la résolution minimale de 1’éclaté Sp
de Sg en Oy, on a par 3.3.2 dim #, (E) = 1. Par 1i) b), Proj mes1(E) = Cg. Sidonc L
n’est pas une génératrice spéciale de Cs, o, et si L C Cg, il existe I, lisse sur (S, O¢)
telle que Tr, 0, = L. Par ii) b), on peut supposer de plus que L ¢ Tp, o,. Il résulte
alors de 1) b) et de la remarque 3.6.3 i) qu’il existe un systéme minimal de générateurs
(z1,...,%5) de M = Max U5 o tel que (z1) = Oz, 0, = MOz,.0, = M4-10z,,0, OV
M1 = MaxOz,_, o0,_,- Par suite, D, é1ant le diviseur exceptionnel de 1’éclatement
de Op—1, I' = 01 0 -- 0 0¢(Iy) est lisse dans (S, 0).

Soit F' la composante irréductible de 7~1(0), telle que I' € Lp. Comme S est
normale en O, c’est une courbe. Comme I'; = 6y 0---00p(I), 0 <7< £—1est
aussi lisse, Fx (I') ¢ B; 'ensemble des points de X; o ™;Ox; n’est pas inversible,
0 < i < £-1. Par suite F, (I') appartient 2 la transformée stricte de F, notée encore F
sur X,. Or par définition de E, Fx,(I') ¢ E. Mais £ et F sont deux courbes contractées
enOpar rom o---07. Or Fx,(I') est un point lisse de (o7 0---07¢)~'(0). Donc
E = F. La chaine de points infiniment voisins associée & Lr dans 3.7.2. i) est donc
{O;,'}osp.g et la famille de courbes lisses sur (S¢, O¢) de 3.7.2. ii) est donc celle
déterminée par E.

4, Cas des hypersurfaces

Nous supposons dans ce paragraphe que le germe de surface (S, O) est plongé
dans (&3, 0).

Remarquons d’abord que dans ce cas et si k est le corps des nombres complexes,
une génératrice de Cs o qui n’est pas tangente au lieu singulier Sing S de S est une
génératrice spéciale si et seulement si c’est une tangente exceptionnelle (i.e. une
génératrice du cone tangent |Cs o| axe d’un pinceau de plans tangents limites en O ;
voir [L.T], 1.3.2). En effet, soit L une génératrice de Cs o qui n’est pas tangente a
Sing S et soit o3 : S; — (S, 0) I’éclatement de O et n; +.5y — S; sa normalisation.
Alors L est une tangente exceptionnelle si et seulement si Sy n’est pas équisinguliére
le long de o] 1(O) en O = ProjL (ibid., 1.4.4.1). Ce théoréme énonce d’autres
caractérisations des tangentes exceptionnelles par exemple en terme de la modification
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de Nash. Or, si L est une génératrice spéciale, ou bien O; est un point singulier de
oy 1(O) ou bien il existe un point singulier de 51 au-dessus de O, ou bien la restriction
msmh0) ¢ ar Y0) — & 1(0), ol & = oy o ny, n’est pas étale au voisinage de tout
point de nj 1(0). La surface S; n’est donc pas équisingulitre le long de o 10)en 0.
Par contre, si L n’est pas une génératrice spéciale, alors O; est un point lisse de o5 '(0),
le lieu singulier de S; est contenu, au voisinage de Oy, dans oy 10)etn : 5 — S
est au-dessus d’un voisinage de O; une résolution des singularités simultanée faible
d’une réraction locale quelconque (S, 01) — (o7 10),01) ([T, déf. 3.1.1). Par suite,
S) est équisingulitre le long de o;7'(0) en O;.

Les résultats de [LJ] vont nous permetire de préciser les résultats de finitude
du §3.

A toute courbe I' sur (S, O), on associe dans [LJ] une suite décroissante d’entiers
{m,—}.'zo. sa suite des multiplicités de Nash, dont voici la définidon : myp est la
multiplicité de S en O et désignant par (S - C)o la multiplicité d’intersection en O
de S et d’une courbe C de (k*, 0), les m; sont définis par récurrence par la formule

inf (S-C
{Clpi®)=p.(1)}
ol 8 (resp. ¥) est une paramétrisation de C (resp. I') (cf. [LI], §2, remarque 1.0). La
méme formule permet d’associer & I' sur (K3, 0) non nécessairement sur (5,0) une

suite décroissante d’entiers. Dans tous les cas inf;»om, est la multiplicité de S au point
générique de I', ie. 0si '~ {O} ¢ Set1si I'x {0} CRegS.

mo+---+m; =

4.1. PROPOSITION. — Soit I' C (k*,0) un germe de courbe lisse. Soit
{Oi}i>o0 la chaine infinie de points infiniment voisins de O sur Zp = (k*,0) telle
que d; = O et O; soit le point exceptionnel de la courbe I'; obtenue en faisant
éclater O;_y dans I';_1, 1 > 1.

Soit Z; — Z;_1 Déclatement de O;_1, 1 > 1 et S; la transformée stricte de S
dans Z;, i > 0 ; enfin soit e; la multiplicité de S; en O;,1 >0 (e; =01 O; ¢ ;).
On a m; = ¢4, z ?_ 0.

Démonstration . — Comme I est lisse, on sait que pour tout i > 1, 0; € D;
mais n’appartient pas & la transformée stricte de D; dans Z;, 1 < j < 4, ol D; est
le diviseur exceptionnel de Z; contracté sur O;_;. Au voisinage de O;, la transformée
totale S; de S dans Z; coincide donc avec (eg +--- +¢e;1)D; + S;. Soit C C (k*,0)
telle que p;(8) = pi(y). Si 1 < j < i, O; est le point exceptionnel de la transformée
stricte C; de C dans Z; et C; est lisse et transverse 2 Dj en O;, 1 < j < i.Onadonc :

(S-C)o =(Si-Cio, = (eo +---ei-1)XD; - Ci)o, +(Si - Ci)o,
=gy + v+ ey (5 < Cilo, -
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Or la tangente L; & C; en O; est déterminée par le coefficient de ¢**! dans pii1(6).
Si C est assez générale parmi les courbes telles que p;(f) = pi(y), Li ¢ Cs; 0, et
(Si - C))o, = e;. Par suite

mg+:--+m; =ept+--+e; .
Puisque mg = eg, il vient par récurrence que m: = e;, i > 0. B

Nous supposerons désormais que O est un point singulier isolé de (S, 0). Sous
cette hypothése, f = 0 étant une équation locale de S en O, J (resp. ) étant I’idéal de
Oz,0 engendré par f et ses dérivées partielles (resp. JOs o) et C (resp. H) désignant
les paramétrisations des courbes sur (Z, O) (resp. (S, D)),

inf ordyim)
veC(rsp. H) ord, y(J)(resp. v(j))
est un nombre rationnel strictement positif et inférieur 3 1.

DJresp. jy(m) =

4.2. PROPOSITION. — Soit {Oi}US"Sf une chaine de points infiniment
voisins de O sur S telle que posant O; = Proj Ly, 1 <i< £

(a) 0; €8Sing$;, 0<i</?

(b) Li ¢ Tp,0,, 1 < i< £—1 o0i D; est le diviseur exceptionnel de
Zl: w—F Zl‘.._l.

Soit e; la multiplicité de S; en O;, 0 < i < £. Alors :

£+1 SEQ+---+83-(£;+1)S1/13';(111).

Démonstration . — L'hypothése (b) permet de construire I' C (Z, O) lisse telle
que O; soit le point exceptionne! de la transformée stricte I'; de I' dans Z;, 1 < i < L.
Soit v sa paramétrisation. On a :

1 = ord, y(m) > &;(m) - ord, -y(J’) :

A cause de 4.1, v vérifie les hypothéses de [LJ], corollaire 2.3 avec ¢ = £ et
(m,...,m;) = (ep,...,e¢). Comme de plus f est entier sur I’idéal engendré par ses
dérivées partielles, ord, v(J) > eg+---e¢— (£+1). Enfin, e; > 1,0 < i < £ par (a).

4.2.1. COoROLLAIRE. — La longueur des chaines de points infiniment
voisins de O sur S possédant les propriétés (a) et (b) de 3.7.2 est bornée par
1/05(m) - 1.

(En effet, si L; est une génératrice spéciale singuliére, O;,; € SingS;.1,
0<i<e-1).
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4.3. PROPOSITION. — La longueur des chaines de points infiniment voisins
de O sur S construite & partir d'une famille de courbes lisses sur S (3.5-3.7.2) est
bornée par 1/9;(m) — 1.

Démonstration . — L’argument est analogue & celui de 4.2, mais ici I’ C
(S,0). Do 1 = ord; y(m) > ;(m)ord, v(j) et

ord; y(j) > eo+ e —({+1) > £+1.

5. Un exemple

Revenons a I’exemple 2.6 (d) : la singularité elliptique simple a I'origine de S
d’équation z2+ 3> +:2% = 0. Nous conservons les notations de 2.6. (d) et 3.5. Ici 7~1(0)
est une courbe elliptique £ et Lg # 0. Toutes les courbes lisses tracées sur (S, 0)
appartiennent donc & la méme famille Lg.

Nous construisons d’abord le diagramme commutatif ayant les propriétés de
minimalit€ de 3.5 (a) relativement & E. 11 s’agit de

T2 T

X2 Xy X
-3 S) i S

L4
ol o, est I’éclatement de 1’'unique point singulier O; de S; (qui est donc normale). En
effet, la désingularisation minimale m; de S; coincide avec &, 1’éclatement normalisé
de O), de sorte que w1, la désingularisation minimale de S; est sa normalisation
et » = Id. Précisément, SingS5; = oy YOy est un P! le long duquel S; a des
points doubles ordinaires sauf en 4 points qui sont des parapluies de Whitney. L’un
d’entre eux est le point d’intersection ¢ de o3 1(O)) et de la ransformée stricte F de
o7 '(0). 11 nous reste 2 identifier la wansformée siricte de E dans le cycle maximal
Zx, défini par mOx,, ¢ = 1,2 pour déterminer son image par 7;, ¢ = 1,2. On
vérifie que Zx, = 2F + E ob E est I'unique courbe irréductibles de X; telle que
m(E) = o7'(O1). C'est une courbe de genre 1 (revétement double de P! ramifié
en 4 points d’indice 1). Comme de plus F ~ P! et (F)*> = —1, le morphisme 7
factorisant oy o m; A travers w, la résolution minimale de S, est I’éclatement d’un
point P de E tel que nj(F) = P tandis que n(ff‘) = E. (Ce calcul vérifie que
7=1(0) est une courbe elliptique). Suivant les notations de 3.5, on a donc E=E
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d’oll m(E) = |o; '(O1)| = P', m(E) = a20m(E) = O, et £ = 1. Le calcul précédent
montre aussi que Zx = E comme il se doit par 3.2.1, puisque Lg # 0. Toujours
par 3.2.1,on a Ug = Fx(Lg) = E~ Petpar 35 (b) Fx,(Lg) = Ex(ENF),
i = 1,2 et Fs,(Cg) = Oy. Toute courbe I' € Lr a pour tangente la droite
Ly d’équation z = y = 0. Ici, ¢’est I'unique générartrice spéciale de Cs o car S;
est normale, o l(O) ~ Pl et SingS; = O et bien sir elle est singuliere. Enfin,
par 3.5 (b), ii) et ili) Sy posséde la propriété (cf h) en O, relativement & £ et
Fs,(Lg) = m(Fx,(LE)) = 07 (O~ Q.

Il résulte des calculs précédents et du lemme 2 qu’une section hyperplane
générale quelconque de S passant par Oy a 2 branches lisses ayant la méme
tangente ; en effet o3 ¢ m; = &3, le cycle maximal défini par ™m; 0, est £
(my = Max Us, o)) et —(E?) = 2. D’autre part, Cs,,0, a 4 génératrices spéciales
toutes ordinaires G;, 1 < <3 et Tr,g, qui déterminent les 4 parapluies de Whitney
sur S;. Enfin l'ensemble L) des courbes lisses sur (S1,(h) comprend une unique
famille car 77 '(01) = E et on a Fx,(£1) = E (3.2.1) et Fs,(£y) = 05 (Oy).

La chaine de points infiniment voisins de O sur S associées & F est donc {O, (9 }
et la famille de courbes lisses sur (51, O1)est Ly et I' € Lg sietseulementsi I' = ay(I)
oo N € LyetTr 0 #Tro,-

Enfin, si v est la paramétrisation de I" € £, on lit sur p3(y) = 73 si Trhol est
une génératrice spéciale de Css, o,.

On vérifie, avec I'algorithme de [LJ}J§1, que I' € Lg si et seulement si :
1a(z) = aat?, 1a(y) = bat? + bst3, 13(2) = eyt + cat? + c3t> et ou bien a% + bg + c{’ =0,
¢t #0 a3 #0,0u bien as =0, b3 +cf = 0, b2b3 + 2¢jc2 = 0, ¢ # 0. Dans le premier
cas Tr, 0, n’est pas une génératrice spéciale et la suite des multiplicités de Nash de I’
est mg = my = my =2, m; = 1, i > 3. Dans le deuxiéme cas, Tr, 0, = Gi, 1 <i<3

et la suitc des multiplicités de Nashde F'est mp=---=m3 =2, m; =1,i > 4.
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Unitary extensions of isometries
and interpolation problems:
(2) Linear systems and generalized
interpolation.

Rodrigo Arocena

Abstract

Realization of analytic functions as response functions of linear sys-
tems is related with the method of unitary extensions of isometries and
with the description of all the solutions of a general interpolation prob-
lem.

Resumen

Se vincula la realizacion de funciones analiticas como funciones de
respuesta de sistemas lineales con el método de extensiones unitarias de
una isometria y con la descripcidn de todas las soluciones de un problema
general de interpolacién.

AMS subject classification. Primary: 47A57, 47-02;secondary:47A20,
93B28, 30E05.

This is the second part of a rapid introduction to the use of operator
theoretic methods in interpolation and extension problems. Our approach is
based on the method of unitary extensions of isometries. In the first part the
fundamental dilation and lifting theorems were established. Here the relations
of our subject with the theory of linear systems are explored. The basic
notions of that theory are sketched, some realization theorems are proved,
and parametrization formulas for the solutions of interpolation and extension
problems are established by means of operations with systems.
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Index of Part 1: Dilation and Lifting Theorems [A.1]

I. Basic constructions

II. An extension of Sarason’s interpolation theorem

I1I. Applications to classic problems

IV. Unitary dilations of contractions and the Nagy-Foias theorem
V. On Parrott’s extension of the commutant lifting theorem
VI. The Cotlar-Sadosky lifting theorem

VII. On the band extension problem

Index of Part 2: Linear Systems and Generalized Interpolation
VIIL. Linear systems and response functions

IX. Realization of contractive analytic functions

X. Operations with systems and generalized resolvents

XI. The Arov-Grossman formula

XII. Descriptions of all the solutions of a general interpolation problem

XIII. On the moment problem.

The exposition is intended to be brief, elementary and essentially self-
contained. So we keep the notations of the first part and use the results in-
cluded in chapters I to VII without further references. The emphasis is always
on the unifying and geometric features of the method of unitary extensions of
isometries.

VIII LINEAR SYSTEMS
AND RESPONSE FUNCTIONS

Heuristics: extensions of isometries, colligations and systems

Our approach is based in the close connection between unitary extensions of
isdllnetljies'\a,nd linear systems. Let us start by sketching it.

" As before, let V be an isometry acting in a Hilbert space H, with domain
D and range R, both closed subspaces of H, and defect subspaces N and
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M. If (U,F) €U, ie. if (U,F) is a minimal unitary extension of V, setting
X = Fo H and A = Ujpgp , a unitary operator A € L(N @ X, M @ X) is
defined. Note that the minimality condition F' = \/{U"H : n € Z} ensures
that the contraction T := PxA|x is completely non unitary (c.n.u.), which
means that there is no non trivial subspace ¥ of X such that T}y is a unitary
operator in Y. This shows how to obtain every element in U: let X’ be a
Hilbert space such that N@ X’ and M @® X’ have the same dimension as Hilbert
spaces and A’ € L(N & X', M @& X') a unitary operator; set F/ = H @ X',
U'=VapA,F=\{U"H :n€Z}and U = UI’F. Remark that, with obvious
notation, (U, F) ~ (U',F") in U iff 3X € L(X, X'), a unitary operator such
that A'(In & A) = (Imn & M)A

Thus, the problem of extending an isometry leads naturally to the following
notions. A set § = {E;, E2, X; A}, where Ey, Ey, X are Hilbert spaces and A
is a bounded operator from the space X @ E; to the space E; @ X, is called
an operator colligation; 6 is a unitary colligation if A is a unitary operator;
that operator is naturally associated with an operator matrix [Aji];j k=12 ; @
unitary colligation é is said simple if the contraction Ag; = PxA|x is c.n.u.
The colligation §' = {E;, E;, X'; A’} is equivalent to 8 if 3 € £(X X", a
unitary operator such that A'(A@ Ig,) = (Ig, ® V)A.

So to describe the set I of equivalence classes of minimal unitary extensions
of V is equivalent to describe the set of all the (non equivalent) simple unitary
colligations {N, M, X; A} with given N and M.

To study and apply operator colligations it is useful to see them as linear
systems. In the discrete case, that means that the system é = {E;, E;, X; A}
behaves as follows: if in time n € Z the internal state is z(n) € X and the
system receives an input hi(n) € Ey, then it produces an output hz(n) € E,
and the internal state changes to z(n + 1) € X, in such a way that

hz(n) = Aux(n) + Algh](n), .’.L‘(ﬂ, + 1) = Agl.'l:(ﬂ) + Agghl(n); (1)

these are the dynamic equations associated to the system 6.

Basic notions of systems theory

Given the system § = {Fy, E;, X; A}, E; is its input space, E, its output space,
X its internal space and Az; € L£(X) the state propagator. It is assumed that
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X is a “black box”, i.e., that only E; and F, can be observed directly, so the
properties of the system have to be deduced from the relations between inputs
and outputs. - -

If the system is initially at rest, z(0) = 0, a sequence of inputs h; =
{h1(n) : n > 0}'C E; generates a well defined sequence of outputs 7h; = hy =,
{h2(n) : m > 0} C E,; we shall say that hy is the output signal corresponding
to the input signal hy. The linear map 7 is called the input-output or transfer
map. It is associated to a matrix [Tmnlmn>0 » Tmn € L£(E1, E3) such that
ha(m) = Y- {Tmnhi1(n) : n > 0} for every m > 0.

(1) Exercise.

&) Linw =000 > 90 ¢
b) 3{Tj}j20 C L(Ey, E2) such that Tp,p = Ten ;
¢)To= Az and T, = AuAg'l_lAzg for n > 0.

.. ~Property (a) says that causality holds: the output at time m does not
depend on the input at time n > m. Property (b), by showing that [Tmn]
is a Toeplitz matrix, reflects the fact that 4 is a stationary or time-invariant
systemn.

Thus, the relation of the output sequence with the input sequence is given
by a “convolution”: ha(m) = Y {Tm-nhi(n): n > 0},Vm > 0. Consequently,
by a Fourier transform that relation is given by a “multiplication”. In order
to be precise, assume that h; is bounded (as a subset of Ey) and let f; be
its z-transform, i.e., the power series fi(z) = Y {z"hi(n) : n > 0}; thus,
fi : D — E; is an analytic function. Since A is a bounded operator, there
exists a constant ¢ > 1 such that ||T|| < ¢™,¥m > 0. Then it is easy to see
that the z-transform of hg, given by fo(z) = 3 {2"ho(n) : n > 0} , is analytic
in {z € D:|2| < e}, Set U(z) = ¥ {2"T, : n > 0} ; this power series
converges if |z] < ¢ 1so ¥ : {z € D :|z| < ¢7'} — L(E;, E;) is an analytic
operator-valued function. Clearly:

fo(2) = ¥(2) f1(z) and ¥(2) = A1z + 2A1 (] — zA21) " Aga. (2)

The function ¥ = ¥; is called the response function of the system 4, and
also the characteristic function of the colligation 8. It is the main tool for the
study of systems.
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The realization problem for an analytic operator-valued function S consists
in finding a representation of § as §(z) = D+2C(I —zA)"'B , where A, B,C
and D are bounded operators between adequate spaces. So the realization
problem for S consists in finding a system é such that § = ¥; .

Characterization of the response functions of systems with con-
tractive propagator

If the system § = {E;, Eq, X; A} has a contractive propagator (i.e., ||Az | < 1),
its response function ¥y is analytic in D. The following result characterizes
the analytic functions in the unit disk for which the realization problem can
be solved by means of systems with contractive propagators.

(2) THEOREM An analytic function ¥ : D — L(Ey, E,) with its develop-
ment in power series given by ¥(z) = 3 {z"T, : n > 0} is the response function
of a linear system with contractive propagator iff setting y(n) = Try1,Yn > 0,
the following condition holds:

a) there exist a : Z — L(Fy) and  : Z — L(E;) such that
Z{( = i uidg, + (B — 1)vi,v)E, :0<i,j <n} >

2[S2{0rG + )uir 05)m, 10 < iyj < n}| V> 0,(w,0;) € By x Bs.

We show first that the condition is necessary. If ¥ is the response function
of the system § = {E1,Eq, X;[Ajk)jk=1,2} and ||A21]| < 1, let U € L(G) be
the minimal unitary dilation of Ag; set a(j) = A22A21(3)A22 and ﬁ(j) =
AnAn(g)Au where, as usual, A21(j) = A21 if j > 0and An(j) = A3 if
7 £0. Since () = A11A21A22 for every j > 0, it follows that

21 S {7 + Hui, v H = 20 Ul Agqus, Y U Ay vs)al <

I3 U AgquallG+1 Y U Afy0il1E = S _{(ai=5)ui, i) g, +{B(—5)vi, v5) B, }-

In order to prove the converse assertion assume the following generalization
of Naimark’s dilation theorem.
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(3) THEOREM Let a : Z — L(E1), B: Z — L(Ey) and v : Z — L(Ey, E3)
be such that (2.a) holds. Then there ezist a unitary operator U € L(G) and
T € L(E1,G), X € L(E,,G) such that:

a(j) = r*U*r and B(5) = MU\ V) € Z;4(5) = A*U?r,Vj > 0.

In fact, if ¥(2) = Tp + S{z"t 1y, : n > 0} is such that (2.a) holds, then
¥ is the response function of § = {Ey, E3, X;[Aji)jk=1,2} with Ay = X%,
Ayz = To, A1 = U and Ay = 7, with U, A and 7 given by theorem (3).

We now sketch the proof of the last theorem, which is a generalization of
Naimark’s theorem because, when vy = 0 and o = £, (3) says that any function
of positive type has a unitary dilation.

Set H' = {(u,v)/u:Z — L(E1),v: Z — L(E,) sequences with finite sup-
port contained in the set of positive integers} and define a sesquilinear posi-
tive semideﬁnite form by setting, for any (u,v),(v/,v") € H', {(u,v),(v,v")) =
E{(a(z J)un El e (ﬁ(t J)vh )Ee * (7(i+j)ui)vjf)52 * (1)_7,7(14-])“:)}32 ‘

i,j > 0}. Asin the classic case, let H be a Hilbert space and « a linear map
from H' onto a dense subspace of H such that (rh,7h"Y)y = (h,h’). Set
= {(u,v) € H' : v(0) = 0} and define V' : D' — H' by

V(u,0) = (¢, v"), 4} = wimq, v = vj45

then Vr = nV' defines an isometry acting in H. Let U be a unitary extension
of V to G D H. Identify any w € E; with the function from Z to F, which is
equal to w in 0 and to 0 for any n # 0; define 7 € L(E4,G) by T = 7r(w 0);
analogously, define A € C(EQ,G) by Aw = 7(0,w). Let w,w’ € Ey,z,2' € E,
and 7 > 0; then

(o(Pw, v, = (Vi (w,0),(w,0)) = (Virw,rw') g = (r*Uirw, w')p,;
analogously, (8(§)z,2")g, = (\*U~7 Az,2')g,; also,
(1w, 2)E, = (V7 (0,0),(0,2)) = (VITw,\e)g = (AN Uirw,z)p,.

The result.foﬂows.
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Energy and stable systems

Here we shall consider systems with bounded response functions. The space
H*(E,, E,) is the set of the analytic functions ¥ : D — L(F;, E;) such that
|¥||o := sup{||¥(2)|| : # € D} < oo. The following result was originally
proved by Helton. ik

(4) PROPOSITION Every function in H®(E1, E,) is the response functwn
of a system with contractive propagator.

Sketch of the proof

K ¥(z) = L{z"T; : n 2 0}, set 4(n) = Thy1.Vn > 0, and f(2) =
Y{z"v(n) : n > 0}. Since ["_(¥(re')u,v)e”*dw/2r = r*(Tiu,v),||Tk|]
< || ¥||oos Yk > 0; now, from ¥(2) = To+ 2 f(2) it follows that f € H®(E, E,).
Let @ : Z — L(E;) and § : Z — L(E;) be given by a(0) = ||flleclE;,
a(n) = 0ifn # 0, B(0) = ||flllE, and B(n) = 0if » # 0. In or-
der to prove that (2a) holds set u(w) = T {e™"“u; : 0 < j < n} and

(@) = S{e™ 05 : 0 < k < n}. Then 2 D{((k + j)us, 1), : 0 < k,j < n}
= hmm-2]f (f(reYu(), o)L < [|flloo S7 llu@)? +lv(@)[2]% =
1 lleo Sl Hiogl1? :0 < 5 < n} = (k=1 )k, 135, +{B(k=5)or, 03) 5,
:0 < k,j < n}. The result follows.

(5) COROLLARY An analytic function with development in power series
~round the origin given by ¥(z) = Y {z"T, : n > 0} € L(Ey, E;) is the

“nction of a linear system iff there ezist positive constants ¢ and p
"Yn>0.

For - .7 € (0,p71) and set £(2) = 3 {z"r"T, : n > 0}, so0
£ € H®(Ey,E;) 15 .. response function of a system {E1,E2,X [Biklin=10};
setting An = Bu,Am = B12,A21 — Bg] and Agz = Bgz, it follows that
¥ is the response function of {E;, Eg, X; [Aj]; =12} , etc.

The energy of an input or output signal h is 3 ||a(n)||?>. Call H%(E) the
space of analytic functions f : D — E such that, if f(z) = > {z"h(n) : n > 0},
then ||f||3 = {||~(n)||* : n > 0} < co. Thus, the signal h has finite energy
iff its z-transform f belongs to H%(E). Since ||f(2)l|* = £{2"2™(h(n), h(m))
:n,m > 0}, then [T, ]|f(1'e""||2dw/21r = Y {r**||kn)|? : n > 0} and ||f]2 =
lim, - [, || f(rei)|dio /21

A system § is called stable (or bounded) if for any input of finite energy
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the corresponding output is also of finite energy. If ¥ = ¥ and My is the
operator of multiplication by ¥, given by My f(z) = ¥(2)f(z), é is stable iff
My f € H*(E;) for every f € H*(E;). That is the case when ¥ € H*®(Ey, E3)
because [[Ma fl| < [[¥]loll 2

-(6) Exercise Let ¥ : D — L(Ej, E;) be such that My[H?*(E;)] C H*(E,).
Show as follows that ¥ € H*°(E;, E3) and that || My|| = ||¥|[eo:
a) My is a closed operator;
b) 3¢, a positive constant such that || My fl|2 < || fll2, Vf € H*(E1);
c)if By = Ey = C, [T_||¥(e*[2f(e)dw/2m < c* [T f(e'¥)dw/2r for every
integrable f > 0, so [|¥||e < ¢;
d) if v € Ey and u € F; are vectors of norm one and w(z) = (¥(2)v,u),
ot & 2078 57 MR Reition '

Summing up, for every ¥ € H*(E,, E;) there exists a stable system §

such that ¥ = ¥; and a system § is stable iff U5 € H°(Ey, Eq).

IX REALIZATION OF CONTRACTIVE ANA-
_"LYTIC FUNCTIONS

A system is called passive if the energy of any input is not smaller that the
energy of the corresponding output; it is called lossless if those energies are
equal.’ Thus, & is passive iff My is a contraction, and it is lossless iff My is
an isometry. Any unitary colligation § is a passive system: in fact, from the
dynamic equations (VIIL.1) it follows that inputs, internal states and outputs
are such that

Ih2(m)II* + llz(n + DI* = [l2(m)I* + ks ()}, Y5 > 0. (3)

Setting z(0) = 0, it follows that ||My|| < 1. Thus, the characteristic
function of a unitary colligation belongs to the set

B(Ey,Eq) :={¥ € H*(E,, E;) : ||¥] £ 1}

of contractive analytic functions. In this chapter we éhall; give a proof of the
converse assertion, originally stated in [B-S] and essentially contained in [N-F]:
if ¥ € B(E4, E;) there exists a simple unitary colligation é such that ¥ = ¥y,
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That colligation is essentially determined by its characteristic function. In
order to prove this, a system theory interpretation of the property of being
simple will be given next.

Controllability, observability and simple unitary colligations

A vector z in the state space of a system 6 = {Ey, Eq, X; A} is called control-
lable (or reachable) if there exists a finite sequence of inputs h1(0),...,h1(n)
such that, for z(0) = 0, z = 2(n + 1), i.e,, 2 = {4577 An2h1(j) : 0 < j < n};
z is approximately controllable if for every € > 0 there exist hy(0),...,h1(n)
such that ||jz — S {A5; 7 A22h1(j) : 0 < j € n}|| < € . The subspace of the ap-
proximately controllable states is X, = V{A}; A22F; : n > 0} and the system
is said approximately controllable if X = X..

Outputs are given by hy(0) = A112(0) + A12h1(0) and, for n > 0, hy(n) =
AHAE‘I.'B(O) + Z{A]_IA;;J_IAQgh](j) : 0 S J 5 n'= 1} + Alzhl(’n) . Thus,
initial states can be distinguished by observing the outputs of the system iff
A11A%z = 0 for every n > Qimplies 2 = 0. Now, N{KerA11 A} : n > 0}isthe
orthogonal complement of the so called subspace of the approximately observ-
able states X,, = V{A37 A}, E; : n > 0}; consequently, the above mentioned
property holds iff the system is approximately observable, i.e., X = X.

Let 6* = {E,, Ey,X;A*} be the dual system; then, the subspace of the
approximately controllable states of § is the subspace of the approximately
observable states of 6* and conversely.

(1) PROPOSITION Let 6§ = {E, E3, X; A} be a unitary colligation. There
exists a simple unitary colligation §' = {Ey, Ey, X'; A"} such that § and §' have
the same response function; 6 is simple iff X = X.V X,p.

Sketch of the proof

Set L=X6(X.VXy) Ifze L C X E,,it can be shown by induction
that A"z = A%;z,Vn > 0. This and the dual remark show that L is contained
inL':={z € X: A"z = A} 2,A*"z = Aj}z,Vn > 0}. Conversely, if z € L/,
from AA}z = A5z it follows that Ay A%z = 0, so z is orthogonal to X
by duality, it is also orthogonal to X,. Summing up: L = L’.

Iz € L, ||Aziz|| = ||z|| and, since Ag; is a contraction, A3, Ayz = z. It
follows that AL C L' = L. By duality, A*L C L. Thus, AL = L.
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Consequently, if é is simple, L = {0}. Let L” be a closed subspace of X
such that Agyz» is a unitary operator in L”; then L” C L' , so if L = {0}, &
is simple.

If 6 is not simple, set: X' = X © L, A" = Ajxigg,, §' = {E1,E3, X' A'};
then &' is simple and ¥ = ¥y

(2) PROPOSITION Two simple unitary colligations are equivalent iff they
have the same response function.

Sketch of the proof

If the colligations 6) = {Ey, E;, XU); AU} j = 1,2, are equivalen!
there exists a unitary operator A € L£(X(1), X®) such that A\ @ Iy;,)
=g ® )\)A(I). It follows that W) = Wy2). Conversely, assume the last and
also that §(1) and 6(?) are simple unitary colligations. With obvious notation,
for j=1,2 the space X9 is the closed span of vectors [z;(n+1)+ zi(m+1)).

with zj(n +1) = S{AG T ADR (k) : 0 < K < n) and a¥(m + 1) =

Z{Ag’l)‘ AW hy(s) : 0 < s < m}. Given any input, the correspond-
ing outputs m 6 and 6 are the same; from formula (1) it follows that
|lz3(n+1)|| = |lz2(n+1)||; by duality, ||z5(m +1)|| = ||z3(m+ 1)||. Again from
sy = Yo it follows that (z1(n + 1),z](m + 1)) = (22(n + 1),23(m + 1)).
Setting Alz1(n + 1) + zi(m + 1)] = [z2(n + 1) + 25(m + 1)] the result follows.

Representation of contractions and realization theorems.

We start by reviewing the representation of contractions (II.2) which was the
main tool for the proof of the abstract interpolation theorem (IL.1).

(3) LEMMA Let A € L(By, B;) be a contraction between Hilbert spaces.
There ezist a Hilbert space F and isometries v; € L(B;, F),j = 1,2, whi¢h are
essentially unique, such that F = (r1B1)V (r9B2) and A = r5ry. Moreover, if
U; € L(Bj) is a unilary operator, j = 1,2, and Uz A = U A, there ezists an
essentially unique unitary operator W € L(F') such that Wr; = r;U;,5 = 1,2.

Sketch of the proof (see 11.2)

Let F be the Hilbert space generated by the linear space B; x B; and the
sesquilinear positive semidefinite form ((b1, b2), (b1,65)) = (b1,b]) +{Ab1, %) g,
+(b2, Ab})B, +(b2,b,)p, ; define ry,72 by by — (b1,0) and b, — (0,b2) ,
respectively; set Wr;b = r;U;b , etc.
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If E is a Hilbert space, £2(E) is the space of sequences h : Z — E such
that ||&]|> = Z{||A(»)||4"n € Z} < co. The translation 7 in 2(E) is given
by (th)(n) = h(n — 1). We may say that a function f € L?(E) if there exists
h € (}(E) such that f(re) = S {rl*le“h(n) :n € Z},0 < r < 1;in that
case we write b = f; the norm of f in L?(E) is given by ||f[l; = ||f][2
trigonometric polynomial is any f € L?(E) such that f has finite support
The shift § € L[L*(E)] is given by Sf = gif § = 7f. In an obvious sense,
E C L*E); clearly, L*(E) = @{S™E : n € Z}. For every ¥ € H®(Ey, E,)
the multiplication My € [L%(E1), L*( E,)] intertwines the corresponding shifts:
S2My = MySy; also, || Myl = [|¥]le and My[H*(E,)} C [H?(E,)].

A closed subspace E of a Hilbert space F is called wandering for the
isometric operator W € L(F') if W"E is orthogonal to E for every n > 0.

(4) PROPOSITION ¥ € B(Ey, E;) iff there exist a Hilbert space F, a
unitary operator W € L(F) and isometries 7; € L(F;,F),j = 1,2, such that:
(r;E;) is a wandering subspace for W,j = 1,2; W*m E; is orthogonal to
WmreEs ifn <m; F=Vv{@W'nrE;:n€Z]:j=1,2}, and

(#) U(z) = m3(I - z2W)"'m,Vz €D .

For any such W, 7y and my are unigque up to unitary isomorphisms.

Proof

Assume that ¥ € B(F,, E;). Since My is a contraction, there exist a uni-
tary operator W € L(F) and isometries r; € L[L*(E;), F] such that W*r; =
TJSJ 7 =12, My = T;rl and F = V{TJLZ(Ej) :j = 172}‘ Set Wy 7 3B
then F = V{®[W"r;E; :n € Z]:j=1 2} Let ¥(z) = S {z*T} : k > 0},
with T} € E(E],Eg), then Ti = P@SQ M‘ngl, Yk > 0. Since E[' is an-
alytic Pg, 55 Jlffq;w_;:1 =0, Vk < 0. Now, Pg,5; Mq;zEl = P328'2 T3T1iE,
= Pg,r3Wkriig, = W;Wkﬂl. Thus, ¥(z) = S {zFr3W*r;, : k > 0}, so (#)
holds, and W¥r, E, is orthogonal to m9E, for every k < 0. If W' € L(F"), 7}
and 7} are as W, m; and 73, then a unitary operator u € L(F,F’) such that
pW = W'u and pr; = 73, j = 1,2, is defined by p(Whrv) = Wkar;v.

Conversely, let ¥ be given by (#) with W, m; and 5 as in the above state-
ment. If f; = E{Sff(k) : k > 0} € H*(E;) is any trigonometric polynomial,
then

(Ma fi, fo) = ( S Sp+kn W":rlfl(m) 3 S fa(t))

m,k>0 >0
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— Z (Wkﬂlfl(m),w2f“2(m+k));

m,k>0
thus, ) 3
2 My fr, f2)l =2 D> (W ™mifa(m), W nyfa(n))]

m,n>0

S WmAm)IP + 113 W e o)l = (AN + (1501,

so ||My|| < 1. The result follows.

Remark that the above proposition gives directly another proof of (VIIL6).

A pure contractive function is any ¥ € B(FE;, E;) such that ||¥(0)]] < [|v]|
for every non zero v € Fj.

(5) THEOREM Every ¥ € B(E,,E;) is the characteristic function of
a simple unitary colligation. Let F, W, ¥, m; and m be as in (5). Set
E = {@[WmnE; : m > 1]}@{@[W"mE, :n>0]}, X = FOE, and
let A = [Ajk]j.k—_-l,z € L(X @ Eq,E, @ X) be given by Ay = ?t“;lX,Alg =
m3m1, Ann = PxWx, Az = PxWmy. Then § := {E1,Ey,X; A} is a simple
unitary colligation and ¥ = V5. Moreover, W is a unitary dilation of Ay; and
it is minimal iff ¥ is a pure contractive function.

Proof

From W[X & (m1E1)] = X & (WnzE») it follows that the operator 4 =
("W r,E,) © Ix]W[Ix © m] is a unitary operator from (X @ Ei) onto
(Ey @ X). Since F = V{W"E : n € Z}, Az1 € L(X) is a completely non
unitary contraction.

Thus, é is a simple unitary colligation. Also, PEWX C WmryF2, so
W" PEW X is orthogonal to X for every n > 0, and Px W™t x = (Px W x )"t}
consequently, W is a unitary dilation of A2;. The following equalities hold:

Fov{iW"X ine€Z}=n{W"E :n€ Z}

= {f e F: Wn'f € E,Vn € Z} = @{W“[(THE;[) n ('ﬂ'gEz)] n € Z},

thus, W is a minimal dilation of Ay iff 7 £y N mE,; = {0}, ie., iff ||v|| >
[fr3miv]| = ||¥(0)v|| for every non zero v € E;. Now,

Arz + 2An(I - zAn) Ay = mymy + 2wy Y {2"A% in > 0}Px W
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= Ty + 273 Z{Z"PXW“ :n > 0} PxWmy
= mymy + 75 E{Z“THP W™l :n > 0}n.

Since PeW™*'r By C @[W™maEp :m > 1] it follows that = PEW“H'ﬂ-i =
0. Consequently, e :

Aja + 2An (I — 2An ) Aoy = Tmy 4 73 z:{z’"“"llfi*’“"’1 in 2> 0}rp = ¥(2).

The proof is over.

Unitary extensions of an isometry and contractlve analytlc func-
tions

We started this part of our exposition by showing that to describe the set
U = Uy of equivalence classes of minimal unitary extensions of an isometry
V', with defect subspaces N and M, is equivalent to describe the set of all the
(non equivalent) simple unitary colligations {N, M, X; A} with given N and
M. Thus, the above results show that we may write: Uy — B(N, M). More
precisely:

(6) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with
domain D, range R and defect subspaces N and M. A bijection between the
set Uy of equivalence classes of minimal unitary eztensions of V' and the set
B(N,M) of contractive analytic functions can be defined as follows.

i) Given (U,F) € Uy set X = FO H and let ¥ = ¥(U,F) € B(N,M) be the
characteristic function of the simple unitary colligation {N,M,X;U|xgn},
i.e.,

¥(2) = PyUn + 2PyUjx(1 - ZPXUIX)_IPXUIN-

i1) Given ¥ € B(N,M) let the unitary operator W € L(G) and the isome-
tries v € L[L*(N),G), u € L[L*(M),G) be such that My = v*u, W*v =
vS, W*u = uS, where S is the shift in the corresponding space, and G =
v[LX(N)] V u[L}(M)]. Set E = {®[W™"vN :n > 0]} D{@[W™uM : m >
1]}, X = GO E, and let A € L(X & N,M & X) be given by A(v,z) =
[u*(vv+z), PxW(vv+z),VveENandz € X. f F=H®X andU = V@A,
then (U, F) € Uy and ¥(U,F) =¥
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(7) Exercise With notation as in theorem (7), ¥ = 0 corresponds to
the minimal unitary dilation of VPp. Set F = H & H and U(hy,h2) =
(VPphy+ PMhy, Pxhy+ V=1 Pghy); then (U, F) € Uy corresponds to ¥(z) =
2Ppy(I - zV'lPR)I—},}. The extension (U, F) is such that F' = H iff the asso-
ciated function ¥ is constantly equal to a unitary operator ¥(0) € L(N, M),
and then U = V Pp + ¥(0); in this case it is said that (U, F) is a canonic ex-
tension of V; when dim N = dim M = 1, there is a natural bijection between
the set of canonic extensions of V and T.

X OPERATIONS WITH SYSTEMS AND GEN-
ERALIZED RESOLVENTS

In Part 1 (41 it was shown that there exists a bijection between the set
of all the solutions of a generalized interpolation problem and the set Uy
where the isometry V is defined by the data of the problem. Since Uy «—
B(N, M), such set of solutions can be “parametrized” by contractive analytic
functions. Explicit parametrization formulas can be obtained by means of the
generalized resolventes of an isometry. Proofs can be established by relating
the functions under consideration with response functions of linear systems
and taking advantage of the natural operations with systems. Those are the
subjects of this chapter.

Operations with colligations

The (direct) sum of the colligations §; = {N;, M;,X;;4;}, j = 1,2, is the
colligation &; @ &2 := {N; & N, M1 & M2, X; & X;; A; & Az}. It corresponds
to the connection “side by side“ of the systems 6; and 43, so the inputs of
01 @ é2 are the direct sum of the inputs of §; and the inputs of §;. The
product of the same colligations, when M; = N, is the colligation 8268, :=
{N1, My, X3 @ X1;(A2 @ Ix, )(Ix, ® A1)}. It corresponds to the connections
“one after the other one” of the systems, in such a way that the inputs of §;
are the outputs of ;.
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(1)Exercise
a) The characteristic function of the sum of two colligations is the sum of their
characteristic functions: ¥s,qs,(2) = ¥s,(2)Pn, +¥4,(2)Pn,.
b) The characteristic function of the product of two colligations is the product
of their characteristic functions: ¥s,s (2) = ¥s,(2)¥s (2). For example, the
colligation n = {M, M, M;I} is such that ¥,(2) = 2Ip, so for any colligation
§ it holds that ¥,s(2) = 2¥(2).

Generalized resolvents

The generalized resolvent of an isometry V acting in H that corresponds to
(U, F) € Uy is the function fy : D — L(H) given by fu(z) = Pu(I - 2U)y.

(2)Exercise (U,F) ~ (U', F') in Uy iff fu = fur. :

A connection between generalized resolvents and characteristic functmns
is given by the following

(3) PROPOSITION Let U € L(F') be a unitary operator, H a closed
subspace of F' and S the characteristic function of the unitary colligation
{H,H,F o H;U}. Then, for every z€ D, Py(I - zU)l}} =[I - 28(z)]"".

In order to prove (3) we note that

(4) Remark Let the vector space E = G1 @ G be the direct sum of the
subspaces G and G, P; and P, the associated projections, T a linear operator
in E. Then T™ = Yoc;cm(PTY P 'T™ 7, ¥m > 1.

In fact, by induction, assume that the formula holds for m; then

T™+ = pT™ + B,TPT™ + TP, Y (PTY PPIT™)
0<j<m

= HTPHL BTRT™+ (FIF Y (BTREPYRrm-i-, e,
0<k<m—1

NOW in (3), tH = FGH S(Z) PHU|H+2PHU}H'[I“zP}{UIH']_IPH'UIH
= Py Y {z"(UPy)" : n 2 0}Uiy, so, by (4),

S(2)Pu(I - 2U)yt = PpU ) _{z"*(PRU)"PyU’ :n,j > 0}ig
= PgU ) {e"U™ :m > 0}ig = PU(I - zU)},
and (3) follows.
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Chumakin’s formula

An explicit relation between contractive analytic functions and generalized
resolvents is given by the following formula due to Chumakin [ea],

(5) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with
domain D, range R and defect subspaces N and M. A bijection between the
set of generalized resolvents of V and B(N, M) is given by

Py(I - 2U)py = {In — 2[VPp + ¥(2)Pn]} ™", ¥ € B(N, M).

Proof
- With notation as in (IX.6), if ¥ = ¥(U,F) € B(N,M), V¥ is the charac-
teristic function of a colligation {N,M,X; A} such that F= H@® X and U =
V'@ A. Thus, V Pp + ¥(.)Py is the characteristic function of {D, R, {0};V} &
{N,M,X;A}={H,H,F 6 H;U}. From (3) the result follows.

XI THE AROV-GROSSMAN FORMULA

If V is an isometry acting in H, with domain D, range R, and defect subspaces
N and M, a unitary extension B € L(H & M,N @ H) of V is given by
B(h,m) = (Pnvh,m + VPph),Yh € Hom € M. If L is a closed subspace of
Hand L+ = Ho L, set VL) = (L @ M,N @ L,L*; B} and let S("'I) =
[Siklik=1,2 € B(L ® M,N @ L) be the characteristic function of the unitary
colligation 6(V:L}, Thus:
Su(z) = Py(I - 2P VPp)!, S12(2) = 2Pn(I = 2P VPp) ' Ppapy,
Szl(z) = PLVPp(l - ZPL.LVPD)lzl, S22(2) = Pr(l - ZVPDPLJ.)J‘-I[M.
Note that if U € L(F) is a unitary operator, then §("'0) = {L, L, F& L;U}
and SUE)(2) = PLU(I — 2PraLU) 1.
(1)Exercise
) S1a(z) = 2Py Pri(l =2V Pp Pl M-
b)If ¥ € B(N,M) and ¥(0)=0 then 19(2)]] < ||z[| Vz € D
¢) [IS12(2)]| < |2|,Vz € D.
The following formula was stated in [A- G]

44



(2) THEOREM Let V be an isometry acting in a Hilbert space H with
domain D, range R, and defect subspaces N and M. If L is a closed subspace
of H and (U, F) € Uy corresponds to ¥ € B(N,M) in the bijection gzven by
theorem (IX.6) then:

SOB(z) = Sa1(2) + Saa(2)W(2)[I — S12(2)¥(2)] 7 S11(2), ¥z € D.

A proof of the Arov-Grossman formula can be given by operating with
colligations. The idea is to build a colligation such that its characteristic
function is obtained by means of [§;];x=12 and V.

With notations as in (2), ¥ is the characteristic function of §={N,M ,X;A},
with X = FOH and A = Ujpgp- Let the colligation §' = {LON, LM, X; A’}
be the direct sum of {L,L,{0};I} and é§. fa = {L®& NN L, L+ ¢ X; 7}
is the product of §’ and 6(V'L), and ¥ = [Z,i];%k=1,2 the characteristic function
of a, it follows that 211 = S]], 212 = 512‘1', 221 = 521, 222 = 522‘1’. In order
to relate the characteristic function of o with the one of 6(U'L), we use the
following.

(3) PROPOSITION Let a = {Y1® K, K®Y,,Y; 7} be a unitary colligation
with characteristic function ¥ = [Z;x];k=1,2 and such that Pxrx = 0. Define
w € ﬁ(Y ) Y:layfz @ Y) by w(y’yl) = PYzGBYT[nyIsPKT(ya ylao)]sv(y:yl) =
Y ®Y1. Then: i) [I - L12(2)] is invertible in L(K),Vz € D; ii) w is unitary;
iii) the characteristic function o of {Y1,Y2,Y;w} is given by

0(z) = B21(2) + Ba2(2)[I — £12(2)] " Z11(2), Yz € D.

Assuming (3), we can complete the proof of (2). Set Y1 =Y, =L, K =N
and Y = L1 @ X. Note that A' € L(X @ LS N,L S M & X) is given
by A'(z,y,v) = [y,A(z,v)],V(z,y,v) € X @ L @ N, and that 7
(B @ Ix)(I . ® A’) can be considered as an operator from F @& N
Xol*e9leXtoNeL*®LedX = N@F;for f e Fand v €
set z = Pyf,y= Prf and y = Ppu f; then 7(f,v) = (B & Ix)[y', A'(z,y,v)]

(B ® I)l¢,4,A@v)] = (BlY + 4,PuU(z + )], PxU(z + v)) =
(Pw(y'+), PuU(a+0)+V Po(y'+)+PxU(a-+0))=(P £, Ul( Px+Pp) f+)).
Thus, Py7(0,v) = 0 and w(f) = Ppr(f,Pn7(f,0)] = Per(f,Pnf) = Uf.

=2

43



Consequently, {Y1,Y2,Y;w} = {L,L,L* ¢ X;U},s0o 0 = SW.L) and (2) fol-
lows: from (3). ‘

We now turn to the proof of the last. Since X12(0) = Pxmx = 0,
IZ12(2)|| £ |2],¥z € D, so (3.i) holds. '

Clearly, Y @Yy D 71K and Y @ Y, D 7K since w(r~ k) = 7k,Vk € K,
w(y, ;) = 7(3,31,0),¥(y, ;) € [(YOY1)or K], and 7Y @ V1) O 77 K] =
YeYioK)o(Kerk)=(YohoK)o(Kerk)=(YoY)ork,
(8.ii) holds.

Let {y2(n) : n > 0} be the outputs of {¥7,Y,Y;w} when the initial state
is y(0) = 0 and the inputs {y:1(n) : » > 0} are such that yy(n) = 0 if n > 0;
then f(2) i= S{z"a(n) : n > 0} = a(2)ya(0). Set k(0) = Pirly(0),41(0),0];
yn+1) = Prrly(n),yu(n),k(m), K(n + 1) = Pxrly(n + 1),33(n + 1),0];
then 7[y(n), y1(n), k(n)] = {k(n),w[y(n), y1(n)]} = [k(n), y2(n), y(n + 1)), i.e.,
with initial state y(0) = 0, @ answers to inputs {y1{n), k(n)} with outputs
{k(n),y2(n)}. Consequently, g(z) := > _{z"k(n) : n > 0} is such that

Z11(2)51(0) + Z12(2)g9(2) = 9(2), Bar(2)(0) + T22(2)g(2) = f(2).

The result follows.

(4) Remark

The Arov-Grossman formula gives a correspondence from B(N, M) onto
{SW:D) : (U, F) € Uy}. Tt is a bijection when the function fyz : D — L(H)
given by fy r(z) = Pr(I - zU)[}Jl determines (U, F') as an element of Uy and,
in particular, when DV L =RV L=H.

In fact, let (U, F),(U’, F') € Uy be such that S = SUL): from (X.3)
it follows that PLUl’i‘ = PLU'g‘ holds for every m > 0. H{ DVL = RV L
= H, PHUI’}} is determined by PHUI'B, PRUfE and PLU&"; from PHU’J"B =
(PHUl'?I'l)V and PRUﬁc} = VPDPHUl’}}_I, for m > 0, it follows inductively
that PgUlG = PaUj,Ym 2 0,0 (U, F) = (U, F).
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X*T DESCRIPTION OF ALL THE SOLUTIONS
OF A GENERAL INTERPOLATION PROB-
LEM

The theorem to be stated in this chapter solves several interpolation problems
for vector valued functions.

Given the aim of this exposition, we want to extend the definition of mul-
tiplication operators without stopping to consider measure theoretic issues. In
this connection, we may say that w € L®(Ey, Ey) if w : D — L(Ey, E;) is
given by w(re't) = Y {rl"le*ti(n) : n € Z} and ||w||oo = sup{|jw(re?)|| : 0 <
r < 1} < 00, We shall define the multiplication by w by means of convolutions
and Fourier transforms.

For any finitely supported g € £2(E;) let the convolution Cyg : Z — E3 be
defined by (Cuyg)(n) = ; w(n — 7)g(4)- Set g(re') = 1=; rlileritg(5). Now,

Zn‘,_: =il (n — 5)g(i)II* = z,rf I35 re mtw(n)Zr'ffe'ﬁgu )Pt

= L [ et e < ol

consequently, 5, [(Cug) )| < llwliZlgll, s0 Cu € LLA(Er), LX(Ey)] and
1Cul < ol

Extending the definition of the shift, let M,, € L[L*(E,), L*(E2)] be giv-
en by (Myf)* = Cuf. Thus, (Myf)(re") = ¥, rivle™ 3, w(n — 5)f(5);
note that, when w € H*(E;, E;) and f € H%(E,), or when f is constant,
(Myf)(re) = w(re't)f(ret). If 7; is the translation in ¢*(E;) and S; the
shift in L2(E;), since Cym = 75Cy, MyS1 = S3M,. The converse holds:
operators intertwining the shifts are multiplications, and in this way functions
that solve interpolation problems may be obtained.

Assume that W € L[L*(E1), L*( Ey)] is such that WS§; = S;W. Set @(n) =
Pg;S;"Wig,,n € Z, and define the function w by w(re®) = 3, rirlentep(n).
Then w(re*)u = (Wu)(re'),Yu € Ei, so, if w is bounded, W = M,,. For
v € E, the scalar function g given by g(re*) = (w(re'*)u,v) is in L? because
Son lli(n)ul|? = ||Wul|?2. Consequently, for any trigonometric polynomial p
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and q,

s - s | e

= lim
it

™ (Wpure) aol(re))at] < 2 Wl Jullla Yol

it follows that, for every continuous scalar function h, l(l 2e) [ g(e“)h(e")dt‘
< IWlliulliollbll, so llglleo < [WIllullivl and w € Z%(By, By in fact,
lwlleo < ||W]|. Thus, W = M,; since ||My,|| = ||Cuw|| £ ||w||cs, it follows that
|lwlleo = || Muw|| for every w € L®( E4, E3).

Now we may state the basic result of this section.

(1) THEOREM For j = 1,2 let E; be a Hilbert space, §; the shift in
L*(E;) and B; a closed subspace of E; such that E; C By C S7'B; and
S7'E; C By C 53B;. Let A € L(Ey, Ey) be such that ASyg, = Pp,S2A. Set

Fa={w € L= (Ey, Ez) : Pg, My B, = 4, |||l = ||4ll}.

Then F4 is non empty.

When By = H*(E,) and B, = H%(E;) := L%(E;) © H*(E;), the above
is Page’s extension of Nehari’s theorem (I.7). When E; = E; = E, By =
H*(E) and B, = H*(E) ® K, with K a closed subspace of H%(E) such that
S[H*(E)6 K] c H*(E)6 K , we have Sarason’s general interpolation theorem
(1.5). For convenient choices of the data, F4 is the set of all the solutions of the
Nevanlinna-Pick problem (III.1) or of the Caratheodory-Fejer problem (III.2).
A parametrization of F4 stems from the proof of theorem (1) we now sketch
(See I1.1).

We may assume that||Af| = 1.By(IX.3) there exist a Hilbert space H and two
isometries u; € £(B;, H),j=1,2, such that A=uju; and H =(uyB1) V (uyB3);
an isometry V acting in H with domain D = (u151 B;)V(u2B>) is defined, with
obvious notation, by V(u3 Sy + u2b2) = u1by + ugsz"lbg. If (U, F) € Uy, for
J = 1,2 an isometric extension r; € L[L?(E;), F] of u; such that r;S; = U*r;
is defined by setting r;(STb) = U™"u;b for every n € Z and b € B;. Since
Saryr1 = r371151, there exists w € L®(Ey, E;) such that My, = rjr; set w =
w(U, F). Now, Pg, M,ip, = (r2iB,)*(11iB,) = A, and 1 > ||w|l > ||4]| = 1.
Thus, F4 is non void.
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The definition of ; shows that, if (U, F) = (U’, F') in Uy, then with obvi-
ous notation r3r; = r;"‘ ri. Conversely, assume the last; since F =
V{UnH in e Z} = V{TJS_;"BJ j = 1,2,n & Z} = T][Lz(El)] V TQ[Lz(Eg)], it
follows that (U, F) ~ (U’, F’). Moreover, let w € F4; (IX.3) shows that there
exist a unitary operator U € L(F) and isometries r; € C[L*(E;),F], j = 1,2,
such that My, = riry , F = r[L%(Ey)] V r2[L?(E)] and r;S; = U*ry; since
Pg,M,ip, = (r2iB,)"(r1iB,) = A, we may assume that rjip, = u;; then it is
clear that (U, F') € Uy. Summing up: a bijection from Uy onto Fy4 is defined
by (U, F) — w(U, F).

If w € L®(Ey, Ey) is such that w(re’t) = Y {rl*e™*p(n) : n € Z} then
w(n) = Pg,S; " M,ig,. Assume w = w(U,F) € Fu;if n <0,

W(n) = P, 52 MuS; ™ Yip, = Pp,8aPs; Muin, 57~ Yig, = Pr, 5248, Vig,,
so Y {z"™b(n) : n < 0} = 2Pg, S2A(J — 251) " Yig,; also,
w(n)= Pg,S;"fotiip, = PEQSZH;PHU"+1iHu1iE].

Let the isometries m; and my be defined by m = wig, and 7 =
uS3ip,. Then Fq = {w € L®(E1, Ep) : w(z) = 2Pg,S2A(J — 251) tig,
+ 3 PpU(I — zU)'liHm,(U,F) €Uyv}.

Thus, considering Chumakin’s formula (X.5), we obtain:

(2) THEOREM In the same hypothesis of theorem (1) assume ||A|l = 1.
Set

w-(2) = ZPg,S,A(J — z5) tig,.

There ezist an isometry V acting in a Hilbert space H, with domain D and
defect subspaces N and M, and two isometries n; € L(E;, H),j = 1,2, such
that: i : Cd
a) A bijection from Uy onto F4 is defined by associating to each (U, F) € Uy
the function w € F4 given by

w(z) = w_(2) + 75 PpU(I - 2U) " Yigm.

b) A bijection from B(N,M) onto onto F, is defined by associating to each
¥ € B(N, M) the function w € F4 given by

w(z) = w_(2) + 73[V Pp + ¥(2)Py){Ix — [V Pp + ¥(2)Py] ' m;.
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Another description of 4 stems from the Arov-Grossman formula. Keep-
ing the above notation, set L = (71 Ey) V (72E3); given (U, F) € Uy let §
be the characteristic function of the colligation {L,L,F © L;U}. By (X.3),
a3 PyU(I - zU) Yigmy = a3 PLU(I - 2U)"Yigm = n55(2)[I - 25(z)]m1. Then
(XI.2) shows that:

(3) THEOREM In the same hypothesis and with the same notation of
theorem (2), set L = (m Ey) V (m2Eq), Lt = HO L,

Su(z) = PN(I - ZPLJ.VPD)!}},SH(Z) = ZPN(I— ZPLJ.VPD)-]‘PLJ.1M,

Sn(z) = PLVPp(I - zPLV Pp);!, S22(2) = Po(I — 2V PpPriy e

A bijection from B(N, M) onto onto F4 is given by associaling to each
U € B(N,M) the function w € F4 defined by

w(z) = w_(2) + 138(2)[Iz - 28(2)]'my,
§(z) = S21(2) + Sna(2)¥(2)I — S12(2)¥(2)]7* S1a(2)-

XIII ON THE MOMENT PROBLEM

In order to summarize and apply previous results, in this chapter we shall
describe the set of all the solutions of the trigonometric moment problem.

We start by recalling some facts that were established in chapter I. The
trigonometric moments of any complex Borel measure in T, a € M(T), are
the numbers &(n) = (27)7! [T_e ™'da(t),n € Z. Let a be a fixed positive
integer and k : {n € Z : |n| < a} — C a given function of positive type.
A solution of the trigonometric moment problem with data k is any positive
a € M(T) such that &(n) = k(n) if |n| < a. Theset L := {K = d:a €
M(T),a > 0,a(n) = k(n) if |n| < a} of all the extensions of positive type of
k to Z can be obtained as follows.

Set H' = {h: Z — C,supp h C [0,a]} and

(hisha) = 3 k(n = m)hy(n)hg(m), Yhi, hy € H'.
n,m>0
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There exist a Hilbert space H and a linear operator 7 : H' — H such that
(h1,hq) = (mhy1,7he)y and 7H' is dense in H. Let 7 : H' — H' be given by
(rh)(n) = h(n — 1) and set D' = {h € H' : h(a) = 0}; then Vmp = 77p
defines an isometry acting in H, with domain D, the closure of 7 D’. Set
Oy = w6}, with 8,.(n) = 0if n 7E m and §,,(m) = 1. A bijection from Uy
onto K is obta.med by setting, for each (U, F) € Uy, K(n) = (U™6o,00)F.

(1) Exercise
a) If en(t) = ™ and Sf(z) = 2f(z), for K = & a unitary isomorphism
B : F — L*(a) is given by Bé,, = en, and BU = SB.
b) The following conditions are equivalente: #(K) = oo; dim H = a + 1;
6o € D; the positive Toeplitz matrix [kn mJo<n,m<a = [k(n—m)]is non singular.
¢) k(0) > 0; if k(0) = 0, K = 0 is the only element in K.
d) If (0) # 0 and #(K) = 1, D = H and there exists an integer & such that
0<b<aand {b,01,...,6} is a basis for H.

Each K € K is given by the function g(2) = gk(2) := Y502 " K(n) =
(I = 2U)"16,,6,)F,¥2 € Dj the corresponding measure a is obtained by
means of its Poisson transform,

(Pa)(re') = ) rifle™t [ (n) = 2Reg(re't) — g(0).
neds

We shall describe the set {gx : K € K}. Assume first that there is only
one solution of the moment problem, with notations as in (1.d). There exist
CoyC1,+ -+, Cp belonging to C such that the matrix [’v,_s]oq s<b of V with respect
to‘_{ﬁo,él, 6b}xsg1ven by Urp1r = 1,0<r < b v5=0,0 < s< by 7 # s+1;
Vpp = Cp, 0 < r < b. Since [k(n — m))o<n,m<p is non singular, those numbers
can be obtained as the solutions of } o<, <p cnk(n—7) = k(b+1—-7),0 < j < b.
Now, in this case, g(z) = ((I = 2V)~18,,8,)5 , so we obtain two polynomials,
Po41(2) = det(I — 2V') # 0 for every z € D, of degree b + 1, and ¢, of degree
b, such that g(2) = g5(2)/ps41(2), ¥z € D.

Now assume #(K) = oco. Let N and M be the defect subspaces of V;
by Gram-Schmidt we obtain unit vectors 7 and p that generate N and M,
respectively. Each X € L(N, M) is given by the scalar z such that, Xn =
zu. From Chumakin’s formula (X.5) it follows that the bijection from B =
{h € H® : ||hlloc < 1} to {gx : K € K} is obtained by associating to
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each ¢ € B the function g(2) = ({I — 2[VPp + ¥(2)Pn]}165,60). Now,
[VPp + ¥(2)Pn]6; = §j41 for 0 < j < a. Let &, = an + Focjc, 4505 and
I = Yocj<aBibj- Then [VPp + P(2)Pnlba = ap(2)p + Yocjca dibir1 =
D!’!/)(Z)ﬁoﬁc, . Zl<3<a[a¢(z)ﬂ3 + dJ 1]6

Consequently, the matrix [Urslogr,s<a of [V Pp + ¢(2)Pn] € L(H) with
respect to {d,,01,...,0,} is given by: %, 41, =1,0<r < a;u4,,=0,0< s <
ar# st i, = a'r,b(z)ﬁo;u,.a = a(z)B; + 6,-1,0 < r < a. It follows that

(2) PROPOSITION Let k : {n € Z : |n|] < a} — C be such that
[k(n — m)]o<cn,m<a is @ positive non singular matriz. There ezist four polyno-
mials P;,1 £ i < 4, such that degreeP; =a if1 < j <3, degreePy=a+1,
and that a bijection from B = {¢p € H®(D) : ||[¢||lec < 1} onto the set of all the
extensions of positive type of k to Z is oblained by associating to each ¢ € B
the extension K of k given by

Y. 2" K(n) = [Pi(2) + Pa(2)())/[Ps(2) + Pa(2)¢(2)), 2 € D,

n>0

and K(n) = K(—n)",n < 0.
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OPTIMAL STOPPING FOR A COMPOUND
POISSON PROCESS WITH EXPONENTIAL JUMPS

E. MORDECKI

Universidad de la Repiiblica, Montevideo, Uruguay.

ABSTRACT. In this paper we give the closed form solution of some optimal
stopping problems for processes derived from a compound Poisson process
with exponential jumps: Within the possible applications, the results can be
interpreted as pricing perpetual American Options under pure jump informa-
tion.

0.Introduction.

Let be given on a probability space (§2, 7, P) a Poisson process N = (IV¢)¢>0
with intensity A > 0 and a sequence of independent nonnegative random
variables Y = (Yi)x>1, with identical distribution F.

According to Feller, ([3]), the compound Poisson process X = (X;)¢>0, is
given by

N,
(0.1) Xe=) Y 20
k=1

Let F = (F;)¢>0 denote the filtration generated by X, (that is the minimal
filtration such that X is F-adapted and satisfies the “usual” Dellacherie con-
ditions (see'Jacod and Shiryaev, [4]). T is a stopping time (relative to F) if
7:Q = [0,400] and {r < t} € F; for all ¢ < 0. Denote by M the class of all
stopping times.
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The aim of this paper is to give the closed form solution to the problem
sup, e E(f(S:)), that is, we find a pair (7%, s(z)), such that

0.2 s(z) = sup E(f(S,)) = E(f(S:+)

where 7* is the optimal stopping time and s(z) is the cost function in the
following four cases. The function f is given either by

f(z) = (= - K)*,

or
fz) = (K - 2)*,
with K a real constant, and the process S by
(0.3) S =z 4+ X; — at, z € R,
or
(0.4) S: = zexp{—at + X:}, z > 0.

1. Main Results.

Theorem 1. Let S be given by (0.3), with F(z) = 1 — e™%%, and
0 < A < aw. Denote

A A
1.1 = — = - —

and define
7 = inf{t 208 2 o),

sy ={* - S8,
| (20— K)exp{p(z — 20)}, ifz < 2.

Then the pair (t*,s(x)) is the solution to the problem (0.2) with f(z) =
(z - K)*.
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Theorem 2. Let S be given by (0.3). For arbitrary F denote p =

0 * zdF(z), that can lake the value u = +o0o0. Suppose that 0 < a < p.
Denote by p > 0 the unique root of the equation

400 a
(1.2) / e VdF(y)=1- 1P
0
and
T =K — l/p.
Define

= mf{t > 0: St S .’L‘o},
_{K—l?, ifISmO'r
i (K — o) exp{—p(z — 20)}, ifz > 0.

Then the pair (7,s(z)) is the solution to the problem (0.2), with f(z) =
(K —z)t.

Remark: For X given by (0.1) with exponential jumps, that is when F(z) =
l-e“® wehavep=21andp=2-o0.

Theorem 3. Let S given by (0.4). Assume that F(z) = 1 — e~ with
a>1+4 % Denote

_ a— Ao _ A
(13) S =g TR

Define

=inf{t > 0:8; 2 s},

z— K, if ¢ > 2y,
AlE) = {(:rg—K)( )p, if 0 <z < mp.

Then the pair (1' s(z)) is the solution to the problem (0.2), with f(z) =
(z—K)*.
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Theorem 4. Let S be given by (0.4). For arbitrary F denote p =

0+°° zdF(z), that can take the value p = +00. Suppose that 0 < a < Ap.
Denote by p > 0 the unique root of the equation (1.2), and

P
=K—.
- p+1

Define
™ =inf{t > 0:8; € 5},
K-z, if 0 < z < 29,
oy = { (K — z0) (;”3)—9, if > zp-

Then the pair (7*,s(z)) is the solution to the problem (0.2), with f(z)
(K —2)*.

Remark: For X given by (0.1) with exponential jumps, that is when F(z) =

—ar _ 1 - s
l-e we have y = < and p = £ — ¢, as in Theorem 2.

i

2. Pricing American Options under Poisson-Exponential informa-
tion.

Beside the probabilistic interest we are motivated by the following inter-
pretation: Suppose that S models the evolution of the price of a risky asset in
a financial market. Then, the proposed problems can be seen as the pricing
of a perpetual American Option, as described for instance in Karatzas, [5] or
Shiryev et al., [8].

For S given by (0.3) we are in the linear case, having an analogous of the
Bachelier model, with a compound Poisson process (eventualy compensated)
instead of a Wiener process.

When S is given by (0.4), we have American call and put Options, in an
analogous of the Black and Scholes model (see [8]). Note that in the call case,
we obtain a solution that is not differentiable at the optimal level zo. This is
due to the fact that the process is not stopped at zo, because it jumps above
this critical level, and the “smooth fitting” principle in its classical form, as
described in [7] does not apply.

Other applications, for instance to investment under uncertainity can be
found in Dixit and Pindyck, [1].
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3.Proofs.
We begin with an auxiliary result of independent interest (compare with

[6]).
Lemma 3.1. Let X be a compound Poisson process defined by (0.1). Let
S = (St)t>0 be the solution of the stochastic differential equation

dS: = (aS;— + b)dt + (cS¢- + €)d Xy, 8o = =,

with a,b,c and e real constants. C*, the continuation region, is an open
interval of the real line of the form (zq,+00), (—o00,zq) or (0,z0) for some
2o inR. Let s and g denote Borel real functions, with s continuous for r € R
and differentiable for x # zy.

Denote by L the infinitesimal generator of the Markov process S, that is

+oo
(1) (EHE) =X [o [f(z +coy + ey) — F@)F () + (az +b) f (2)

for f in the domain of L.
Let

™ =inf{t > 0:S; ¢ C*}.
Assume that the following five conditions hold:
(1) (Ls)(z) =0 VzeC™.
(2) (Ls)(z) <0 Vz #xo.
(3) 0 < g(z) < s(z) Vz € R.

(4) s(SreaTat) £ Z P-a.s for all T € M and for allt € RY, with Z an
integrable random variable, that is E|Z| < +o0.

(5) s(Sr) = g(S;+) P-as.

Then the pair (7*,s) is the solution for the optimal stopping problem
s(z) = sup E(g(S-)) = E(g(S+))
TEM
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Proof. For each w € Q we can write
S(Sg) = S(JI) =

/t §'(Ss-)(aSs- + b)ds+ Z As(S,) =
0

0<s<t

fot{s'(ss—)(ass— +0) 44 fo +m[s(&_ +¢Ss-y+ey) - S(Ss_)]dF(y)}ds

+ 3 As(S,) -2 / (LB, L s el p gl o T
0<s<t ' 0

- ft(Ls)(Ss_)ds + M.
0

with M = (M):>0 a local martingale (a compensated sum of jumps, [4]). In
view of (1) we obtain that for any T € M

T ATAL
(3.2) f (Ls)(Ss-)ds =0,
0
and (2) gives
(3.3) fa(Ls)(Ss_)ds <0 forany o€ M.
0

Now in view of (2)

(3.4) M, = 5(S:) - s(z) — /0 (LN )'S —s(}

and as M = (M¢)+>0 is a local martingale (3.4) gives that M is a supermartin-
gale by Fatou’s Lemma, and in consequence

(3.5) E(M,) < E(Mp) =0 forany o € M. ‘
On the other side, by (4) and (3.2)
Me pint, € 8(Sronint,) £ 2
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for a localizing sequence (Tn) for M, that gives by dominated convergence
(3.6) E(Mr<at) = 0.
In conclusion (3.2) and (3.6) give
(3.7) () = E(s(Srn0),
and (3.3), (3.5) and (3) gives
s(z) > E(s(S,)) > E(g(Sa)) for any o€ M.
By (4), (5) and (3.7) we obtain
s(z) = E(s(S++)) = E(9(5:+)),
and the Lemma is proved.

The proof of the Theorems reduces now to the verification of the five con-
ditions in Lemma 3.1. '

Proof of Theorem 1. First observe that

| N |
(3.8) (Lf)(z) = A /0 [f(@ + 1) - F(2))dF(y) - of (2).

We now verify conditions (1) to (5) in Lemma 3.1.

(1) For « < zo, by substitution

+e0
as'(z) + As(z) — X [0 [f(&+y) - f(z)]aexp{-ay}dy =

(30— K) explp(e - 20)}(ap+ A+ =~=)

~ Aaexpa(e - a0)} (@ ~ K)(5 + ) + =) =0
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Because A ; ; 3
o
el o —(EO—K)(;+F&)+33—0
as can be verified by substitution of the values of p and zg in (1.1).
(2) If = > zo we have

A
Ls(m):;—a<0.

(3) s(z) > 0 by definition, and s(z) > = — K can be verified directly if
T > zp, and considering the tangent line to the convex function s(z), at the
point zg for z < g,

A
(zo — K) exp{p(z — z0)} > (20 — K) + a—;(w —zp) >z - K if =< zg.

b
because = 1

(4) Take Z = s(S;+) + zo. $(Sr-aTat) < Z follows from the fact that on
the set {7* < +00} we have S;«a7a: < Sy- and the function s is increasing.
On the set {7* = 400} we have s(S;-a7at) < Zo.

Observe now that

5(S;+) =(8;+ —K)* < sup Si=z+ sup (X;- at)

0<t<{+00 0<t<+ 00
From [2] we know that
Ap
(3.9) P( sup (X;—at)> u) = — exp{—pu}
0<t<+00 a

S0 we can compute

A
E{ su X;—at)) = ———

and (4) is proved.
(5) is direct, concluding the proof of Theorem 1.
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Proof of Theorem 2. As in Theorem 1, we have to verify conditions (1) to (5)
in Lemma 3.1. In this case, as in Theorem 1, L is given by (3.8).

(1) If £ > zg, 8(2) = %exp{—p(m —zp)},

+o0
(Ls)(z) = exp{—p(z+y - $0)}%(/ﬁ exp{—py}dF(y) ~ 1+ %) =0

by (1.2).
(2) If z < 2o denoting t(z) = 5 exp{~p(z — 20)},

+co
(Ls)(z) = A f (5(z +y) - 5())dF(y) +a

+ oo
< 7 ety - ta)aF @) +a=0

(3) s(z) > 0is inmediate and s(z) > K — z follows from the fact, that s(z)
is convex and the function %exp{—p(m — x0)} has tangent y = K — z at the

point z = zo (here applies the smooth pasting principle, because the function
f(z) is decreasing and we have jumps up).

(4) In this case we have s(S,+) < zg.
(5) is also inmediate concluding the proof.

Proof of Theorem 3. Assume first that F is arbitrary.

N
S = zexp{—at + X;} = zexp{-at} H e
- k=1

that can be written as
N,
S;=z&(—at+ Z(ey" -1)),
k=1
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where £ is the stochastic or Doléans-Dade exponential, so St venﬁes the sto-
chastic differential equation

Ny
dS; = Si_d(—at+» e* -1), Sy=g,
and then, it has an infinitesimal generator given by

+o0
(310)  (LA(2)=A jo [f(ze¥) - f(@)]dF(y) - azf'(z)

If F(z) =1— e~*%, we transform this expresion into

+o0
(Lf(z) = A [ [Fe(+9) - f@)]e(l +y)~Vdy — azf (2)

We now verify conditions (1) to (5) in Lemma 3.1.
(1) For z < zg, by substitution

+ 00
azs' (z) + As(z) — /\/ s(z + zy)a(l + y) "t dy =
0

(il?() - K)p(m—a:o')p[a+

) (GIg+ gop)e - G5 +0K) =0

Because
A __( o a

a+ = : 4
p— p—a wa-—1 p—u

as can be verified by substitution of the values of p and zg in (1.3).

(2) If z > zg we have

Ls(z) = =(

a_l—-a)<0.

64



(3) s(z) > 0 by definition, and s(z) > z — K is direct when & > 2. When
z < Tp, it can be verified considering the tangent line to the convex function
s(z), at the point zg, giving

A ;
s(:c)z(:r:o-K)-{—m(m—mo)z(m—K) if 0<z< =,
that gives the result because &T&A—Tj « k.

(4) Take Z = s(Sr+) + zo. $(S;eaTat) < Z follows from the fact that on
the set {r* < 400} we have S;«arat < S;+ and the function s is increasing,.
On the set {r* = 400} we have S;«ara: < Zo.

Now, as in the proof of Theorem 1, taking into account (3.9), and p > 1
we verify E(Z) < +o0.

A1
E{ sup exp(X;-at))= ——— <400
(og<§.m P(X: )) ac p—1
and (4) is proved. :
(5) is direct, concluding the proof of Theorem 3.

Proof of Theorem 4. As in Theorem 1, we have to verify conditions (1) to (5)
in Lemma 3.1.
In this case, as in Theorem 3, L is given by (3.10).

1) If 2 > 2o, s(z) = (K — z0) (&)™

_ T ﬂ -p _. FE-p
L) =2 [ (K -m)(E) ™ = (2)NaF)
= (K - 20) (=) -p[ME(e™) = 1) — ap)

; Lo
by the definition of p.
(2) If z < z¢ denoting t(z) = (K — mg)(mio)_p
4o
(Ls)(z) = A fo (s(ze¥) — s(2))dF(y) + a
<A [+ - t2)iFw) +a=0
0
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(3) s(z) > 0 is inmediate and s(z) > K — z follows from the fact, that
s(z) is convex and the function (K —z)(Z) ™" has tangent y = K — z at the
point z = zo (here applies the smooth pasting principle, because the function
f(z) is decreasing and we have jumps up).

(4) In this case we have s(S;+) < zo.

(5) is also inmediate concluding the proof.
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Kolmogorov-Smirnov type statistics for testing Multivariate
Normality

Adolfo J. Quiroz!
Universidad Simén Bolivar
& Juan C. Trabucco ?
Compaiiia Anénima Nacional Teléfonos de Venezuela

Abstract: We study some fairly natural (from a geometrical viewpoint) statistics
for goodness of fit testing to the composite hypothesis of multivariate normality.
The statistics are of the Kolmogorov-Smirnov type. They include and generalize a
statistic introduced by Koziol (1982). The asymptotic distribution of the statistics
presented is found using tools from the theory of Empirical Processes and the results
of MonteCarlo power analysis in various dimensions are presented for some of them.
Our simulations show that Koziol’s statistic exhibits good power against a variety of
alternatives and that this power does not seem to decrease with increasing dimension.

Key words: Multivariate Normality, Hypothesis Testing, Kolmogorov-
Smirnov statistics, Empirical processes, : :

1 Introduction

Although there exists a large number of procedures for testing the hypothesis
of univariate normality, and they can be used to asses multivariate normality
(by application to each coordinate of the multivariate data) there exist few
statistics for goodness of fit to multivariate normality which exploit the mul-
tivariate properties of the gaussian distribution. This has been pointed out,
for instance, by Barinhaus and Henze, (1988). Among these procedures, we

!Research partially supported by BID-CONICIT Proyecto Nuevas Tecnologias I-06

67



would like to mention those based on the empirical characteristic function of
Barinhaus and Henze (1988) and Csorgd (1986) and those that use the average
of certain functions over the standarized data considered in Moore and Stub-
blebine (1980) and Quiroz and Dudley (1991). In Csorgo (1986), the reader
can find a list of available statistics for testing multivariate normality.

In the present paper, we present and study a fairly natural (from a geo-
metrical viewpoint) family of statistics, of the Kolmogorov-Smirnov type, for
testing the null composite hypothesis of multivariate normality. Our statis-
tics include and generalize, a Kolmogorov-Smirnov statistic of Koziol, (1982).
This family of statistics, together with the necessary notation is introduced in
Section 2. Section 3 contains the theoretical results that provide the limiting
distributions of our statistics, as functionals of certain Gaussian “bridge” pro-
cesses. One attractive feature of our statistics, discussed in Section 3, is the
fact that the limiting distribution does not depend on the parameters of the
underlying “true” distribution. Section 4 presents a MonteCarlo analysis of
the finite sample distribution and power of Koziol statistic and its associated
Smirnov statistics, not available in his article. The simulation results are en-
couraging in that one of the statistics studied presents good power against a
variety of alternatives, and that power seems to improve (slightly) in higher
dimension.

2 A family of statistics for testing multivariate nor-
mality

Let Xy, Xy,...X, be an ii.d. sample from a probability law P on JR%. We
will consider statistics for testing the composite hypothesis H, : P = N(g, L)
for some unknown p € IR% and real symmetric positive definite dxd matrix I.
Let X and S be the usual maximun likelihood estimators for yu and %,
under H,. Denote by T,, the Mahalanobis transformation, given by
To(z) = S~z - X)),z cIR®. (1)
Following Small (78) the vectors Y; = T,(X;) will be called the scaled residuals.
For each r €IR%, let B, denote the open ball of radius r centered at 0:

B, = B(0,r) = {y eR*: ||yl < r}.
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Since, under the null, the scaled residuals are approximately i.i.d. N(0,1), the
fraction of ¥;’s in each ball centered at zero should be close to the probability of
that ball under the standard Gaussian distribution onIR?. Thus, the following
statistics make sense for testing H,:

' , <n:Y:€B,
K, = vasp (BEEREER) N nsy),
where I denotes the identity dxd matrix, and N (0, I) is the standard d-dimensional
Gaussian distribution. Replacing the supremum by an infimum in (2) defines
the other Smirnov type statistic : K, and the corresponding Kolmogorov
statistic is given by

1 <n:Y; r
Ry, =</ s #(z__nnY € B,)

m N(Ur I)(Br)

NG

K, , is presented in a paper of Koziol (1982), devoted to the study of certain
Cramér-Von Mises statistics. Koziol gives, without proof, the limiting distri-
bution for K , and states that ...the somewhat lengthy arguments leading to
this result are detailed in a technical report... gt e

Here, we will introduce two variations to Koziol’s idea. One of these varia-
tions includes his statistics, but has a more delicate asymptotic analysis, due
to the inclusion of a possibly fast growing weight function. A relatively simple
asymptotic study of all the statistics considered here, is possible using tools
from the modern theory of Empirical Processes. Let us write Kf, . 10 terms
of the original variables Xy, X3, ...X,. For a symmetric real positive definite
d x d matrix A, put

lella = 2*A™ 2, = RS

Let '
Cnr={z€R?: ||z —X|s<r} and C, = {Cp,:r >0}, (4)
and let P denote the N (X, S) distribution. Then

Ki':n =vn 31:13‘ (Pn(cn.r) = P(Cn,r)) =
=va sup (Pa(C) - P(O)), NG
CeCp
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where P,(C) denotes, as usual, the empirical probability of the set C
with respect to the sample Xy, X», ... X, that is, the fraction of the sample
of size n falling in C. When we write K, as in (5), two things become
evident: In K, ,, the empirical probability is being compared to the estimated
distribution within the Gaussian family, N(X,S), and the class of sets over
which the supremum is being computed is data dependent: the set Cy . is an
ellipsoid whose center and shape depend on the sample.

Other interesting, and still computationally feasible KS statistics, are ob-
tained if the ellipsoids C,, are replaced by ellipsoidal annuli as follows: For

r < s let Ap, s = Chs\Cny,and let A, = {An;s: 0 < r < s} Then define

Kifn=A sup (Pa(a) - P(4), ®

n

and define similarly K, , and Kj,y.

If one is interested in rejecting alternatives with heavy (or light) tails,
then K;, and its corresponding Smirnov statistics can be modified with the
inclusion of a non-negative, non-decreasing weight function w : IRt — IR¥,
which will be required to satisfy both

f w?(|le]])dN (0, I)(z) < oo, and )

w(r) rfe”3"” = O(1), asr — oo, (8)
where I denotes the d X d identity matrix. For such a function, we define

#(iﬁn:YiEBr)
n

K3 = v/ sup w(r) - N(0,1)(By)], 9)

and, similarly, Kg' » and K3 The effect of the inclusion of w in the statistic,
is that of emphasizing the discrepancies in the tail, between the empirical
probability and the estimated one.

3 Asymptotics of our statistics

In this section we present the theoretical results that provide the asymptotic
distributions of the statistics introduced in Section 2. The analysis is restricted
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to the statistic K3, since the presence of the weight function makes this the
more difficult case, and because it includes, as a particular case, Koziol’s
statistic. (For the approach followed here, the ellipsoidal annuli in A, present
no extra difficulty with respect to the ellipsoids in C,: both classes of sets
are Vapnik-Chervonenkis classes). Our attack on the problem of finding the
asymptotics of K3, can be divided in two parts: First, the weak convergence
of an idealized version of our statistic to a functional of a Gaussian P-bridge
process is established. Then, two approximation steps, one of them based
on Fisher’s Information Matrix, are used to show that, in probability, the
idealized version is close to the statistic studied. At the end of this Section,
we establish the independence of the finite sample distribution of all our
statistics from the parameters of the “true” underlying distribution (under
the null hypothesis). In what follows, we make frequent use of the “big o
in probability” and “little o in probability” notation. An excellent source of
information on this notation is the paper of Chernoff (1956).
Forr > 0, let

Cr={ze€R®:||lz-p|g <r} and C={C,:r>0}, (10)

(with ||.||z as defined in Section 2). It is clear that for each r, the random

ellipsoid Cy, . is converging, with respect to P, to the limiting ellipsoid C,. A

statement on the rate of uniform convergence will be proved and used below.
For a function f € L}(P), let

P(f) = f f(z)dP(z) and Pp(f) = E FX

1—1
Consider the class of functions F = {f, = w(r)1(C;) : r > 0}, and the

stochastic process

1 (f) = Vn(Pa(f) - P(£)), f € F, (11)

indexed on F. 7, is called the empirical process over F. It is convenient to
notice that the empirical process over F takes the same values as the empirical
process over F' = {f! = —w(r)1(C?) : r > 0}. This observation makes easy
the proof of the following
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Proposition 2.1. If the non-increasing weight function w in (9) satisfies (7),
then the class F is a functional P-Donsker class, that is, v,, as a process in
[°°(F), converges (in the sense of Dudley, 1984, see also Pollard, 1984, Chapter
7) to a sample continuous Gaussian process Gp, indexed on F, with covariance
structure given by

Cov(Gp(f),Gp(g)) = P(f9) - P(/)P(g), g€ F.

Proof: For each f' € F' and z € IR, we have

()] < Fz) = w(lle — pllz). (12)

This means, by (7), that the class ' has an envelope function in £?(P). Since
the class of ellipsoids in IR? is a Vapnik-Chervonenkis class, the result (for F7,
and therefore for F), follows by application of Theorems 9 and 7 in Pollard
(1982). '

To follow current usage, classes of functions satisfying the statement of
Proposition 2.1 will be called Donsker classes in this paper.

For our first approximation step, we need some notation: Let s =
d+ d(d+1)/2. For m € IR¢ and C a d x d positive definite, real symmetric
matrix, let # = 8(m, C) be the vector in IR* whose components are the compo-
nents of m and the non-redundant entries of C. Let 8, = 8(x,Z). Denote by
©% the density of the N (m, C) distribution (with respect to Lebesgue measure
A), and by ¢? the density of the N (g, ) distribution. Let ¢ = (%y,...,%;)!
be the vector of s functions obtained by computing the partial derivatives of

g with respect to the components of 8, at 8§ = 8,. For f € L%(P) define the
s X 1 vector

A =2 [ fevar
Let 6 = (X, S). Since f is a maximum likelihood estimator, we know that
66, = J T Pa(20/¢) + op(nH1?), (13)

where J is the Fisher Information matrix, defined by
Jij = 4/"I)i?!)jd)\
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For f € L2(P), let 4n(f) = /7 (Pn(f) - P(f)), and consider the process

TolFje fEE

Then we have
Proposition 2.2.

sup [1a(f) = Fn(f) = VA (f)J 7 Pa(24/#)| = 0, in probability, asn — oo,
fer

where (.)* denotes transposition of a vector.

Proof: Since the function F of (12) is in £2(P), the result follows by appli-

cation of Propositions 3 and 4(a) in Quiroz and Dudley ( 1991).
Propositions 2.1 and 2.2 have, as a consequence, the following result, very

relevant for the problem we are considering:

Corollary 2.3. The process ,(f) : f € F, converges, in the sense mentio-

ned above, to a sample continuous Gaussian process Bp, indexed on F (or,

equivalently on r > 0), with covariance structure given by:

Cov(Bp(f), Br(9)) = P (f3) - P(H)P@), f.9¢€ F,

where f = f — 2AY(f)J 19 /p and § = g — 2A%(g)J 19 /¢.
Proof: Noting that P (1¥/¢) = 0 (the zero vector in IR*), we have, by Propo-
sition 2.2, that 4,(f) can be uniformly approximated over F by the process

(f) = 29 (A (NI /) =

=y (f = A" (NI /), feF.

Since the components of ¥/ are a finite set of functions in L£2(P), they
trivially form a Donsker class. On the other hand, the components of the
vector A(f) are uniformly bounded (using again Proposition 4(a), Quiroz &
Dudley, 1991) by some constant. It follows that the functions of the form
f = A'(f)J '/ can be written as linear combinations, with bounded coef-
ficients, of functions in two different Donsker classes. Thus, by Proposition
2.6 of Alexander (1987), the class G = {f — A*(f)J ¢/p: f € F}is also a
Donsker class, and this is equivalent to the statement of Proposition 2.3.
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So far we have considered the process ¥, over the class F, but the statistic
K3, and the related Smirnov statistics are continuous functionals (with res-
pect to the supremum norm) of the process 4, over the data dependent class
of functions

Fon = {fur = w(r)1(Cpy) : 7 > 0},

with the sets C, , defined by (4). Thus, the last approximation step for ob-
taining the distribution of K3, and its related statistics is the following:
Proposition 2.4. With f, as defined just above (11) and f,, as in the
previous paragraph, :

sup | (fr — fur)| = 0, in probability, as n — oo.
r>0

For the proof of this Proposition, we will rely heavily on the following
Lemma:

Lemma 2.5. With C,, and C, as above, let
an =inf{e > 0:V¥r > 1,Cr1_¢ C C; C Criipq}-

Then a, = Op(n~'/2).
Proof:

e = Xlls = llz = Xls = llz — slls + llz = plls — liz — plls + Iz — plls. (14)

Now
llz = XlIs — llz - plls| < IX = plls = Op(n~1/?),
by the /n-consistency of X and S, while

llz = ells = llz — plisl < llz — plls (S — )y,
for some unitary vector u, and it follows that
llle = plls = lle = pllz] = Op(n )|z - pl|s.
Piecing things together, we have

llz — X||s = Op(n~Y%) + (1 + Op(n~?))||z — pl|s,

74



which implies the statement of Lemma 2.5.
Proof of Proposition 2.4.: Write

'7n(fr = fn.r) = ")’n(fr - fn.r) + \/E(P - P)(fr - fn,r) (15)

We will show that both terms in the right hand side of (15) are uniformly
op(1). As before, rather than considering 7, on the functions f, and f, ., we
will consider v, on the functions in the class F’ ( defined before Proposition
2.1), and on the functions in the classes

}-1"1 = {f:z,r = —'w(’")l(cf;,r) r> 0}

Denote by PD(d) the set of positive definite real symmetric d x d matrices.
For € > 0, let

S.={M e PD(d): ||[M -Z| < e}and U, = {c R : ||c — pi| < €},

where it is irrelevant which norm we choose to apply in the set of matrices.
Let G, be the class of functions on IR® defined by

Ge = {gc,M,r :Qc,M.r(-T) =-w(r)l(lz—cllp>r);ceU,MeS,r> 0}'

The argument of Lemma 2.5 says that, for € small enough, the function G(z) =
w(2||z — ||z V 1) is an envelope function (a uniform upper bound in absolute
value) for the class G,. Since, by (7), G € L%(P), G. is a Donsker class, again by
Theorems 9 and 7 of Pollard, 1982. By Lemma 2.5, ¥’ and F,, are contained
in G., with probability tending to one. Then, by Dudley’s equicontinuity
condition ( Theorem 4.1.1 in Dudley, 1984), if we can show

sup P((f, = far)?) — 0 in probability,
we shall get that v,(f, — fa,-) is uniformly op(1). But
Sl:p P((fr ~ fn,r)z) = SEP w(r)z(P(Cn,r\Cr) + P(Cr\Cn,r)) <

r(1+dn)

< 2supw(r)?P(Cr(14a)\Cr) = K supw(r)® / rd-le=m 2y ..
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for some constant K which does not depend on r. By (8) and Lemma 2 5 we

have s

K sup 'w(r)2j pd-le=r*/2dp — Op(n‘ln), (16)
r r

and therefore, by Dudley’s equicontinuity condition,
sup |Ya(fr = fur)| = 0P (1)-

For the second term in (15), we use again Proposition 3 of Quiroz and Dudley
(1991), as well as the Cauchy-Schwarz inequality:

Vnsup|(P - BY(f, = fag)l = VASUD|A!(fr = for) (0o 8)| + op(1) <

= NAr = far)l Op(1) +0p(1) <

1/2 -1/2

>(f wjdx) sup (P((f: = for)®) ™ Op(1) +0p(1),
i<s
which goes to zero by (16).

We are ready to present our main result
Theorem 2.6. If the non-decreasing weight function w satisfies (7) and (8),
then, under the null hypothesis, the statistic K3, converges in distribution
to sup,so |Bp(fy)|, for the process Bp of Corollary 2.3. The corresponding
statements (with sup and inf) hold for the statistics K7, and K3,
Proof: Put together Corollary 2.3 and Proposition 2.4.

To finish our theoretical analysis of all the statistics considered here, we
have the following
Proposition 2.7. Under the null hypothesis, the finite sample distributions
of the statistics considered in this paper, do not depend on the value of the
parameters g and ¥ of the underlying Normal distribution.
Proof: The proof of Proposition 8 of Quiroz and Dudley (1991) includes the
following fact: For 1 < i < n, S~Y2(X; - X) = pS"‘/’(U. T), where
Uy, Us,...,U, are i.id. N(0,I) random vectors in IR? with average U and
sample cova,ria.nce Sv, and p is a random orthogonal matrix depending on the
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X{s and possibly on p and . Now, all our statistics are functions only of the .
norms

I15~Y3(X; - X)Il = 1S5 *(U; - DYl

which do not depend on the parameters of the underlying distribution.

4 MonteCarlo analysis of K, and its related
Smirnov statistics

In the present section, a MonteCarlo study of the behaviour of the Suat1$tl(§sj
Kin Kit,and Ki, is presented All the simulations described were performed
in a Sun power statlon running programs written in Fortran (amlable from
the authors) which called routines of the IMSL library. { :

To obtain approximate quantiles for the statistics considered we run the
followmg simulations: For each dimension d=2, 3, 4 and each sample size
n=20, 50, 100, a total of 10,000 samples of size n from the standard’ Gauss;an'
distribution mIRd were generated. The values of the three statistics considersd
are computed for each of the samples, thus producing 10,000 values for each
statistic. These values are sorted, and from the sorted list, apprommate 90%,
95% and 99% quantiles are obtained. Results are displayed in Tables 1, 2 and 3.
A good feature revealed by these tables is that the finite sample &isttibﬂt‘ici:hs;
of the statistic change very little wuth increasing sample size, suggesting that
even for small n, the finite sample distribution is close to the asymptotlc
distribution. A somewhat surprising fact, is that the quantiles seem to Vary
little with dimension.

In order to analize the power of the three statistics studied, we run anothér
MonteCarlo experiment: For each alternative in a list of eight, and for ea.ch
dimension and sample size mentioned above, a total of 10 000 muitlva,nate
samples of size n in dimension d with the given distribution, were generated
The statistics considered were calculated for each sample, and the % of sa.mples
for which the value of the statistic exceeded the 90% quantile in Table 1, 2
or 3 was computed as approximate power. The multivariate irh;ria.bles were
generated in each case, using i.i.d. coordinates with the specified’ distribution.
The results of this power study are given in Tables 4 and 5 for n=>50, 100
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and d=2, 4. The results for other values of n and d are omitted for reasons
of space. These results show that K f:n is, for some alternatives, the most
effective statistic, failing noticeably for other alternatives for which K, has
the best performance. Ky, shows a better performance for alternatives with
compact support, as those in the Beta family. Koziol’s statistic, K, , seems
to do a very good job of combining the alternative detection power of both
Smirnov statistics and should be prefered to the other two when the user has
no specific alternative distribution in mind. In all cases, the power increases
with sample size, as should be expected. It also seems to increase slightly
when the dimension is higher.
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Table 1: MonteCarlo quantiles for d=2, n=20/50/100

Quantile

- 90%
0.8108/0.8537/0.8642
0.8542 / 0.8683/ 0.8691

0.9329/0.9646,/0.9763

95%
0.9099/0.9606/0.9757
0.9490/0.9712/0.9774

1.0300/1.0564/1.0713

99%
1.1301/1.1626/1.2006
1.1678/1.1622/1.1722

1.2153/1.2419/1.2821
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Table 2: MonteCarlo quantiles for d=3, n=20/50/100

Quantile
KT,
K,

Kln

90%
0.7818/0.8194/0.8378
0.8422/0.8632/0.8579

0.9045/0.9401/0.9466

95%
0.8706/0.9180/0.9315
0.9351/0.9625/0.9590

0.9973/1.0242/1.0470

99%
1.0582/1.1233/1.1356
1.1198/1.1353/1.1588

1.1610/1.2096/1.2267

Table 3: MonteCarlo quantiles for d=4, n=20/50/100

Quantile
+
K] n
Ki,

Kl,n

90%
0.7722/0.8056/0.8218
0.8430/0.8508/0.8448

0.8861/0.9239/0.9328

95%
0.8496/0.8968/ /0.9180
0.9313/0.9459/0.9456

0.9678/1.0076/1.0180

99%
1.0035/1.0911/1.1049
1.1125/1.1275/1.1384

1.1358/1.1840/1.2033
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Table 4: MonteCarlo power for d=2, n=50/100

Alternative
Student ¢;
Student i3
Student ¢
Beta(1,1)
Beta(3,3)

Gamma(1,1)

Lognormal(0,1)

Logistic

Kt
0.9998/0.9999
0.8832/0.9894
0.6020/0.8396
0.1169/0.4687
0.0117/0.0064
0.9204/0.9959

0.9958/1.00

0.3949/0.5813

K7,
0.0006,/0.0024
0.0013/0.0009
0.0072/0.0012
0.9171/0.9986
0.3789/0.5935
0.0482/0.0402
0.0036/0.0022

0.0184/0.0056

K
1.00/1.00
0.8228/0.9796
0.4821/0.7466
0.8404/0.9925
0.2521/0.4237
0.8793/0.9913

0.9919/1.00

0.2768/0.4460
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Table 5: MonteCarlo power for d=4, n=50/100

Alternative
Student t;
Student &3
Student ts
Beta(1,1)
Beta(3,3)

Gamma(l,1)

Lognormal(0,1)

Logistic

K,
0.9991/0.9995
0.9466/0.9985
0.6833/0.9181
0.4313/0.8364
0.0680/0.0730

0.9694/1.00
0.9999/1.00

0.4253/0.6653

1,n

0.0672/0.1077
0.0079/0.0299
0.0064/0.0074
0.9271/0.9996
0.4390/0.6860
0.0092/0.053
0.0371/0.1762

0.0146,/0.0099

Kin
1.00/1.00
0.8994/0.9958
0.5467/0.8549
0.8761/0.9977
0.3180/0.5510
0.9379/1.00

0.9992/1.00

0.2763/0.5186
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Au dela des potentiels et revétements tangentiels
- hyperelliptiques exceptionnels®

Armando TREIBICH! et Jean-Louis VERDIERT
! Université d’Artois
U.R.A. au C.N.R.S. 751

Résumeé

Soient A un réseau de C, g la fonction A-périodique de Weierstrass, p’ sa dérivée
et {wo,wi,wz, w3} 'ensemble des demi-périodes de la courbe elliptique X = C/A.
Nous prouvons que quelque soit (a;) € N* il existe p € X, satisfaisant ’équation
Zf=0(2ai + 1% (p — wi) = 0, tel que la fonction 2p(x — p) +2p(z + p) +
Z?___O ai(a: + 1)p(z — w;) soit un potentiel & nombre fini de zones. )

Abstract

Let A be a lattice of C, p the usual Weierstrass A-periodic function, g’ its derivative and
{wo, w1, wa, w3} the set of half-periods of the elliptic curve X = C/A. We prove that for
any (a;) € N* there exists p € X, a solution of the equation ZLO(QQ,- +1)%p (p—w;i) =

0,such that the function 2p(z — p) + 2p(z + p) + Zf=0 ai(ai + 1)p(z — w;) would be a
finite-gap potential.

1 Rappels et notations.

Soit (X, ¢) une courbe elliptique et 75 : S — X la surface réglée, caractérisée
par l'existence d’une unique section Cy C S d’auto-intersection zéro. La mul-
tiplication par —1 sur (X, q) se reléve en une involution de S, ayant au-desus

*Cette note est I’aboutissement d’un long travail en commun avec J.L. Verdier et suit, en

partie, des notes rédigées par ce dernier. Version préliminaire.
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de chaque demi-période w; € {wp = ¢, w1, ws, w3} de X deux points fixes: I'un,
noté s;, appartenant a Cy, et I’autre noté r;. Soit e : S* — § I’éclatement
des 8 points fixes {ri,si,i = 0,---,3} et {ri,si,i = 0,---,3} les droites
exceptionnelles (dans S+) correspondantes. L’ mvolutlon de S se reléve en une
involution 7+ : S+ — S+ laissant fixe Ui_gri- U si, et le quotient de S+ par
7+, est une surface lisse et rationnelle notée S~ ([3] ; §. 4.1.2.)

Théoréme 1.1 ([3]) Soit 7 : (T',p) — (X, q) un revétement tangentiel hy-
perelliptique et i+ : T — St l'unique morphisme tel que T = w5 o0 e o it.
Alors le vecteur (p;) € N* (p; = i+(0) - ri5), appelé “type” de 7, et le genre
arithmétique g de T' satisfont les (in)égalités ci-dessous:

1) po+1=p1 = po = pg = n(mod 2)
2) 3 ou? <2n+ 1 (et leur différence est un multiple de 4) ;
5) 29+1< Siop etglg+1) <n.

Théoréme 1.2 ([3]) Quel que soitn > 1 et p € N* “adapté” an, (c.a.d: tel
que po+1 = py = po = pz = n(mod 2) ) il existe un unique élément de Pic(S™),
noté A(n, ), satisfaisant la propriété suivante : quel que soit le revétement
tangentiel hyperelliptique de degré n et type u, 7 : (T, p) — (X, q), son image
canonique dans S™, @ o i1 (T), est une courbe rationnelle du systéme linéaire
|A(n, u)|. Réciproquement, soit ¢ : S+ — S~ le quotient par linvolution T+,
C une courbe rationnelle dans |A(n,p)| et j : C — C sa normalisée. Alors le
produit cartésien de j et ¢ définit une courbe o(C) = S+ x g~ C munie d’une
projection naturelle sur X qui en fait un revétement tangentiei hyperelliptique
de degré n, type u et genre (mazimal !) g = 3(—1+ T mi)

Théoréme 1.3 ([3]) Quel que soit n > 1 et u € N* adapté o n tel que
2n+1> 30 o p?, on adim|A\(n, p)| = 1(2n+1- 32 u?). En particulier, si
2n+1=730pu? le systéme linéaire |)\(n w)| est composé d’un seul élément,
noté C~(n, u), lequel est une droite exceptionnelle de S~. Dans ce cas la
courbe C*(n, p) := St x g~ C~(n, ), munie de la projection naturelle sur X,
est l'unique revétement tangentiel hyperelliptique (dit exceptionnel) de degré
n, type y et genre 3(—1+ 3 1).
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2 Le premier cas non-exceptionnel

Supposons & présent que V'on choisisse u € N* adapté & n tel que 2n — 3 =
3 _o 42, et notons Red (resp. I) 'ensemble fini des diviseurs réductibles (resp.:
integres et singuliers) du pinceau linéaire |A(n, u)|. Nous savons dans ce cas
que 'élément générique de |A(n, u)| est une courbe elliptique. Tout élément
de I est alors une courbe rationnelle ayant, soit un node et caractéristique
d’Euler-Poincaré x = 1, soit un point de rebroussement et caractéristique
d’Euler-Poincaré x = 2. Rappelons également que I est en correspondance
biunivoque avec R(n, u, X), I'ensemble (fini!) des classes d’isomorphisme des
revétements tangentiels hyperelliptiques de degré n, type u et genre arithmé-
tique g = §(~1+ i ).

Soient d’autre part Cg’, s et 77 les images réduites de Cy-, si et 73 par la
projection ¢ : S+ — S~ et & € N* le multi-indice &(j) = 6, 1,57 =0,1,2,3.
On sait alors que le diviseur C™~(n — 2,u) + 2C5 + Y587 appartient &
Red C |A(n, p)|, sa caractéristique d’E-P. vaut x = 6 et les autres' diviseurs
réductibles de |A(n, u)| sont paramétrés par les indices i € {0, 1,2, 3} tels que
w;i = 0 ([3]§.5.2). Pour un tel indice i, C™~(n, u + 2€;) est I'unique élément de
|A(n, i+ 2€;)| et on vérifie aisément que C™~(n, p+2€;) + 7" € Red C |A(n, u)|
et que C™(n, u+2€;)-r7 = 2. Deux cas sont alors possibles: soit C™(n, p+2¢€;)
intersecte 77" en deux points et la caractéristique d'E-P.de C™(n, p+ 2€;) +
vaut x = 2, soit elle est tangente a r;", x = 3 et le revétement tangentiel
hyperelliptique exceptionnel associé, St xg~ C~(n,u + 2&;), est forcément
singulier (car r;” appartient au discriminant de ¢ : S* — S™). Finalement,
sachant que C*(n, u+28;) := S+ xg~ C™(n, p+2€;) est lisse pour X générique
ou définie par un réseau rectangulaire ([2] §.3.5. iii)), nous en déduisons que,
pour presque tout X, x(C~(n,u + 2€) + ;) = 2. Ceci étant précisé nous
sommes en mesure d’énoncer notre premier résultat.

Théoréme 2.1 ! Soientn > 1 et p € N* adapté an tel que Y > o p2 = 2n—3,
alors il existe un revétement tangentiel hyperelliptique de degré n et type u (et
genre arithmétique mazimal g = 3(—1+ >3 omi)) si et seulement si u nlest
pas de la forme (2k + 1,0,0,0), k € N. Plus précisément, nous obtenons,

ICe théoréme donne une légére amélioration des résultats annoncés (sans preuve) dans
(3] 6.7. :
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les bornes suivantes pour #R(n,u, X), le cardinal de l'ensemble des classes
d'isomorphisme des revétements tangentiels hyperelliptiques de degré n, type
p et genre S(=1+ S20_o ) au-dessus de X:

a) Quel que soit p € {(2k+1,0,0,0),k € N}, #R(n,p, X) = 0;

b) S’l existe deux indices i > 0 tels que p; = 0 alors 0 < #R(n,u, X) <2
(et 1 < #R(n, pu, X) < 2 pour X défint par un réseau rectangulaire ou
X suffisamment générique) ;

c) Sl existe un seul indice i > 0 tel que p; = 0, alors 2 < #R(n,p, X) < 4

d) Sip; #0, quel que soiti=0,1,2,3, alors 3 < #R(n,u,6) <6.

Démonstration: Au cas ol Z?:o p? = 2n — 3, |A(n, )| est un pinceau
linéaire admettant un unique point base, indépendant de p et noté b(n) ([3]
§.5.3). En éclatant b(n) € S™ et en contractant le transformé strict de la droite
exceptionnelle C™(n —2, 1), on obtient une surface rationnelle, notée Sy, telle
que Pic(Sy) = Z'°, munie d’'un morphisme S} — |A(n, )| Par suite sa
caractéristique d'E-P. vaut ¥ = 12 et les fibres du morphisme S, — [A(n, u)|
sont génériquement des courbes elliptiques. Notons a nouveau Red (resp. 1)
I’ensemble des y € |A(n, u}| tels que la fibre dans S soit réductible (resp.
intégre et singuliere). On sait alors que la caractéristique d’E-P de toute fibre
y ¢ Red UI est nulle et on a la formule:

12=x(S7)= > xw)+>_ x).

yeRed yel

Compte tenu des estimations obtenues ci-dessus pour x(y), y € RedUI, on
conclut aisément que #I = #R(n, 4, X) satisfait les inégalités 2.1. o

3 Potentiels hyper-elliptiques
Soit A un réseau de C, p la fonction A-périodique de Weierstrass et (X, q) :=

(C/A,0). Notons, pour tout n > 2, X,, le n-iéme symétrisé de X et L,(X) la
clUture dans X, de la sous-variété localement ouverte définie par les équations
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;71‘ o(zi—z;) =0, (=1, -,n). On sait alors que si 7 : (T',p).— (X,q)
1
es‘zé :{m revétement tangentiel hyperelliptique de degré n et & est un point de la
jacobienne complétée de I', le potentiel A-périodique & nombre fini de zones (dit
hyper-elliptique) associé a € est égal & ug(z) = 2311 p(x—0ay), pour un certain
Yoim1ai € Ly(X). Réciproquement, tout point 3 - a; € Lp(X) correspond
a une unique donnée spectrale (; &) comme ci-dessus ([1] ; [3][2.7,2.8]).

Théoréme 3.1 Soit 7 : (I',p) — (X,q) un revétement tangentiel hyperel-
liptique de degré n, type p et genre mazimal g = %(Ml + 52 o), tel que
o2n — 3 = 53 ou?. Soit & la B-caractéristiqgue ¢ = Or((g — 1)p) (resp.:
£ = Or((n+g-1)p—7"(q)) Alors le potentiel hyper-elliptique asso-
cié o la donnée spectrale (m;€) est égal a: ug(z) = 2p(x — p) + 2p(z + p)
+33 paile; + Dplz — w;), ot ag = g et pour 7 = 1,2,3 aj(a; + 1) =
(9~ po — w)(g — po — pj + 1) (resp.: ai(ai + 1) = (9 — wi)(g — i + 1),
i=0,1,2,3). De plus on peut préciser que p ¢ {wi,i =0,---,3} et satisfait
Véquation 3 5_o(2a; + 1)%¢ (0 — w;) = 0.

Démonstration: D’aprés les résultats de [5] §.3.5.(1) le coefficient de
plr —wi) (1 ='0,-+-,3) dans ug(x) est borné inférieurement par I'entier
ai(a; + 1) défini ci-dessus. Sachant d’autre part que ug(x) est paire et égale
a 23 7_; plz — ag), pour un certain > ;_; ar € Lp(X), on en déduit que
Shoiak = p+ (—p) + 257 gai(ai + 1)w;. Autrement, on aurait ug(z) = .
S22 _obilbi + Dplz —w;) (b > a;), lequel est le potentiel hyper-elliptique asso-
cié & un revétement tangentiel hyperelliptique exceptionnel [Ibid] (contradie-
tion!). Finalement, en faisant agir le flot en ¢ = ¢3 de K'dV sur & (cf.: [3]§.7) on
obtient une famille de diviseurs Y 5_; ax(t) € Ln(X) (o (t) # ce(t) sik # ¢
et ¢ # 0) qui converge vers p+ (—p) + 2 >27_g ai(a; + 1)w; quand ¢t — 0. Il en
résulte en particulier que p'(2p) + 5 Yi_g ai(ai + 1)g'(p — wi) = 0 ce qui est
équivalent & I'équation 35 (2a; + 1)2p'(p — wi) = 0. |

Le résultat ci-dessous est une réciproque du théoréme 3.1 et compléte
I'analogie avec 'ensemble de résultats démontrés dans le cadre dit exception-
nel de [5] (comparer avec A.Q. Smirnov, Acta Appl. Math., 36, corollary 3, p.
145). :
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Théoréme 3.2 Quel que soit (a;) € N* il existe p € X tel que la
fonction 2p(xz — p) + 2p(z + p) + Ty ai (@ + 1) plz — wi) soit
le potentiel hyper-elliptique associé & une donnée spectrale (m : (T,p)
— (X,q);€) comme ci-dessus. Plus précisément, p satisfait 1'équation
52 0(2a:i+1)%0 (p—w;) = 0 et, si#{a;,i = 0 1,2,3} > 3, 7 est un revétement
tangentiel hyperelliptigue de degré n = 2 + % 2,_0 ai(a; + 1) et genre arith-
métique g = ; max(4M,2S +2 — (1 + (- l)g)(Qm + 1)), ot M = max{a;},
S =733 ,a; et m = min{a;}. De plus, il eziste j € {0,1,2,3} tel que ¢ soit
égal ¢ Or((n+g—1)p— '.rr*(wj)) ou ¢ Or({g - l)p+ ™ {wo -wj ), et le type,
noté u, de T est tel que Yo ou? =2n—3etg= s(=1+ Yo i)

Demonstratlon Pour tout x € N4 adapté 4 n =2+ 1 21 oailai + 1),
tel que 33 o pu? = 2n — 3 et #{i,; = 0} < 1, il existe ( (I‘ p) — (X,q)) €
R(n, u, X), de genre arithmétique g = (-1 + 3 o 1) (cf.: [3]§.6 ou 2.1.)).
Notons & = Or((g —~ 1)p) et & = Or((n+ g — 1)p — 7*(wp)). D’apres le
3.1 ci-dessus, les potentiels hyper-elliptiques associés aux #-caractéristiques
Eo(m™ (wy —wo)) et §1(m*(w; —wo)) (F =0,1,2,3) sont de la forme 2p(z—p) +
2p(m+ P+, ag(ag - l)p(:c wt) ol () E N, n=2+1%2 joi(ei+1)
et 33 ,(2a; + 1)%0'(p — w;) = 0. 1 suffit alors de verlﬁer que, si

#{a;,i=0,1,2,3} > 3, il existe une donnée spectrale (; ) comme ci-dessus,
dont le potentiel hyper-elliptique associé soit égal & 2p(z — p) + 2p(x + p) +
52 oai(a; + 1)p(z — w;). Dans ce cas, le couple (k,j) € {0,1} x {0,---,3}
tel que € = & (7™ (w;j — wo)), et le type p du revétement 7 correspondant sont
univoquement déterminés par (a,,) (18] §4 4, 5.3). 1l en résulte en particulier
que le genre arithmétique g = —( 1+Z,W9 ;) s'obtient en fonction de (a;) par
la formule du 3.3 ci-dessus. Ce résultat reste vrai au cas oi #{a;} = 2, s1 X
est une courbe elliptique suffisamment générique. Finalement, quelle que soit
X, si #{a;} < 2 on peut trouver p, solution de ¥"5_;(2a; + 1)%p/(p — wi) = 0
tel que 2p soit une demi-période non-nulle. On démontre aisément alors que
20(x—p)+2p(z+p) + 55 ai(a;i+1)p(z —w;) est le potentiel hyper-elliptique
associé a un revétement tangentiel hyperelliptique exceptionnel de degré 3 au-
dessus d’une courbe elliptique isogéne a X. |
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