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Resumen
En este trabajo probaremos la relacién existente entre el espectro de ciertas
matrices asociadas a un grafo y algunas de sus propiedades. Para ello, nuestra
herramienta fundamental serd el entrelazado de los valores propios de dichas
matrices.

Abstract
In this work we will demonstrate the connection between the spectrum of certain
matrices associated with a graph and some of its properties. To this end, our main
tool will be eigenvalue interlacing.
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1. Introduccion

La teoria algebraica de grafos combina resultados de dos ramas de la matematica
sin relacién aparente: el algebra y la teoria de grafos. Cabe destacar que tanto se
sirve la teoria de grafos del dlgebra como el algebra de la teoria de grafos, de modo
de traducir problemas de una rama a la otra y asi poder resolverlos.

Este trabajo esta basado en un articulo de Willem H. Haemers “Interlacing eigenva-
lues and graphs” [1] en el cual, teniendo como herramienta principal el entrelazado
de los valores propios de matrices asociadas a un grafo, prueba algunos vinculos
existentes entre ciertas propiedades de los grafos y el espectro de las matrices con-
sideradas.

Dadas dos secuencias de niimeros reales ordenados con distinta cantidad de elemen-
tos, se define su entrelazado de modo de generalizar la idea intuitiva de entrelazado
para dos secuencias con n y n — 1 elementos.

A lo largo del trabajo, consideraremos como secuencias de nimeros reales los valores
propios de matrices reales simétricas de distinto tamano. Probaremos que los valores
propios de una matriz real simétrica dada y una submatriz principal, asi como los
valores propios de una matriz real simétrica dada y una matriz cociente, se encuen-
tran entrelazados. En el iltimo caso también probaremos que cuando el entrelazado
sea estricto, la particion considerada para obtener la matriz cociente sera regular.

Dado que la matriz de adyacencia, asi como la matriz laplaciana de un grafo G no
dirigido, resultan simétricas, podremos aplicar los resultados anteriores a dichas ma-
trices. Para ello, consideraremos una submatriz principal o una particion adecuada,
lo cual incluso podremos interpretar en términos del grafo.

En general, obtendremos resultados que vinculen los valores propios de las mencio-
nadas matrices con propiedades del grafo. Algunas de las propiedades con las que
trabajaremos al considerar la matriz de adyacencia seran: la regularidad, que se
traduce inmediatamente en términos de los valores propios de esta matriz; asi como
el nimero de independencia, que a su vez esta vinculado con el nimero cromaético.
Por otro lado, al trabajar con la matriz laplaciana, las propiedades que utilizaremos
seran: el ancho de banda y el didmetro del grafo. También trabajaremos con cierto
tipo de estructuras de incidencia denominadas disenios, las cuales poseen un grafo
asociado. Finalmente, introduciremos una definicién de regularidad mas fuerte la
cual estara vinculada a lo visto anteriormente.



2. Conceptos preliminares

2.1. Entrelazado

Definicién 2.1.1. Consideremos dos secuencias de nimeros reales {\; }"; v {p: }174
ordenados en forma descendente, es decir, \j11 < N v i1 < ;.

Decimos que las secuencias estan entrelazadas si

)\n—m-i-i Sul S >\z 1= 1,...,m.
Decimos que el entrelazado es estricto si existe k entre 1 y m tal que

)\Z:ul izl,...,]ﬂ,
ui:)\n_m+i Z:k’—f-]_,,m

Observacion 2.1.2. Si m = n — 1 la condicién de entrelazado resulta
)\1+1§,LLZ§)\Z izl,...,n—l,

luego,
A S S A < S A <y <AL

Es decir, se alternan los elementos de las secuencias {\;} y {p;}-

Ejemplo Las secuencias {25,20,15,10,5} y {19,16} estdn entrelazadas.

Veamos un resultado que serd muy ttil:

Proposicién 2.1.3. Principio de Rayleigh

Sea A una matriz real simétrica n x n con valores propios {\;}"_, ordenados en
forma descendente y {uy, ..., u,} una base ortonormal de vectores propios asociados,
entonces valen las desigualdades

¢
u'Au .

Ai < — siu € (up,...,u;) u#0,
utu

¢

u'Au _

— <\ siu € (Ujy ... Uup) uF#0.

utu

Ademds, si vale la igualdad en alguno de los casos entonces u es un vector propio
asociado al valor propio \;.

Demostracion. Sea u en (uy,...,u;) luego u = 22:1 aju; donde a; = (u,u;) por
ser {u,...,u,} una base ortonormal. Luego,

u'Au  (u, Au) (u, Z;=1 ajAju;)

uu o (uu) (3T agug, Yo agug)
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2321 ajAj(u, uj) B 23:1 O‘?)‘j > Z;‘:l O‘?Ai B A'Z;':la‘ B

2

j

T - - - /L—
D gon{uj ) YT af T Y 0f D i1 0

La igualdad se da siy sélo si \; = A; para todo j = 1,...,4 tal que o; # 0, luego u es
combinacion lineal de vectores propios asociados al valor propio \; y en consecuencia
vector propio asociado al valor propio \;. Reciprocamente, si u es un vector propio
asociado al valor propio \; es facil ver que se obtiene la igualdad.
La prueba de la segunda desigualdad es andloga.

m

Observacion 2.1.4. Tenemos que (u;, ..., u,) = (uy,. .. ,ui,l)L por ser {uy, ..., u,}
una base ortonormal de vectores propios. Luego, la segunda desigualdad del principio
de Rayleigh podria enunciarse

¢
ut Au .
<\ siué€e (ul,...,ui_ﬁL

u#0

ulu
y la igualdad implica que u sea un vector propio asociado al valor propio A;.

Observacién 2.1.5. Recordemos que A es valor propio de una matriz A si y sélo si
—\ es valor propio de la matriz —A.
Luego, si A es una matriz real simétrica de tamano n X n y sus valores propios son

Ang)\n—l S S)\b
tendremos que los valores propios de —A resultan
A< =A< <=

Veamos ahora un teorema al cual recurriremos a lo largo de todo el trabajo, que
resultard fundamental para poder obtener resultados sobre grafos.

El primer item del teorema es un resultado clasico, ver Courant y Hilbert [2].

Teorema 2.1.6. Sea A una matriz real simétrica n x n con valores propios {\;}1,
ordenados en forma descendente y {u,...,u,} una base ortonormal de vectores
propios asociados. Sea S una matriz real n X m con m < n, tal que S'S = I,,,.
Consideremos B = S'AS matriz de tamano m x m que resulta simétrica, denomine-
mos {; }, a los valores propios ordenados en forma descendente y sea {v, ..., Uy}
una base ortonormal de vectores propios asociados. Entonces vale:

1. Las secuencias de valores propios {\;} y {i;} estan entrelazadas.

2. 81 iy = N 0 [y = Ap_mii para algun i entre 1 y m entonces existe v vector
propio de B tal que Sv es vector propio de A ambos asociados al valor propio

i -



3. w Siexistel en{l,...,m} tal que u; = \; coni =1,...,1 entonces Sv; vector

propio de A asociado al valor propio p; coni=1,...,1.
w Siexistel en {1,...,m} tal que p; = Ap—pmyi coni =1,...,m entonces Sv;
vector propio de A asociado al valor propio p; cont=1,...,m.

4. Si el entrelazado es estricto entonces SB = AS.

Demostracion. 1. Dado ¢ consideremos un vector no nulo s; en

<U1,...,’UZ'> N (Stul,...,Stui_Ql (1)

el cual existe dado que ambos son subespacios de R™ y se cumple que

dim({vy, ..., v)) +dim({S™uy, ..., Su 1)) >i+m—(i—1)=m+ 1.

Tenemos que Ss; € (uy, ..., u;_1)" pues, dado u en (uy, ... u;_,), se tiene
i—1 i—1
(Ssi,u) = (si, Su) = (s;, 5" (Z aﬂg—)) = Z%’(Su Stuj) = 0.
j=1 j=1

Aplicando el principio de Rayleigh a la matriz A con u = Ss; € (uy, . .. ,ui_l)l
y a la matriz B con u = s; € <211, c ,vi> obtenemos

siBs;  (Ssi)'ASs; ‘ @)
sts;  (Ssy)tSs; — "

Hi <
luego,

i > A

Como consideramos ¢ cualquiera tenemos que la desigualdad vale para todo
1=1,...,m.

Estos mismos argumentos aplicados a las matrices —A y —B prueban que
,uiZAn—m—&-i 2:1,,m
2. Si \; = p; utilizando (2) obtenemos

_siBsi _ (9si)'ASs;
Hi = sts;  (Ss:)Ss;

por lo cual, aplicando nuevamente el Principio de Rayleigh, resulta que s; es
un vector propio de B tal que S's; es un vector propio de A, ambos asociados
al valor propio p; como queriamos probar.



3. Aplicaremos induccién completa en [.
Si A\; = py considerando s; = vy en (1) resulta que vy es un vector propio de B
tal que Sv; vector propio de A.
Trabajaremos con una base ortonormal de vectores propios de A {uy, U, . .., Uy, }
donde u; = Sv; cuando @ < [.
Supongamos que vale que Sv; vector propio de A asociado al valor propio u;
cont=1,...,0,8 g =X\ cons=1,...,[. Veamos que si ademas ;11 = \j11
entonces tendremos Sv;,q vector propio de A asociado al valor propio f1.
Tomemos s;11 = vj41 en (1), es decir,

t ~ t~\_L
<U1,...,Ul+1>m<SU1,...,SUl> )
observemos que v € (S'y, ..., S'u)* pues

(S'y, ..., S'a)T = (vr,...,v)t = (s, ., vp).

Luego,
Uz+1tBUl+1 _ (SUlJrl)tASUlJrl
V4141 (S’Ulﬂ)tSUlH

y dado que g1 = A1, por el principio de Rayleigh resulta que viy; es un
vector propio de By Sv;41 vector propio de A.

Hig1 < < )\l+1>

Los mismos argumentos aplicados a las matrices —A y —B prueban el otro
item.

4. Si el entrelazado es estricto tenemos que {Svy,...,Sv,} es un conjunto orto-
normal de vectores propios de A con Swv; asociado al valor propio u;, luego,

ASUZ' = /JJZS’UZ = S,U/ZU@ = SB'U2

Hemos probado que AS y SB coinciden en {vy,...,v,,} base de R™ por lo cual
AS = SB.
]

Definicién 2.1.7. Sea A una matriz m x n, decimos que B es submatriz de A si B
se obtiene luego de eliminar filas y columnas en A cualesquiera.

Sea A una matriz n X n, decimos que B es submatriz principal de A si B se obtiene
luego de eliminar las mismas filas que columnas en A.

Ejemplo Consideremos las matrices

1 -2 3
A=[6 4 0 B:(%é’) C:(Sé)
2 0 5
tenemos que la matriz B es submatriz principal de A mientras que la matriz C' es
submatriz de A, pero no principal.

El siguiente es un resultado de Cauchy por lo que también es conocido como entre-
lazado de Cauchy.



Corolario 2.1.8. Sea B una submatriz principal de A entonces las secuencias de
valores propios de B y A estan entrelazadas.

Demostracion. Sea A una matriz n X n y B una matriz m X m con m < n.
Supongamos en primer lugar, que la matriz B se obtiene tras eliminar las tltimas
n — m filas y columnas de la matriz A.

B . .
Tenemos que A es de la forma ( D g ), consideremos S de tamano n X m como

sigue
Tenemos que

con
S5 = ( I, 0)(%@):1,%

por lo que aplica el teorema.
Veamos ahora el caso en el que B es una submatriz principal cualquiera de la matriz

A.
Reordenemos las entradas de la matriz A de modo de poder aplicar lo anterior: existe
una matriz de permutacién P tal que P'AP = A donde los elementos a remover de
la matriz A son los dltimos n — m de A.
Luego,

B=5'AS = S'P'APS = (PS)'A(PS)
con

(PS)(PS)=S"P'PS =518 =1,

por lo que aplica el teorema.

2.2. Particién de una matriz

Consideremos { X1, X, ..., X;.} una particién del conjunto {1, 2, ...,n}.

En lo que sigue, denotaremos por C;(M) a la i-ésima columna y F;(M) a la i-ésima
fila de la matriz M.

Definicién 2.2.1. Llamamos matriz caracteristica de la particion {X;, Xo, ..., X, }
a una matriz P de tamano n X r con entradas

1 si i€ X,
Pij = ..
0 si i¢ X



Observacién 2.2.2.

(P'P)ij = (Ci(P), C;(P)) = {0 8147 J,

luego,
IX1] O ... 0
pip_ 0 \XQ\ O
0 : - :
0 0 ... X/

Definicién 2.2.3. Sea A una matriz simétrica n x n.
Llamamos matriz cociente de A segun la particion { X, X, ..., X,.} a una matriz B
r X r de entradas

B 1
| Xi|
donde A;; es la submatriz de A con filas en X; y columnas en X.

bij ]_tAij]_

Observacion 2.2.4. ltAijl es la suma de todas las entradas de la submatriz A;;.
Otra forma de expresar las entradas de la matriz B es la siguiente

1
bij = — (P'AP),;
3 |XZ|( )U’

luego,
B = (P'P)'P'AP.

Definicién 2.2.5. Decimos que una particion es reqular o equitativa si para toda
submatriz A;; la suma de los elementos por columna es constante.

Observacién 2.2.6. Por ser A simétrica se cumple que A;;* = Aj;. Luego, si una
particion es regular entonces para todo bloque A;; la suma de los elementos por fila
es constante pues Aijt = Aj.

Proposicién 2.2.7. Sea A una matriz simétrica n x n, {X1, Xs, ..., X,.} una parti-
cion de {1,...,n} con matriz caracteristica P y matriz cociente B.
La particion es reqular si y solo si AP = PB.

Demostracion. Observemos que
(AP)i; = (Fi(A),C5(P)) = Y (A)ir,
(PB)ZJ = <.FZ(P),CJ(B)> = (B)lj con ¢ € Xl.

(=) Si la particion es regular entonces » ;. (A)ix es constante ¢ para los i en un
mismo subconjunto X, luego,

(AP)i = Y (A =c

k‘EXj
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Por otro lado, si i pertenece a X; tenemos
1
(PB)ij = (B)i; = x| Y (A==l Xile=c,

1€X] ]{:EXj

lo que prueba la igualdad entre las matrices AP y PB.
(<) Tenemos que AP = PB por lo cual >,y (A)i = By coni € X;. Como
> _kex,(A)ir se mantiene constante con ¢ € X; queda probada la regularidad.

[

Corolario 2.2.8. Sea B la matriz cociente de una matriz A simétrica particionada
entonces

1. Las secuencias de valores propios de B y A estdn entrelazadas.
2. Si el entrelazado es estricto entonces la particion es regqular.

Demostracion. 1. Consideremos la matriz D = P'P que tiene la siguiente forma

X 0 ... 0
p_| O b0
0 0 X,
luego,
L 0 0

D2 — v 1Xz|

Consideremos S = PD~/2 entonces tenemos que
StS — (PD—I/Q)t<PD—1/2> _ (D—I/Q)t(PtP)D—l/Q _ D_1/2_DD—1/2 — -[7'7

luego, los valores propios de A y B = S'AS estan entrelazados.
Por otro lado,

B=5'AS = D"V*(P*AP)D™'/?,
utilizando la observacion 2.2.4 obtenemos

D—l/Q(PtAP)D—l/Q — D—I/Q(DB)D—l/Q _ Dl/QBD—l/Q’

por lo cual B y B poseen los mismos valores propios, lo que prueba el entrela-
zado entre los valores propios de B y A.

2. Si el entrelazado es estricto tenemos que S B=AS , por lo tanto



S(DY?BD~Y?) = AS
PBD~Y? = APD™1/?
PB = AP

lo que prueba la regularidad.
O

Observaciéon 2.2.9. Hemos probado en el corolario que una matriz cociente es
diagonalizable a pesar de no ser necesariamente simétrica.



3. Definiciones basicas

3.1. Grafos y subgrafos

Definicién 3.1.1. Un grafo G es un par (V, E) donde V es un conjunto finito no
vacio cualquiera y £ C V x V. El conjunto V' se denomina wvértices y el conjunto £
aristas.

Las aristas de la forma (x,x) se denominan lazos.

Decimos que un grafo es no dirigido si E es simétrico, es decir,

(x,y) € E< (y,x) € E.

Si el grafo es no dirigido nos referiremos a las aristas como {z, y} en lugar de (z,y).

Existe una representacion grafica natural de los grafos en la cual los vértices se
representan como puntos y las aristas de la forma (x,y) como segmentos dirigidos o
flechas de x a y. Si el grafo es no dirigido las aristas se representan como segmentos
que unen los puntos que la componen en lugar de segmentos dirigidos.

Ejemplos
1. Sea V cualquiera, G; = (V. {}) se denomina grafo vacio.

2. Sea V cualquieray D = {(z,2) :x € V}, Gy = (V,E) donde E = (V xV)—D
se denomina grafo completo.

3. G3 = (V,E) donde V = {1,2,3,4} y E = {(1,2),(2,1),(3,2),(4,3)} es un
ejemplo de grafo dirigido.

4. Gy = (V,E) donde V = {1,2,3,4} y E = {{1,2},{2,3},{3,4}} es un ejemplo
de grafo no dirigido.

Definicién 3.1.2. Decimos que un grafo no dirigido G es bipartito si existen V)
y V5 subconjuntos de V' disjuntos tales que V;, UV, = V' y que cumplen que £ C
(Vi x Vo) U (Vo x V7).

Definicién 3.1.3. Sea G un grafo y x un vértice.
El grado de entrada y el grado de salida del vértice x se definen como

gr(@)=HyeV:(x)eE}Y, gri@)={yeV:(zy) ecL}

Definicién 3.1.4. Sea GG un grafo no dirigido.

Decimos que dos vértices x e y son adyacentes o vecinos y anotaremos x ~ y si
{z,y} es una arista.

Si ademas G no posee lazos, el grado de un vértice x es el grado de entrada que
coincide con el de salida por ser G no dirigido.

10



Figura 1: Representacion grafica de los grafos de los ejemplos

Observacion 3.1.5. Sea G un grafo no dirigido sin lazos y x un vértice, se tiene
que
grz)={yeV:y~a}|

Proposicién 3.1.6. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, entonces se cumple que

> gr(z) =2|E|.

zeV

Demostracion. Cada arista aporta 2 unidades a la sumatoria considerada. O

Definicién 3.1.7. Sea G un grafo.
Denominamos camino de longitud » > 1 de = a y a una sucesiéon de vértices
(20, 21, ..., ;) donde xg = x, , = y y se cumple que (z;,z;11) € E.

Definicién 3.1.8. Sea GG un grafo no dirigido.
Decimos que dos vértices x e y estan conectados si existe un camino de uno a otro
osix=y.

Observacién 3.1.9. Sea G un grafo no dirigido.
La relacién en los vértices “estar conectado con” es una relacién de equivalencia.

Definicién 3.1.10. Sea G un grafo no dirigido.

Las clases de equivalencia de la relacién se denominan componentes conexas del
grafo.

Si existe una unica clase de equivalencia decimos que el grafo es conexo.

Definicién 3.1.11. Sea GG un grafo.

Un grafo G' = (V', E’) es subgrafo de G si V' C V y E' C E.

El subgrafo generado por un subconjunto de vértices V' es el grafo (V') = (V' E’)
donde E' = {(z,y) € E : z,y € V'}.

Un subgrafo G’ de un grafo G se dice inducido si existe V' C V tal que (V') = G".

11



Definicién 3.1.12. Sea G un grafo no dirigido sin lazos.

Un subconjunto de vértices V' se dice conjunto independiente si el subgrafo generado
por él es el grafo vacio, es decir, no existen aristas entre los vértices del conjunto.
Un subconjunto de vértices V' se dice clique si el subgrafo generado por él es el grafo
completo, es decir, existen aristas entre dos vértices cualesquiera del conjunto.

Definicién 3.1.13. Un n-ciclo es un grafo no dirigido sin lazos conexo C' = (V| E)
con n vértices (n > 3) que cumple que cada vértice posee exactamente 2 vecinos.

Figura 2: 7-ciclo

Definicién 3.1.14. Sean G| = (Vi, Ey) y Go = (Va, E5) dos grafos.
Decimos que G y G5 son isomorfos y denotamos GG; = G5 si existe una funcion
biyectiva ¢ : V; — V5 que cumple que

(z,y) € Ex < (6(x),0(y)) € Ea.

Definicién 3.1.15. Decimos que un grafo no dirigido G posee un n-ciclo si existe
un subgrafo isomorfo a un n-ciclo.

3.2. Matrices

Definicién 3.2.1. Denominamos matriz de adyacencia del grafo G' a una matriz
A(G) de tamano n x n de entradas

1 st (z,2;) € E,
0 st (z,25) ¢ E.

Observacién 3.2.2. Un grafo G es no dirigido si y sélo si A(G) es simétrica. Tam-
bién tenemos que G’ es un subgrafo inducido de G si y sélo si A(G') submatriz

principal de A(G).

Observacién 3.2.3. La suma de los elementos de la fila i de A(G) es el grado de
salida del vértice i-ésimo y la suma de los elementos de la columna j es el grado de
entrada del vértice j-ésimo, es decir,

D a=grt(z), D ay=gr(z).
=1 i=1

Si G es un grafo no dirigido entonces la suma de los elementos de la fila o columna
1 es el grado del vértice i-ésimo.

12



Lema 3.2.4. (A(G)");; es la cantidad de caminos de longitud r de x; a x;.

Demostracion. Aplicaremos induccion completa en 7.
Si r =1 tenemos que

1 si (z4,2;) € E < existe un camino de largo 1 de z; a x;,

(A(G))y; = {

0 st (z,7;) ¢ E < no existe un camino de largo 1 de z; a z;,
lo que prueba el paso base.

Supongamos que vale para r y veamos que vale para r + 1.
Tenemos que

3

(|{caminos de longitud r de z; a x1}|)(A(G))k;-
k=1

Dado que todos los caminos de longitud r + 1 de x; a ; pueden descomponerse en
un camino de longitud r de x; a x; y un camino de longitud 1, es decir una arista,
de z;, a x; para algin zj, se obtiene que

n

Z(Hcaminos de longitud r de z; a x}|)(A(G))r; =
k=1

= |{caminos de longitud r + 1 de z; a x;}|

lo que prueba el paso inductivo. O

Observacion 3.2.5. Sea G un grafo no dirigido sin lazos, entonces se cumple que

tr(A(G)) =0, tr(A(G)") =2|E| y tr(A(G)*)=6T],
donde T = {3-ciclos en G}.

Observacién 3.2.6. Sea G un grafo no dirigido. B
Si en lugar de la matriz A(G) consideramos una matriz A(G) de tamaio n x n cuyas
entradas cumplan que

5Z-j =0 st T; * Iy,
Ziij 7é 0 s¢ Xy~ Ty,

se puede probar de forma andloga que (A/(G)”)ij # 0 si y sélo si existe un camino
de largo r de z; a ;.
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En lo que sigue trabajaremos con grafos no dirigidos y sin lazos, a menos que se
indique lo contrario. La matriz de adyacencia A(G) = A resultara simétrica y en
consecuencia, diagonalizable en una base ortonormal. Denotaremos {\;}"; a los
valores propios ordenados en forma descendente, {v;}I, a la base ortonormal de
vectores propios asociados y D a la matriz diagonal.

Observacién 3.2.7. Sea GG un grafo no vacio.
Como el grafo no posee lazos, tenemos que 0 = tr(A) = tr(D) = > | A\; por lo
cual, \y >0y \, <O0.

Dado que los valores propios de la matriz de adyacencia seran parte importante de
nuestro estudio y que esta matriz depende del orden que le demos a los vértices, cabe
la pregunta: jdependen los valores propios de este orden?, la respuesta la tenemos
en la observacion que sigue.

Observaciéon 3.2.8. Sean A; y A, dos matrices de adyacencia que corresponden a
un mismo grafo con los vértices ordenados de distintas maneras, tenemos que existe
una matriz de permutacién P tal que A; = PA,P'. Luego, los valores propios son
los mismos en ambas matrices.
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4. Grafos y subgrafos

4.1. Definiciones previas

Definicién 4.1.1. Llamamos numero de independencia de un grafo G al natural
a(G) = méax{|V’| : V' subconjunto de vértices independiente}.
Llamamos nimero de clique de un grafo G al natural w(G) = max{|V'| : V' clique}.

Definicién 4.1.2. Un grafo G se dice k-reqular si gr(z) = k para todo vértice del
grafo.

Proposicién 4.1.3. G es un grafo k-regular si y solo si k es un valor propio de A
asociado al vector propio 1.

Demostracion. Tenemos que

(A1); = (F(A),1) = > A(G);; = |{vecinos de z;}|.

J=1

(=) Si el grafo es k-regular luego (A1); = k por lo cual A1 = k1.
(<) Si (A1); = k luego gr(xz;) = |[{vecinos de x;}| = k por lo cual el grafo es
k-regular. O

En la observacion 7.1.6, probaremos que k es el mayor valor propio de la matriz A.

4.2. Entrelazado y subgrafos
El siguiente es un resultado de Cvetkovi¢ [3].

Teorema 4.2.1. Sea G un grafo, entonces se cumple que

aG) < [{i: N >0} v alG) < |{i:\ <0}

Demostracion. Tenemos que existe un conjunto independiente de tamano a(G) = «,
luego, existe una submatriz nula de la matriz de adyacencia A de tamano a x v que
denominaremos B.

Tenemos que los valores propios de A y B estan entrelazados, por lo tanto,

Oz,uag)\om

luego,

ya que de lo contrario estariamos afirmando que A, < 0.
Otra consecuencia del entrelazado es
/\n—a+1 < H1 = 07
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luego,
- )\n—a—l—l Z 0.

Recordemos que A, 11 es valor propio de A si y sélo si —\,_,y1 es valor propio de
—A.

Si denominamos {\;} a los valores propios de —A tenemos que —\, 11 = Aq.
Luego, A\, > 0 por lo que

a<|{i:N>0Y={i:\ <0}
]

Proposicion 4.2.2. Si A es una matriz simétrica n X n con suma por fila constante
k entonces toda matriz cociente B tiene suma por fila constante k.

Demostracion. Tenemos que

D (A)y = k.

j=1
Sea {X1,...,X,,} una particién de {1,...,n}, estudiemos la suma por fila de la
matriz cociente B,

Z(B)” - Z | |(A)"'j - X, Z Z (A)ij =

=1 =1 ieX, jex; =T =1 ieX, jeX;

1 a 1
= Ay = X |k=k
ieX, j=1

lo que prueba la afirmacion.

]

La cota superior que veremos a continuacion lleva el nombre de su autor: cota de
Hoffman.

Teorema 4.2.3. Si G es k-reqular entonces se cumple que

n(=A,)
a(G@) < —=
( ) - >\1 - )\n
, . . . . . ~ n(—=An)
Ademds, si existe un conjunto independiente C de tamano o Se cumple que para

todo vértice v ¢ C
{yeC:y~all=—-An

Demostracion. En primer lugar observemos que A; = k por ser el grafo k-regular,
como adelantamos luego de la proposiciéon 4.1.3.
Sea C' C V un conjunto independiente de tamano «(G) y consideremos la particion

de V {C,C°}.
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Utilizando que la proposicion 4.2.2 se puede ver que la matriz cociente resulta la

siguiente
0 k
p=( o k()

cuyos valores propios son 1 = ky pg =tr(B) — k= —
Por entrelazado tenemos que A\, < o, luego,

ka

n—a’

\ < ko
n—au

0 < —A\,n
k=),

Si se cumple la igualdad entonces tenemos que A, = o v dado que A\ = k = iy el
entrelazado resulta estricto y la particion regular. Esto es, la suma de los elementos
por fila en los bloques A;; es constante. Si consideramos el bloque Ay; obtenemos
que para todo vértice v ¢ O |{y € C 1y ~a}| = £L = —pp = -1, O

n—ax

Corolario 4.2.4. Si A es una matriz de tamano n X n simétrica que posee suma
por fila constante k y menor valor propio A\, entonces se cumple

n(—=An)
a(4) € P

donde a(A) = méx{i : existe una submatriz principal nula de tamano i}.

Demostracion. La prueba del teorema 4.2.3 es valida para una matriz A simétrica
de tamano n x n que posee suma por fila constante k£ y menor valor propio A,. [

El teorema a continuaciéon es una generalizacién de la cota de Hoffman para los
grafos no regulares:

Teorema 4.2.5. Sea 6 = min{gr(z) : x € V} entonces se cumple que

n(—)\1>\n)
< — "
o(C) < 5 A,

Demostracion. Sea C' C V un conjunto independiente de tamano a(G) y tomemos la
particién de V' dada por {C, C°} nuevamente. Denotemos con la letra k al promedio
de grados del los vértices del conjunto independiente, es decir,

2 wec97(8) D pec gr(e)

=T T T .

Luego, tenemos que la matriz cociente resulta la siguiente

0 k
(44
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con valores propios 1 v fio.

Por entrelazado tenemos que \; > p1 y que po > A, por lo cual —A, > —ps.
Observemos que 1 > 0 pues py + ps = tr(B) > 0 y recordemos que —\,, > 0.
Luego tenemos que

—Ap AL > = Appln, = App > — i,

de donde
—Ap A1 > — i
Como —papy = —det(B) = T]fii‘l > gz_—‘z se cumple que
52
Ay >
n—a
a < —n<_/\1>\n>.
— 02—\,

]

A continuacién introduciremos un nuevo concepto: la capacidad de Shannon de un
grafo G, el cual es de gran interés en la teoria de la informacion, para poder explicar
porqué, precisaremos introducir nuevas definiciones.

Definicién 4.2.6. Sean G = (V1, E1) v Gy = (Va, Ey) dos grafos, denominaremos
producto fuerte de grafos al grafo G x G5 de vértices y aristas como se definen a
continuacion

V(G1xGy) =V x Vs
E(Gy* Ga) = {H{(w1,22), (g1 92)} : (w1~ o =) y (w2~ yp 02y = y2)} — D
donde D = {{(x1,22), (x1,22)} : (21, 22) € V1 x Vo }.
Observacion 4.2.7. Se cumple que (G1*Gs) x G3 = Gy x (Gy*x G3), luego, se define
G'=G Gt
que también denotaremos H§=1 G.
Observacién 4.2.8. Sea G', se tiene que
V(GH=V' EGY={{z,y} i~y o xi=y}—{{z, 2} zcV'}

Observaciéon 4.2.9. Un conjunto independiente C' del grafo G da lugar a un con-
junto independiente del grafo G': C".

Definicién 4.2.10. Sean A y B matrices de tamano m X n y p X g respectivamente,
el producto de Kronecker de las matrices A y B es una matriz A ® B de tamafno
mp X nqg que se define como sigue

al,lB G/LQB Ce CLLnB

agle CL272B e CLQ’nB
A®B = ) ) .

am1 B amoB ... am,B
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Observacién 4.2.11. Si A y B son matrices con suma por fila constante a y b
respectivamente, entonces A ® B es una matriz con suma por fila constante ab. Un
resultado analogo se obtiene si la suma por columna es constante.

Observacién 4.2.12. Si A y B son matrices simétricas entonces A ® B es una
matriz simétrica.

Proposicion 4.2.13. Si A es un valor propio de A con u vector propio asociado
y i es un valor propio de B con v wvector propio asociado, entonces A ® B es una
matriz con valor propio A\ y vector propio asociado u @ v.

Demostracion.
(11713 Ce al,nB uv
(A® B)(u®v) = Lo o=
amaB ... amnB Uy U
a Buv+ ..+ ay , Bugv A1 UL Y + .o Qg U U
U1 Bupv + .o gy Buyv Q1 U AU - A Qo U AU
(a1qur + ...+ aypur) o (Auy)pv
_ : - : = Au(u ®@v).
(@maUn + - .+ Gy U (A, ) pv

Observaciéon 4.2.14. Se cumple que

ordenando los vértices de GGy * GGy del siguiente modo

1< k,
(25,y;) < (@, 1) © 0
1=kyj <l

Proposicién 4.2.15. A(G') = (A(G) + 1)®' — 1.

Demostracion. Aplicaremos inducciéon completa en [.

Si [ =1 se cumple que que A(G') = A(G) = (A(G) + I)®' — I

Supongamos ahora que vale que A(G') = (A(GQ) + I)® — I, veamos que A(G'!) =
(A + )&+ — T,

AGM) = A(G+GH = (AG)+ 1) @ (A(GH + 1)) — I
= ((A(G)+ D) @ (AG) + D)®") — I = (A(G) + D)®"* — I

19



Definicién 4.2.16. La capacidad de Shannon de un grafo GG se define como

G) = sup{v/a(G') : | € N*}.

Veamos la interpretacién que la capacidad de Shannon adopta en la teoria de la
informacién segiin Alon y Lubetzky [4].

Consideremos un canal de comunicacion, es decir, un medio de transmision por el
que viajan senales portadoras de informacién; para fijar ideas supongamos que las
senales emitidas son letras. Sucede que, en su pasaje por el canal de comunicacion,
letras distintas pueden volverse indistinguibles, producto de alguna interferencia
denominada ruido del canal. Representaremos entonces el canal de comunicacién
mediante un grafo cuyos vértices sean las letras consideradas, que denominaremos
alfabeto, y cuyas aristas sean los pares de letras distintas que resultan indistinguibles
al final del proceso. Luego, a(G) resulta la mayor cantidad de letras que puede
enviarse a través del canal sin error.

Si en lugar de letras quisiéramos enviar una palabra de largo [, podriamos modelar
esta situacién mediante el grafo G' dado que dos palabras son indistinguibles si todas
sus letras lo son, luego, a(G') resulta la mayor cantidad de palabras de largo [ que
puede enviarse a través del canal sin error.

Tenemos que a(G') > a(G)! por la observacién 4.2.9, luego, el crecimiento de a(G?)
al aumentar [ es exponencial. Dado que nos interesa estudiar el crecimiento mas
alld de este hecho, es que consideraremos y/a(G!) de modo de normalizar a(G').

Finalmente, dado un canal, el niimero real sup{\/«a(G") : I € N*} puede interpretarse
como un tamano efectivo del alfabeto a considerar.

Observacion 4.2.17. Sustituyendo por [ = 1 se obtiene «(G), por lo tanto
a(G) < O(G).

A continuacién probaremos que la cota de Hoffman es cota superior del conjunto

{V/a( Gl : 1 € N*}, por lo cual, ©(G) queda bien definido y acotado superiormente

)

/\1 . El autor de este resultado es Lovasz [5].

por
Teorema 4.2.18. Sea G grafo k-reqular, entonces vale
n(—A,)
0(G) < ——~.
(G) < I

Demostracion. Por la observacién posterior al teorema 4.2.3 sabemos que si A es
una matriz de tamano n x n simétrica que posee suma por fila constante k& y menor
valor propio A, entonces se cumple

n(=An)
a(4) < 10

donde a(A) = méx{i : existe una submatriz principal nula de tamano i}.
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Lo que haremos es aplicar la cota de Hoffman a la matriz (A — X\, 1)®" — (=)'
cuya suma por fila es constante y vale (k — \,)! — (=\,)! ademéds de ser simétrica.

Afirmacion a((A — X\, )% — (=\)U) = a((A+ 1)® —1).

Tenemos las matrices A— A\, I y A+1 solo se diferencian en su diagonal, que en un ca-
so es constante —\,, # 0 y en otro constante 1, luego, las submatrices principales nu-
las son las mismas en (A—\,I)® que en (A+1)%!. Al considerar (A—\,I)®' —(—=\,)'1
anulamos la diagonal, lo mismo sucede al considerar (A + I)®! — I, luego las subma-
trices principales de una y otra son las mismas, lo que prueba la afirmacién.

Luego,

a((A =X\ — (=2\)'T) = a(Gh.
Por otro lado, se puede ver que 0 es valor propio de la matriz (A — A\,I) y los
restantes valores propios positivos, luego, tenemos lo mismo para los valores pro-

pios de (A — X\, I)®" por la proposicién 4.2.13. Finalmente, el menor valor propio de
(A= XN, 1)®" — (=)' resulta —(—\,)".

Tenemos que

l (=) _ )
a(G') < (k= A) — (A + (A (k=)
nt(=X,)!
a(Gh) < (k— )
l l n(_An)
< 5

]

Teorema 4.2.19. Sean G = (V, E) grafo k-regular y G' = (V', E") subgrafo induci-
do. Si |V'|=n" y |E'| =m' entonces se cumple que

2m' 2 —n'k
T W

/ —

An <

n—mn

Ademdas, si se verifica alguna de las dos igualdades entonces se tiene que G' y (V—V")
son grafos requlares.
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Demostracion. Consideremos la particién {V’,V’¢} cuya matriz asociada es la si-
guiente

2m’ 2m’
n' k— n'
B =
n’'k—2m’ n'k—2m’
n—n' k ( n—n'’ )
2m/’ n'k—2m’ _ 2m' 2 -n'k

y sus valores propios son py =k y po = =7 ey Sy

Por entrelazado tenemos que A, < us < Ao, luego,

2m' 2 —n'k
S~

Ap <

2.

n—n'

Si se alcanza alguna de las igualdades tenemos que el entrelazado es estricto y en
consecuencia, la particion es regular. Esto es, la suma por fila es constante en los
bloques A;;.

Dado que A3 = A((V')) y Aye = A((V'?)) tenemos que los grafos (V') y (V'°) son
regulares como queriamos probar.

]

Observacién 4.2.20. Sea V' C V un conjunto independiente del grafo k-regular G
tal que |V'| = a(G).

Luego m' = 0y n’ = a(G), lo que sustituyendo en una de las desigualdades del
anterior teorema con A\; = k obtenemos la cota de Hoffman

n(—An)
alG) < ——=.
( ) a )\1 - /\n
Observacién 4.2.21. Si en las condiciones del teorema anterior m’ = in'(n’ — 1)
tenemos que
o L+ X
Como todo clique satisface que m/ =1+2+ ...+ (n' — 1) = $n/(n/ — 1) tendremos
que
L+ Xy
G) < ———.
w< ) “n—k + /\2

22



5. Numero cromatico

5.1. Definiciones previas

Definicién 5.1.1. Sea G = (V, E) un grafo sin lazos no dirigido.
Una k-coloracion es una funcién ¢ : V. — {1,...,k} que cumple que c(z) # c(y)
para z e y adyacentes.

Observacion 5.1.2. Los vértices de un mismo color, es decir,
X, ={x eV :clx)=1i}
forman un conjunto independiente.
Definicién 5.1.3. Se denomina niumero cromdtico de un grafo G al natural

X(G) = min{k : existe una k-coloracion}.

5.2. Entrelazado y nimero cromatico

Observacién 5.2.1. Consideremos una coloracién con x(G) colores y particione-
mos {1,2,...,n} en colores. Tenemos que |V (G)| = |Xi| + [Xo| + ... + | Xy <
a(G)x(G), luego,
V(G)] < x(G)a(@).
Observacion 5.2.2. La observaciéon anterior muestra que
V(G|
a(G)

por lo cual una cota superior de a(G) dara lugar a una cota inferior de x(G).

< x(G)

Ejemplo Consideremos un grafo que posee un ni-clique y ng vértices no pertene-
cientes al clique, pero adyacentes a todos sus vértices.
Se puede ver que
X(G)=n1+1 «oG)=na,
luego,
V(G)|  ni+mny
CX(G) N Mo

lo que muestra que la anterior cota puede estar muy alejada de x(G).

:1+ﬂ<<n1+1zx(G),
N2

La siguiente observacién es un resultado de Hoffman [6].

Observacién 5.2.3. Si G es k-regular entonces vale la cota de Hoffman, que indica

que a(G) < 2

M—An
Luego,

n n AL — Ay At
> pr— f— —_——
1—An

Veamos que esta cota inferior de x(G) vale incluso para grafos no regulares.
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Teorema 5.2.4. St G es un grafo no vacio entonces se cumple que

A1
G)>1—-—.
x(G) = N
Demostracion. Consideremos la particion { X7, Xo,..., X, } y la base ortonormal de
vectores propios de A {uy, us, ..., u,} asociados a los valores propios { A1, A, ..., A}

Sea s; la restriccion de u; a X;, es decir,

(ul)j st ] € Xi;
(Si)j = .
0 si jé&X,.

Consideremos la matriz S cuyas columnas son los vectores s; no nulos y la matriz

D = §'S.

* 0 . 0

* 0 . 0

0 * 0 s> 0 0
_ : 0 s 0
5= (s1, "8X>: 0 =* .0 D= 0 : . :

: : 0 0 HSXH2
0 0 . *
0 0 ... %

D resulta invertible pues |s;]|> > 0, sea S = SD~Y/2, luego,

S'S = (SD™V)(SDY?) = D V4(S'S)D~? = D"V*DD 2 = 1.
Sea B = S'AS, tenemos que \; es valor propio de B pues
BD'Y?1 = (D'?25'ASD~"/?)D'/?1 = D~'28' Auy = \,D'/?1.

Sabemos que los valores propios de A y B estan entrelazados por el teorema 2.1.6,
entonces tenemos

i <A, An—xti < i

La primera desigualdad implica que p; = Ay y la segunda que p; > A,.
Por otro lado tr(B) = 0 pues

(B)ii = (S'AS)ii = s{As; = (Px,(s:))" AiiPx,(si) = (Px,(s:))'0Px,(s;) = 0,
luego,

0=1tr(B) =+ p2+ ...+ =M+ (x =D,
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y utilizando que A, < 0 se obtiene

>1—-—.
X = N,

]

Observacién 5.2.5. Si aplicamos la generalizacion de la cota de Hoffman para
grafos no regulares obtenemos

n n 0%
X(G> = a(G) = n(=MAn) A,
52—)\1)\71

Si comparamos esta tltima cota con la obtenida en el teorema 5.2.4 resulta

A1 52
S o< A
A T M, T
y la siguiente proposicién prueba que la cota obtenida en un inicio refina la iltima.

Proposicién 5.2.6. Sea G = (V, E) un grafo, § = min{gr(z) : z € V} y {\}1,
los valores propios asociados ordenados en forma descendente, entonces se tiene que

0 < Ap.

Demostracion. Podemos suponer que el grafo es conexo pues en caso de no serlo
realizarfamos el mismo procedimiento en una de sus componentes conexas: la que
presente el mayor valor propio del grafo.
Por ser G conexo tenemos que la matriz A(G) = A resulta irreducible, luego, por
el teorema de Perron Frobenius [7] capitulo 8, seccién 8, sabemos que su radio
espectral p(A), es un valor propio simple y existe un vector propio asociado con
entradas positivas. Por ser p(A) valor propio tenemos que p(A) = Ay, luego, podemos
considerar u vector propio asociado con entradas positivas.
Sea

wi, = min{u; :i=1,...,n}.

Tenemos que
MU, = Ay = E u; > g Uiy > O,
J:j~io J:jrvio
luego,

A1 > 0.

Teorema 5.2.7. Si Ay > 0 entonces se cumple que

X(G) >1_ )\nfx(G)+1

> "
Demostracion. Consideremos sy, sg, ..., s, como en la demostracién anterior.
Sea w no nulo en (u,_\11,...,u,) N {s1,..., 8", que existe pues
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o dim((Un—yi1, - Un)) =X y dim({s1,...,5,)") =n—x,

m U € (Upyity- s Un) N ({51,...,5,)7) dado que {uy,...,u,} base ortonor-
mal y u; = 51+ ...+ s,.

Sea w; la restriccién de w a X;.
Consideremos la matriz R cuyas columnas son los vectores w; no nulos, la matriz
D = R'R que resulta invertible por los mismos argumentos que antes y la matriz

R=RD™'>
Sea A" = A — (A — \y)ujuy?, estudiemos sus valores propios:

Utilizando que u;'u; = 1y uitu; = 0 para todo ¢ > 2 tenemos que
A'ul = )\gul, A/Ui = AUI = )\z’ui,

luego, los valores propios de A’ son X} = Ay y AL = \;.
Sea B/ == RtAIR = RtAR - ()\1 - )\Q)RtulultR.

Afirmacion tr(B') = 0.
tr(B') = tr(R"AR) — (A — Xo)tr(R'uyuy ' R)

Tenemos que tr(R'AR) = 0 por el mismo argumento que antes, veamos entonces
que tr(R'uju'R) = 0,

(Ut R); = (uy, w;) = (uy, w

Xi> = <u1 wa> = <Si7w> = O,

luego tenemos que u R = u!RD™Y/2 = 0 por lo que tr(RuulR) = 0 como
queriamos probar.

Afirmacion pi, <N, 4.

Sea d = D'/?1, tenemos que

/ ~dtB'd s : _ / ’
= 11l <575¢ por el principio de Rayleigh con u = d € (vy,...,v}),
d'B'd _ w'Aw d'B'd _ (Rd)'A’Rd _ t7 — ot
o = “oaet pues 2t = ——-—— vy se cumple que Rd = w y d'd = w'w,
wt A'w / S g : _ _
. ot < )‘n—xtl por el principio de Rayleigh con u = w € (up_y41,...,u,) =
(Up, gy Up)
Luego,

0=tr(B) = pm+. . .+p < (X —Dpi+A 1 < (DA = (DAt Ay,
de donde

x>1-— —/\n_XH.

A2

26



6. Disenos

6.1. Estructuras de incidencia y disenos

Esta seccion esta basada en el libro de Godsil y Royle “Algebraic Graph Theory”
[7] capitulo 5, secciones 1y 10.

Definicién 6.1.1. Dados dos conjuntos disjuntos P y £ (denominados puntos y
lineas respectivamente) y una relacién I C P x £, decimos que la terna ) = (P, L, )
es una estructura de incidencia.

Diremos que P € Py L € L son incidentes si (P,L) € I.

Definicién 6.1.2. Sea ) = (P, L, ) una estructura de incidencia, llamamos es-
tructura de incidencia dual a la estructura Y* = (L£,P,I*) donde I* = {(L, P) :
(P,L) € I}.

Sea Y = (P,L,I) una estructura de incidencia, el grafo asociado G(Y) = (V, E)
donde V=PULy E={{P,L}:(PL)el}.

Observacién 6.1.3. G()) es un grafo bipartito y reciprocamente, dado un grafo
bipartito podemos determinar una estructura de incidencia. También tenemos que

GY) = GO").

Definicién 6.1.4. Sean X e ) estructuras de incidencia, decimos que X es una
subestructura de Y si G(X') es un subgrafo de G()).

Definicién 6.1.5. Decimos que una estructura de incidencia D = (P, B,I) es un
t-(v, k, \) disenio donde P se denomina conjunto de puntos y B conjunto de bloques
(cada uno de los cuales estard identificado con los puntos incidentes a ¢él) si |P| = v,
cada bloque posee exactamente k elementos y para todo 7' C P tal que |T| =t se
cumple que

{BeB:T CB}|=XM\>0.

Proposicién 6.1.6. D t-(v,k, \;) disenio entonces D s-(v, k, \s) disenio para todo
s <t.

Demostracion. Sea S C P tal que |S| = s, contemos los pares (T, B) tales que
S C T C B tales que |T| =t de dos modos distintos:

= contemos los conjuntos 7' de tamano ¢ que contienen a S y multipliquemos por
la cantidad de bloques en los que esta contenido T,

= contemos la cantidad de bloques B en los que esta contenido Sy multipliquemos
por la cantidad de conjuntos T' que cumplen que S C T' C B.

Obtenemos que



de donde
t—s
A = —— N\
k—s

Luego, la cantidad de bloques en los que esta contenido S es la misma para todo
subconjunto de tamano s. O]

Observemos que \; € N, lo cual no es evidente.

Denotaremos con la letra b al valor de A\g y con la letra r al de Ay,
M={BeB:¢oCB}=|Bl=b y M=|{BeB:{p}C B} =r

La igualdad (3) con s =0y t = 1 resulta

bk = rv. (4)

Ademés, si consideramos el grafo G(D) tenemos que gr(P) = r para todo P en
Py gr(B) = k para todo B en B, es decir, el grafo G(D) es un grafo bipartito
semirregular.

Observacién 6.1.7. La secuencia {\;}!_, es decreciente.

Definicion 6.1.8. Llamamos matriz de incidencia de un diseno a una matriz N de
tamano v x by entradas

1 si p; € Bj,
Nij = .
! 0 si p; ¢ B,

Observacién 6.1.9. Si N matriz de incidencia de D entonces N! matriz de inci-
dencia de D*.

Observacién 6.1.10. Se cumple que

b
> niy=H{BeB:{p}cB}=r
j=1

Z”ij = {pi : pi € Bj}| = k.
=1

Proposicion 6.1.11. La matriz de incidencia de un 2-diseno cumple que

NN = (r = M) + Ao,
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Demostracion. Observemos que el vector fila de la matriz N, F;(N), posee 1s en los
bloques a los que pertenece p;.
Luego,

(NNY)ij = (F{(N), F;(N)) = {22 S;- Z;]j
O

Observacién 6.1.12. Dada una matriz de ceros y unos con suma por fila y columna
constante que satisfaga la ecuacién anterior corresponde a un 2 diseno.

Lema 6.1.13. Sea D un 2-(v, k, Ag) disenio y k < v entonces se cumple que b > v.
Demostracion. Consideremos la igualdad (3) con s =1y ¢t = 2, luego,
(v—="1A = (k—1)r (5)
dado que v — 1 > k — 1 tenemos que Ay < 7.
Veamos que NN = (r — \y)I + Ao J resulta invertible
= 7 — Xy > 0 por lo que (r — \y)I es definida positiva,
= Ay > 0 por lo que A\yJ = X\311" es semidefinida positiva,

luego, N N* resulta definida positiva y en consecuencia invertible.

Por otro lado,
Nt —p N

RY - R” — R"
de donde se deduce que b > v.

Proposicion 6.1.14. El dual de un 1 disenio es un 1 diseno.

Demostracion. Tenemos que
{PeP:{B}CP}|={PeP:(B,P)el"'}|={P€P:(P,B)el}|=|B|=k,
luego, D* es un 1-diseno. O]
Observacién 6.1.15. En general, el dual de un 2 diseno no es un 2 diseno.

Ejemplo Consideremos el 2 diseio dado por la matriz de incidencia

111000
001110
N= 100011
01 0101

Se puede ver que es un 2 pues dadas dos filas de la matriz existen existe una tnica
columna que posee 1 en ambas filas, es decir, dados dos puntos existe un tnico
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bloque al cual ambos pertenecen.
Sin embargo, al considerar la matriz de incidencia del diseno dual

1010
1001
. 1100
M=1l0101
0110
0011

lo anterior no se obtiene para los puntos 1 y 4.
Otra forma de representar el diseno dual es mediante el siguiente dibujo, en el cual,
los puntos son los puntos del 2 diseno, y las lineas los bloques.

Se puede ver también en el dibujo que hay pares de puntos que no tienen lineas en
comun, mientras que otros pares si las tienen.

Definicién 6.1.16. Decimos que un 2 diseno es simétrico si b = v.

Lema 6.1.17. El dual de un 2 diseno simétrico es un 2 diseno simétrico con los
mismos pardmetros.

Demostracion. Observemos primero que Ay < r. Sabemos que Ay < r perosi Ay =r
utilizando (5) obtenemos que v = k, luego, b = 1 pues el tamano de los bloques
es igual a la cantidad de puntos. Ademas, por ser el disenio simétrico tenemos que
b = v entonces 1 = v. Finalmente, D no podria ser un 2-diseno ya que Ay = 0.
Sabemos que Ay < 7, luego, NN* = (r — X\y)I + \oJ y en consecuencia N, resultan
invertibles.

Tenemos entonces que,

N = N7 ((r — M) + Mo J).

Afirmacion JN—' = N—1J
Veamos que JN = NJ:
(NJ)ij = (Fi(N),1) =,

(JN)ij = (1, C4(N)) = k.

Utilizando (4) y que el diseno es simétrico obtenemos que k = r por lo que JN = N.J
y en consecuencia JN 1 = N71J.
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Luego,
NE=(r—X)IN T+ XN = ((r— M) + X J)N?

Nt(Nt>t == (7" - )\2)[ -+ )\QJ

Lo que, sumado a que N! tiene suma por fila y columna constante, prueba que N*
corresponde a un 2 diseno.
Tenemos que D* un 2-(v', k', A) diseno, por ser D simétrico sabemos que v/ = v y

de la identidad
Nt(Nt)t = (7” - )\2)[ + )\2J

se desprende que que X, = Ay y r' = r. Utilizando la igualdad (4) se concluye que
kK = k.
m

6.2. Entrelazado aplicado a disenos

Dada una matriz N no simétrica podemos usar los resultados de entrelazado apli-

cados a la matriz
A 0 N
Nt O

Dado que obtendremos resultados en términos de los valores propios de A que de-
nominaremos J\;, el parametro \; serd denominado A\ de aqui en mas.

Proposicién 6.2.1. El espectro de A es simétrico.

Demostracion. Sea v = < Z ) un vector propio de A asociado al valor propio A.

e (A 3)(2)-()
v (2)-(2)

Nw = Au, Ny = \w.

Dado que

tenemos

(20 ()= ()20

]

Veamos que v = ( ) es vector propio de A asociado al valor propio —A,

Observacion 6.2.2. A es la matriz de adyacencia del grafo G(D).

Observaciéon 6.2.3. La suma por fila en A es r en las primeras v filas y k£ en las
ultimas b filas.
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Proposicién 6.2.4. \ es valor propio de A si y sélo si \* es valor propio de N*N.

Demostracion. (=) Sea v = < 5 ) vector propio de A asociado al valor propio A,

por argumentos ya usados tenemos que
Nw = \u, N'u = \w,
de donde
N'Nw = N'du = AN'u = A Aw) = N\w.

Luego, A? resulta valor propio de N!N.

(<) Sea w vector propio de N*N asociado al valor propio o > 0y u = Nw, tenemos
que N'Nw = N'u = ow.
Luego,

A\/EU_ON Vou\ [ oNw '\ O'U_\/—\/Eu

ow )\ N' 0 cw )\ VoNtu ) =\ Voow )~V ow
por lo que /o resulta un valor propio de A y por ser el espectro A es simétrico —/o
también lo es.

]

Observacién 6.2.5. La proposicién anterior se prueba para NN! en lugar de N'N
de forma analoga.

Observacién 6.2.6. La suma por fila en N'N y NN es constante rk.

Observacién 6.2.7. Si realizamos una construccion analoga a la construccién que
permite probar la observacion 7.1.6 obtenemos que 7k es el mayor valor propio de
la matriz N'N, y en consecuencia,

M=Vrk v A\ =—Vrk.
Teorema 6.2.8. Sea D = (P,B,I) un 1-(v,k,r) diseno y D' = (P',B',I') una

subestructura de D.
Denotemos

[Pl =2, [B]=b y [EGD))|=m
entonces se cumple que
(m/(v/v") = VE)(m/(b/V) —v'r) < Xi(v —')(b—V).

Ademds, la igualdad implica que las subestructuras dadas por (P',B'), (P'“,B),
(P, B') y (P'“,B'°) son 1 disenos.
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Demostracion. Consideremos la particién {P', P, B',B'“} de P U B cuya matriz
asociada resulta

0 0 o r— ()
0 0 e o= (R
B =
W k- 0 0
S k-(Gm0) 0 0
Se puede ver que \{E A i k| son vectores propios de B asociados a los
1 1

g r—(5) W k= (%)
Sean C' = yD= ;
/ / ! / / !
e = (55 S k= (=)

luego,
det(B) = det(C)det(D) = r(tr(C) — r)k(tr(D) — k) =
ok (mW o) = b’k) (m’(b/b/) - ) |

b—U v—

Por otro lado, como consecuencia del entrelazado tenemos que
po < Ao, —p3 < —Anoa
y utilizando que —pu3 > 0y A2 > 0 obtenemos
— oty < —AaA, 1.

Luego,
det(B)  det(B)
rk —H1l

(08 ()Y g

b—b v—

= —figpiz < =X, 1 = A3,

Si se da la igualdad tenemos que
— oty = —AaA,_1
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lo cual, dado que 0 < o < Xy y 0 < —p3 < —\,_; implica que

Po =X Y f3 = Ap_1.

Entonces el entrelazado es estricto y la particion regular. Luego, se cumple que la
suma por fila y columna en todos los bloques A;; es constante.

Si consideramos la subestructura (P, B’) el hecho de tener suma por fila y columna
constante en el bloque A3 nos permite concluir que (P’,B’) es un 1 disefio cuya
matriz de incidencia es A;s.

Considerando los bloques Ayy, A3 y A4 se prueba que las subestructuras (P’, B'),
(P, B") y (P, B) resultan también 1 disenos. O

Observacién 6.2.9. El resultado anterior es particularmente 1til cuando logramos
expresar Ao en términos de los parametros del diseno.

Proposicién 6.2.10. Sea D un 2-(v, k, \) diseno, entonces se cumple que

v—£k
E—1"

AN=r—A=2A\

Demostracidn. Si denominamos {o;}?_; a los valores propios de NN' ordenados en
forma descendente, probaremos que o5 = r — \. Luego, por la proposicion 6.2.4 para
NN' obtendremos que r — X\ = \3.

Por la proposicién 6.1.11 tenemos que

NN = (r — NI+ MJ.

Estudiaremos los valores propios de la matriz NN, mediante el estudio de los de la
matriz A\J.

Dado que rg(A\J) = v — 1, tenemos que 0 es valor propio de AJ con multiplicidad
v—1. A su vez, por tener A\.J suma por fila constante, resulta que Av también es valor
propio de la matriz. Luego, r — A y  — A + Av son los valores propios de la matriz
NN' y por estar considerando los valores propios ordenados en forma descendente
se cumple que g5 =1 — A

Por otro lado, la igualdad (5) afirma que

(v—=DA=r(k—-1),
de donde,

v—Kk

A=A .
" k1

]

Corolario 6.2.11. Sean D un 2-(v, k,\) diseno simétrico y D" un 2-(v', k', \') sub-
diseno simétrico, entonces se cumple

(Kv—kv')? = (k— M\ (v—1)2
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Demostracion. Por ser Dy D’ disenios simétricos tenemos que b =v y b’ = v'.
Por (4) tenemos que bk = rv de donde k = r, analogamente concluimos que k" = 1.
Ademéds, m = vr = vk y m' =v'r = vk
La desigualdad del teorema 6.2.8 resulta
(V) (0/v) = VE)((WE) (v/v) = v'k) < X0 =) (v =)

Como A\ =7 — X\ =k — ) tenemos que

(K'v—v'k)? < (k—A\)(v—1)%
[

Corolario 6.2.12. Sea D un 2-(v,k,\) diseno. Sean P' C P donde |P'| = v y
Bi C B donde |B'| =V tales que P y B no son incidentes para todo P en P y B en
gﬁtonces se cumple que

kro't" < (r—X)(v —v")(b—=1").
Ademds, si se da la igualdad la estructura dada por (P',B'°) es un 2 diseno.

Demostracién. Aplicando el teorema 6.2.8 con m’ = 0y A3 =7 — X tenemos que
(b'kv'r) < (r—X)(v—2")(b—1V)

y en caso de obtener la igualdad tenemos que la estructura dada por (P’, ') es un
1 disefio. Veamos que es un 2 disefio: sean P;, P; en P’, sabemos que P;, P; ¢ B
para todo B € B'.
Luego,

{BeB":{P.P}C B} = {BeB:{P,P}C B} =X

]

Definicién 6.2.13. Decimos que p es nimero de interseccion de un D 2-(v, k, \)
diseno si existen B;, B; en B tales que |B; N B;| = p.

Los primeros dos items del teorema a continuacién son resultados de Majumdar [§]
y los dos restantes de Beker y Haemers [9].

Teorema 6.2.14. Sea p niumero de interseccion de un 2-(v, k, \) disenio D, entonces
se cumple:

1. p>k—r+ A
2. La relacion en B definida como
BINBJ SZBIZB] O‘BlmBJ|:k—T+>\

es de equivalencia.

3. [B]] < b72+1 para todo B € B.
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4. Si para todo B € B, |[B]| = b_SH entonces existen ly y ly tales que

l BZNB,
‘Bsz]|: ! J
l2 BZOOB]

Demostracion. A lo largo de esta prueba consideraremos la matriz C' = N'N de la
cual conocemos dos de sus valores propios:

op=rk y oy=1r—A\
Ademas sabemos que
NN = (CH(N), Cy(NY)) = 4 WS =0,
I |B; N Bj| sii#j.

1. Dado que existen B;, Bj en B tales que |B; N B;| = p tenemos que
ksii=j,
psii# g,

s=(5 1)

es submatriz de N'N y en consecuencia, los valores propios de ambas matrices
entrelazados, en particular, s < o05.
Como e = k — p resulta

(N'N);; :{

por lo cual

kE—r+X<p.

2. Sean B;, B; tales que |B; N B;| = k —r+ A. Si consideramos la submatriz de la
parte anterior tenemos que o = 09, y como el vector propio asociado a s es

(1)

por la parte (3) del teorema 2.1.6 sabemos que el vector propio asociado a o9
tiene la siguiente forma

1 si k=1,
up, =1 —1 sik=j,
0 en otro caso,

lo cual implica que las entradas de C' cumplen que c¢; = ¢, para todo k # 1, j,
es decir, |By N B;| = |B; N By| para todo k # i,j. Luego tenemos que si
|Br N B;| =k —r+ X se cumple que |B; N B| = k —r + A, lo que prueba la
transitividad de la relacion.

Las propiedades idéntica y simétrica son inmediatas, lo que prueba que la re-
lacion es de equivalencia.
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3. Sea [B] la clase de equivalencia del bloque By |[B]| = /. Podemos suponer que
los b’ primeros bloques son los de [B]. Consideremos la particién {[B], [B]¢} de
la matriz C', se puede ver que

kE p ... p
p k ... p
Cn = :
p p ... k

con p =k —r + \. Luego se puede ver que la matriz cociente resulta

k+p(b —1) rk — (k+p(t — 1))
B =
Lok — (k+p(t = 1)) vk — 25 (rk — (k + p(t — 1))

y sus valores propios

/

m=rk y pp=k+pl —1)— (rk — (k +p(t —1)).

b—b
Por entrelazado tenemos que
f2 > Ay >0
de donde, utilizando que bk = vr y rk — v\ =r — A, se obtiene
b
V< ——.
“b—v+1

4. Si vale la igualdad anterior, tenemos que el entrelazado es estricto, por lo cual
la suma por fila es constante en todos los bloques, en particular, en el bloque
Co.

Como ademas tenemos que

cri = cpj paratodo i, 5 =1,...,0' vy k#14,j

las entradas de cada fila C'y; son iguales y en consecuencia todas las entradas
del bloque Cs; son iguales, es decir,

021 =cJ
Luego, tenemos que

BB = F A BBy
C BZOOB]
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7. Laplaciana

7.1. Definiciones previas

Definicién 7.1.1. Llamamos matriz laplaciana de un grafo G a una matriz L de
tamano n x n y entradas

gr(x;) sii=7,
lij = -1 St Xy~ Ty,

0 51 Ty % Tj.

Observaciéon 7.1.2. L(G) = A(G) — A(G) donde A(G) es una matriz diagonal de
tamano n x n que cumple que A(G); = gr(z;).

Luego, la suma por fila de la matriz L(G) resulta constante 0, y por argumentos
analogos a los usados en la prueba de la proposicion 4.1.3, 0 es un valor propio de
L(G) asociado al vector propio 1.

Definicién 7.1.3. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido sin lazos.
Una orientacion del grafo G es un grafo dirigido G7 = (V, E?) donde E? es asimétri-
co y se cumple que

{z,y}: (z,y) € E°} = E.

Definicién 7.1.4. Sea G° = (V, E?) un grafo donde V = {xy,29,...,2,} y E7 =
{e1,€e9,...,€en} son conjuntos finitos con sus elementos ordenados.

Denominamos matriz de incidencia del grafo orientado G° a una matriz D(G?) de
tamano n x m de entradas

1 si existe x tal que e; = (x, x;),
dij =4 —1 si existe x tal que ej = (x;, ),
0 en otro caso.

Proposicién 7.1.5. L = D(G?)D(G°)" para toda orientacidn o del grafo G.

Demostracion. Veamos que D(G7)D(G7)" = A(G) — A(G).

Observemos que la fila i-ésima de D(G?) = D posee un 1 por cada arista incidente
al vértice x; y —1 por cada arista saliente del vértice z;.

Luego,

(DD")i = (Fy(D), Fy(D)) = gréo (i) + grge (:) = gra(z;).

Estudiemos ahora (DD");; = > _, dixdy; con i # j.
Tenemos que

dzkdk] # O o dik 7£ 0 o € = (y,x,) O e = ([L‘“y)
dk:] 7é 0 € = (y,l'J) 0 e, = (m])y)

er = (z;,x5) o ep = (x5,
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como entre dos vértices puede existir solo una arista, resulta que
n
E dzkdk] = dikodkoj =—1 =i Ty ~ Tj,
k=1

entonces tenemos que si i # j
(DDY)yj = —(A(G))is-
[l

Observacién 7.1.6. Si G es un grafo k-regular tenemos que L(G) = kI — A(G)
por lo cual tenemos que los valores propios de L(G) son de la forma k — A;. Como
los valores propios de L(G) son no negativos tenemos que k > \; y por ser k valor
propio de A(G) tenemos que A\; = k.

Proposicion 7.1.7. Sic es la cantidad de componentes conexas del grafo G entonces
dim(ker(L(G))) = c.
Demostracion. Sea D = D(G?) y L = L(G).

Basta ver que si G es conexo entonces dim(ker(L)) = 1 pues en caso de tener més
de una componente conexa, la matriz L resulta de la forma

x ... %0 ... 0 0 ... 0
0 0% ... = 0 0
0 0] * 0 0
0 0]0 . 0 * *
0 0 O . 0 * *

con ¢ bloques no nulos, los cuales representan la matriz L para el subgrafo generado
por los vértices de cada componente conexa. Luego, dim(ker(L)) = c.

Afirmacion ker(L) = ker(D?).
(C) Sea z en ker(L) = ker(DD?), luego, DD’z = 0. Entonces se cumple que
0=2'DD'% = (D'2)'D'z = | D'z||* = 0
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por lo cual D'z =0
(D) Sea z en ker(D"), luego, D'z = 0 y en consecuencia Lz = DDz = 0.

Si z en ker(D") tenemos que

0= (D'2)y = (Fp(D"), 2) = (C(D), 2).

Dado que la arista ey, es de la forma (z;, z;) tenemos que z; —z; = 0, es decir, z; = z;.
Luego, si existe un camino en G de z; a x; también tenemos que z; = z;, y por ser
el grafo conexo, existen caminos entre dos vértices cualesquiera y esto prueba que
todas las coordenadas del vector z son iguales, por lo cual

ker(D") C (1).
Es facil ver que D'1 = 0 lo que prueba la otra inclusién y en consecuencia
(1) = ker(D").
Finalmente, tenemos que dim(ker(D?")) = 1. O

Observacién 7.1.8. Como consecuencia de la proposicién 7.1.5 tenemos que la
matriz Laplaciana es semidefinida positiva, por lo cual sus valores propios {6;}7 ,,
que ordenaremos en forma ascendente son todos no negativos

0=60,<0,<...<0,.

7.2. Entrelazado y matriz Laplaciana
Lema 7.2.1. Sean X e Y subconjuntos disjuntos de V' tales que
xoy YVeeXjyeVY

X[y b — 05\
(= (XD — ) = (enw) |

Demostracion. Sea 0 = —%(Qn + 6,), consideremos la matriz

(0 Lol
A_(L+91 0 )

Afirmacion El espectro de A es simétrico.

Afirmacidn X es valor propio de A si y sélo si A? es valor propio de (L + 01)%.
Ambas afirmaciones se prueban utilizando las proposiciones 6.2.1 y 6.2.4 con N =
Nt =L +0I.

Estudiemos ahora los valores propios de la matriz A.

Como #; valor propio de L, tenemos que #; + 6 valor propio de L + 61, luego, los
valores propios de A resultan

entonces se cumple que
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(0, +0)<...<—(0,+0) < —(6,+9).
Se puede ver que 0y + 60 = —(6,, + ), luego, si denominamos {\;}?", a los valores
propios de A ordenados en forma descendente, tenemos que Ay, = =\ =0, +60 =0
YA =X =0+0= %(92 —0n).
Consideremos ahora la particiéon {Y;Y¢ X¢ X} del conjunto {1,2,...,2n} identifi-
cando los ultimos n vértices con {1,2,...,n}, sea B la matriz cociente correspon-
diente a dicha particion.
Dado que la matriz A restricta a las primeras n filas y columnas es nula al igual que
cuando la restringimos a las tiltimas n filas y columnas, vale que

(B)in = (B)iz = (B)21 = (B)22 =0
y

(B)ss = (B)sa = (B)az = (B)aa = 0.
Estudiemos el resto de las entradas de B, la matriz A + 01 posee la siguiente forma
si particionamos las columnas segin {X, X} y las filas segin {Y, Y}

0 ... x x ... |0 ... 0
0

* % %
* % | %
x| 0

ya que | X| < |Y¢|, por ser X e Y disjuntos y no existir aristas entre X e Y.
También sabemos que la suma por fila en A+61 es constante 6, entonces las entradas
de B resultan

X RY
B)oy =10 .
vy ¥ P
De forma analoga podemos calcular las entradas (B)s1, (B)s2, (B)a1 v (B)a2.
Luego, la matriz resulta

(B)is=10, (B)iu=0, (B)a=0-0

0 0 0 0
x| x|
0 0 o— o5 oL
B:
Yl g gl
o2 o—0 0 0
0 0 0 0
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cuyos valores propios son

XX
R

M1=A1:9; u2=9 y M4=>\2m=—9
los cuales, por estar entrelazados con los valores propios de A, entre otras desigual-
dades, cumplen que

Ho < Ao Agpo1 < .

Luego, utilizando que —uy y —p3 son ambos positivos tenemos que

o XYL deB
Py e s S e = (G0 6)

de donde se deduce la desigualdad requerida. O]

Definicién 7.2.2. Decimos que una matriz simétrica M tienen ancho de banda w
si (M);; = 0 para todo 4, j tal que |i — j| > w.

Definicién 7.2.3. Decimos que un grafo G tiene ancho de banda w(G) si es el
menor ancho de banda de todas sus posibles matrices de adyacencia.

Observaciéon 7.2.4. El ancho de banda de la matriz laplaciana de un grafo no
vacio es igual al de la matriz de adyacencia, por lo cual el ancho de banda de un
grafo podria definirse también como el menor ancho de banda de todas sus posibles
matrices laplacianas.

Teorema 7.2.5. Sea G un grafo no vacio y b = [n(02/0,,)] entonces se cumple que

w(G) < {b sin —w(Q) es par,

b—1 sin—w(G) es impar.

Demostracion. Sean {z1, ..., x,} los vértices del grafo G' ordenados como en la ma-
triz L(G) que minimiza el ancho de banda que denotaremos w.
Si n — w es par, consideremos los conjuntos

(n - w)}.

No existen adyacencias entre z; en X y x; en Y pues |i — j| > w, luego, podemos
aplicar el lema 7.2.1 de donde

(%(n —w)? <en - 92)2

%(n —w))? = \ O, + 02

1
X:{xi:i§§(n—w)}, Y={x,_;:i<

DO | —

(n

Utilizando que w es un natural se obtiene la tesis.
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Si n — w es par, considerando los conjuntos

X=A{zr;:i<-n—w-1}, Y={z,,:i<=(n—w-1)},

DN | —
N | —

la prueba es analoga. O

Definicién 7.2.6. Sea G un grafo no dirigido.
La distancia entre 2 vértices conectados x e y se define como

d(z,y) = min{r : existe camino de largo r de = a y}.

Definicién 7.2.7. Sea G un grafo no dirigido conexo.
Decimos que G posee didmetro d si

d = max{d(z,y) : z,y en V}.
El siguiente lema es un resultado de Van Dam y Haemers [10].

Lema 7.2.8. Sea G un grafo conexo de didmetro d que posee n vértices (n > 2) y P
un polinomio de grado menor que d y término independiente 1. Entonces se cumple
que

1
— <max{|P(6;)| :1=2,...,n}.

Demostracion. Podemos suponer que z; y , son los vértices que se encuentran a
distancia d. Utilizando la observacién (3.2.6) con la matriz L = A(G’), donde G’
es un grafo que posee las adyacencias del grafo G' y lazos en todos los vértices, se
puede ver que (L"), = 0 si r < d ya que si no existe un camino de largo menor que

d en G tampoco existe en G'. Luego, tenemos que (P(L));, = 0.

Sea
A= ( P?L) PE)L) >

Consideremos ahora la particion {{1},{2,...,n},{n+1,...,2n—1},{2n}} del con-
junto {1,2,...,2n}. Se tiene que (A)y 2, = (A)2n1 = 0.

Afirmacion La suma por fila y columna de la matriz A es constante 1.

En primer lugar observemos que la matriz A es simétrica dado que L lo es, luego,
si probamos que la suma por fila es constante 1, queda probado para la suma por
columna.

Sabemos que L posee suma por fila constante 0, es decir, #; = 0 es valor propio de L
asociado al vector propio 1. Es fécil ver que P(6,) es valor propio de P(L) asociado
al mismo vector propio: 1. Luego, la suma por fila de la matriz P(L) es constante
P(6,) = P(0) =1, y en consecuencia la suma por fila de la matriz A también es lo
es, como queriamos probar.

Utilizando la afirmacién se puede ver que la matriz cociente resulta
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1 1
0 0 1-35 33
B =
1 1
a1 L= 0 0
0 1 0 0
y sus valores propios p1 = —py = —1y pio = —p3 = ﬁ

Como los valores propios de B y A estan entrelazados se cumple

1
n—1

= p2 < A
dado que \; = £P(0;) y sabemos que A\; = 1, se cumple que

Luego,

1
] <max{|P(0;)] :i=2,...,n}.

n —

]

Observaciéon 7.2.9. Si para todo i > 2 se tiene que |P(6;)| # 0 entonces la tesis
del anterior lema también podria enunciarse como

min{1/|P(6;)| :i=2,...,n} <n—1.

Observacién 7.2.10. Sea G en las condiciones del lema anterior. Sabemos que
0y > 0 por ser G conexo, entonces podemos considerar el polinomio

IT (=6

 0;:>2

IT (=6:)

0;:>2

P(z)

Sea [ la cantidad de valores propios distintos de la matriz laplaciana, tenemos que
gr(P)=1-1.
Supongamos que [ — 1 < d, por el lema anterior obtenemos que 0 > ﬁ lo cual es

absurdo. Luego,
[—1>d.

Definicién 7.2.11. Se denomina polinomio de Chebysheb de grado [ al polinomio

Ty(w) = %(az VIS + %(:c _VEZ)
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Utilizaremos las siguientes propiedades de los polinomios de Chebysheb [11]:
L |Ti(z)] < 1siz| < 1.
2. |Ty(x)] > 1si |z] > 1.

3. T (Y| > S sia >y > 0.

Teorema 7.2.12. Sea G un grafo conexo de diametro d > 1, entonces se cumple

" log(2(n — 1))
g (o + V) — 1og(v/B — v/0)

Demostracion. Consideremos el polinomio Q(z) = T, d_1(9”9+9+0_22’”) que queda bien
n

definido ya que 6,, # 65 porque de ser iguales tendriamos que la cantidad de valores
propios distintos es 2 lo que implica que el diametro es 1.

d<1+

Sea
P(r) = A2,
Q(0)
también queda bien definido pues Q(0) = Td,l(%) > 1 por ser % > 1.

Como P(0) = 1 estamos en las condiciones del lema 7.2.8, luego,

min{1/|P(¢;)| :i=2,...,n} <n—1

Ademés o
|Q(0:)| = |Ta On 00 = 20 <1 sii>2
0, — 0
pues
0, + 0y — 20, < |0r, — 0;| + |02 — 0;] (0, — 0;) + (0; — 02) _,
en_62 N en_‘92 N Qn—QQ o
luego,

1 ’ Q)
PO Q)

> |Q(0)] sii>2.

Entonces tenemos

en+92> 1 <¢e—n+ w—)
bo—02) " 2\VB. - V&)

Al aplicar la funciéon creciente logaritmo a ambos lados de la desigualdad, se obtiene
la tesis.

n—1>min{l/|P0;)|:i=2,...,n} > Q(0) =Ty, <

]
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8. Regularidad

8.1. Definiciones previas

Definicién 8.1.1. Sea A una matriz simétrica n X n, A un valor propio y S) es
subespacio propio asociado.

E)\ es la matriz n x n asociada a la tranformacion lineal que proyecta un vector de
R™ en el subespacio propio S).

Observacion 8.1.2. Sea A una matriz simétrica n x n y A,..., A, los valores
propios distintos de A, entonces se cumple que
1. (E)\,)? = Ey,.

2. E\Ey, =0sii#j.
3. A=Y \E),.
4 A" =S NIE,,.
5. p(A) =" p(\)E), con p en R[z].
Proposicién 8.1.3. Se cumple que |{\ : X valor propio de A}| = dim(R[A]).

Demostracién. En primer lugar observemos que R[A] = {p(A) : p en R[z]} es un
espacio vectorial.
Si consideramos p(x) en R[z] tal que

PO =1, P\)=0sii# ],

por la tltima observacién tenemos que p(A) = E,, de donde E,, € R[A].

Veamos ahora que que el conjunto {E), : i = 1,...,r} es L.I., consideremos
O{lE)\l + ...+ OérE)\T =0

al multiplicar a ambos lados por v; € S, no nulo obtenemos «a;v; = 0 luego, a; = 0.
La tltima observacién prueba también que {E), : i = 1,...,7} es un generador de
R[A] por lo cual es base.

Tenemos entonces que dim(R[A]) = r = [{\ : A valor propio de A}| como queriamos
probar. O

8.2. Regularidad y entrelazado

Observacién 8.2.1. Sea G un grafo con n vértices y m aristas. Consideremos la
particién {V(G)}, la matriz cociente resulta ser B = (22), luego por entrelazado
tenemos que

— < A
n

Ademais, la igualdad implica que la particién es regular, y en consecuencia, el grafo
G es regular. Reciprocamente, tenemos la igualdad cuando el grafo es regular debido
a la proposiciéon 3.1.6.
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Hemos probado la siguiente equivalencia:
o s . . - om
Proposicién 8.2.2. Un grafo G es reqular si y sélo si =7 = \;.

Observacion 8.2.3. Sabemos que 2m = tr(A?) = tr(D?) = > | A2, luego, el grafo
resulta regular si y sélo si

> A =nA.

i=1

En lo que sigue utilizaremos las particiones que definimos a continuacion:

Definicién 8.2.4. Sea G = (V, E) un grafo conexo de didmetro dy v € V

Gi(v)={z eV :dz,v)=1i} i=0,...,d
Observacién 8.2.5. G;(v) N G,(v) = ¢ para todo i # j.

Definicién 8.2.6. Sea G = (V, E) un grafo conexo de didmetro d y v un vértice.
Denominaremos particion en vecinos respecto al vértice v a la particion

{Go(v), G1(v), ULyGi(v)},
y particion en distancia respecto al vértice v a la particion

{Go(’l)), Gl(l)), ey Gd(U)}

Definicién 8.2.7. Sea G un grafo conexo y v un vértice.

El grafo se dice distancia regqular respecto al vértice v si la particion en distancia
respecto al vértice v es regular y se dice distancia regular si la particion en distancia
respecto al vértice v es regular para todo vértice y la matriz cociente asociada
es la misma para todas las particiones. Si ademas el grafo tiene didmetro 2, lo
denominamos fuertemente reqular.

En esta seccién trabajaremos con grafos distancia regulares, para lo cual sera muy
util contar con una definicién alternativa que es la utilizada por Brower, Cohen y
Neumaier en [12]:

Definicién 8.2.8. Sea G un grafo conexo de diametro d.
El grafo G es distancia reqular* si es k-regular y para todo ¢ = 0,...,d, existen
constantes b; vy ¢; tales que dados x e y vértices a distancia i se cumple que

bi=NHz:z~x,2€Gii(y)},
ci=Hz:z~x,2€ G 1(y)}

Sea GG un grafo conexo de diametro d distancia regular®, consideremos x e y vértices
a distancia i. Si z ~ z, z pertenece a uno de los siguientes conjuntos: G;_1(y), Gi(y)
o Gi+1(y), luego, si definimos a; = [{z : 2z ~ x, 2z € G;(y)}| tenemos que

ai:k—bi—ci.
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Dado que
{2i2ma,2 €y} ={z:2ma,z Gy} ={)

se tiene que by = ¢ = 0.
A su vez

bo=NHz:z~azeGiy)l =z 2~ a2 € Gi(a)} =k,
a=Hziz~zzeGyt =z 2~z ze{yt} =y} =1
Proposicién 8.2.9. Ambas definiciones son equivalentes.

Demostracion. Sea G un grafo conexo de diametro d.

Sea y un vértice cualquiera y la particién en distancia respecto de dicho vértice
{Go(y),G1(y),...,Ga(y)}. Consideremos los bloques A;; que dicha particién genera
coni,7=0,1,...,dy B la matriz cociente.

Observacion 1. A;; =0si j #1i—1,i,1+ 1, pues un vértice en G;(y) solo puede ser
adyacente a vértices de G;_1(y), Gi(y) y Gi+1(y).

Observacion 2. Sea = en G;(y), la suma de los elementos del bloque A;; en la fila
correspondiente al elemento z esigual a [{z: z ~ 2,2 € G;(y)}| con j =i—1,4,i+1.

Observacion 3. Si la suma por fila del bloque A;; es constante C, se tiene que b;; = C.
Veamos que G es distancia regular < G es distancia regular®.

(=) Si G es distancia regular sabemos que la matriz cociente es la misma si con-
sideramos la particiéon en distancia respecto de un vértice y cualquiera. Ademas,
sabemos que dicha particién es regular, lo que implica que

= las entradas en el bloque A;; tendran suma por fila constante b;;
» las entradas en el bloque A;;41) tendrdan suma por fila constante b;;41) para
1<d
» las entradas en el bloque A;;_;) tendrdan suma por fila constante b;;_;) para
1 >0
Luego, tenemos que existen constantes b;i1), by ¥ bii—1) tales que
bi={z:2z~uz2¢€Giy},
by = {2 ~ 2,2 € Gun (W)},
bii-1y = {z: 2~ 2,2 € Gi_1(y) }].

También tenemos que el grafo G resulta by; regular, lo que termina de probar la
distancia regularidad*.

(<) La definicién de distancia regularidad* indica que que si consideramos la par-
ticién en distancia para un vértice cualquiera se cumple que

48



= las entradas en el bloque A;; tendran suma por fila constante a;
» las entradas en el bloque A;(;11) tendran suma por fila constante b;

= las entradas en el bloque A;;_1) tendran suma por fila constante c;

lo que prueba que la particién es regular y la matriz cociente resulta la siguiente

Qo bo 0 ... 0 0 0
Cc1 ap bl e 0 0 0
0 Cy Q9 ... 0 0 0
B=| : i i
0 0 0o ... aq—2 bd,Q 0
0 0 0 ... Cq—1 Qgq—1 bd,1
0 0 0 ... 0 Cq Qq

Como la matriz cociente es la misma si consideramos la particion en distancia res-
pecto de cualquier vértice, queda probada la distancia regularidad. O

Los autores de los resultados expuestos a continuacion son Brower, Cohen y Neu-
maier [12].

Lema 8.2.10. Sea G un grafo conexo de diametro d distancia reqular y x un vértice.
Si denotamos k; = |G;(x)| se cumple que

k;b;

Ci+1

ki1 =
Demostracion. Sea z un vértice del grafo. Contemos las aristas de la forma {z,y}
tales que d(z,2) =iy d(z,y) =1+ 1 de 2 modos distintos:

= contemos los vértices que se encuentran a distancia ¢+ 1 de z y multipliquemos
por la cantidad de vértices adyacentes a z que se encuentran a distancia i de z.

= contemos los vértices que se encuentran a distancia ¢ de z y multipliquemos por
la cantidad de vértices adyacentes a z que se encuentran a distancia i 4+ 1 de z.

Luego, k;i1cii1 = k;b; como queriamos probar. O
Observemos que ko = 1y k; = k. Luego,

Definicién 8.2.11. Sea G un grafo conexo de didmetro d distancia regular.
La matriz A(l) con k =0, ...,d es una matriz de tamano n x n de entradas

O {1 st d(z;,z;) =1,

K 0 en otro caso.
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Observacién 8.2.12. Si ag») # 0 entonces ag)

cumple que

= 0 para todo r # [ y ademas se

A(0) =1, A(l) = A(G),
A0) + A(L) + ...+ A(d) = J.

Lema 8.2.13. Sea G un grafo conexo de didmetro d distancia regular.
Se cumple que

AA() = AL+ 1) + aA(l) + b1 Al — 1) l=1,...,d—1.
Demostracion. Veamos cuales son las entradas de ambas matrices:

(AAWD)y = (F(A), CAD) = D 1= a2 ~zi,d(ar, ) = 1],
alora)

Cli1 si d(xi,xj) =1 + ].,
a sid(x;,x;) =1,
Al + 1)+ aA() + b1 Al —1));; = J
(CH-l ( + ) a ( ) -1 ( )) J bl—l si d(:v,,:zj) _ l 1’
0 en otro caso.
lo que prueba la igualdad. O

Definicién 8.2.14. El polinomio de grado [ vj(x) es el que queda definido por
recurrencia como sigue:
v(z)=1, wn(r)=m=r,

Vi1 (x) = (x — ap)y(x) — b1y (2).

Proposicién 8.2.15. Sea vi(x) el polinomio de grado | definido anteriormente,
entonces tenemos que

Vl(A) = A(l) Y Vl<k) = kl
para todo | =0, ...,d.

Demostracion. Probaremos ambas identidades utilizando inducciéon completa.
Veamos la primera igualdad, tenemos que

w(A) = 1=A@0),  w(A)=A=AQ),

lo que prueba el paso base.
Supongamos que vale que v;(A) = A(i) para i < [y veamos que v41(A) = A(l+1),

Cl+1Vl+1(A) = (A - al)ul(A) — bl—lyl—l(A) = AA(Z) - alA(l) - bl_lA(l - 1),

luego,
Cl41Vi+1 (A) + alA(l) + bl_lA(l — 1) == AA(Z)
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y utilizando el lema 8.2.13 obtenemos que v41(A) = A(l).
Veamos la segunda igualdad, tenemos que

Vo(k) =1= ko, Vl(k) =k= ]ﬁ,

por lo que queda probado el paso base. Supongamos que vale que v;(k) = k; para
i <, veamos que v41(k) = kiy1, tenemos que

arvipi(k) = (k — avi(k) — b1 (k)
y utilizando el lema 8.2.10 obtenemos
Cl+1Vl+1(k) = (bl + Cl)kl — Clk‘l = bll{l = Cl+1k7l+1

de donde v 1 (k) = kiy1.
]

Proposicién 8.2.16. Un grafo distancia reqular de diametro d posee eractamente
d + 1 wvalores propios que coinciden con los valores propios de la matriz cociente B.

Demostracion. Tenemos que {vo(A),v1(A),...,v4(A)} es un conjunto L.I. incluido
en R[A], luego,
d+1 < dim(R[A]),

ademds v4,1(A) = 0 por lo que tenemos que
dim(R[A]) <d + 1.

Finalmente,

[{\ : X valor propio de A}| = dim(R[A]) = d + 1.

Veamos ahora que los valores propios de A son los mismos que los de la matriz
cociente B.
Tenemos que

AA() = AL+ 1) + ajA(l) + b1 Al = 1) l=1,...,d—1,
es decir,
AV[(A) = Cl+11/l(A> -+ all/l(A) -+ bl,1VZ,1<A) l = 1, C ,d — 1.

Sea \ valor propio de A y v un vector propio asociado, utilizando la igualdad anterior
tenemos que

(Av(N)v = (cpav(X) + a(A) + b—av—a (A))v l=1,...,d—1.

Definamos u;(\) = ”",i?) y reescribamos la igualdad anterior dividiendo entre m
k?z' i k‘z‘_ bz‘_
/\UZ(>\) = +]1€C 1 Ujt-1 ()\) + CLIUZ()\) + ]1{ ! ui_l()\)

y utilizando el lema 8.2.10 obtenemos
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Si consideramos u(\) = (ug(A), u1(A), ..., uq(N))?, la igualdad anterior implica que
u(A) es un vector propio de B asociado al valor propio A, lo que termina la prueba.

O

Teorema 8.2.17. Sea G = (V, E) un grafo conexo reqular de grado k con 0 < k <
n—1,veV yt, = |{3-ciclos que contienen a v}|.
Entonces se cumple que

nk —2k* +2t, < =X, (n —k —1).
Ademas, si se cumple la igualdad para todo vértice entonces G es fuertemente reqular.

Demostracion. Consideremos la particién en vecinos {Go(v), G1(v), UL,Gi(v)} v B
la matriz cociente.

Se puede ver que [{(z;,z;) : {z;,2;} € B, x;,2; € G1(v)}| = 2¢,, luego, (B)ap = 2.
Ademas, tenemos que la suma por fila en la matriz cociente es constante k, entonces,

0 k 0
2ty k2—k—2t,
B = 1 % k :

0 k2—k—2t, nk—2k%42t,
n—k—1 n—k—1

Denominemos 1 = k, pi2 y 3 a los valores propios ordenados en forma descendente,
por entrelazado tenemos que

pe <Aooy An < s
utilizando que ps > 0 0 u3 < 0 obtenemos que
Ao < piafis.

Por otro lado tenemos que

nk — 2k? + 2t,
det(B) = —k ( e — ) = kuops,
luego,
nk — 2k* + 2t,
< —
kXA, < k:( e — )
de donde

nk —2k* +2t, < =X, (n — k —1).
Si se da la igualdad entonces se tiene que
poe =Xz Yy An = U3

lo cual, dado que p; = Ay implica que el entrelazado es estricto y la particiéon en
vecinos regular.
Observemos que la regularidad de una particiéon {Xi, Xs,..., X, } implica que la
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cantidad de vecinos que un vértice posee en X; sélo dependa del conjunto X; en el
que el vértice se encuentra, es decir,

Hy:z~y,ye X;}|={y: T ~y,y € X;}| para todo =,z en X;.

La regularidad de la particién {Go(v), G1(v), UL ,G;(v)} nos permite afirmar que
cualquier vértice en U4 ,G;(v) tiene la misma cantidad de vecinos en G4 (v), que por
la conexion sabemos es al menos 1, luego, cualquier vértice se encuentra a distancia
menor o igual a 2 del vértice v.
Si se da la igualdad para todo vértice, tenemos que todo vértice se encuentra a
distancia menor o igual a 2 de cualquier otro vértice, luego, el didmetro del grafo
resulta ser 2 por lo que la particién en vecinos resulta ser la particion en distancia.
También tenemos que t, es el mismo para todo vértice, y en consecuencia la matriz
cociente es la misma, lo que nos permite concluir que el grafo es fuertemente regular.
m

Observacién 8.2.18. Consideremos el promedio de {t, : v € V'} que denotaremos
con la letra ¢.
Entonces la desigualdad anterior vale para t, es decir,

nk — 2k* + 2t < —Xodp(n —k —1).
Ademas, la igualdad implica la igualdad para todo t, por lo cual el grafo resulta

fuertemente regular.

Por otro lado, observemos que t puede expresarse en términos de los valores propios
de la matriz

t = L= = —
n n 2n 2n

byttt by, 3t 6 1
)\
2nZ

luego, si los valores propios verifican la ecuacién
nk — 2k2+2 ZA?’ —oda(n—k—1)

podemos afirmar que el grafo es fuertemente regular.
Lema 8.2.19. Sea A una matriz simétrica particionada cuyos bloques verifican que
AZ'J:O S1 |l—j| > 1,

consideremos B la matriz cociente con valores propios j; y vectores propios asociados
v con it = 1,...,m. Si se cumple que \y = 1, Ao = o, \y = b Y tres filas
consecutivas de la matriz

V1,1 V21 Umj

V1,2 V22 Unpp2

UVim V2,m Umm

forman un conjunto L.I., entonces la particion es reqular.
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Demostracion. Sea v; el vector propio asociado a \; para ¢ = 1,2, m; por la parte
(2) del teorema 2.1.6 sabemos que ASv; = p;Sv;.
Como S = PD~/? donde

1 0 0

10 ...0

[ Xi| 0 0 0 1 0
D 0 [X] 0 P :

- : : O 0
0 0 | X, | :

0 0 . 1

0 0 . 1

Denotemos w; = D~'/?y;, luego,

Si consideramos la anterior igualdad vectorial restringida a las coordenadas corres-
pondientes a X; obtenemos

Apcrwig 1+ Apwi 1+ Apppwi a1 = pawg 1.

Luego, para cualquier fila del [-ésimo bloque se cumple que

Wi 11 E Ao+ wiyg g A+ wig E A1 = piw; g,
fila fila fila

lo que puede expresarse de forma matricial como

Zfila Al,lfl MW Wij—1 Wi Wi+l
M D2 g Au = | Howey con M= | wyi1 wy w1
Zfila Al H3W3 1 Wz -1 W3; W31+1

U1,0-1 Vi1 V141
Como M resulta invertible por serlo Ugj—1 V2 V2141 |, tenemos que,
U31—-1 U3l U3i+1
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Zfila Al,l—l H1W1
Zfila A =M | powsy

> fita Av41 H3W3

por lo cual, la suma por fila del bloque A;;_1, A;; vy Aj;+1 resulta constante. Con-
siderando [ adecuado obtenemos que la suma por fila de todo bloque lo es, y en
consecuencia la particién regular. O

Willem H. Haemers [13] es el autor del lema a continuacién.

Lema 8.2.20. Sea G un grafo conexo y v un vértice.

Sea B la matriz cociente de la particion en distancia respecto al vértice v con
W1, fho, - - - [y valores propios ordenados en forma descendente y vi,vs, ..., Uy vEC-
tores propios asociados. Entonces tres filas consecutivas de la matriz

V1,1 V21 Umj
V12 V22 Unp2

Viom  U2m Umm
forman un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Afirmacion El vector propio v; posee todas sus entradas positivas.
Tenemos que la matriz B es irreducible dado que

bi,i—h bi,ia bi,i+1 7é 07

lo que implica que el grafo asociado sea fuertemente regular. Ademas, dicha matriz
es no negativa, por lo cual se encuentra en las hipdtesis del teorema de Perron Fro-
benius [7] capitulo 8, seccién 8. Tenemos entonces que el radio espectral de la matriz
B, p(B), es un valor propio simple y existe un vector propio asociado con entradas
positivas. Por ser p(B) valor propio tenemos que p(B) = p1, como ademaés el valor
propio es simple, se puede considerar v; con entradas positivas.

Afirmacion Las coordenadas del vector v; poseen ¢ — 1 cambios de signo.

Si definimos para cada j =0,...,m — 1,
bl,l bg’l Ce bl,j
bo1 b . b

pj(z) =det(Bj —xI) con B;= whoee 27 ,
bj 1 b],2 “ .. b]y]
po(l‘) = 17
utilizando resultados de matrices tridiagonales [14], se puede concluir que
Vi j+1 :M cont=1,....myj53=0,...,m—1.
b172 .. b],]+1
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y que p;+1(p;) posee i — 1 cambios de signo al variar j desde 0 hasta m — 1.
Como by, ;+1 > 0 tenemos que las coordenadas del vector v; posee ¢ — 1 cambios de
signo. Ademas resulta que v;; = 1 para todo .

Afirmacion La secuencia (=2 222 22M) g mondGtona estricta.
v1,17 v1,2 V1,m
Consideremos
/027] .
aj=—= conj=1....,m
U1,j

De la igualdad matricial Bv; = p;v; se obtiene que

b1.1vi1 + b1 2Vio = 11305 1, b m—1Vim—1 + b mVim = [iVim,

bjj—1vij—1 + bj Vi + bjj41vij41 = Hivig,
cont=1,... myj=2,...,m—1.
Si consideramos las primeras igualdades con i = 1 e ¢ = 2 se prueba que
(041 - 042)?11,2[71,2 = (,Ul - M2)712,1> (Oém - Oémfl)Ul,mflbm,mfl = (,Ul - ,uz)UQ,m-
También tenemos que
b1 >0, brr—1 >0, viyj=1 w2109, <0

y supondremos que vg,,, < 0 < vy; (si veq <0 < vy, la prueba es analoga).
Luego, se obtiene que
oy < a1, Oy < Qgp—1-

De la misma manera, se puede probar que
(0 = ajr)vr b1 + (a5 — jua)vr by = (i1 — p2)va
y como consecuencia

a; < Q-1 = Qi1 < Q5 SlUg; > 0

i1 < = Q5 < Qj—1 SlUg; < 0.

Recordemos que el vector vy posee exactamente un cambio de signo, sea k tal que
Vo > 0y va 41 < 0. Luego, se puede probar inductivamente que

a1 < Oy Sljgk

oy < Q-1 Slk’"‘lS]

de donde se deduce la monotonia estricta.
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Sea Fj; = (v1; va; Unm,), tenemos que

Fi_, F F
{Fj1,Fj,Fjy}es Ll {J—l —L J—“} es L.IL.

) )
U1,j—-1 V1, Vij+1

Estudiemos entonces la dependencia lineal del conjunto de vectores

{1 V2,j-1  Um,j-1 1 V2,j  Um,j 1 V2,j+41  Um,j+1
) )
V1,5-1 V1,5-1 V1,5 V1,5 V1,541 V1,541

El comportamiento de las secuencias formadas por la i-ésima coordenada de los
vectores anteriores es el siguiente:

= constante sii =1,

= mondétona estricta si ¢ = 2,

» alternada si i = m,
luego, tenemos que el conjunto de vectores es L.I. lo que termina la prueba. O
Los lemas anteriores prueban el siguiente teorema:

Teorema 8.2.21. Sea G = (V, E) un grafo conexo y consideremos la particion en
distancia respecto a un vértice v.

St A1 = 1, Aoy = 2 Y Ay =l entonces el grafo G es distancia regular respecto al
vértice v.

Definicién 8.2.22. Un grafo fuertemente regular G = (V, E) se dice pseudo-
geométrico a un cuadrdangulo generalizado de orden (s,t) si |V| = (s + 1)(st + 1)
y la particion en distancia posee la siguiente matriz cociente

0 st+s 0
B = 1 s—1 st
0 t+1 st+s—t—1

Observacién 8.2.23. Si GG es un grafo pseudogeométrico a un cuadrangulo gene-
ralizado de orden (s,t) entonces gr(G) = st + s.

Observacion 8.2.24. Si G es un grafo pseudogeométrico a un cuadrangulo genera-
lizado de orden (s,t) en particular es fuertemente regular de didmetro 2 por lo cual
sabemos que posee exactamente 3 valores propios distintos que coinciden con los
valores propios de B.

Como la matriz B es conocida sus valores propios también lo son:

pr=st+s, po=s—1y pug=-t—1L

Los valores propios de la matriz A y la matriz cociente B se encuentran entrelazados,
por lo que se cumplen las siguientes desigualdades:

<A, e <Xy A, < s,
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luego,
A Spg < e <y <A

Como ademas el entrelazado debe ser estricto se cumple que
A =1 Ay =3 Ay = o,

Proposicion 8.2.25. Sea G un grafo pseudogeométrico a un cuadrdngulo generali-
zado de orden (s,t) y C una componente coneza del grafo inducido por los vecinos
de un vértice v cualquiera. Si |C| = ¢ entonces se cumple que

c:$y|{uEC:u~w}|:§ Vw » .

Demostracion. Estudiemos los siguientes casos

1. C = Gl(’l})
Tenemos que ¢ = st +s =s(t+1) = .
Sea w en G1(v), como [{u € C : u ~ w}| es constante para todo w en Gy(v),
tenemos que
c
|{UECUNw}|:B3’2:t+1:§
2. C 7é Gl(U)
Tenemos que ¢ < st + s.
Consideremos la particién {{v}, C, G (v) — C, G5(v) }, la matriz cociente resulta

0 c st+s—c 0
1 s—1 0 st
C =
1 0 s—1 st
0 <€ t+1—§ st+s—t—1

y sus valores pI‘OpiOS
/leSt—l-S:)\l, M2:M3:S—1:)\2, M4:—t—1:)\n,

por lo cual la particién es regular. Si consideramos un vértice w en Gy(w)
tenemos que

|{u€C:u~w}|:B472:§,

luego, como ¢ debe ser un entero tenemos que ¢ = $.
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