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Resumen. En este trabajo consideramos las codlgebras de caminos
k@ con @) carcaj cualquiera. Definimos la medida de Gabriel-Roiter para
las categorias de comodulos y, utilizando dicha medida, mostramos como
la forma del carcaj () nos permite determinar si k() tiene comédulos in-
descomponibles de dimension infinita.

Abstract. In this work we consider the path coalgebras k() with () a
quiver. We define the Gabriel-Roiter measure for comodules categories
and, using it, we prove when a path coalgebra have a indecomposable
infinite dimensional comodule.
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Introduccion

Este trabajo se enmarca en el drea de Representaciones Algebras, y en particular den-
tro de la teoria de Representaciones de Codlgebras. Nuestro objetivo es utilizar técnicas de
Representaciones de Algebras para definir la medida de Gabriel-Roiter para la categoria de
comddulos sobre una coalgebra y obtener algunas aplicaciones a partir de ella.

La primer conjetura de Brauer-Thrall afirma que si un algebra de Artin es de tipo acota-
do (todos los médulos indescomponibles finitamente generados tienen la longitud acotada)
entonces es de tipo de representacion finita (hay una cantidad finita de médulos indescom-
ponibles finitamente generados salvo isomorfismos). Roiter probé en 1968 que la afirmacién
es cierta, y del esquema de induccién que aparecia en dicha prueba, dio la idea a Gabriel en
1972 de introducir un invariante que llamé medida de Roiter (actualmente llamado medida
de Gabriel-Roiter) para las dlgebras de tipo acotado.

Los siguientes trabajos que usan la medida de Gabriel-Roiter aparecieron en los anos 2005
y 2006 ([Rin],[Rin2]) y fueron de autoria de Ringel. En estos articulos se vio la importancia
de esta medida para las dlgebras de Artin en general. En el afio 2006 Krause extendié la me-
dida de Gabriel-Roiter para las categorias abelianas de longitud finita (categorias abelianas
donde se puede definir la longitud). Estas tltimas contienen la categoria de médulos sobre
un algebra de Artin asi como la categoria de comddulos sobre una coalgebra.

El trabajo consta de tres capitulos:

= El primero es preliminar. Alli se definen los conceptos bésicos.

» Fn el segundo capitulo trabajamos con la medida de Gabriel-Roiter en las categorias
de longitud finita. Aqui se verd entre otras cosas que la medida de Gabriel-Roiter parte
en tres clases disjuntas los objetos de la categoria: la parte de despegue, la parte de
aterrizaje y la parte central.

e La parte de despegue estd formada por los objetos que tienen las medidas mas
pequenas. Los objetos simples se encuentan en esta clase.
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e La parte de aterrizaje esta formada por los objetos que tienen las medidas mayores.
Aqui se encuentran los objetos inyectivos con longitud mayor.

Estas dos clases son discretas (en el sentido de que todo elemento no extremal tiene
sucesor o predecesor inmediato).

e Finalmente, la parte central estd formada por objetos que tienen medida mayor a
cualquier objeto de la parte de despegue, y medida menor a cualquier objeto de
la parte de aterrizaje.

En el dltimo capitulo vamos a considerar exclusivamente la categoria de comoédu-
los sobre una coalgebra. Probaremos que si la codlgebra tiene un comédulo inyecti-
vo indescomponible de dimensién infinita, entonces existen comédulos con medidas
{1,2,...,n} para todo n € N. Ademés daremos una prueba, usando la medida de
Gabriel-Roiter, que nos asegura la existencia de comoédulos indescomponibles de di-
mension infinita en algunas codlgebras.

Finalmente llegaremos a un teorema de clasificacién para las codlgebras de caminos
del estilo del teorema de Gabriel. Probaremos que una codlgebra de caminos tiene un
comédulo indescomponible de dimensién infinita si y solamente si su grafo asociado:

1. no es Dynkin

o A, = 1 .2 n—1 n




2. ni es de las siguientes formas

.Aoo:
.ovoo:

/

Si bien este resultado aparece en [DS], la prueba que presentamos nos parece més ele-
mental.
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Capitulo 1

Coalgebras y comoédulos

En este primer capitulo se veran los conceptos basicos para comprender el resto del tra-
bajo. La primer seccién contiene las propiedades principales que cumplen las codlgebras y los
comdédulos sobre una codlgebra. La segunda seccién trabaja con los comédulos sobre coalge-
bras de caminos, en la cual damos una descripcion de dicha categoria. En la seccion que estd a
continuacién se trabajaréd con las subcodlgebras de las codlgebras de caminos. Finalmente en
la seccién 4 veremos algunas propiedades que cumplen los comdédulos inyectivos.

1.1. Conceptos Basicos

Para comenzar definiremos el concepto de codlgebra y comédulo que son duales a los de
algebra y mddulo. Dichos conceptos son bésicos para comprender el resto del trabajo.

Podemos definir las algebras de la forma que sigue:

DEFINICION 1.1.1. Una k-dlgebra es una terna (A, u,u) donde A es un k-espacio vec-
torial y p: AR A — A, u:k — A son transformaciones k-lineales llamadas multiplicacion
y unidad respectivamente tales que:

w u(p®14) =p(la®u) (asociativa),

s p(la@u)m ™t =14 = plu®14)n"t,

dondem : AQk — A yn :k®A — A son los isomorfismos canonicos. Las dos condiciones
anteriores pueden expresarse como la conmutatividad de los siguientes diagramas:

ApA A2 404 e — A— g
#®1A\L \LN mll Tl‘* nll T#
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12 CAPITULO 1. COALGEBRAS Y COMODULOS

Dualizando los diagramas de la definicién 1.1.1 obtenemos la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1.2. Una k-codlgebra es una terna (C, A, ¢) donde C es un k-espacio
vectorial y A : C' — C® C, € : C — k son transformaciones k-lineales llamadas comultipli-
cacion y counidad respectivamente tales que:

» (A®1o)A = (1 ® A)A (coasociativa),
. m(lc & E)A =1c = n(s & 10)A,

dondem : CRk — C yn : kQC — C son los isomorfismos canonicos. Las dos condiciones
anteriores pueden expresarse como la conmutatividad de los siguientes diagramas:

A ¥} i¥%;

C CxC C C C C
TR TR I
C@C?C@TAC(@C@C C®CT®?C®E§ C®0Wk®c

Si nos ocupamos ahora de los morfismos, podemos definirlos de la siguiente forma:

DEFINICION 1.1.3. Sean (A, ia,ua) y (B, up,up) dos k-dlgebras. Una transformacion
lineal f: A — B es un morfismo de k-dlgebras si:

s fua=pup(f®f)
» up = fup

Dichas condiciones se pueden ver como los siguientes diagramas conmutativos.

fef f

AR A—=B®B A—1B
“A\L lP«B UAT/
up
A 7 B k

Nuevamente, dualizando los diagramas en 1.1.3 obtenemos la definicién que sigue.

DEFINICION 1.1.4. Sean (C,A¢,ec) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras. Una transforma-
cion lineal f: C'— D es un morfismo de k-codlgebras si:

= Apf=(f®f)Ac
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»cc=epf

Notar que las condiciones anteriores equivalen a la conmutatividad de los siguientes di-
agramas:

C D c—1-p
Acl J/AD ECl%)
CRC———D®D k

Ahora daremos algunos ejemplos de codlgebras.

EJEMPLO 1.1.5. Sik es un cuerpo entonces (k, A, e) es una codlgebra, siendo

s A:k —k®Kk el isomorfismo candnico y

n ¢:k — k la identidad en k.

EJEMPLO 1.1.6. Si S es un conjunto, sea kS el k-espacio vectorial con base S. Asi (kS, A, ¢)
es una k-codlgebra definiendo

s A:kS — kS kS como A(s) =s® s para todo s € S y

» ¢:kS — k como (s) =1 para todo s € S.

Otro ejemplo muy importante para este trabajo es el siguiente:
EJEMPLO 1.1.7. Un grafo orientado o carcaj es una cuaterna Q = (Qo, Q1, s,t) donde
Qo (vértices) y Q1 (flechas) son dos conjuntos y s,t: Q1 — Qo dos funciones tales que s

define el comienzo de una flecha y t su final. Un camino u de largo I > 1 con comienzo a y
final b en Q) es una sucesion

w= (blay, y_1,...,a9,ala)

donde oy, € Q1 para todo 1 < k <1, s(aq) = a, t(ax) = s(axs1), para todo 1 < k <1y
t(ay) = b. Decimos que p comienza en a y finaliza en b.

Para cada vértice a en Qo definimos eq un camino de largo 0 llamado el camino trivial
en a. Si un camino de largo I > 1 tiene el mismo comienzo y final entonces diremos que es
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un ctclo.
Diremos que el vértice a es un pozo (fuente) si para cada o € Q1 s(a) # a (t(a) # a).

Se dird que v es un subcamino de p si v = (t(ax)|ak, ..., q|s(a)) y p= (blay, ..., a1]a)
donde 1 <1 < k <. Siv es un subcamino de u entonces lo notaremos v < u. Si ademds
1 # v entonces lo notaremos v < .

Denotaremos P(a, —) el conjunto de los caminos de QQ que comienzan de a, P(—,b) el
conjunto de los caminos que finalizan en b, P(a,b) el conjunto de caminos que comienzan en
a y finalizan en b y P el conjunto de todos los caminos de Q.

Definimos k@Q como el espacio vectorial con base todos los caminos de Q). Andlogamente
definimos kPP(a,—) como el espacio vectorial de base P(a,—), kP(—,b) el espacio vectorial
cuya base es P(—,b) y kP(a,b) el espacio vectorial de base P(a,b) .

Dados dos caminos p = (blay,...,a1la) y v = (d|Bk,...,B1|c) entonces se define el
camino v como:

vp = (C‘ﬁkv"'vﬁlaal,'"7051’0’)7 sib=c;
0, en otro caso.

Definimos A : k - k®k y ek
rightarrowk dos transformaciones lineales de la siguiente manera:

1. A

» Ae;) = e; ®e; para todo i € Qg
= A(p)=3_,,_,v®V con p camino de largo | > 1

» c(e;) =1 para todo i € Qo
» c(p) =0 con p camino de largo | > 1

Veamos que la terna (kQ, A, e) es una codlgebra.

Si e; es un camino trivial entonces (A ® 1)A(e;) = e, e, ® e; = (1 @ A)A(e;) y
ne®@1)A(e;) = e; =m(l1 ®@e)Ale;).

Si p es un camino no trivial (A @ 1)A(u) = 3, . .—uV1 @12 @ v3 = (1 @ A)A()
n(e®@)A(p) =n(e®@1)(3,, —,ver) = n(e(ey,)) ® p) = plandlogamente m(1®e)A(n)
1)-

I
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OBSERVACION 1.1.8. Si (C,A,¢) es una k-codlgebra entonces (homy(C, k), *, ) tiene
estructura de k-dlgebra definiemdo:

- (F*9)(c) = u(f © 9)A(c) con f,g € homy(C,k), para cada c € C,

siendo pu :k @ k — k definida por p(a ® b) = ab

Demostracion:

= Veamos que ¢ es la unidad
(exg)(c) = ple®g)Ac) = p(lk ® g)(e ® 1) A(c) = p(lk ® g)(1 @ ¢) = g(c)

Anidlogamente g x € = g.

= Veamos ahora que * es asociativo

((f*g)xh)(c) = u(f+g®@h)A(c) = p(lk@h)(fxg@1c)A(c) = p(lk®@h) (@ 1c)(f®9g®
lo)(A®le)A(e) = p(p@li) (f@g@h)(A®1c)A(c) = p(lk@p)(fRgDh)(Le®A)A(c) =
u(f @ L) (le @ p)(le ®@ g @ h) (1o ® A)A(c) = p(f @ g+ h)A(c) = (f * (g* h))(c). B

A partir de ahora denotaremos C* en lugar de (homy(C, k), *,¢).

DEFINICION 1.1.9. Sea (C,A,e) una k-codlgebra. Un subespacio vectorial D de C' es
una subcodlgebra de C si A(D) C D ® D. En particular (D,A|p,e|p) es también una
k-codlgebra.

OBSERVACION 1.1.10. La interseccién de subcodlgebras de una codlgebra C es también
una subcodlgebra de C.

DEFINICION 1.1.11. Sea C una k-codlgebra, entonces:

» 515 C C entonces la subcodlgebra generada por S es la interseccion de todas las
subcodlgebras de C' que contienen a S.

» C es una codlgebra finttamente generada si existe S C C finito tal que C es igual a
la subcodlgebra generada por S.

DEFINICION 1.1.12. Si C es una k-codlgebra, diremos que C es simple si C # {0} y
sus unicas subcodlgebras son {0} y C.

El concepto de codlgebra es dual al de algebra. De manera anédloga la nociéon de comédulo
aparece como dual a la nocién de médulo.

Se puede definir los médulos sobre un algebra de la siguiente manera:
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DEFINICION 1.1.13. Sea (A, p, u) una k-dlgebra, un A-mddulo a derecha (izquierda)
es un par (M, p) donde M es un k-espacio vectorial yp: M @A — M (p: AQM — M) es
una transformacion k-lineal, tales que

= plp®1a) =p(ln @ p) (p(1a®p) = p(p® 1))

s p(lyy @u)m™ =1y (plu@ 1p)n~t = 1y) siendom : M @k — M (n:k®@ M — M)
el isomorfismo candnico.

Las condiciones de mdédulo a derecha se expresan mediante los siguientes diagramas con-

mutativos:
1ar®p m~1
MRARA—M® A M— Mk
P®1Ai lp 1Mi llj\/I@U
MeA—:; M M<~2MoA

Si dualizamos los diagramas de 1.1.13 obtenemos la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1.14. Sea (C, A, e) unak-codlgebra, un C-comddulo a derecha (izquier-
da) es un par (M, p) donde M es un espacio vectorial y p: M — M @C (p: M — C® M)
es una transformacion lineal, tales que

= (p®1c)p =1 ®A)p ((lc®p)p=(A®1rm)p)

» m(ly ®e)p =1y (m(e®1y)p = 1p) siendom : M@k — M (n:k®@ M — M) el
isomorfismo canonico.

Las condiciones de comddulo a derecha se expresan mediante los siguientes diagramas

conmutativos:
M F sMecC M—5>MeC
Pi lll\/I@A 1Ml \LIJW@S
M®C—MeCxC M~<~—"-M®k
p®1lc

EJEMPLO 1.1.15. Si (C,A,¢) es una k-codlgebra entonces (C,A) es un C- comédulo a
derecha e izquierda. La conmutatividad de los diagramas anteriores se verifica a partir de la
propiedad asociativa de C.

Ahora definiremos los morfismos de médulos de la manera siguiente:
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DEFINICION 1.1.16. Si (M, py) y (N, py) son dos A-mddulos a derecha (izquierda),
decimos que f: M — N es un morfismo de A-mddulos a derecha (izquierda) si

» pn(f®@14) = fou (pn(1a® f) = fpur)

Las condiciones de morfismo de modulo a derecha se exrpresan mediante los siguientes
diagramas conmutativos

MeoA 2 Nea
PM\L lﬂN
M—F—N

Si existe g : N — M otro morfismo de A-mddulos a derecha (izquierda) tal que fg = 1n
y gf = 1y decimos que f es un isomorfismo de mddulos a derecha (izquierda) y que
N y M son isomorfos como mddulos a derecha (izquierda) y lo denotamos N = M.

Si dualizamos los diagramas en 1.1.16 obtenemos la definicién que sigue:

DEFINICION 1.1.17. Si (M, par) y (N, pn) son dos C-comédulos a derecha (izquierda),
decimos que f: M — N es un morfismo de C-comddulos a derecha (izquierda) si

» (f@1lc)pm = pnf (le® fpm = pNf)

Las condiciones de morfismo de comddulo a derecha se expresan mediante los siguientes
diagramas conmutativos

M ! N
PMi iﬂN

Si existe g : N — M otro morfismo de C-comddulos a derecha tal que fg =1y ygf = 1y
decimos que f es un isomorfismo de comddulos a derecha (izquierda) y que N y M
son isomorfos como comddulos a derecha (izquierda) y lo denotamos N = M.

DEFINICION 1.1.18. Sea (M, p) un comddulo a derecha (izquierda), un subespacio vec-
torial N de M es un subcomddulo de M si p(N) C N®C (p(N) C C® N). En particular
(N, p|n) es un comddulo a derecha (izquierda).

DEFINICION 1.1.19. Decimos que un comédulo a derecha (izquierda) M es descom-
ponible si M = Ny ® Ny con N1 y Ny comddulos a derecha (izquierda) no triviales. En caso
contrario decimos que M es indescomponsible.
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DEFINICION 1.1.20. Si M es un comddulo a derecha (izquierda), decimos que es simple
cuando M # {0} y sus dnicos subcomddulos son M y {0}. Decimos que M es un comddulo
a derecha (izquierda)semisimple si es 0 o si M = &;5; donde los comddulos a derecha
(izquierda) S; son simples.

DEFINICION 1.1.21. Dado un comédulo a derecha (izquierda) M, el zécalo de M es la
suma de todos los subcomédulos simples de M. Al zécalo de un comddulo a derecha (izquierda)
M lo denotaremos como Soc(M).

OBSERVACION 1.1.22. La interseccién de subcomddulos de un comddulo a derecha
(izquierda) M es también un subcomddulo de M.

DEFINICION 1.1.23. Sea M un C-comédulo a derecha, entonces:

s 515 C C entonces el subcomodulo generado por S es la interseccion de todos los
subcomodulos de M que contienen a S.

= M es un comddulo a derecha (izquieda) finitamente generado si existe S C M finito
tal que M es igual al subcomddulo generado por S.

OBSERVACION 1.1.24. Los C-comédulos a derecha (izquierda) y los morfismos de comddu-
los forman una categoria que es abeliana. A esta categoria la notaremos MY (Y M). La
categoria plena formada por los C-comddulos a derecha (izquierda) finitamente generados,
también forman una categoria abeliana que denotaremos .Mjg (“My).

Si la codlgebra es de dimension finita tenemos los siguientes resultados que nos relacionan

My, cx My y Mcsy.

PROPOSICION 1.1.25. Si C es una k-codlgebra, definimos una correspondencia § :
CMf — M+ mediante lo siguiente:

» Si (M, p) es un comddulo a izquierda entonces §(M) = (M, p) donde:

1 T 1 o~
1 = Mo 5 coMec 0o o M2 ¥ ke M —> M

Siendo 7 : M@C* — C*®@M tal que T(m®c) = c@m, yev: CRQC* — k la evaluacion.
» Si f: M — N es morfismo de comddulos entonces F(f) = f.
Entonces la correspondencia § : C./\/lf — Mgy definida arriba es un funtor.

Demostracion:

Ver [Swe] capitulo 2. B
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TEOREMA 1.1.26. Si C es una k-codlgebra de dimension finita entonces el funtor

5 CMf — Mgy

definido en 1.1.25 es una equivalencia.
Demostracion:

Ver [Swe] capitulo 2. B
COROLARIO 1.1.27. 5i C es una k-codlgebra de dimension finita entonces existe una
dualidad ® : My — c=My.
Demostraciéon:

La dualidad surge de componer la equivalencia de 1.1.26 y la dualidad entre Mcxy y
cM;.

OBSERVACION 1.1.28. En forma andloga se prueba que si dimy C' que existe una dual-
idad ® : M? — Mgy

Para terminar esta seccién, probaremos que las codlgebras y los comédulos finitamente
generados son de dimensién finita. Vale la pena observar que esto no se cumple para las
algebras, ya que, por ejemplo, el dlgebra de polinomios k[X] es finitamente generada como
algebra por X y como mdédulo sobre si misma por 1 pero es de dimensién infinita.

TEOREMA 1.1.29. Teorema Fundamental de los Comddulos.

Dado un C-comddulo a derecha (M, p), si m € M entonces existe un subcomddulo N de
M con dimpy N < oo ym € N.
Demostracion:

Dada {¢; }icr una base de C, podemos escribir p(m) asi

p(m) = Zwi ® ¢

siendo {w; }ier € M y todos los w; salvo una cantidad finita son no nulos. Ademds podemos
escribir A(¢;) de la siguiente manera

A(CZ) = Z Otijij ® Ck,
7,k
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donde los a3, estan en el cuerpo. Por la definicién de comddulo sabemos que se debe cumplir
la siguiente ecuacién

(p@1c)p= (1 ®@A)p
Esta ultima ecuacién nos queda como sigue si evaluamos en m
Zp(wl) ®c; = Z Ws & AsikCj & cg
( 57j7k
Por lo tanto p(w;) = Zsj ws @ agjic; debido a que {c¢;}icr es una base de C. Entonces

tomando N el espacio vectorial generado por {m, w;} nos queda un subcémodulo de M con
generador lineal finito. M

COROLARIO 1.1.30. Si M es un C-comddulo a derecha simple entonces dimy (M) < oo
Demostracion:

Si M es simple, estd generado por un sélo elemento, luego aplicamos 1.1.29. B

COROLARIO 1.1.31. Si M es un C-comddulo a derecha finitamente generado entonces
dimk(M) < 0Q.

Demostracion:

Si M estd generado por una cantidad finita de elementos, aplicamos 1.1.29 para cada
elemento. W

OBSERVACION 1.1.32. Si M es un C-comddulo y M # {0} entonces Soc(M) # {0}.
Demostracion:

Tomemos N C M un subcomédulo finitamente generado. Por 1.1.31 tiene dimensién fini-
ta. Por lo tanto si tomamos el subcomédulo de dimensién minima (distinto de {0}) dentro
de N, éste serd simple. B

OBSERVACION 1.1.33. Si M es un C-comédulo a derecha descomponible entonces Soc(M)
no es simple.
Demostracion:

Si M = M; & M con M; # {0} para i = 1,2. Entonces Soc(M;) & Soc(Mz) C Soc(M),
por lo tanto, usando 1.1.32 se tiene que Soc(M) no es simple. B
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TEOREMA 1.1.34. Teorema Fundamental de las Codlgebras.
Dada una codlgebra C, si c € C' entonces existe una subcodlgebra D C C' con dimg D < oo
yceD.

Demostracion:

Aplicamos el teorema 1.1.29 a M = C con la estructura vista en 1.1.15. Entonces existe
un subcomoédulo N de C con dimgy N < ooy c€ N.

Sea {v1,v2,...,v,} una base de N. En esta base tenemos A(v;) = >, v; ® ¢;5. Aplicando
la propiedad coasociativa de A obtenemos:

(A®1c)A(v)) = (1c @ A)A(vj)

Por lo tanto llegamos a que >, v; ® A(cij) = D, 5 Uk @ ki @ ¢5. Como {1, va,. .., 05}
es una base de N entonces A(c;j) = > ¢is @ Cs5. Como los {cij}i,; son finitos debido a que
por cada i hay finitos {c;;};, tenemos que las combinaciones lineales de {v;, ¢;;} forman una
coalgebra, pues A(v;) € k{vi,cij} @ k{vi, i} y Aleij) € k{vi, cij} @ k{vs, ¢ij},y ademds es
de dimensién finita. W

1.2. Comoéddulos de Coalgebras de Caminos

Ahora se definirén las representaciones de un carcaj. En particular nos interesardn las
llamadas representaciones racionales por su relacién con los comédulos sobre la codlgebra
asociada al carcaj.

A partir de ahora trabajaremos siempre con comdédulos a derecha, por lo que los llamare-
mos siempre comddulos.

DEFINICION 1.2.1. Sea Q = (Qo,Q1,s,t) un carcaj. Una representacion M se define
de la siguiente manera

» Para cada vértice a € Qo le asociamos un k-espacio vectorial M,.
» Para cada flecha o € Q1 le asociamos una transformacidn k-lineal Ty, : Moy — My(q)-

FEsta representacion la denotaremos M = (Mg, To)acQyacq, © de manera mds simple
M = (Mg, T,).

DEFINICION 1.2.2. Sea M = (M,,T,) una representacion, entonces

514 oes un camino de P de la forma p = an...aa1, entonces definimos T, =
To, - ToyThy,
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» Sie, es un camino trivial, entonces definimos T, = 1)y, .

DEFINICION 1.2.3. Dadas M = (M,,T,) y M’ = (M, T".) dos representaciones de Q,

a’ (e
un morfismo de representaciones f : M — M’ es una familia [ = (fa)acq, de trans-

formaciones k-lineales f, : M, — M) tales que para toda « : a — b en Q1 se tiene que
T! fo = foTa. Se representa equivalentemente esta condicion con un diagrama conmutativo
para cada « € Q.

M, —o 0,

OBSERVACION 1.2.4. Las representaciones y los morfismos de representaciones forman
una categoria abeliana. La denotaremos RepyQ).

DEFINICION 1.2.5. Decimos que una representacion M = (Mg, T,) es racional si para
cada vértice a se cumple que para cada x € M, el conjunto {p € P(a, -) : T),(z) # 0} es finito.

La subcategoria plena de Repy(Q) formada por las representaciones racionales la deno-
taremos Raty(Q).

DEFINICION 1.2.6. Dados U un k-espacio vectorial y¢:PxU — U lineal en la seqgunda
variable con ¢, (m) = ¢(u, m) con (u,m) € P x U que para cada m € U se anula en casi

todo p. Sea py : U — U ®KkQ definida por py(m) =3 ,cp du(m) ® p.

LEMA 1.2.7. En el contexto de la definicion 1.2.6 (U, py) es un comddulo si y solamente
st se cumplen

1. Para todom € U, p,v € P entonces ¢, (¢u(m)) = { gﬁw(m) Z ZZ f 8"
2. Para todo m € U entonces m = 3,00 de,(m).

Demostracion:

L. (pv @ lkg)pu(m) = (1y ® A)py(m) para todo m € U si y solamente si

(h0 © 1) (X e 6u(m) © ) = (1 ® A)(Eep d(m) © 1) para todo m € U si y
solamente si
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ZMEP(ZVEIP’ ¢1/(¢,u(m)) RU)®pu= Znep Cbn(m) ® (Zuwz:n V1 ® 1) para todo m € U
y v, i, n € P si y solamente si

Gu(Pu(m)) = duu(m)

Lo que es equivalente a 1)

2. (1y ® €)py(m) = m si y solamente si
(lu ® &) (X ep Pu(m) ® p) = m si y solamente si
> uep Bu(m)do() = m sty solamente si

2 aeQp Pea(m) =m. B

PROPOSICION 1.2.8. 1. Si M = (Mo, To)acQo,acQ, €5 una representacion racional
entonces qeq,Ma tiene estructura de kQ-comodulo, via ppr(m) = > T, (m) ® p.

2. Sif: M — N esun morfismo de representaciones entre dos representaciones racionales
entonces ®f, : DM, — ®N, es un morfismo de kQ-comddulos.
Demostracién:

1. Haciendo un abuso de notacién, llamamos M = ©4cq,M, Dado m € M, definimos
pv + M — M @k mediante prr(m) = 3, cp(q,—y Tu(m) @ p. Esta suma tiene sentido
debido a que la representacién es racional.

Tu(m), sim e Mgyg;

Definimos ¢, (m) = { 0 en otro caso.

Dicha ¢ cumple las propiedades 1) y 2) del lema 1.2.7, por lo tanto (M, pys) tiene
estructura de k@Q)-comddulo a derecha.

2. Ahora si f : M — N es un morfismo de representaciones entre dos representaciones
racionales M = (M,,Ty) vy N = (Ng, Sa) entonces tenemos

T
My —2> M,

|

Nb ? Nb/
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siendo s(a) = by t(a) = b'. Queremos probar que &f, : ®M, — &N, es un morfismo
de comddulos.

Si m € M, se tiene que

(@fa @ 1c)An(m) = 3 hepp,—) (@Fa) Tu(m) @ =32, ey Jrgw Tu(m) @ p.

Por otro lado

pn((©1a)(m)) = pn(fo(m)) = 3 cpp,—) Sulo(m) @ p.

Como fy)T,(m) = S, fp(m) por ser f un morfismo de representaciones, se obtiene el
resultado. B

DEFINICION 1.2.9. Sea kQo el espacio vectorial con base {e, : a € Qo}. Definimos
II: k@ — kQq con:

extendida por linealidad.

Dado (M, pyr) un kQ-comddulo, sabemos que para cada m € M podemos escribir de
manera unica

par(m) =Y du(m) @ p

peP

con ¢, (m) € M porque P es una base de kQ, siendo ¢, : M — M k-lineal por ser pyr
k-lineal. Entonces definimos V = (Vo,Tw)acQo,acq, donde

w Vo={meM: 1y @)py(m) =meq}
o Tu(m) = da(m) donde prr(m) = 3,cp 6u(m) @ .
LEMA 1.2.10. Sea (M, ppr) un kQ-comddulo, entonces para todo a € Qo tenemos
1. Va={m e M :m = ¢, (m)}
2. ¢a(Va) CV, donde s(a) = a y t(a) = 0.
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Por lo tanto (Va,Tw)acQo,acP €5 una representacion.
Demostracién:

L. (lM ® H>pM(m) - ZMEP ¢u(m) ® H(M) = Zier ¢€i (m) ® €4,

¢e¢(m) =m, sii=aq

¢e;(m) =0, sii#a.

entonces (1p @ II)ppr(m) = m ® e, si y solamente si {

entonces V, C{m € M : m = ¢, (m)}.
Ahora si m = ¢, (m),

(Lar @I par(m) = (Iag @M par(de, (1)) = i, PeiPea (M) R €3 = e, (M) ©€q, donde
la dltima igualdad surge de aplicar 1.2.7, dado que M es un kQ-comédulo.

2. Sea m €V, entonces ¢, (¢a(m)) = ¢e,a(m) = ¢po(m). Entonces ¢o(m) € V. R

LEMA 1.2.11. Si (M, py) es un kQ-comddulo, entonces para todo a € Qop y m € V,
tenemos

1. Sip ¢ Pla,—), entonces ¢p,(m) = 0;
2' Tea (m) = ¢€a (m)7
3. 8t = pQp_1...0q para n >0, entonces Ty,(m) = ¢, (m).

Demostracion:

1. m = ¢e,(m) entonces ¢, (m) = ¢pe,(m) =0 si p no esta en P(a, —).
2. Tea (m) = ¢€a (m) =m.

3. Tu(m) =T0,Ta,_y - -Tay (M) = Gapnbap_y - Pay = Qp(m). B
PROPOSICION 1.2.12. SiV es la representacion sobre () obtenida del kQ-comodulo M,
entonces

1. V es racional.

2. M = @V, como espacios vectoriales.



26 CAPITULO 1. COALGEBRAS Y COMODULOS

3. Para todo a € Qo y m € V, tenemos

Demostracion:
1. Sim estd en V, entonces py(m) = 3, cp ¢u(m) @ p, por lo que hay una cantidad finita
de ¢, (m) no nulos. Entonces {u € P(a,—) : T,(m) # 0} es finito.
2. m =Y ¢e,(m), con cada ¢, (m) € V,. Ademds V, NV, = 0 porque ¢e, Pe, = 0.

3. Sim € V; entonces @e,(m) = m, por lo tanto py(m) =3 cpiq—) Tu(m) @ p. W

EJEMPLO 1.2.13. Calculemos la representacion asociada a kQ.

Recordando 1.1.15 sabemos que kQ tiene estructura de kQ-comddulo y por 1.2.9 podemos
calcular la representacion racional asociada.

» Vo={mekQ:m= ¢, (m)}
={m € kQ : caminos de kQ que empiezan en a } = kP(a, —)

» Si« es tal que s(a) = a y t(a) = b entonces Ty : Vo — Vi y dado un camino p € V,

v, S =rvao;
T =
o) { 0, en otro caso.

OBSERVACION 1.2.14. Si f:M — N es un morfismo de comédulos entonces (fq)acq, :
V — W es un morfismo de representaciones, siendo V- y W las representaciones asociadas
a M y N respectivamente y fo = flv,.

Demostracion:

Sean V = (V,, T,,) y W = (W,, S,). Tomemos m € V,, ya sabemos que (f®1¢)pap(m) =
pn(f(m)). Ademds por 1.2.12 tenemos

= (f@1c)pm(v) = ZMEP(a,—) fTu(U) X w.

= pN(F(0) = 2 pep(a,-) Su(F(0) @ p.



1.2. COMODULOS DE COALGEBRAS DE CAMINOS 27

Entonces fT,(m) = S, f(m), para todo u € P(a, —). Por lo tanto (fq)acq, €s un morfis-
mo de representaciones. B

Los resultados de esta seccién nos llevan al siguiente teorema, que nos muestra que
podemos trabajar con representaciones racionales para interpretar los comdédulos sobre una
codlgebra de caminos.

DEFINICION 1.2.15. Sean ¥ : M*? — Raty(Q) y ® : Raty(Q) — M*? tales que

» O(M) = (M,,T,) como en 1.2.9 y ©(f) = (fIM.)acq, st f: M — Ny

. \IJ((MMTO&)) = (@MMA) Y \Ij((fa)aEQo) = 69fa 81 (fa)aEQo : (MayToz) - (NcuSa)

como en 1.2.8.
Con las construcciones hechas hasta ahora obtenemos la siguiente observacién:
OBSERVACION 1.2.16. ® y ¥ son funtores.
TEOREMA 1.2.17. ¥ : M@ — Raty(Q) es una equivalencia cuya casi inversa es P.
Demostracién:
Supongamos que V' = (V,, T,) una representacién. Por 1.2.8 sabemos que ®(V') = (M

es un comédulo donde M = @V, como espacio vectorial y si m € V, entonces A(m)
ZMEIP’(a,—) ¢u(m) ® p como en 1.2.8. Sea W(M) =W = (W,, Sa).

A)

Probemos que W = V.

s W, =V,

Wo={meM:m=¢e,(m)} ={meM:m=IIy,(m)} =V,

» T =S,
Sim e W, y s(a) = a entonces So(m) = ¢o(m) = T, (m) donde la primer igualdad es
por 1.2.8 y la segunda por 1.2.9.

Si (fa)acqo : ®(M) — ®(N) es un morfismo de representaciones, por 1.2.8 sabemos que
®fq : M — N es un morfismo de comédulos y se cumple que ®(Bf,) = (fa)acg, por lo
tanto ® es pleno.

Ahora si hubiese dos morfismos de comddulos g, h : M — N tales que ®(g) = (fa) = ®(g)
entonces tenemos que V& (g) = @ f, = ¥Y®(h) lo que implica que g y h sean iguales, por lo
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tanto @ es fiel.

Dado que 9 es fiel pleno y denso, concluimos que es una equivalencia. B

DEFINICION 1.2.18. Denotaremos repg(Q) yratx(Q) las subcategorias plenas de Repy(Q)
y Ratyx(Q) respectivamente formadas por las representaciones cuyos espacios vectoriales son
de dimension finita.

Usando el teorema 1.2.17 obtenemos como corolario el siguiente resultado.

COROLARIO 1.2.19. Las categorias MH;Q y ratx(Q) son equivalentes.
Demostracion:

Basta notar que ¥ transforma comddulos de dimensién finita en representaciones de
ratx(Q). &

OBSERVACION 1.2.20. Si Q es un carcaj finito y sin ciclos, entonces las categorias
repk(Q) y ratx(Q) son las mismas.

Los siguientes ejemplos nos muestran que si el carcaj no es finito o tiene ciclos las cate-
gorias repx(Q) y ratx(Q) no son las mismas.

EJEMPLO 1.2.21. » SiQ = (Qo,Q1,5,t) con Qo = {1,2}, @1 = N, s(a) =1y
t(a) = 2 para o € Q1, entonces V = (Vo,Ty) con V, =k para a = 1,2 y T; = 1k para
todo i € N estd en repx(Q) poro no en raty(Q).

s 51 Q) = OAC-I

entonces la representacion (k, i) estd en repx(Q) pero no estd raty(Q).

Si tomamos un carcaj finito @ (esto es que tenga finitas flechas y finitos vértices), se
puede definir el algebra de caminos sobre () de la siguiente manera:

» Como espacio vectorial tomamos, al igual que en las coalgebras el espacio vectorial de
base todos los caminos de Q.

» Para multiplicar dos caminos tomamos la concatenacion de ellos, si tiene sentido, o 0
cuando no.
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Dicha algebra también la denotaremos por kQ).

A partir de esto tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 1.2.22. 5i Q es un carcaj finito y sin ciclos, entonces la categoria de modu-
los finitamente generados sobre el dlgebra kQ es equivalente a la categoria de comddulos
finitamente generados sobre la codlgebra k().

Demostracion:

Es bien sabido que la categoria de médulos finitamente generados sobre el dlgebra kQ
es equivalente a repg(Q) (ver [ASS]) y como vimos ratk(Q) es equivalente a la categoria de
comodulos finitamente generados sobre la codlgebra k@. Finalmente usando 1.2.20 se obtiene
el resultado. B

PROPOSICION 1.2.23. Si M es un kQ-comédulo simple entonces M = key, = S(b) para
algin b € Qq.
Demostracién:

Sea M un k@-comédulo simple, entonces por 1.1.29 sabemos que dimy M < oo. Como
M # 0 existe b € Qp con Vj, # 0 siendo V(M) = (V,, T,). Tomemos m € V; tal que m # 0.

Sea n = max{l(p) : p € P(b,—) y Tu(m) # 0}.
Podemos tomar W = (W;, S,) la representacién que sea:

s Sin=0,

km, sit=a;
W; =
0, en otro caso.

Sa = 0 para todo a.

» Sin > 0 consideremos p tal que T,,(m) # 0y I(n) = n,

{ KT, (m), sii=t(u);
W; =
0, en otro caso.

Sa = 0 para todo a.

Es claro que W es un subcomddulo de V. Por lo tanto ®(WW) es un subcomédulo de
®(V) =M. Como M es simple se tiene (W) = M.
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A partir de ahora identificaremos los k@Q-comddulos con las representaciones racionales

de Q.

PROPOSICION 1.2.24. Si C es una subcodlgebra simple de kQ entonces C' = ke, para
algin a € Q.

Demostracion:

Tomamos M C C C k@ un subcomédulo de C que sea simple. Entonces M = ke, para
algin a € QQy. Pero ademas M es una subcoalgebra de C, por lo tanto C' = ke,. B

1.3. Subcoalgebras de Coalgebras de Caminos

En esta seccién trabajaremos con subcodlgebras de codlgebras de caminos. Dichas sub-
coalgebras no siempre contienen caminos como veremos en el ejemplo 1.3.1, pero se pueden
encontrar bases convenientes como se vera al final de la seccién.

EJEMPLO 1.3.1. Tomemos Q@ = -1 ___ 2
B
Dentro de kQ tomemos el conjunto linealmente independiente {e1, ea, v+ [3}. Si tomamos

C =k{e1, ea, 0 + B}, este espacio vectorial tiene estructura de codlgebra ya que:

" A(ei):e,-@ei ceC®C.
= Ala+8) = Al@)+A(B) = e2s®@a+es®@B+a®e; +BRer = ea®(a+8)+(a+B)®e; €
C®C.

Tanto o como [3 no estdn en la codlgebra, sin embargo es fdcil ver que C =2 kQ' con

r_ v
Q= 1—"s02
Las subcodlgebras de una codlgebra de caminos no siempre son codlgebras de caminos

como se ve en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1.3.2. Tomemos ahora Q = aC ‘1 Dﬁ

Dentro de kQ tomemos el conjunto linealmente independiente {e1,a + B}. Si se toma el
espacio vectorial D = k{ei,a+ B} tiene estructura de codlgebra porque:
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" A(61)261®61€D®D.

s Ala+08) = Ale)+A(B) =e1@a+e1@F+a®e; + Qe = e1@(a+ )+ (a+[)®e; €
D®D.

Como D tiene dimension 2 y la tinica codlgebra de caminos de dimension 2 es kQ' con

esta codlgebra mo puede ser una codlgebra de caminos.
El siguiente es un lema técnico de algebra lineal.

LEMA 1.3.3. Sea A un espacio vectorial y B C A un subespacio. Si ), x; @ y; estd en
B® B e{y;} es un conjunto linealmente independiente, entonces cada x; estd en B.

Demostracion:
SiA=B®C entonces A® A= (B A)® (C® A).
Supongamos que x; = v; + w; con v; € By w; € C. Por lo tanto se tiene que:
in@)yi = Zw@yi—i-Zwi@yi

donde ) ,v;®y; €E BRAy Y , wi®y; € C®A. Ademas ) ,x; ®y; € B® B por lo tan-
to) , w;®y; € (C®A)N(B®A) = {0}. Por esto tltimo se deduce que w; = 0 para todo i. B

PROPOSICION 1.3.4. Si C C kQ es una subcodlgebra y si w € C NP entonces para todo
v<u,vedl.

Demostracion:

Sip=apap—_1...a1,entonces A(u) = t(an)@)u—l—z;’-l:—ll Qoo Q1@ . ..o+ pR8(aq).

Como {t(an), Qn, apnQp—1,-..,¥pQp_1...2, u} es un conjunto linealmente independi-
ente entonces usando el lema 1.3.3 tenemos que s(ay), a1, a1, ..., 0p—1...a20q estdn en
C. Andlogamente tenemos que a,Qp—1 ... 02, ApQp_1 ...Q3, ..., 0, t(ay,) estdn todos en C.

Entonces todos los subcaminos de p1 que comienzan en s(aq) o que finalizan en ¢(«,) estdn
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en C.

Repitiendo este proceso se llega a que todos los subcaminos de p estan en C'. B

LEMA 1.3.5. Sea Q tal que para todo x,y € Qo la cantidad de elementos de P(x,y) UP(y, x)
es alo sumo 1. Si D C kQ es una subcodlgebra de k@, y >\, a;jp; € D con {p;}}'_ caminos
linealmente independientes y a; € k, entonces u; € DVi=1,...,r.

Demostraciéon:
Supongamos primero que r = 2.
Sipu=oa,an1...015V=_P0mbBm_1-..01 son dos caminos distintos, entonces

A(CLM + bﬁ) = a(t(an) & p+ 2?2_11 Op o O] Q...00 + U ® 5(a1)) + b(t(ﬂm) QXU+
S B Bit @ Bi . B+ v @ s(Br)).

Sabemos que s(a1) # s(f1) o t(ay) # t(Bm) porque en caso contrario serian el mismo
camino. Podemos suponer que s(ay) # s(51) (el otro caso es andlogo). Entonces as(aq) y
bs(f1) son linealmente independientes. Por lo tanto se puede escribir:

k
Alap+b8) = p@san) +v@s(B) + Yz @y
i=1
con {au,bv,y;/i = 1,...,k} linealmente independientes. Aplicando el lema 1.3.5 deducimos
que p,v € D.

Supongamos ahora que r > 2.

Sabemos que dados dos caminos y; tienen comienzo o final distinto. Al calcular A7 | Aij;)
primero juntamos las combinaciones lineales de caminos que comienzan en los mismos vértices.
Estas estédn en D (se usa la misma idea que en la parte anterior). Luego cada uno de los
caminos de estas combinaciones lineales sabemos que tiene los finales distintos, entonces cada
camino y; estd en D (se usa nuevamente la misma idea). W

COROLARIO 1.3.6. En las condiciones anteriores D C k@ tiene una base formada por
caminos de Q.

Como vimos en los ejemplos 1.3.1 y 1.3.2, no se puede asegurar que si Y ;- ; a;jf; estd en
una subcoalgebra D C k@, los caminos p; estan en D. Sin embargo se demuestra que los
vértices de cada u; estan en D.
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LEMA 1.3.7. Sea C C k@ una subcodlgebra. Sean p = anop—1...a1 Yy v = BpfBm—1-.- 01
dos caminos distintos de @ tales que:

= m,n > 2,
= 4 Yy Vv no son uno subcamino del otro,

. S(O‘l) = S(ﬁl); t(an) = t(ﬁm) Y

» exiten a,b € k no nulos tales que ap + bv € C, entonces
" Qe 1Qp—p—2 . V], OOl ...y estdn en C' y
" Om—r—1Bm—r—2---B1, BmBPm—1--- P12 también estin en C, siendo

_ { 0, 51 Qi ?é Bm;
nr = . .
max{i: oy ...0n—it1 = Bm ... Pm—it1}, Sian = Pm.

.= O, St aq 75/61;
S maz{i:o;...a1 = 6. B}, siap = B,

Demostracién:

Alap+br) =t(ap) @ (ap+bv)+a, @ (aap—1...a1+b8m-1...01)+...+an...Qp_ry1®
(ap—y...1+0Bm—r ... P1)+a(an...ap—r @ap_r_1...01+...FQn...001 20041 ...01)+
b(Bm - B @Bm—r—1 - L1+ AP B2 @By1 - B1) +(aay . .. app1 +bBy - fii1) ®
ap...ar+ ...+ (aoy . ..ag + b0 .. f2) ® aq + (ap + b @ s(aq)).

Ahora por independencia lineal sabemos que tenemos:

s(a1) = s(B1), 01 = pr, a1 = Bof1,01...a1=0F.../ €C

Oél+1...a1,...7an_r_1...a1,ﬁl+1...ﬁl,...’ﬂm_r_l...,gl eC

(aqp—p...00 +08m—r...01),.. ., (ap_1...00 +bBm-1...01) € C

En otras palabras, ay—p—1...a1, Bn—r—1 € C.

Tomando ahora la otra coordenada tenemos:

t(an) = 3(Bm)san = Bmy -y Qn oo Qnypi1 = B« .. Brn—r41 € C

Qn o QppyeneyQn oo 2, Bm e Bery -y Bm .. B2 € C
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(o ... app1) +6Bm) ... By, (acy . ..ag +bBy, ... B2) € C

En otras palabras, ap, ... 142, 0m ... G142 € C. R

OBSERVACION 1.3.8. El resultado anterior puede reescribirse de la sigiente forma.

Sea Zle aip; € C con los p; = oy, ...of linealmente independientes y con s(af) =
s(ad), t(a;i) = t(ady;) Vi, j € {1,2,...,k}. Llamemos A = {1,2,...,k} y definamos para
1<t <M donde M = max{l(p;) : i € A} A" = A¢/Ry siendo Ay ={i € A:t <)} y Ry

la relacion de equivalencia iRyj < af ... oY =l ...af. Entonces

AT i) = Hon )@ aip)+ Y01 ain®s(ad)+ 300 (S en, (Cjeq, 40, - - - 0141)®
ap...of)

Como los caminos en la sequnda coordenada son todos de longitudes distintas, entonces
son linealmente independientes y por lo tanto t(a}ll),z aja%j . "O‘g+1 € C para cada
[i]t S\ y Vt.
Si ahora definimos (A = A'/yR donde (R es la relacién de equivalencia iy Rj < Qpyee O‘Zi—tﬂ =

JElilt

J
Qi - -

A(Zf;l aifti) = t(a}u)(@(Zf:l aiﬂi)"‘(Zf:l aim)®8(a%)+2£1(2t[i]em aizj . -aizj—t+1®
(Zjet[i] afwj—t ...aq))

J
O, 41 Entonces

Como ahora son los caminos de la primera coordenada los que son linealmente indepen-
dientes tenemos que s(ad), > el ajaﬁlj_t ...aj € C para cada ([i] € A y V.

DEFINICION 1.3.9. » Sip=ay...oq, lamamos V(u) = {s(a1),...,s(an), t(an)}-
s Sip=3F  ayu € kQ con p; € P, llamamos V (p) = UE_, V().
» 5i C C kQ es una subcodlgebra de k@ entonces definimos V(C) = UgecV (q).

COROLARIO 1.3.10. Sea C C kQ una subcodlgebra de kQ, si p = Zle a;i; € C con
w; € P, entonces todos los vértices de u; estin en C (V(C) C C).

Demostracién:
k
D=0 Qi = D g, ZS(M):G ajp; entonces zs(uj):a ajpj € C (ver 1.3.14).

Ahora 37, 1) —a 4315 = Da(u)=a 2t(ui)=beo WeHk CIEONCES Dy )—q ()b UHL € C-
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Con lo anterior solamente nos basta con ver que se cumple para combinaciones en las
que todos los caminos empiezan en un mismo vértice y terminan también en un vértice fijo.
Para terminar aplicamos 1.3.8. B

OBSERVACION 1.3.11. $i C C kQ es una subcodlgebra de kQ, entonces V(C) =CNQy.

DEFINICION 1.3.12. Dada C C kQ una subcodlgebra de kQ llamaremos F(C') al con-
junto de flechas de los caminos que aparecen en cada elemento de C, en otras palabras:

Siq= Zle a;p; entonces

s Fg) =U {aeQr:a =}
» F(C) = UgecF(q).

OBSERVACION 1.3.13. Como vimos en 1.3.1 y en 1.3.2 F(C) € C si C es una sub-
codlgebra de kQ).

TEOREMA 1.3.14. Sea C C kQ una subcodlgebra de kQ, entonces C' tiene una base
formada por combinaciones lineales de caminos que comienzan y terminan en los mismos
vértices.

Demostracion:

Sea ¢ = ), ¢; con los g; combinaciones lineales de caminos que comienzan y terminan en
los mismos vértices. Entonces ¢; € C.

Sean

—

) _ 1 sis(p) = s(a);
" fita) € kQ" tal que fy(q,)(p) = { 0, en otro camino en Q.

[a—

, sit(p) = H(qi);

" fitq) € kQ" tal que fyq(p) = 0, en otro camino en Q.

m(f(q) @ 10)AQ) = 3225 m(fsq) @ 10)A(%) = Xi(gy)=s(qr) U = ¢ entonces ¢’ € C.
Ahora m(lg ® ft(qi))A(q/) =q €C.

Entonces si {¢’} es una base de C'y cada ¢/ =), ¢; con ¢ combinaciones lineales de
caminos que empiezan y terminan en los mismos vértices entonces {¢]} es un generador de

C. Luego tomamos un subconjunto de {qf} que sea una base. B
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1.4. Comoédulos Inyectivos

En esta seccién se veran propiedades que cumplen los comddulos inyectivos sobre una
codlgebra. Algunas de estas propiedades se siguen cumpliendo més en general, por ejemplo
la existencia de envolventes inyectivas, y otras son mas especificas de la propia categoria, por
ejemplo que el coproducto (suma directa) arbitrario de comddulos inyectivos es inyectivo.

1.4.1. Conceptos Basicos y Ejemplos

Comencemos con algunas propiedades que cumple la categoria © M. Luego veremos ejem-
plos de calculo de comédulos inyectivos en Raty(Q), la categoria de comédulos sobre coalge-
bras de caminos.

DEFINICION 1.4.1. Un comédulo I sobre una codlgebra C' es inyectivo si, por cada
morfismo de comaodulos inyectivo f : M — N y cada morfismo g : M — I existe h: N — I
tal que hf = g. También se puede ver como el siguiente diagrama conmutativo.

OHM*f>N

Dualmente se puede definir el concepto de comddulo proyectivo.

DEFINICION 1.4.2. Un comddulo P sobre una codlgebra C' es proyectivo si, por cada
morfismo de comddulos sobreyectivo f : M — N y cada morfismo g : P — N existe h : P —
M tal que fh = g. También se puede ver como el siguiente diagrama conmutativo.

Ve
h
L

M—N—>0
OBSERVACION 1.4.3. Si M es un C-comédulo e I es un C-comddulo inyectivo, entonces
si f: 1 — M es un morfismo de comddulos inyectivo f se escinde.

Demostracion:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
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por lo tanto f se escinde. B
De forma dual obtenemos el siguiente resultado:

OBSERVACION 1.4.4. Sea f: M — P un morfismo sobreyectivo de comddulos f. Si P
es proyectivo entonces f se escinde.

La siguiente proposicion presenta un ejemplo fundamental de comédulo inyectivo.
PROPOSICION 1.4.5. Sea (C, A, e) una k-codlgebra, entonces C' visto como C-comddulo
es inyectivo.

Demostracion:
Sea f: M — N un morfismo inyectivo y h : M — C' otro morfismo.

Sea A : N — k lineal tal que si N = M & M’ como espacios vectoriales entonces Ay = eh
y Alar = 0.

Si pn(z) =D x; ® ¢ definimos y(x) = > A () ® ¢; = m(A® 1)pn(z) siendo m el ismor-
fismo canénico entre k ® C' y C.

= v es k-lineal por ser composicion de transformaciones k-lineales.

= vf(z) = m(A @ lo)pn(f(z)) = m(A @ 1o)(f ® Llo)pm(z) = m(Af @ 1o)pm(z) =
m(eh ® 1o)pm(x) = (e ® 1o)(h @ 1¢)pm(z) = (e ® 1o)pn (h(x)) = h(x).

» Solamente falta ver que v es un morfismo de comédulos, lo que significa que

Acy = (y®@1c)pn

Por la definicién de v sabemos que Avy(z) = Am(A® 1¢)pn(z) y que (Y& 1o)pn(z) =
(MA@ 1e)px ® 1c)pn () = (m © 10)(A & A)py ().

Tomemos x ®y € N ® C.

o Am(A® 1o)(z ®y) = Am(A(z) ® y) = A(A(@)y) = A(@)A(y).
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e (M®1lo)A@A) (z®y) =M 1lc)(Az) ®A(y) = Mz)A(x). B

PROPOSICION 1.4.6. Todo sumando directo de un comddulo tnyectivo es inyectivo.
Demostracién:
Sean f: L - L' ya:L— M.Sii: M < M&N es la inclusién en la primer coordenada

ym:M®N — M es la proyeccién sobre M, sabemos que existe v : L' — M & N tal que
~vf = ia. Visto como diagrama es

M®N

Por lo tanto tenemos que o = wia = 7y f, lo que significa que M es un comddulo
inyectivo. B

Dualmente se puede probar que:

PROPOSICION 1.4.7. Todo sumando directo de comddulo proyectivo es proyectivo.

EJEMPLO 1.4.8. Cdlculo de inyectivos en kQ.
kQ = @peg kP(—,b) como espacios vectoriales.
kP(—,b) = (Wa, Sa) donde
» W, =kP(a,b) y

» siaes una flecha que cumple s(a) = a, ym € Vg entonces Sq(m) = { M st = nay

0, en otro caso.

Si o es un camino que cumple s(a) = i, entonces Ala) = ) .., u® v, con lo cual
A(a) € kP(—,j) ® kQ. Por lo tanto kP(—,j) es un subcomddulo de k@ que es un sumando
directo. Por 1.4.6 también sabemos que son inyectivos. a KP(—, j) lo llamaremos I(j)

Ademds como el zocalo de 1(j) es simple (Soc(1(j)) = ke; ), porque el inico subcomodulo
simple que tiene es ke;, entonces es indescomponible por 1.1.33.
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Ahora veamos ejemplos mas concretos del cilculo de comdédulos inyectivos sobre una
codlgebra de caminos, y un ejemplo de que los comédulos proyectivos no nulos no tienen por
qué existir.

EJEMPLO 1.4.9. Sea kQ la codlgebra de caminos del siguiente carcaj

Entonces I(n) = L Kk e ok k 0

Por lo tanto dimg I(n) = n.

Probemos ahora que kQ-Comod no tiene comaodulos proyectivos. Comencemos primero
por probar que no tiene proyectivos de dimension finita.

Sea P un proyectivo de dimension finita

T
P:V1T1V2T2 LV, 0 0

Sea ahora P' = W T v T, Ta v, v, v, 0

Tenemos el siguiente epimorfismo f: P’ — P

T, 1y,
P Vi e R e g
o ] w] ]
T T Toe 1v,
P Vi—> Vo2 Y, s 0

Es claro que f no se escinde. De la observacion 1.4.4 concluimos que P no es proyectivo.

Si ahora tomamos un comddulo arbitrario P y suponemos que es proyectivo

T

_ T Th-1 Ty Thi1
P = 1% 17 Vi, Vgl —— - -
Como P es una representacion racional sabemos que existe r € N tal que kerl; = 0

Vi < r y kerT, # 0. Sea v € kerT,, a partir de v formemos la siguiente representacion
W = (Wp, Sp).
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0, st < n;
W kv, stn=r;
L =
" k((Tr-1Ty—2...Tp) Y (v)), sin <7 y existe dicha preimagen;
0, en otro caso.
.S - 0, stk <mn;
" Tolw,, sin<k.

Se obtiene que W es un subcomddulo de P.

Ahora formemos la representacion W' = (W], SL). W{ debe cumplir Wi & W{ = Vj.
Supongamos construido W), entonces W), | = Upq1 @ T(W),) siendo Upy1 de tal forma que
Vo1 = Wop1 @ To(W)) @ Upy1. Las transformaciones S), las definiremos simplemente como
Sy = Thlw: -

Se ve que W & W' = P y por lo tanto usando 1.4.7 vemos que W debe ser un comddulo
proyectivo, lo que no es posible porque dimy W < oo.

EJEMPLO 1.4.10. Sea kQ la codlgebra de caminos del siquiente carcaj

Entonces I(n) = ... Y g e\ e 0 o (donde la cantidad

de ceros es n)

Por lo tanto dimg I(n) = 0o

Ahora vamos a probar que la suma directa arbitraria de comédulos es inyectiva. Con ese
objetivo presentamos primero el siguiente lema.

LEMA 1.4.11. Sea C una k-codlgebra y X un k-espacio vectorial, entonces X @ C' es un
C-comddulo inyectivo.

Demostracion:

X ® C tiene estructura de C-comddulo tomando pxgc = 1x ® A. De ahora en adelante
llamemos I a X ® C.

Si tenemos ¢ : N — L un morfismo inyectivo de comddulos y f : N — I otro morfismo de
comodulos, tendriamos que probar la existencia de g : L — I otro morfismo de comddulos
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tal que el siguiente diagrama sea conmutativo.

pr: I — I ®C es un morfismo de comédulos y j: IR C — [ tal que j = 1x e ® l¢
también lo es. Ademads tenemos que:

Jpr=(Ix®e@lo)(lx @A) =1x®1c =11

Consideremos Il : L — N la proyeccién como espacios vectoriales, y g : L — I definida
como g = j(fIIy®1¢)pL. g es un morfismo de comédulos ya que tanto j, fIIy® 1oy pr, son
morfismos de comdédulos. fIIy ® 1¢ es morfismo de comddulos debido a que la estructura de
comodulo de L ® C'y I ® C' esta dada por C.

Ahora si hacemos la composicién gi obtenemos gi = j(fIIy ® lo)pri = (Ix ® € ®
Lo)(flly @ 1o)pri = (Ix ® e @ 1o)(fIly @ 1e)(i ® 1o)py = (1x ® e ®@ 1o)(f ® 1c)pn =
(Ix@exlo)prf=f. 1

PROPOSICION 1.4.12. La suma directa de C-comddulos inyectivos es inyectiva.

Demostracion:

Si {I;}jes es una familia de C-comédulos inyectiva, tenemos que:

L~ I;®C, Vjel.

Pero como los I; son inyectivos por 1.4.3 tenemos que I; ® C' = M; @ I;.
Ademds tenemos que (@jeij)@(@jEJIj) = @jg](Mj@Ij) = EB(I]' ®C) = (EB]'GJI]')®0.

Por lo tanto @;es1; es inyectivo porque es sumando directo de @©;c;1; ® C, que es inyec-
tivo por 1.4.11. &



42 CAPITULO 1. COALGEBRAS Y COMODULOS

1.4.2. Envolventes Inyectivas

Continuemos ahora el camino para probar que en la categoria “ M hay envolventes in-
yectivas.

DEFINICION 1.4.13. Dado un morfismo inyectivo de comddulos i : I — FE, decimos que
E es una extension esencial si para todo N subcomddulo de E, N NI # {0}.

PROPOSICION 1.4.14. En la categoria © M hay extensiones esenciales mazimales.
Demostracién:

Sea {E;};cr una familia de extensiones esenciales de M totalmente ordenada por la in-
clusion.

Probemos que M C U;crE; es una extension esencial. Si N C U7 E; entonces existe j
tal que N; = NN E; # {0} por lo tanto M N N; # {0}, lo que implica M N N # {0}. Luego
por el Lema de Zorn tenemos extenciones esenciales maximales. ll

PROPOSICION 1.4.15. Un comddulo es inyectivo st y solamente si no posee extensiones
esenciales propias.

Demostracion:
(=) Si I es inyectivo e I & F entonces E = I & M con M # {0} entonces M NI = {0}.

(<) Sea M que no posee extensiones esenciales propias. Consideremos j : M — M ®@C =
FE, que es un comédulo inyectivo por lo visto en 1.4.11.

Tomemos N — FE que es maximal con la propiedad de NN M =0y Iy : £ — % la

proyeccién canoénica. Entonces llyj : M — E — % es un monomorfismo.

Ahora M — % es una extension esencial de M porque si {0} # % — % entonces, como
M N L # {0}, pues N era maximal, se obtiene M N % # {0}. Como M no tenia extensiones
esenciales propias entonces M = %, por lo tanto £ = M & N y por 1.4.6 entonces M es
inyectivo. B

PROPOSICION 1.4.16. Si E es una extension esencial mazimal del comédulo M en-
tonces E es el minimo comddulo inyectivo que contiene a M.
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Demostracion:

Como F es una extension esencial maximal entonces E es inyectivo, en caso contrario no
seria maximal.

Si ahora consideramos M C I ¢ E con I un comédulo inyectivo, entonces £ = I & J por
lo tanto E no seria esencial porque JNM = {0}. B

DEFINICION 1.4.17. Sea M un comddulo. Una envolvente inyectiva de M es un par
(E,j) tal que E es un comddulo inyectivo y j : M — E es un monomorfismo de comddulos,
tal que si (I,k) es otro par con I un comddulo inyectivo y k : M — I un monomorfismo de
comddulos entonces existe un monomorfismo f : E — I tal que fj = k. Visto como diagrama
conmutativo resulta.

PROPOSICION 1.4.18. La envolvente nyectiva es unica salvo isomorfismos, y es iso-
morfa a la extension esencial.

Demostracién:
(Existencia) Sea M < E una extensién esencial maximal.

Si f: M — I es un monomorfismo de comédulos, con I un comédulo inyectivo, se cumple
que existe j : £ — I tal que ji = f.

Si kerj # {0} entonces M N kerj # {0}, con lo cual f no es inyectiva.
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(Unicidad) Si ademds f : M < I es otra envolvente inyectiva. Entonces existe un
monomorfismo de comédulos g : [ — F tal que gf = i.

Como FE es un comddulo inyectivo se tiene por 1.4.6 que E = I ®I’, entonces se cumpliria
INI"={0}. Si suponemos I’ # {0} y sabemos que M NI' = {0}, esto nos lleva a un absurdo
porque E es una extension esencial de M. Por lo tanto £ = 1. B

PROPOSICION 1.4.19. Si I es un comédulo indescomponible finitamente generado en-
tonces Soc(I) es un subcomodulo simple.

Demostracion:
Sean S7 y Sy dos subcémodulos simples distintos de 1.

Como S7 — I es una inclusiéon de un comédulo simple en un comédulo inyectivo entonces
el siguiente diagrama conmuta,

Sy

N

E(Sl)c—> I

siendo E(S7) la envolvente inyectiva de Si. Por lo tanto como I es indescomponible entonces
usando la proposicién 1.4.6 se concluye que E(S7) = I.

Ahora como S; — I es una extensién esencial, S; N Sy # {0} pero como S; y S2 son
simples distintos esto es absurdo. l



Capitulo 2

Medida de Gabriel-Roiter

En las categords de longitud finita (categorias donde hay un concepto de longitud) la
medida de Gabriel-Roiter serd una herramienta mas fina que la longitud. En este capitulo
darémos su definicién y probaremos los teoremas de existencia de la parte de despegue y la
parte de aterrizaje, todo esto en el contexto de categorias de longitud finita. Este capitulo
esta basado en [Kr].

2.1. Cadenas y Funciones de Longitud

En esta seccién definiremos las funciones de longitud y trabajaremos con el orden lexi-
cografico, para que luego en la siguiente seccién se podamos definir la medida de Gabriel-
Roiter.

DEFINICION 2.1.1. Si (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado, X C S es una ca-
dena siVx1,29 € X 11 <19 0 29 < T71.

Si X es una cadena finita, min X y max X denotardn su minimo y su mdximo respecti-
vamente. En caso de que X = () definimos min X = oo.

Denotaremos con Ch(S) al conjunto de todas las cadenas finitas de S y sea Ch(S,z) =
{X € Ch(S) : méx X = zx}.

DEFINICION 2.1.2. En P(N) definimos el orden lexicogrdfico de la siguiente manera:
I < J siy solamente si min(J\I) < min(I\J) VI,J € P(N) .
Si ademds I # J lo denotaremos I < J.

45
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DEFINICION 2.1.3. Si I,.J € P(N) decimos que J comienza en I si:
n [ CJ,
» yVa el yvVbe J\I tenemos que a < b.

Lo denotaremos I < J.
OBSERVACION 2.1.4. Si I < .J entonces I < J.
PROPOSICION 2.1.5. El orden lezicogrdfico en P(N) es transitivo.

Demostracion:

Supongamos que K < I. Sean min(IAJ) = ary, min(JAK) = ayjxg y min(IAK) = ajk.

s Si K = I es absurdo.

» Si K < I entonces ajix € I\K.

Tenemos dos opciones

e a) ari € J.
[ b) ATK §é J.
» a) Si ajx € J entonces ajx € J\K y esto implica que ajx < arg. Como ayix € K\J,

arg € I\K, se concluye que ajx € I\J (caso contrario ayix € K\I con oy < ajg,
absurdo).

Como ary; = min(IAJ), se tiene que ayy < ayg. De hecho ayy < ajx pues ary € J\I.
Entonces ary € K\I (si no ary < min(JAK)).

Finalmente tenemos ajx < ayj pues ajxg = min(IAK) y ayy € K\I, por lo tanto
tenemos ajg < ayjy < ajix < ari, lo que es absurdo.

» b) Siajx ¢ J entonces ary < ari pues ary = min(IAJ) y arx € I\J. Luego ary ¢ K
(sino ary < min(/AK)).

Ahora ayx < ayy pues ayjx = min(KAJ) y ayy € J\K, entonces ajx ¢ I (si no
g < min(IAJ))

Finalmente ajx < ayi pues ajg = min(KAI) y ajx € K\I, por lo tanto tenemos
arg < ajg < ary < ag, lo que es absurdo. B
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PROPOSICION 2.1.6. Sean I, J,K € P(N). Si se cumple
s I<J<Ky
s KK

Entonces I < J.
Demostracion:

Podemos suponer que I < J < K, en otro caso es claro. Llamemos a;; = min(IAJ) €
J\I y arg =min(IAK) € K\I.

= Afirmacién: I C J.

Supongamos que I ¢ J entonces I\J # (). Tomemos z = min{I\J}, ya que ayy € J\I
implica que ayy < z . Por otro lado « < ajx porque I <« K. Como tenemos que
aryg < x < ayi entonces ary ¢ K (ya que si ayy € K entonces ary € K\I, y
ary < ajg lo que es absurdo). Luego aj; € J\K, ademds J < K por lo tanto
ajg < ary < < arg. Ahora tenemos dos casos:

e ayi € I entonces ayjx € I\J y ajix < x, absurdo.

e ayi ¢ I entonces oy € K\I y ajx < ajg, también es absurdo.

Por lo tanto I C J
» Afirmaciéon: Va € I y Vb € J\I tenemos que a < b.

Si existen © € J\I ey € I con y > z, entonces x € J\K. Como I C JelI < K
entonces = < kVk € K\J lo que seria absurdo porque J < K. R

OBSERVACION 2.1.7. = Si X CY entonces X <Y.
» Si S estd totalmente ordenado, entonces Ch(S) también lo estd.

EJEMPLO 2.1.8. Si tomamos {1,2,3}, entonces los elementos de Ch({1,2,3}) son, con
su orden:

< {3} <{2} <{2,3} < {1} < {1,3} < {1,2} < {1,2,3}
DEFINICION 2.1.9. Si X es una cadena en S denotamos X* = X\{méx X}.
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LEMA 2.1.10. Sean X,Y € Ch(S) entonces:

1. X* =max{X' € Ch(9) : X' < X y max X’ < max X }.
2. 51 X" <Y ymax X > maxY entonces X <Y.

Demostracion:

1. Sea X’ tal que X’ < X y méax X’ < max X.

= Si X' C X* es claro que X' < X*.

» En el otro caso tenemos dado A € X'"\X* A < maxX. Como X' < X existe
< A tal que p € X\ X'. Entonces p € X*\ X',

Por lo tanto min(X*\X’) = min(X\X’) < min(X"\X) = min(X"\X*). O sea
X' < X*
2. Si X* <Y entonces min(Y\X*) < min(X*\Y).

» SiX*CY yX CY entonces X <Y.Encasoque X ZY min(Y\X) < max X =
min(X\Y) entonces X < Y.

» Si X* €Y entonces existe p € X*\Y con p < méx X. Entonces min(Y\X*) <
p < max X, con lo cual se obtiene que: min(Y'\ X ) = min(Y\X™*) y que min(X\Y) =
min(X*\Y).

Entonces min(Y'\X) = min(Y\X*) < min(X*\Y) = min(X\Y). &

DEFINICION 2.1.11. Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si A : S — N
cumple que para cada x < y verifica que A(xz) < A(y), decimos que X\ es una funcion de
longitud.

OBSERVACION 2.1.12. » A induce un mapa que también vamos a denotar X : Ch(S,x) —
Ch(N, X(x)) tal que a una cadena X = {x1,...xy} lalleva en N(X) = {\(x1),..., A(zn)}.

» Podemos ahora definir \* : S — Ch(N) con A\*(z) = max{\(X) : X € Ch(S,z)}.
PROPOSICION 2.1.13. Sea 2 € S entonces

(C0) X*(z) = méxy < X*(2') U {\(2)}.
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Demostracién:
Si X = A\*(z) entonces max X = \(x).

Sabemos por 2.1.10 que X\ max X = max{X' € Ch(N) : X' < X y max X’ < méx X }.
Entonces méx, <, A*(2') < méx{X’ € Ch(N) : X' < X y méx X' < méx X} U {\(z)} =
A ().

Si A*(x) = AM(Xp) con Xo € Ch(S,z) y si y = max{Xo\max Xo}, entonces \*(y) =
A(Xp)\ méx A(Xp) (en caso contrario se cumpliria A(Yy) = A (y) > M Xp)\maxA(Xy) =
X\ max X pero esto implicaria que \(YoU{z}) = A(Yo)UA(z) > X con YoU{z} € Ch(S,x)).

Finalmente A*(y) U A(z) = X = A*(z). Y como y < x se obtiene lo querido. B

PROPOSICION 2.1.14. Sean z,y € S con (S, <) parcialmente ordenado

» (C1) Six <y entonces \*(x) < X\*(y).
» (C2) Si N(z) = XN*(z) entonces A\(x) = A\(y).
» (C8) Si N (2)) < X (y) Vo' <z y AMx) > Ny) entonces \*(z) < X*(y).

Demostracion:

» (C1)Siz <y, paratodoX € Ch(S,z) consideramos Y = XU{y} € Ch(S,y). Entonces,
por definicién, \*(z) < A*(y).

» (C2) Si X*(z) = A*(y) entonces A(z) = max A" (z) = max A" (y) = A(y).
» (C3) Sean X = X*(z) e Y = N (y).

Como M\*(2') < M*(y)Vaz' < x entonces por (CO) X* < Y. Ademds tenemos A(z) > A(y)
que implica max X > max(Y’). Por 2.1.10 concluimos X <Y. W

PROPOSICION 2.1.15. Si x,y € S con (S,<) un conjunto parcialmente ordenado, en-
tonces

= (C4) N(x) < A™(y) 0 A (y) < A™(2).
» (C5) {)\*(x) : max X < n} es finito Vn € N.
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Demostracion:

= (C4) Es claro porque Ch(N) es un conjunto totalmente ordenado.

» (C5) Es consecuencia de que {X € Ch(N) : max X < n} es finito (estd incluido en el
conjunto de las partes de {1,2,...n} ). B

2.2. Categorias de Longitud Finita y Medida de Gabriel Roi-
ter

En esta seccién, como ya dijimos, trabajaremos con la medida de Gabriel-Roiter en un
contexto mas general, el de las categorias de longitud finita. Ciertas categorias de moédulos
son de longitud finita, también lo es la categoria de comédulos sobre una codlgebra (ver
ejemplo 2.2.6).

2.2.1. Categorias de Longitud finita

Para comenzar daremos las definiciones bésicas para poder trabajar en categorias de
longitud finita.

DEFINICION 2.2.1. s Una categoria A es aditiva si:

e Tiene coproductos finitos,
e homy(A, B) es un grupo abeliano para todo par de objetos (A, B) de A
e y la composicion o : homy (B, C)homy(A, B) — homy (A, C) es bilineal.
» Una categoria aditiva A es abeliana si todo morfismo en A ¢ : A — B, admite nicleo

y conicleo, y ademds el morfismo ¢ inducido por ¢ segun el siguiente diagrama es un
isomorfismo.

kerg ¢ A 0 B ? Coker¢
l / Q_ﬁ l /!
Coker¢’ —— ker¢

DEFINICION 2.2.2. » Si A es una categoria abeliana, decimos que dos monomorfis-
mos X1 — X, Xo — X son equivalentes si existe un isomorfismo ¢ : X1 — Xo que
hace al sigutente diagrama conmutativo.
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Xo

X
= Una clase de equivalencia de monomorfismos en X es llamada un subobjeto de X.
s Denotamos X1 C X si existe un morfismo que hace conmutativo al diagrama de arriba.

DEFINICION 2.2.3. Si A es una categoria abeliana, un objeto X tiene longitud finita
st tiene una serie de composicion

0=XpoCcXjCcXoC...CX, =X
(donde X;/X;—1 es simple).

OBSERVACION 2.2.4. Por el teorema de Jordan-Hélder la longitud de una serie de
composicion es invariante, por lo que se puede definir la longitud de un objeto de A.

DEFINICION 2.2.5. Una categoria abeliana A es una categoria de longitud finita, si todos
los objetos de A tienen longitud finita y las clases de isomorfismo de los objetos forman un
conjunto.

Ejemplos de categorias de longitud finita son:

EJEMPLO 2.2.6. » St A es un anillo artiniano entonces \My es una categoria de
longitud finita.

» S5i C es una codlgebra entonces ./\/l]q es una categoria de longitud finita.

OBSERVACION 2.2.7. Un objeto de longitud finita admite una descomposicion como
suma directa finita de indescomponibles con anillos de endomorfismos locales. Por el Teorema
de Krull-Remak-Schmidt esa descomposicion es dnica salvo isomorfismo.

DEFINICION 2.2.8. Dada una categoria A, decimos que Q es un cogenerador de A si
VX en A existe un monomorfismo X — @;Q

2.2.2. Medida de Gabriel-Roiter

Ahora definiremos la medida de Gabriel-Roiter para categorias de longitud finita.

DEFINICION 2.2.9. Sea A una categoria de longitud finita. Entonces las clases de iso-
morfismo de objetos de A estdn parcialmente ordenadas de la siguiente forma:

X <Y siy solamente si existe un monomorfismo ¢ : X — Y.
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A partir de ahora A denotara una categoria de longitud finita.

DEFINICION 2.2.10. Dadal : IndA — N la funcién de longitud de A, definimos el mapa
w=10":IndA — Ch(N) que llamamos medida de Gabriel-Roiter de A.

Es facil ver que:
OBSERVACION 2.2.11. u(X) = {1} si y solo si X es un objeto simple.

DEFINICION 2.2.12. Sean X,Y € IndA. Decimos que X es un predecesor de Gabriel-
Roiter deY si X <Y yméaxy <y u(Y’). Ademds decimos que p(X) CY es una inclusion
de Gabriel-Roiter con ¢ como en 2.2.9.

OBSERVACION 2.2.13. SiY € IndA no es simple, entonces por (C5) tiene un predecesor
de Gabriel-Roiter.

DEFINICION 2.2.14. Una sucesion Xi<...<X,.1<X,,=X con X; € IndA es una
filtracion de Gabriel-Roiter de X si X;—1 es un predecesor de X; para i = {2,...n} y
X1 es simple.

PROPOSICION 2.2.15. Sean X,Y € IndA, entonces:

» (C6) X € IndA es simple si y solamente si u(X) < pu(Y) VY € IndA.

» (C7) Si w(X) < p(Y) entonces existen Y < Y" <Y en IndA tales que Y' es
predecesor de Y" con u(Y") < u(X) < u(Y") y 1Y) < U(X).

Demostracion:

» (C6) pu(X) = {1} si y solamente si X es simple. Si Y no es simple siempre tiene un
subobjeto simple, por lo tanto (YY) > {1}.

» (C7) Sea V1 < Yo < ... <Y, =Y una filtracién de Gabriel-Roiter de Y. Dicha fil-
tracién existe iterando el resultado de 2.2.13.

Sabemos que u(Y7) < p(X) porque Y; es simple. Por (C4) existe i tal que p(Y;) <
u(X) < p(Yig1). Llamemos Y =Y, Y/ =Y.

Si p(Y') = p(X) por (C2) I(Y) = I(X).

=1
Si l(Y') > I(X) entonces {(Y") > [(X) aplicamos el lema 2.1.10 y obtenemos u(X) >
1(Yi11) lo que seria absurdo. B
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EJEMPLO 2.2.16. Un objeto X de A es uniserial si tiene una unica serie de composicion.
En este caso la serie de composicion es una filtracion de Gabriel-Roiter (observar que esto
implica que X es indescomponible).

PROPOSICION 2.2.17. Propiedad Principal
Sean X,Y1,...,Y; € IndA. Supongamos que X CY = @leYi. Entonces

= (X)) < {mdx p(Y;)}
w S p(X) = méx{p(Y;)} entonces X es sumando directo de'Y .

Demostracion:

Sea ¢ : X — Y. Hagamos la prueba de ambas afirmaciones por induccién en n =
I(X)+UY).

= Sin = 2 entonces ¢ es un isomorfismo.

» Supongamos n > 2, podemos diferenciar dos casos segiin las coordenadas ¢ = (¢;)i=1,.k

e Existe iy tal que ¢;, no es un epimorfismo

Sea ¢, (X) = YZ'O = @,Y;; la descomposicion en indescomponibles. Entonces
u(X) < max{p(Yi;), p(Yi) con i # i} < méx{p(Y;)} porque ((X) +I(Y') <ny
Yij <Y, Vj, siendo Y = @, Y; @Y.

e ¢, : X — Y, son epimorfismos Vi € {1,...,n}.

Como todos los ¢; son epimorfismos entonces I(X) > I[(Y;) Vi € {1,...,n}. Sea
X' ¢ X entonces méax u(X') < max{u(Y;)} (porque I(X') +1(Y) < n).

De hecho se tiene que: pu(X’) < max{u(Y;)}(pues en caso contrario tendriamos
X' — X — @Y; — Y; es un isomorfismo entonces X' seria sumando directo de
X lo que es absurdo).

Aplicamos (C3) y obtenemos p(X) < max{u(Y;)}.

Ahora supongamos que pu(X) = max{u(Y;)} = u(Yy). Podemos tomar a ¢y epimorfis-
mo. (si no cambiamos a los Y; con pu(X) = p(Y;) por las imédgenes ¢;(X) =Y/ = @Y},
como antes y obtenemos que p(X) < méx pu(Yi;, 1(Y7)) < pu(Yx) lo que es absurdo).
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De hecho ¢y es un isomorfismo porque p(X) = p(Yy) implica por (C2) que I(X) =
[(Yy). En particular X es sumando directo de Y. B

COROLARIO 2.2.18. Sean X,Y € IndA y X C Y con p(X) = méxy«y u(Y’). Si
X CUCY en A entonces X es sumando directo de U.

Demostracion:

Sea U = ®U; la descomposicién en indescomponibles. Ahora aplicamos 2.2.17 y tenemos:
pw(X) < méxp(U;) < p(Y).

Ademads sabemos por hipétesis que p(U;) < pu(X), Vi.

Por lo tanto tenemos p(X) = max pu(U;) y por 2.2.17 sabemos que X es sumando directo
deU. R

EJEMPLO 2.2.19. 1. SiY € IndA y (X) < u(Y) para cada X € IndA, entonces Y
debe ser inyectivo porque todo monomorfismoY — Z escinde por la proposicion 2.2.17
(observar que vale la demostracion de 1.4.14 para categorias de longitud finita).

2. Si A tiene un cogenerador Q@ = ®Q;, con los Q; indescomponibles, entonces u(X) <
max p(Q;) para todo X € IndA.

PROPOSICION 2.2.20. Sean X,Y € IndA y X C Y una inclusion de Gabriel-Roiter.
Entonces Y/ X es indescomponible.

Demostracion:
Sea Z =Y/X y supongamos que Z = Z' & Z" con Z" # 0.

Entonces obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas
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0 0
0 X Y’! A 0
P
0 X Y A 0
A Lz VA
0 0

Luego tenemos X C Y’ C Y y por lo tanto X — Y’, por 2.2.18, escinde. Por lo tanto
7' — Z se factoriza a través de de Y — Z por el monomorfismo Z’ — Y. Como Y es
indescomponible entonces Z' = 0. B

Como corolario a la propposicién anterior tenemos:

COROLARIO 2.2.21. Sea Y € IndA que no sea simple, entonces eriste una sucesion
eracta corta 0 = X —Y — Z — 0 en A tales que X y Z son indescomponibles.

Demostracion:

Basta tomar X C Y con pu(X) = maxy .y u(Y’) y aplicar la proposicién 2.2.20. B

2.3. Parte de Despegue y Parte de Aterrizaje

En esta seccion llegaremos a un resultado sobre la estructura de las medidas de Gabriel-
Roiter en las categorias de longitud finita. Este resultado nos dice que las medidas mas
pequenas y mas grandes tienen una cantidad finita de objetos de la categoria (salvo isomor-
fismos) y que se pueden ”discretizar”. El resto de las medidas (que no tienen por qué tener
una cantidad finita de objetos de la categoria) quedan ubicadas en el medio.

DEFINICION 2.3.1. Una subcategoria C de A es covariantemente finita si cada objeto
X en A admite una C-aprozimacion a izquierda. Esto es un mapa X —Y conY en C tal que
el mapa inducido hom 4 (Y, C) — hom 4 (X, C) es sobreyectivo VC en C. Dualmente definimos
una categoria contravariantemente finita.
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OBSERVACION 2.3.2. La definicion 2.3.1 es equivalente a decir que dado X en A existe
¢: X =Y conY enC tal que si X — C es un morfismo de A con C en C entonces existe
un morfismo Y — C tal que el siguiente diagrama conmuta.

X—Y

e
3
C

Fl siguiente lema nos serd 1til para reconocer subcategorias covariantemente finitas.

LEMA 2.3.3. Si C es una subcategoria de A cerrada por sumas directas y subobjetos, en-
tonces C es una subcategoria covariantemente finita de A.

Demostracion:

Fijemos X en A. Sean § = {X' — X : X' — X = ker(X - Y)conY enC }y
n =min{l(X') : X' € §}.

= Sin =0 entonces X — Y con Y en C. Como C es cerrada por subobjetos entonces X
estd en C. Entonces el siguiente diagrama conmuta.

» Sin>0sea X’ tal que [(X') = n, entonces tenemos

X\Z/Y

siendo [ la imagen de f. Como I — Y entonces I estd en C.

X/

Como Ker(X - I)=Ker(X -Y)=X"— XeIm(X' — X) = X" — X entonces
I=X/X"

Ahora si tenemos X — C' con C en C entonces X — X/X’ va a ser nuestro candidato
a C-aproximacion a izquierda para X.
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Si tenemos X; — X = Ker(X — Y1)y Xo — X = Ker(X — Y3), entonces
X1NXy— X =Ker(X — Y1 ®Ys). Entonces X7 N X9 C X pertenece a § (recordar
que en C tenemos sumas directas).

Sean X — C' un morfismo en A con C en C, y K = Ker(X — C). En caso de que
X'NK ¢ X' tendrfamos (X' N K) < n lo que serfa absurdo usando lo observado
en el parrafo anterior. Por lo tanto podemos asumir que X’ < K y obtenemos que
X' — X — C es el morfismo nulo.

Como X — X/X' = Coker(X' — X) entonces existe g : X/X’ — C tal que el diagra-
ma siguiente queda conmutativo.

X’C—>X—>>X/X/

DEFINICION 2.3.4. Si M es un conjunto de valores de (X)), entonces definimos A(M) =
{8X; : n(X;) € M, Vi}.

PROPOSICION 2.3.5. Si M es un congunto de valores (X)) que es cerrado por prede-
cesores entonces A(M) es covariantemente finita.

Demostracion:

A(M) es cerrada por subobjetos (aplicar la proposicién 2.2.17 a cada indescomponible)
y sumas directas, luego aplicamos el lema 2.3.3. l

DEFINICION 2.3.6. » Decimos que ¢ : X — Y en A casi escinde a izquierda,
si ¢ no es un monomorfismo que escinde y cada mapa X — Y' en A que no es un
monomorfismo que escinda se factoriza a través de ¢ como lo muestra el siguiente
diagrama conmutativo.
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Y/

» Dualmente decimos que ¥ :' Y — Z en A cast escinde a derecha, si v no es un
epimorfismo que escinde y cada mapa Y' — Z en A que mo es un epimorfismo que
escinde se factoriza a través de ¥ como se ve en el siguiente diagrama conmutativo.

YL>Z

N
N
AN
N
Y/
EJEMPLO 2.3.7. Si A = modA con A un dlgebra de artin, entonces todo objeto que sea
indescomponible X admite un morfismo que casi escinde a izquierda que comienza en X, Si

X no es un inyectivo simple y un morfismo que casi escinde a derecha que termina en X, si
X no es un proyectivo simple.

DEFINICION 2.3.8. Sea X € IndA, un sucesor inmediato de w(X) es por definicion
un elemento minimal en {u(Y) : Y € IndA con p(X) < p(Y)}.

LEM@ 2.3.9. Sean X,Y € IndA tales que X es un predecesor de Gabriel-Roiter deY. Si
X — X es un morfismo que casi escinde a izquierda, entonces Y es un cociente de X.

Demostracion:

Como X — Y es un monomorfismo que no escinde entonces existe ¢ que hace conmuta-
tivo el siguiente diagrama

X—X
7/
/
lwﬁ
Y

Por lo tanto X — X es un monomorfismo. Sea U «— Y = Im(X — Y), entonces
X — X — U es un monomorfismo.

Si U = @U; con los U; indescomponibles entonces p(X) < max u(U;) = p(Us,). Ahora
tenemos dos opciones pu(X) = méx u(U;) o p(X) < max u(U;).
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» Si se cumple lo primero entonces X < X — U escinde, lo que implica que X — X
también escinda. Esto 1ltimo es absurdo por ser X < X un morfismo que casi escinde.

» Supongamos que se cumpla lo segundo. Esto implica que p(Y') = pu(U;,) pues X es un
predecesor de Gabriel-Roiter de Y. Entonces I[(Y') = I(U;,) y como U;, — &U; — Y
esto implica que Y = U,,, de lo que se deduce que Y es un cociente de X. H

la siguiente proposicién vos asegura la exitencia de sucesores inmediatos.

PROPOSICION 2.3.10. Sea X en A y supongamos que existe nxy € N tal que cada
Ve IndA con p(V) < pu(X) y (V) < U(X) admite un mapa que casi escinde a izquierda
V —V con (V) < nx. Entonces existe un sucesor inmediato de ju(X) siempre que u(X) no
sea mazximal.

Demostracion:

Como sabemos que p(X) no es maximal, existe Y con u(X) < u(Y). Si aplicamos (C7)
encontramos Y/ < Y” <Y € IndA tales que Y’ es un predecesor de Gabriel-Roiter de Y
con p(Y') < p(X) < p(Y") < pu(Y) y 1Y) < U(X).

Por 2.3.9 Y” es cociente de cada Y’ < Y’ mapa que casi escinde a izquierda. Entonces
I(Y") <1(Y') < nx. Ahora usando (C5) sabemos que los valores u(Y”) posibles son finitos
y como consecuencia de esto existe un sucesor inmediato de p(X). W

Ahora estamos listos para dar una prueba de los dos teoremas principales, la existencia
de la parte de despegue y la existencia de la parte de aterrizaje. Como corolario al primer
teorema se obtendra como consecuencia una prueba de la conjetura de Brauer-Thrall I.

LEMA 2.3.11. Harada-Sai
Sea n € N. Si tomamos una composicion de morfismos que no son isomorfismos

X, f1 X, f2 f2n72X2"71f2"71 Xon

entre objetos indescomponibles X; con [(X;) < n, entonces dicha composicion es nula.
Demostracién:

Probemos que [(Im(forx_q ... f1)) < n —k Yk por induccién en k.
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n k=1
o Si Im(f1) # Xa entonces [(Imf1) <n —1.
e Si Im(f1) = X2 entonces Kerf; # 0 (en caso contrario f; es un isomorfismo). En
este caso [(Imf1) = (X2) = (X1 /Kerf1) <l(X1) <n.

= Supongamos que se cumple para 1 < j < k.

Llamemos on= f2k+1_1 cee fzfl, f = f2k_1 cee f2f1 y g = f2k+1_1 cee f2k+2f2k+l. En-
tonces u = gfor f.

Sabemos que [(Imf) <n—k y l(Img) <n—k por hipétesis inductiva, entonces sabe-
mos que [(Im(p)) <I(Im(for f)) <I(Imf) <n—k.

Estas desigualdades se deben a que si tenemos una composicion X — Y — Z de mor-
fismosen Acon I =Y =Im(X —Y)yconlI — Z=1Im(X — Z). tenemos que
existe un epimorfismo h : I — I’ tal que conmuta el siguiente diagrama

X—Y —7
I
|
| h,
I/

Sil(Imu) = 1(Imf) =n—k (I) probemos que for es un isomorfismo. Podemos suponer
que f # 0 si no ya estaria probado el lema.

De ahi que I(I) > I(I").

e Veamos que fyr es un monomorfismo.

Usando lo anterior tenemos que el siguiente diagrama conmutativo:
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X1 f X2k
\if
b

\

Impu

fok g
- X2k+1 *)X2k+1

Como Imf — Imp es un isomorfismo (ya que {(Imf) = [(Impu)) entonces
9for|rmy es un monomorfismo. Por lo tanto Ker(gfs,)NImf = 0. (II)

Por otro lado tenemos n — k = [(Imp) < I(Im(gfor)) <1(Img) =n—Fk (III) y
[(Xor) = U(Kergfor) +1(Im(gfor)) (IV).

Entonces por (II) tenemos que Imf & Kergfor — Xok. y por (I), (IIT) y (IV)
se obtiene Imf @ Kergfor = Xor. Como Xyr es indescomponible e Im(f) # 0

entonces Kergfor = 0. Por lo tanto g for es un monomorfismo y esto implica que
for también es un monomorfismo.

e Veamos ahora que fyr es un epimorfismo.

Tenemos ahora el siguiente diagrama conmutativo.

g
Xoky1 Xok+1

Como I(Im(fox f)) = l(Impu) y tenemos Im(for f) — I'mpu entonces Im(for f) =
Imyp. Similarmente a lo anterior se prueba que gl foif) €8 un monomorfismo.
Por lo tanto KergNIm(fox f) = 0. También se tiene [(Xor 1) = [(Kerg)+1(Img).

Como I[(Im(g)) = l(Imfar f), entonces I'm(for f) D Kerg = Xor, 1. Como for f # 0
y Xor es indescomponible entonces Kerg = 0. Por lo tanto Im for f = Xor 4 lo
que significa que for es un epimorfismo. Luego for es un isomorfismo y esto es
una contradiccién. Entonces I[(Im(p)) <n—k. B
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PROPOSICION 2.3.12. Sea A una categoria de longitud finita con mapas que casi es-
cinden a izquierda y solamente una cantidad finita de simples (salvo isomorfismos). Ademds
supongamos que C es una subcategoria de A tal que

= C es covariantemente finita.

v existe n € N tal que [(X) < n para cada indescomponible de C.

Entonces hay solamente una cantidad finita (salvo isomorfismos) de indescomponibles en

C.
Demostracion:

Afirmacion : podemos construir todos los objetos indescomponibles X en C, en a lo sumo,
2™ pasos a partir de los objetos simples de A de la siguiente manera:

Sea S — X no nulo con S simple, entonces factoriza por la aproximacion a izquierda
S — S’ de esta forma S — 5" — X.
Consideremos Xy un sumando directo de S’ tal que

S—=Xg—=X=5—-9>Xg—=8 =X
es no nula. Paramos el proceso si X9 — X es un isomorfismo.
En caso contrario tomamos Xy — Yp un mapa que casi escinde a izquierda y una apro-
ximacion a izquierda Yy — Zjy. El mapa Xy — X se factoriza a través de la composicon

X0—>}/E)—>Z0.

Esto se debe a que: como Xy — X no es un isomorfismo entonces no escinde. Luego
existe Yy — X que factoriza como muestra el siguiente diagrama conmutativo

X0*>X

7
v
|
v

Yo

Y como Yy — Zjy es una C-aproximacién a izquierda de Yy, tenemos que el siguiente
diagrama conmuta
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}/() /
/

l/

/

Z

Entonces existe X sumando directo de Zy tal que Xg — Yy — Zg - X1 — Zyp — X
no es nulo. Nuevamente se para el proceso si X7 — X es un isomorfismo, si no repetimos el
proceso y nos queda

Xo—mXi—2Xo—...— X,

donde los mapas no son isomorfismos. Esto implica por 2.3.11 que r < 2" y que X = X;
para i < 2". Ademds como en cada paso hay una cantidad finita de sumandos directos que
pueden ser elegidos entonces hay finitos indescomponibles en C. B

TEOREMA 2.3.13. Parte de Despegue

Sea A una categoria de longitud finita tal que ind A es infinita. Supongamos que A tiene
una cantidad finita de simples (salvo isomorfismos) y que cada indescomponible admite un
mapa que casi escinde a izquierda. Entonces existen infinitos valores

p(X1) < p(Xa) <.oop(Xn) <.

de la medida de Gabriel-Roiter de A que tienen las siguientes propiedades:
1. 8t p(X) # uw(X;) Vi € N entonces p(X;) < pu(X) Vi € N
2. El conjunto {X € IndA : u(X) = u(X;)} es finito Vi € N.

Demostracion:

Construiremos los valores de p(X;) Vi € N por induccién como sigue.

= Sii =1 Tomamos un objeto simple de A, entonces se satisfacen las condiciones 1) (por
(C6)) vy 2).

» Supongamos que tenemos p(X;) < p(X2) < ... < wp(X,) satisfaciendo 1) y 2),
Vi<i<nconn>1.
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Podemos aplicar 2.3.10 y construir u(X,+1) un sucesor inmediato de u(X,). Esto se
debe a que {X € IndA : u(X) = pu(X;) con 1 <i < n} es finito.

Falta probar que el conjunto {X € IndA: u(X) = u(Xn+1)} es finito. Para esto consi-
deramos M = {u(X1),...,u(Xn+1)}, por 2.3.5 sabemos que A(M) es covariantemente
finita.

En A(M) es claro que [(X) estd acotada por max{l(X1),1(X2),...,l(Xn4+1)} para cada
indescomponible de A(M) por (C2). Por 2.3.12 se concluye que el nimero de indescom-
ponibles de A(M) es finito, entonces {X € IndA : u(X) = u(X;)} es finito. W

A partir del teorema 2.3.13 es facil dar una demostracién a la Conjetura de Brauer-Thrall
I, como se muestra a continuacién.

COROLARIO 2.3.14. Conjetura de Brauer-Thrall 1
Sea A una categoria de longitud finita tal que ind A es infinita. Supongamos que A tiene
una cantidad finita de simples (salvo isomorfismos) y que cada indescomponible admite un

mapa que cast escinde a izquierda. Entonces Yn € N existe un objeto indescomponible X de
A conl(X)>n

Demostracion:

Para cada n € N hay solamente una cantidad finita de valores p(X) con I(X) < n por

(C5). 1
A partir de este primer teorema podemos dar la siguiente definicién:

DEFINICION 2.3.15. Si tenemos que ju(X1) < p(Xa) < ... u(Xp) < ... es un conjunto
de medidas de una categoria A que cumple las condiciones 1) y ) del teorema 2.3.18 decimos
que A tiene parte de despeque.

PROPOSICION 2.3.16. Sea A una categoria que estd bajo las hipotesis del teorema
2.8.13. Si X estd en la parte de despegue entonces existen una cantidad finita de objetos
Y en la parte de despeque con X CY una inclusion de Gabriel-Roiter.

Demostracién:
Supongamos que u(X) = pu(Xx).
Si hubiese una cantidad infinita {Y}, }nen de objetos se deberia cumplir p(Y,,) = u(X) +

0(Y,) donde £(Y;,) se hace tan grande como se quiera. Esto seria absurdo porque no existiria
((Xiy1). W
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El siguiente ejemplo nos muestra una categoria que tiene parte de despegue.

EJEMPLO 2.3.17. Tomemos p € N un nimero primo. Luego consideremos en la categoria
G de los grupos conmutativos finitos que es una categoria de longitud finita, la subcategoria
aditiva que contiene a los grupos que sean isomorfos a Zyx con k € N. Esta subcategoria es
también abeliana, y la llamaremos G,.

Claramente los indescomponibles de G, son todos los grupos isomorfos a Zy. Ademds
sabemos que tenemos monomorfismos Zpx — Lk iy Y que Coker(Zpx — Zpk 1) = Ly que es
simple. Por lo tanto se ve que l[(Z,r) = k.

De acd se deduce que las medidas de G, son de la forma

{1} < {1,2} < {1,2,3} < {1,2,3,4} < ... < {1,2,3,...,n} < ...

Ahora veremos un resultado dual al teorema 2.3.13, en el que bajo ciertas condiciones
tenemos que también las medidas mayores tienen finitos indescomponibles y predecesores
inmediatos. Comenzaremos con el lema siguiente:

LEMA 2.3.18. Sea X en A. Sea Ax la subcategoria de A formada por todos los objetos
que no tienen sumandos directos isomorfos a los sumandos directos de X . Si cada sumando
directo indescomponible de X admite un mapa que casi escinde a derecha, entonces Ax es
contravariantemente finita.

Demostracion:

Sea X = @leXi la descomposiciéon en indescomponibles. Es suficiente construir una
aproximacién a derecha en Ax para cada objeto indescomponible Z de A.

= Si Z estd en Ax tomemos 1.

= Si Z es un X;, hacemos lo siguiente: Sea ¢;, : X;, — X;, un mapa que casi escinde a
derecha. X;, =Y, ® (®i, Xiyi,) con Y;, en Ax y ipi1 € {1,...,k}.

Notar que cada morfismo ¢ : V — X;, con V en Ax se factoriza a través de ¢;, (se
debe a que ¥ no puede escindir). Tampoco las componentes X;,;, — X;, de ¢;, son
invertibles (si no el morfismo ¢;, escinde).

Ahora hagamos la composicién de ¢;, con ly, @ (@i, ¢x, , ) y obtenemos:

i0t1
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Yo & (@il}/;oil Disy Xi0i1i2) - Y;O D (@hXioh) - Xio

Nuevamente cada V' — X;, con V en Ax se factoriza a través de este mapa (cada
coordenada es un mapa que casi escinde) y cada componente X;i,i, — Xipi, €S no
invertible ( en caso contrario X;,;, — Xj,i, escinde).

Continuamos el proceso componiendo el morfismo anterior con ly, @ (D4, ly, ., @
(Biy Pigirip)) ¥ asi continuamos inductivamente. Sean = 2™ con m = max{l(X1),...,1(Xk)},
entonces aplicamos 2.3.11 tenemos que los siguientes morfismos:

Xitiooim = Xivigimo1 — -+ — Xigiy — X4

son nulos. Entonces el mapa @?:0(@1'01'2...15 Yz‘oig...ij) — X, es una Ax-aproximacion a
derecha para X;, ya que VV — X;, con V' en Ax debido a que el siguiente diagrama

conmuta
v
—~
—
~
~ - \L
£
jzo(@zow---z]- }/7:022---7/j) - Xio
[ |

TEOREMA 2.3.19. Parte de Aterrizaje

Sea A una categoria de longitud finita tal que IndA es infinito. Supongamos que A tiene
un cogenerador Q) y que cada indescomponible tiene un morfismo que casi escinde a derecha.
Entonces existe una cantidad infinita de valores

(XM << (X < op(X

de la medida de Gabriel-Roiter de A que tienen las siguientes propiedades.

1. Si p(X) # u(X?) Vi € N entonces pu(X) < u(X?) Vi € N.
2. El conjunto {X € IndA : un(X) = u(X")} es finito Vi € N.

Demostracion:

Construiremos los valores de p(X") por induccén como sigue.
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» Sii =1y como () es un cogenerador usamos 2.2.19 y tenemos que existe ();, indes-
componible tal que p(Q;,) > p(X) para X € IndA. Ademds para cada X tal que
w(X) = pu(Qi,) tenemos que X C Q" entonces X es sumando directo de @, por lo
tanto dichos X deben ser finitos.

= Supongamos que p(X1') > u(X?) > ... > u(X") fueron construidas satisfaciendo 1) y
2)Vli<i<nconn>1.

Sea P la suma de todos los X € ind A con pu(X) > pu(X™). Usando 2.3.18 construimos
una Ap-aproximacién a derecha P’ — @Q para @ y tomamos como X! un sumando
directo Pj de P’ tal que u(Pj) sea maximal.

Si X es indescomponible y estd en Ap es cogenerado por @ y por lo tanto por P’. Esto
se debe a que es una Ap-aproximacion de @) y existe el siguiente diagrama conmutativo

por lo tanto implica que X — P'™ es un monomorfismo.

Por 2.2.17 sabemos que u(X) estd acotado por pu(X"*1). Ademés si pu(X) = p(X™H)
entonces X es isomorfo a un sumando directo de P’, por lo tanto {X € IndA : u(X) =
w(X" 1 es finito. W

Como consecuencia de este segundo teorema podemos definir

DEFINICION 2.3.20. Si tenemos que u(X') > p(X2) > ... u(X") > ... es un conjunto
de medidas de una categoria A que cumple las condiciones 1) y 2) del teorema 2.5.19 decimos
que A tiene parte de aterrizage.

OBSERVACION 2.3.21. En 2.3.17 tenemos un ejemplo de una categoria de longitud
finita que no tiene parte de aterrizaje. Es fdcil observar que no tiene una medida mdxima.

A continuacién veremos que las medidas de Gabriel-Roiter de una categoria se preservan
por equivalencias.

OBSERVACION 2.3.22. $i §: A — B es una equivalencia entre categorias de longitud
finita, entonces el conjunto de las medidas de A y B son iguales y también la cantidad de
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indescomponibles que aparecen por medida.
Demostracion:

Primero que nada hay que notar que I(§(X)) = I(X) ya que § lleva sucesiones exactas
en sucesiones exactas y lleva objetos simples en objetos simples.

Este funtor § también lleva objetos indescomponibles en objetos indescomponibles y

preserva clases de isomorfismos. Como su casi-inverso cumple lo mismo se deduce que p(F(X)) =
p(X). |

Ejemplos de categorias con parte de despegue y aterrizaje son los siguientes:

OBSERVACION 2.3.23. Si A es un dlgebra de caminos de dimension finita cuyo carcaj
no es Dynkin entonces cumple las hipdtesis de los teoremas 2.3.18 y 2.3.19 (ver 2.3.7).

COROLARIO 2.3.24. Si C es un codlgebra de caminos de dimensidn finita cuyo carcaj
no es Dynkin entonces cumple las hipotesis de los teoremas 2.3.13 y 2.5.19.

Demostracion:

Basta recordar que la categoria de k@)-mdédulos finitamente generados y k@-comoddulos
son equivalentes como se observé en el capitulo anterior y usar 2.3.23 y 2.3.22. B

Ma3s en general se tiene:

COROLARIO 2.3.25. 57 C es una codlgebra de dimension finita con infinitos indescom-
ponibles no isomorfos entre si entonces verifica las hipdtesis de los teoremas 2.3.18 y 2.5.19.

Demostracion:

Para 2.3.13 basta notar que C* tiene una cantidad finita de simples y usar 2.3.7 para
probar la existencia de morfismos que casi escinden a derecha (estos luego al aplicar la dua-
lidad (ver 1.1.27)se convertirdn en morfismos que casi escinden a izquierda en ¢ M).

Para 2.3.19 hay que notar que C' es un cogenerador y usar nuevamente aplicado a C*
2.3.7 para probar la existencia de morfismos que casi escinden a izquierda (estos luego al
aplicar la dualidad (ver 1.1.27) se convertirdn en morfismos que casi escinden a derecha en

cM).



Capitulo 3

Medida de Gabriel-Roiter y
comodulos

En este capitulo aplicaremos lo hecho en el capitulo anterior, ya que la categoria de
comdédulos finitamente generados sobre una coédlgebra es una categoria de longitud finita. En
la primer seccién como aplicacién de la medida de Gabriel-Roier probaremos que las codlge-
bras con parte de despegue tienen comddulos indescomponibles de dimensién infinita. En la
seccién final describiremos las codlgebras de caminos que tienen comdédulos indescomponibles
de dimensioén finita.

3.1. Medida de Gabriel-Roiter para Categorias de Comddulos

En esta seccién trabajaremos con la medida de Gabriel-Roiter especificamente en la ca-
tegoria de comdédulos sobre una codlgebra.

OBSERVACION 3.1.1. Si I es un comddulo inyectivo indescomponible finitamente gene-
rado (de dimension finita), entonces u(I) = {1,2,...,1(I)}.

Demostracion:

Como vimos en el capitulo 1, si I es un comédulo inyectivo indescomponible entonces
Soc(I) es simple.

Sea Soc(l) = My C My C ... M, = I es una serie de composicién de I. Como el zécalo
de I es simple, esto implica que los z6calos de los M; también lo sean. Por lo tanto la serie de
composicién es una cadena en Ch(Ind( M), I) y por lo tanto u(I) = {1,2,...1(I)} porque
I(M;)=:1

69



70 CAPITULO 3. MEDIDA DE GABRIEL-ROITER Y COMODULOS

PROPOSICION 3.1.2. Sean N, My, ... M, comddulos indescomponibles finitamente ge-
nerados y N — @F_ M;. Si p(N) < méx pu(M;) entonces existe jo tal que

k A ,
N — @;_{M; — M,
es un monomorfsmo.

Demostracion:

La prueba la realizaremos por induccién en n = [(N) + I[(©F_, M;).

s Sin =2 es un isomorfismo.

» Supongamos n > 3y que II;, : @leMi — M;, es la proyeccion candnica sobre M;,.
Separemos la prueba en dos casos.

1. Existe algun II;, f que no es un epimorfismo.

2. Todos los II; f son epimorfismos.

1. Podemos suponer que II; f no es un epimorfismo.

Sea M{ = Im(Il1 f) C My y M} = Im(Il; f) C M;. Si M} = &M}, con M}, indescom-
ponibles Vj entonces tenemos

Como se cumple u(N) < méx u(M;) y p(N) < méxp(Mj;) < méx pu(M;) aplicamos
2.1.6 y tenemos p(IN) < max pu(M};).

Entonces por la hipétesis inductiva obtenemos que existe jply tal que

N — &; Mj; - M;j

olo

es un monomorfismo. Y de esto se obtiene que el mapa

N = @M}, - & My = M},

es un monomorfismo.
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2. Supongamos ahora que II;f es un epimorfismo que no es un isomorfismo (si no ya
estarfa probado) Vj € {1,2...,n}. Por esto tenemos I(N) > I(M;) Vj € {1,2...,n},
pero de lo tltimo se deduce que max p1(M;) no comienza en p(N) que es absurdo. W

Nos va a interesar extender el concepto de medida de Gabriel-Roiter a la categoria de
comodulos en general. Por eso definimos la filtraciéon de Gabriel-Roiter para un comoédulo de
dimensién infinita.

DEFINICION 3.1.3. Sea M un comddulo que no sea finitamente generado. Una cadena
de subcomddulos finitamente generados indescomponibles { M, }ien que cumpla

MiCMyCMsC...CM
es una filtracion de Gabriel-Roiter para M si ademds
» UjenM; =M y

» M; C M;y1 es una inclusion de Gabriel-Roiter.

El teorema que sigue es una herramienta til para determinar ciando un comédulo es
indescomponible.

TEOREMA 3.1.4. Si M es comddulo que no sea finitamente generado, entonces si admite
una filtracion de Gabriel-Roiter es indescomponible.

Demostracion:

Supongamos que M es descomponible. Entonces existen dos comédulos U # {0} y
V # {0} talesque M =U & V.

M = U;enM; entonces existe n € N tal que M,, NV # {0} y M,, NV # {0}.

Al ser M,, un comdédulo finitamente generado podemos encontrar U’ y V' dos subcomo-
dulos de U y de V' que sean finitamente generados y que M, C U' @V’ C U &V (tomar
una base de M,, y descomponerla en U & V). Ademés como U’ & V' es finitamente generado
(dimensién finita) podemos encontrar n’ € N tal que U’ & V' C M.

Existen {U;}icr ¥y {Vj}jes subcomédulos indescomponibles finitamente generados tales
que U' = @;U; y V' = &, V.
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Ahora tenemos que M, C (®;U;) @ (®;V;) C M, y esto implica por la propiedad prin-
cipal que:

(M) < mas{u(U3), 1(Vy)} < (M),

Como M; C M;4+1 Vi € N es una inclusiéon de Gabriel-Roiter obtenemos que p(M,) <
w(M)). Usando las dos ultimas afirmaciones y aplicando 2.1.6 tenemos lo siguiente:

p(My) < max{u(U;), p(V;)}
Si usamos 3.1.2 tenemos que

¢: M, — (&:U;) ® (&;V;) » X
para X = U;, o X = Vj; es un monomorfismo.
Supongamos que X = U;,. Ya sabemos que existe z € M, NV no nulo y como M, =
U’ @ V' podemos escribir z =u+vconu e U yveV . Luegox —v=uecU NV ={0},

por lo que z = v € V'. Esto tltimo es absurdo porque implica que ¢(z) = 0y ¢ es un
monomorfismo. B

La siguiente proposisicién nos asegura la existencia de ciertas medidas si tenemos un
inyectivo indescomponible de dimension infinita.

PROPOSICION 3.1.5. Si la codlgebra C tiene un comddulo inyectivo indescomponible de
dimension infinita, entonces C' tiene todas las medidas de la forma {1,2,...,n} conn € N.

Demostracion:

Sea I el comédulo de dimensién infinita. Sea S < I un subcomédulo simple (S = Soc([)).
Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta corta:
0—-S—1—-N —0

con Ny # {0}. Sea ahora S; < Nj simple. Entonces podemos tomar el pull-back y tene-
mos:
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Por lo tanto M; tiene longitud 2 y como M; < I (por el lema de los cinco), entonces M;
es indescomponible (Soc(M;) = S) y w(My) = {1,2}.

Supongamos ahora que tenemos M,, < I un subcémodulo indescomponible con pu(M,,) =
{1,2,...,n,n+ 1} y n > 1. Entonces tenemos la siguiente sucesién exacta corta:

0—-M,—1—Nyy1 —0

con Np41 # {0}. Sea ahora S, 11 < N, simple. Entonces podemos tomar el pull-back
y tenemos:

OHMn HMn+l SnJrl 0
ian \L
0 M, I Nnt1 0

Por lo tanto M4 tiene longitud n+ 2y como M, < I (por el lema de los cinco), en-
tonces My, 11 es indescomponible (Soc(M, 1) = S) y w(Mp41) ={1,2,...,n,n+1,n+2}. W

COROLARIO 3.1.6. En las hipotesis de la proposicion 3.1.5 podemos afirmar que la
codlgebra no tiene parte de aterrizaje.

EJEMPLO 3.1.7. Tomemos k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea kQ la codlgebra
de caminos con:

Q=a(_n

Entonces las representaciones indescomponibles son de la forma:

Vi = ¢a C-lk"
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donde ¢, tiene por matriz asociada en alguna base a la siguiente matriz cuadrada de n

filas

00 ... 00
10 00
01 0 0
0 0 10

Ademds las medidas de Vy,, u(M,) = {1,2,...,n}. La existencia de estas medidas ya
podian ser previstas desde 3.1.5 ya que kQ) como comddulo es inyectivo e indescomponible.
Finalmente las medidas de Gabriel-Roiter son:

{1} <{1,2} <{1,2,3} < {1,2,3,4} < ... < {1,2,3,...,n} < ...

3.1.1. Existencia de comoddulos indescomponibles de dimension infinita.

Como aplicacién de la medida de Gabriel-Roiter a la categoria de comédulos tenemos
el teorema final de esta seccion. Este afirma que si la codlgebra tiene parte de despegue
entonces existen comédulos indescomponibles de dimensién infinita.

DEFINICION 3.1.8. Dada una codlgebra C' definimos al Grafo de las inclusiones de
Gabriel-Roiter I'cde la siguiente forma.

» Un vértice por cada clase de isomorfismo de los comddulos

s Una flecha por cada inclusion de Gabriel-Roiter entre los respectivos vértices.

LEMA 3.1.9. Si'¢c es un grafo de inclusiones de Gabriel-Roiter para C una codlgebra de
dimension finita de tipo de representacion infinito, entonces la parte del grafo I'c correspon-
diente a la parte de despegue tiene un camino infinito.

Demostracion:

Llamemos Vj al conjunto de los vértices correspondientes a los comédulos simples, Vi al
conjunto de los vértices correspondientes a los comédulos de la parte de despegue que tienen
a un simple como inclusién de Gabriel-Roiter y asi sucesivamente V,, son los vértices corres-
pondientes a comddulos de la parte de despegue que tienen la inclusion de Gabtiel-Roiter en
V1.
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Como ya vimos en el capitulo 2, dado un comoédulo M en la parte de despegue hay una
cantidad finita de comddulos N en la parte de despegue tales que M C N es una inclusién
de Gabriel-Roiter. Como hay finitos simples entonces V,, es finita para todo n € N.

Si hubiese n € N tal que V,, = (), tendriamos que habria un nidmero finito de comdédulos
indescomponibles salvo isomorfismo en la parte de despegue, lo que seria absurdo. Entonces
existe V,, Vn € N. Por lo tanto hay un camino infinito. B

TEOREMA 3.1.10. Si C es una codlgebra de dimension finita de tipo de representacion in-
finito, entonces existen comodulos que no son finitamente generados con filtracion de Gabriel-
Roiter M1 C Ma C ... C UjenM; = M tales que M; estin en la parte de despegue.

Demostracion:

Sea M, el comoédulo correspondiente al vértice de V,, del camino infinito que tenemos
por el lema 3.1.9. Tomemos M = Up,cnM,, luego aplicamos el teorema 3.1.4 y deducimos
que M es indescomponible. ll

3.2. Aplicacién a las Coalgebras de Caminos

El objetivo final de esta seccién es describir cudles codlgebras de caminos tienen comédu-
los indescomponibles de dimension infinita.

3.2.1. Funtores de Reflexién

DEFINICION 3.2.1. Sea Q = (Qo, Q1,s,t) un carcaj. Para cada a € Qo definimos
04(Q) = (Q, QY. s, t') de la siguiente forma:

= Q= Qo

" 0, Q1 — Q) es una biyeccidn tal que oq(a) = &/ cumple
o Sis(a) #a ytla)#a entonces s'(a) = s(a) y t'(o) = t(a).
e Sis(a) =a ot(a) =a entonces s'(a) = t(a) y t'(a) = s(a).

OBSERVACION 3.2.2. Sia € Q@ es un pozo entonces oq4(a) es una fuente. y reciproca-
mente si a € Q es una fuente entonces oq(a) es un pozo.

DEFINICION 3.2.3. Sea Q = (Qo, Q1,s,t) un carcaj con a € Qo un pozo. Definimos el
funtor de reflexion S : Repx(Q) — Repx(0,(Q)) de la siguiente manera:
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» Si M = (M;,¢a) estd en Repx(Q) entonces definimos S; (M) = (M’ ¢,) como sigue:

o M — M; sii# a;
L KerX con X =3 ¢ Dais(a)—aMs(a) = Ma, sii=a.
° ¢/ — { ¢Ota St t(a) # a ;
ga(@) M — @5;3(5)_,(1]\48(/3) — Ms(a), si t(a) = a.

» Sif=(fi)i: M — N es un morfismo en Repy(Q), definimos

+ R fi7 511 ?é a;
s ={ T
donde f! es la unica transformacion lineal que hace conmutar el siguiente diagrama
conmutativo

0 — (S5 (M))a — Bp:s(8)—aMs(3) — M,
|

I f4 J/Qst(B) lfa
y

00— (SF(N))a — Dps(8)—aNs(s) — Na

DEFINICION 3.2.4. Sea ahora Q = (Qo,Q1,s,t) un carcaj con a € Qo una fuente. Defi-
nimos el funtor de reflexion S, : Repx(Q) — Repk(04(Q)) de la siguiente manera:

» Si M = (M;, ¢n) estd en Repx(Q) entonces definimos S, (M) = (M, ¢.,) como sigue:

o M/ — M; st # a;
© | Cokerp con =3 ¢o : Mo — Dacami(a)Mi(a), sii=a.
/ _ Do st S(O‘) #a;
gaa) ~ Mt(a) — @g;aﬂt(th(ﬂ) — M/, sis(a)=a.

» Si f=(fi)i: M — N es un morfismo en Repx(Q), definimos
sm={ i iy

donde f! es la unica transformacion lineal que hace conmutar el siguiente diagrama
conmutativo
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M, — @a:aﬂt(a)Mt(a) - (SCL_(M))(I —0

|
lfa \Lft(a) |fé
A

N, —— @a:a—%(a)Nt(a) - (S; (N))a —0

A continuacién veremos una forma de determinar si una representacién tiene a S(a) como
sumando directo.

PROPOSICION 3.2.5. Sea Q = (Qo, Q1, s,t) un carcaj

1. Sia € Qo es un pozo entonces M = (M;, ¢o) tiene a S(a) como sumando directo si y
solamente si Za:s(a)—nz Pa no es sobreyectiva.

2. Sia € Qo es una fuente entonces M = (M;, ¢,) tiene a S(a) como sumando directo si
y solamente si Zma_}S(a) do MO es inyectiva.

Demostracion:

1. (=) Es consecuencia directa de la suma directa de representaciones.

(<) S1 3 4.5(a)—a Pa 0O es sobreyectiva entonces Mo = Im(D_,.5(a)—q Pa) B W.

M; si 1 # a;

. 1 ’ ’ ,
» Sean V = (M|, T},) con M = { (Y g(a)a @a)s 510 =a. y 1T, = Ta’MS(Q)a

[0, sii#a;
.yU_{VV, si i = a.

Entonces Ve U= My U = &S(a)

2. (=) Es consecuencia directa de la suma directa de representaciones.

() 81 X -q.a—s(a) o 0O es inyectiva (NKergq = K # {0}) entonces M, = K & W.

M;, sii#a;

T =T,
W, sii=a. Y ta aly

s(a)?

» Sean V = (M}, T},) con M = {

[0, sii#a
'yU_{K;mizw
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Entonces M 2V U y U =2 ®S(a). R
PROPOSICION 3.2.6. Sea Q = (Qo, Q1,s,t) un carcaj, entonces:

1. Si § = S,;5F : Repx(Q) — Repx(Q) entonces si M no tiene sumando a S(a) como
sumando directo F(M) = M siendo a € Qo un pozo del que entran un nimero finito
de flechas.

2. 5i & = SIS, : Repx(Q) — Repk(Q) entonces si M no tiene sumando a S(a) como
sumando directo &(M) = M siendo a € Qo una fuente de la que salen un nimero
finito de flechas.

Demostracion:

1. Sea M € Repy(Q) tal que M = (M;, ¢o), F(M) = (M;,¢o). Sean A y p como en las
definiciones 3.2.3 y 3.2.4

A= Bs(3)—a P8 Bp:5(8)—aMs(8) — Ms(a)

= KerA—— ®p.5(8)~aMs(p)

- | M; sii# a;

= M= { Cokerp, sii=a.

. G = bas si t(a) # a;
T Mya) = Opis(g)—aMyp) — Cokerp, sit(a) = a.

Sea f = (fi)ieq, : M — M definida como
fi = Lt My — M; = M, sii# t(a);
o fa si i = t(a).

donde f, es la inica que hace que el siguiente diagrama conmute, que existe por ser A
sobreyectiva. Ademas por el lema de los cinco, f, es un isomorfismo.

0 KerA 69ﬂ:s([3)—>a]\4s(ﬁ) A M, 0

|
Ker)\ll il | fa
\

0 Ker B3:5(8)—aMs(3) — Cokerp —=0
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Ahora si « es tal que t(«) # a tenemos que el siguiente diagrama conmuta.

$a
M) —— My

Ms(a)l/l Mt(a)il

b
Moy — My(a)

Y si a cumple t(a) = a tenemos que el siguiente diagrama conmuta.

A

¢o¢ = Ms(a) —_— 69,6’:L9(ﬂ)—>a]ws(ﬁ) e ]\lfa
\Lll\/js(a) il I fa

_ \i

Do = Ms(a) — @ﬁ:s(,@)—m,Ms(B) —— Cokerpu

Por lo tanto §(M) = M.

2. La demostracion es analoga. B

Ahora probaremos que los funtores de reflexién preservan ciertos indescomponibles de

MEQ,

PROPOSICION 3.2.7. Si M estd en Repx(Q) y es indescomponible con M 2 S(a), a un
pozo (fuente) en Q, entonces S (M) (S, (M)) es indescomponible.

a

Demostracion:

Supongamos S (M) = N; & N3 no nulos y S(a) no es sumando directo de ninguno de
los dos, en caso contrario seria absurdo pues S(a) no puede ser sumando directo de N1 & No
que es imagen de M por S; (ver la proposicién 3.2.5 y observar que >, .., ®q €s inyectiva).

En la proposicién 3.2.6 vimos S, (S;7(M)) = M, entonces S, (N1 & Na) = S, (N1) &
S (N2) 2 M. Pero como S; (S, (N;)) = N; para i = 1,2, por la proposicién 3.2.6 esto
implica que S; (N;) # {0} para i = 1,2. Esto es absurdo porque M era indescomponible. B

El siguiente ejemplo nos muestra una codlebra que no posee comédulos indescomponibles
de dimension infinita.
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EJEMPLO 3.2.8. Sea kQ la codlgebra de caminos con @Q de la siguiente forma:

a a Qn—1
n—1 Bn n il il 1 Po .0 s 1 LR n “n 41

Entonces kQ no tiene representaciones racionales indescomponibles de dimension infini-
ta.

Demostracion:

Sea M = (M;, ¢, ) una representacién racional indescomponible de dimensién infinita.
Si My = {0} podemos ver que M es una representacion racional de k@’ con Q' asi:

(e @ QAn—1 «
.0 0 1 LI n GRS I

Ya vimos en el capitulo 1 que esta representacién se descompone. Entonces podemos
suponer que My # {0} y que n = mingen{Kerg,, # 0}.

Sea v € Kerg,, . Consideremos las preimagenes de v por las ¢y, ... ¢q,;, Vi < n. Tenemos
dos casos:

» Si no existe la preimagen de v por ¢, ... ¢q, entonces descomponemos a M como
M=V @ W, siendo :

V= (Vvla ¢;{;) y W = (lewk) con

0, sit>mnoi<O0;
Vi — kv, si1=mn;
Y 7) k(@ay, - - 0a;) L), si0<i<ny existe la preimagen;
0, en otro caso.

Y las ¢} son las transformaciones ¢q, de M restringidas a Vj.

w M sii<0:
! W! & ¢a, , (Wi—1) con W/ & ¢po, ,(Wi—1) @ Vi=M,;, sii>0.

Y las vy son las transformaciones ¢, de M restringidas a W;.

» Siexiste la preimagen de v por @q,, - . . ¢o, entonces tomemos las imagenes por ¢g, ... ¢g,
de vo = (¢ay, - - - Pap) "1 (v) hasta n’ = min{k € N : ¢g, ... g, (vo) = 0}, y como M es
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racional dicho minimo existe.
Ahora descomponemos M como M =V & W, con:

V=V, ¢))y W = (W;, ) de la siguiente forma.
k

0, sii>nosii<—n/;
kv, sit=mn;

K(Gay, - - Pa;) L), s10<i < my

k(¢ﬁi_1 e gf)ﬁo)(vo), si—n/ <i<0.

Y las ¢}, son las transformaciones ¢, de M restringidas a V;.

Sean S; = ¢p , ... ¢, ¥ Ui = ¢p, .- Ppy(v0). Y sean Uy = kvg @ KerSy, U; = ku; ©
KerS;.

KerSy @ Wy con KerSy @ W) & Vo = Mo, sii=0;
Wi=q W/ ®©ds_,(Wiz1) con W/ @ ¢p,_,(Wis1) @ V; = M;, sii<—1;
¢ai71(Wi—1) D WZ‘, con ¢ai,1 (Wi—l) ® Wi/ ) V; = Mz‘, sig > 1.

Y las vy, son las tranformaciones ¢,, de M restringidas a W;. B

La siguiente proposicién nos servira para calcular las representaciones indescomponibles
de algunos carcajes.

PROPOSICION 3.2.9. Si tenemos un carcaj de la siguiente forma:

N
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Podemos llevarlo mediante un nidmero finito de reflexiones a los respectivos carcajes:

Demostracion:

1. Sea n el primer vértice en que las aristas se alinean hacia el futuro. Y m el primer
momento donde se desalinean contando desde n para atrds como muestra la figura
siguiente.

La prueba la haremos por induccién en n.

s Sin =0 ya estan alineados.
= Si n = 1 entonces si aplicamos og quedan alineados.

= Si n > 1 entonces aplicamos sucesivamente o, 0,41 hasta o,—1 y finalmente el
carcaj que obtenemos cumple que n — 1 es el primer vértice en que las aristas se
alinean hacia el futuro.

Ahora aplicamos la hipdtesis inductiva y sabemos que lo podemos alinear al futuro.

2. Sea n el primer vértice en que las aristas se alinean hacia el futuro y m el primer vértice
en que las aristas se alinean hacia el pasado como muestra la figura siguiente.
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La prueba la haremos por induccién en k =n — m.

= Si k=2 tenemos que el carcaj es de la forma

Aplicamos 0,1 y logramos que se alineen.

= Sik > 2llamemos ! con m <[ < n al primer vértice donde se desalinean contando
desde n para atras como muestra la figura que sigue.

Ahora aplicamos sucesivamente o; 0741 hasta llegar a o,,—1. Después de este pro-
ceso nos queda un carcaj donde la distancia entre los nuevos vértices n y m es
menor que k.

Aplicamos la hipétesis inductiva y lo logramos alinear como queremos.

3. Como en 1) sea n el primer vértice en que las aristas se alinean hacia el futuro. Y
m el primer vértice donde se desalinean las aristas contando desde n para atras como
muestra la figura siguiente.

La prueba también la haremos por induccién en n

» Si n = 0 solamente de ser necesario aplicamos o, 0 04 y logramos que queden
alineados.
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= Sin =1 entonces m = 0, ahora aplicando o, 0 o, de ser necesario logramos que

0 sea un pozo luego aplicamos o se transforma en fuente, aplicamos o, y o3 v el
carcaj queda alineado como queremos.

Sin > 1y m = 0 primero aplicamos o, 0 0} para lograr que 0 sea un pozo y luego
aplicamos og o1 hasta o,_1, finalmente el carcaj que obtenemos cumple que n — 1
es el primer vértice en que las aristas se alinean hacia el futuro.

Ahora aplicamos la hipétesis inductiva y sabemos que lo podemos alinear hacia
el futuro.

Sin > 1y m > 0 entonces aplicamos sucesivamente o, 0,41 hasta o,_1, final-
mente el carcaj que obtenemos cumple que n — 1 es el primer vértice en que las
aristas se alinean hacia el futuro.

Ahora aplicamos la hipétesis inductiva y sabemos que lo podemos alinear hacia
el futuro. W

DEFINICION 3.2.10. Los llamados grafos de Dynkin son:

= .1 .9 R n—1 n
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3.2.2. Teorema final

TEOREMA 3.2.11. Si C es una k-codlgebra, entonces son equivalentes
1. Todos los comddulos son suma directa de comddulos de dimension infinita.

I X5 fa_ .. I X, In Xn+1fni>-~ de monomor-

2. Para toda sucesion infinita X4

fismos que no son isomorfismos fi, fa,... entre C-comddulos X1, Xo, ... finitamente
generadados indescomponibles, existe ng € N tal que todos los f; con j > ng son
isomorfismos.

Demostracion:

Ver [Sim, Seccién 7]. B

A partir del teorema anterior, se puede ver que la siguiente codlgebra de caminos no tiene
comddulos indescomponibles de dimensién infinita.

EJEMPLO 3.2.12. Sea k@ la codlgebra de caminos con Q de la siguiente forma:

a

Y
(51 a9 a3 Qn—1 Qn

Entonces kQ no tiene representaciones racionales indescomponibles de dimension infini-

ta.

Demostracion:

Es conocido que las representaciones indescomponibles de dimensién finita de D,, son de

las siguientes formas (ver [ASS]):

\ 1 1 1
k T I ¥ 0 0

1.
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2.
k
Ni
1 1 1 1
/k : k — = >k 0 0
0
3.
0
\ 1 1 1 1
k — k — ‘ >k 0 0
v
k
4.
k
Qi
1 1 1
Kk —* K —* : Lk 0 0
a4
k
5.
k
12 a 1 1k
k2 k2 k 0 0

[V

.
~.
[y
—_
B
N

~

Donde i; es la inclusién en la j-ésima coordenada de k?y a(z,y) =z —y.

Por lo tanto las representaciones indescomponibles de dimensién finita de @) son las an-

teriores para cualquier n € N.

Tomemos una representacion del tipo 5). Es claro que no es un subcomédulo de ninguna

de las representaciones anteriores salvo de si misma.
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Si tomamos una representacién del tipo 4), también se ve claramente que es subcomédulo
de ella misma y no lo es de ninguna otra representacion. Esto se debe a que son representa-
ciones inyectivas.

Si tomamos ahora alguna representacion del tipo 2) o 3) que esté en D,, esta puede ser
subcomédulo de representaciones del tipo 4), 5) o de ellas mismas.

Finalmente si ahora la representacion es de tipo 1) se ve que es subrepresentacién de una
cantidad finita de representaciones del tipo 1), 2), 3), y 4).

Sea la suceccién infinita X il X EI Xn In Xn+1f"i>-~- , donde los

X, son representaciones de dimensién finita indescomponibles y los f; son morfismos inyec-
tivos. Si X es del tipo 1) entonces existe n € N tal que X, es de tipo 4) o 5). Por lo tanto
los f; con ¢ > n son isomorfismos.

Usando el teorema 3.2.11 se obtiene lo que queremos. B

LEMA 3.2.13. Sean C una codlgebra y D C C una subcodlgebra de D. SeaJ : PM — ©M
un funtor, tal que si (M, Apr) es un D-comddulo, I(M,Apy) = (M, Apr) viéndolo como C-
comddulo y si f: M — N es un morfismo de D-comédulos vemos a I(f) como morfismo de
C-comadulos.

Este funtor ademds cumple que preserva objetos indescomponibles.
Demostraciéon:

Supongamos que M lo podemos descomponer como C-comoddulo, esto es existen N1, No C
M dos C-comédulos con Ay, = Aps|n, tales que Ny & Ny = M como C-comébdulos. Esto
implica que N1 y N también sean D-comodulos y por lo tanto que su descomposicion sea
ademas como D-comédulos. B

OBSERVACION 3.2.14. Si Q' es un subgrafo de Q) entonces la codlgebra kQ' es una
subcodlgebra de k().

TEOREMA 3.2.15. S5i QQ es un carcaj conexo entonces kQ tiene un comddulo indescom-
ponible de dimension infinita si y solamente si Q) tiene las siguientes formas:

s Para grafos finitos no es un grafo de Dinkyn.

» Para grafos infinitos es de la forma
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Demostracion:

» Para el caso finito tenemos dos opciones. Que tenga un ciclo orientado o que no lo tenga.

Si @ tiene un ciclo p con I(u) = 1 entonces k@ tiene una subcodlgebra de la forma:

Q= o~

Tomemos la representacién M = (Vi, ¢,) donde

o Vi =k{z,:neN}
. ¢>a($n)_{ 0, sin=1; }

Tp—1, sin > 1.

Si @ tiene un ciclo p con I(u) > 2 entonces k@ tiene una subcodlgebra de la forma:

Qiq1
> RN
-1 (i1
) R .
a2

Tomemos la representacién M = (V;, ¢q,) donde
o Vi=k{z,:neN}Vi=1,...,n.

o o) = {

0, sin=1;
Tp—1, Sin>1.
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o $o, =ly. sil <i<n.

Supongamos que podemos descomponer M como M = M; & My donde My y Ms son
no nulos. Si tomamos x; € V7, este elemento esta en M7 N Ms. Esto se debe a que si
a =) brxy € V; un elemento de M; que es no nulo, entonces aplicando suficientes ba;
se llega a que x1 € V] estd en M;.

Si @ no tiene ciclos orientados entonces, por 1.2.22 sabemos que la categoria de comédu-
los sobre k@ y la categoria de médulos sobre el algebra k@ son equivalentes. Usando
el teorema de Gabriel(ver [ASS]) sabemos que k@ tiene infinitos comédulos indescom-
ponibles no isomorfos si y solamente si () no es Dynkin.

Si k@ tiene infinitos comddulos indescomponibles de dimensién finita, aplicamos el
teorema 3.1.10 y encontramos un comédulo indescomponible de dimension infinita.
Si solamente tiene una cantidad finita de comdédulos indescomponibles de dimensién
finita, aplicamos el teorema 3.2.11 y concluimos que k@) no tiene comoédulos indescom-
ponibles de dimensién infinita.

» Supongamos que @ es infinito. Si dentro de @ encontramos algin subgrafo sin ciclos
orientados que no sea Dynkin entonces, como hicimos para el caso finito, aplicamos el
teorema 3.1.10 y encontramos un subcémodulo indescomponible de dimensién infinita.

Si el subgrafo tiene un ciclo entonces se resuelve como en el caso finito.

Si suponemos que dentro de ) no hay ningtin subgrafo que no sea Dynkin, entonces Q
debe tener un camino infinito.

e Si ese camino viene del infinito como muestra la figura

Podemos tomar la representacién que sea

1y 1 1k 1
-k -k -k -k

En el camino y 0 en el resto del carcaj. Esta representacion racional es indescom-
ponible y de dimensién infinita. Por lo tanto tenemos un comdédulo indescom-
ponible de dimensién infinita.
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e Si aparacen cambios de orientacién que no permiten que el camino se oriente hacia

el infinito en ningtin momento, como muestra la figura

Podemos tomar la representacién que sea

1g 1k 1y 1 1
-k -k -k -k

En el camino y 0 en el resto del carcaj. Esta representacién racional es indescom-
ponible y de dimensién infinita. Por lo tanto tenemos un comédulo indescom-
ponible de dimensién infinita.

Si ahora los caminos desde algiin momento en adelante se alinean hacia el infinito,
las coalgebras que nos quedan por clasificar son:

1.

Por la proposicién 3.2.7 si M es una representacién indescomponible de dimen-
sién infinita en una de estas codlgebras entonces aplicando sucesivos funtores de

reflexién nos quedaria una representacion indescomponible de dimensién infinita
en una de las siguientes codlgebras:

N
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Las cuales se vio previamente que no tienen comoédulos indescomponibles de di-
mensién infinita. W
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