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Introducciéon

El objetivo de este Trabajo Especial de Grado es calcular la cohomologia de De Rham
del espacio proyectivo complejo €. La motivaciéon surge del hecho de que la homologia
singular, la cohomologia singular y la cohomologia de De Rham son isomorfas para esta
variedad diferenciable.

La cohomologia singular consiste en una coleccion de modulos que se obtienen mediante
el célculo de la exactitud del complejo de cocadenas de simplices singulares asociado a un
espacio topolégico dado. Mientras que la cohomologia de De Rham consiste en ese mismo
calculo, pero realizado al complejo de cocadenas de formas diferenciables asociado a una
variedad diferenciable dada.

El capitulo 1 consiste en una exposicion de topicos basicos de dlgebra homoldgica, los
cuales conforman la base para la construccién de la teoria de homologia y cohomologia
singular.

En el capitulo 2 presentamos un desarrollo de la teoria de homologia y cohomologia
singular. Se introduce un nuevo tipo de espacios topologicos, los CW-complejos. Se le da a
los espacios C una estructura de CW-complejo, la cual proporciona mayor facilidad para
calcular su homologia. Al final se presenta el teorema de dualidad de Poincaré, el cual
relaciona la homologia y la cohomologia singular.

En el capitulo 3 presentamos el segundo tipo de cohomologia a tratar en este trabajo: la
cohomologia de De Rham. Primero se expone una serie de topicos en geometria diferencial,
como lo son el de variedad diferenciable, el de fibrado tangente, y el de forma diferenciable.
Dichos tépicos permiten la construccion del complejo de De Rham. Luego se presenta el
teorema de De Rham, el cual establece un isomorfismo entre la cohomologia singular y la
cohomologia de De Rham. Por tltimo se expone el célculo de la cohomologia de De Rham

y la cohomologfa singular de los Cj.



CAPITULO 1

Elementos de Algebra Homoloégica

En este capitulo se presentan algunos tépicos relacionados con la teoria de categorias y
funtores y en particular con la categoria de modulos, los cuales nos seran tutiles para entender
y demostrar resultados posteriores. También se estudian estructuras llamadas complejos de
cadena y complejos de cocadena, las cuales serviran para definir los funtores de homologia y
cohomologia, respectivamente.

El algebra homolégica es la rama de las matematicas que estudia los métodos de
homologia y cohomologia en un marco general. Estos conceptos se originaron en la topologia
algebraica. Lo central para el algebra homoldgica es la nocion de sucesién exacta, la cual
puede ser usada para realizar diversos calculos. Hubo varios intentos antes de que esta rama

se estableciera como tal. Una historia aproximada puede enunciarse como sigue:

e Cartan-Eilenberg: En su libro publicado en 1956, “Algebra Homolégica”, usaron
resoluciones de médulos inyectivos y proyectivos.

e Tohoku: El intento en un célebre articulo por Alexander Grothendieck, el cual
aparecio en el “Tohoku Mathematical Journal” en 1957. Usé el concepto de categoria
abeliana.

e La categoria derivada de Grothendieck y Verdier: Estas categorias datan de
la tesis de Verdier en 1967. Ellas son ejemplos de categorias triangularizadas usadas

en varias teorias modernas.

1. Categorias y Funtores

La teoria de categorias trata en una manera abstracta con estructuras matematicas y
relaciones entre ellas. Las categorias aparecen en la mayoria de las ramas de las matematicas
y en algunas dreas de la ciencia computacional y de la fisica matematica. Las categorias
fueron indroducidas primero por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane entre 1942 y 1945,
en conexion con la topologia algebraica. Esta teoria amplia el campo de accion de las
matematicas, pues abarca no sélo a los conjuntos sino también a otros objetos. Las categorias

extienden la nocién de conjuntos a otro tipo de objetos, y como tal presenta una vision
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aristotélica del mundo, ya que se hace la siguiente pregunta: “;para qué son las cosas?”,
mas la teoria de conjuntos tiene una visiéon platénica del mundo, pues se hace la siguiente
pregunta: “;qué son las cosas?”.

Las categorias, los funtores y las tranformaciones naturales fueron introducidas por
Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en 1942 en topologia, especialmente en topologia
algebraica. Las ideas de Stanislaw Ulam dominaron a finales de la década de los 30 en la
escuela polaca. Estas ideas fueron en cierta manera la continuacion de las contribuciones de
Emmy Noether para formalizar procesos abstractos durante la primera mitad del siglo XX.
Noether se dio cuenta que para entender un tipo de estructura matematica lo que realmente
se necesita es entender los procesos que preservan tal estructura. Eilenberg y Mac Lane
dieron una formalizacién axiomatica de esta relacion entre estructuras y procesos que las
preservan.

Eilenberg y Mac Lane habian dicho que su objetivo era entender las transformaciones
naturales; para poder hacer eso, los funtores debieron ser definidos; y para definir los funtores
se necesitaron las categorias.

El desarrollo subsecuente de la teoria fue potenciado primero por necesidades computa-
cionales en el algebra homoldgica; y luego por necesidades axiomaticas en la geometria
algebraica.

A continuacién vamos a definir el concepto de categoria, que intuitivamente es una

coleccién de objetos y flechas que relacionan a dichos objetos.

Definicién 1.1. Una Categoria € es una coleccién de objetos que denotaremos por
Ob(€), tal que para cada par de objetos X,Y en Ob(C), existe un conjunto de flechas o
morfismos {f : X — Y} que denotaremos por Homg(X,Y') y que satisfacen las siguientes
propiedades:

(1) Para todo X, Y, Z y morfismos f: X — Y y g:Y — Z, existe un morfismo
h : X — Z que denotaremos por g o f.

(2) Para todo X en Ob(€) existe el morfismo identidad 1x € Homg (X, X) tal que para
todo conjunto Y en Ob(€) y para todo morfismo f: X — Y, g: Y — X se tiene

que folx =fylxog=yg.
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La condicién (1) podemos representarla mediante el siguiente diagrama conmutativo:

y escribimos: h =go f.

Definicién 1.2. Dadas € y ® dos categorias. Diremos que € es una subcategoria de
® si cada objeto de € es un objeto de ®, y para todo X, Y objetos de € se tiene que
Homg(X,Y) € Homg(X,Y).

Ejemplo 1.3. Ejemplos de categorias.

(1) Conj: Es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y los morfismos son las
funciones.

(2) Top: Es la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos y los morfismos son
las funciones continuas.

(3) Topl: Esla categoria formada por objetos de la forma (X, z) donde X es un espacio
topoldgico y ¢ es un punto de X, y los morfismos son funciones continuas de X en
Y tales que f(zo) = yo, esto lo representamos con la flecha f: (X, z¢) — (Y, v0)-

(4) Top2: Es la categoria formada por objetos de la forma (X, A) donde X es un espacio
topoldégico y A es un subespacio topolégico de X, y los morfismos son funciones
continuas de X en Y tales que f(A) C B, esto lo representamos con la flecha
f:(X,A) — (Y, B).

Definicién 1.4. Dadas dos categorias € y ®, un funtor de € en ® es una asignacién
F . € — ® tal que:

(1) A cada objeto X en Ob(€) le asigna un objeto F/(X) en Ob(®).

(2) Dados X,Y en Ob(€), a cada morfismo f € Homg(X,Y) le asigna un morfismo
F(f) € Homp(F(X), F(Y)) tal que:
(a) Paratodo f € Homg(X,Y)y g € Homg(Y, Z) se tiene F(go f) = F(g)o F(f).
(b) Para todo X en Ob(C) se tiene F(1x) = 1p(x).
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La condicién (a) es equivalente a decir que un funtor preserva la conmutatividad de los

diagramas. Es decir, al diagrama conmutativo

f

X Y
g
gof
Z
le asigna el diagrama
F(f)
F(X) F(Y)
F(g)
F(Z)

también conmutativo.

Definicién 1.5. Dadas dos categorias € y ®, un cofuntor de € en ® es una asignacion
F . € — ® tal que:

(1) A cada objeto X en Ob(€) le asigna un objeto F(X) en Ob(®D).

(2) Dados X,Y en Ob(€), a cada morfismo f € Homg(X,Y) le asigna un morfismo
F(f) € Homp(F(Y), F(X)) tal que:
(a) Paratodo f € Homg(X,Y)y g € Homg(Y, Z) se tiene F(go f) = F(f)oF(g).
(b) Para todo X en Ob(C) se tiene F(1x) = 1p(x).

Un cofuntor también preserva la conmutatividad de los diagramas. Es decir, a cada

diagrama conmutativo

x—1 .y
g
gof
Z
le asigna el diagrama
F(f)
F(X) (Y)
F(g)
F(gof)
F(2)

también conmutativo.
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Ejemplo 1.6. Sea Hy : Top — Conj definido por:

(a) Dado X en Ob(Top), Ho(X) = { componentes conexas de X}.
(b) Sean X,Y en Ob(Top)y f : X — Y continua. Se define Hy(f) : Ho(X) — Ho(Y)
como Hy(f)(C) = f(C), para todo C € Hy(X).

Definicién 1.7. Dada € una categoria. Sean X,Y en Ob(€) y f € Homg(X,Y).

(1) Diremos que f es un epimorfismo siy sblo si para todo Z en Ob(€) y para todo
91,92 € Homg(Y, Z) se tiene que g; o f = go o f implica que g; = go.

(2) Diremos que f es un monomorfismo si y sélo si para todo Z en Ob(€) y para
todo hy, he € Homg(Z, X) se tiene que f o hy = f o hy implica que hy = hs.

(3) Diremos que f es un isomorfismo siy sélo si existe g € Homg (Y, X) tal que

gof=1xy fog=1y.

Observaciéon 1.8. Es conocido que los isomorfismos son invariantes por funtores y cofun-
tores. Cabe resaltar que en teorfa de conjuntos, (1), (2) y (3) son equivalentes a sobreyectiva,

myectiva vy biyectiva, respectivamente.

2. Categoria de R-mdédulos

En esta seccion trataremos una de las categorias mdas importantes en el algebra ho-
mologica, que es la categoria de los R-moédulos. En dlgebra abstracta, el concepto de médulo
sobre un anillo es una generalizaciéon de la nociéon de espacio vectorial, donde en vez de
requerir escalares en un cuerpo, los “escalares” pueden estar en un anillo arbitrario. Por
ejemplo, si Z es el conjunto de los nimeros enteros entonces un Z-modulo es un grupo
abeliano, si K es un cuerpo entonces un K-moédulo es un espacio vectorial sobre K.

Asi, un médulo, como un espacio vectorial, es un grupo abeliano; un producto esta
definido entre elementos del anillo y elementos del mdédulo, y su multiplicacion es asociativa
(cuando es usada con la multiplicacién en el anillo) y distributiva.

Los médulos estan muy ligados a la teoria de representacion de grupos. Ellos son ademas
una de las nociones centrales en el algebra conmutativa y en el algebra homoldgica, y son
usados extensamente en geometria algebraica y topologia algebraica.

La importancia de los R-moddulos yace en el hecho de que son los componentes principales
de estructuras mas complejas, como por ejemplo los complejos de cadena, los complejos de
cocadena, etc. También son importantes para definir el funtor de homologia y el funtor de

cohomologia.
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Definicion 1.9. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un R-Mddulo o un

Modulo sobre R es un conjunto M junto con:

(1) una operacién binaria + : M x M — M bajo la cual M es un grupo abeliano, y
(2) una accién de R sobre M (esto es, una aplicacion R x M — M) denotada por rm,
para todo r € R y para todo m € M la cual satisface:
(a) (r+ s)m =rm+ sm, para todo r,s € R, m € M,
(b) (rs)m =r(sm), para todor,s € R, m € M,y
(c) r(m+n)=rm+rn, para todo r € R, m,n € M.
(d) Im = m, para todo m € M, donde 1 el elemento identidad de R.

Definicién 1.10. Sean M y N R-médulos y f : M — N una funciéon de M en N.
Diremos que f es un homomorfismo de R-modulos si:

(1) f(m+n)= f(m)+ f(n), para todo m,n € M,

(2) f(rm)=rf(m), para todo r € Ry para todo m € M.

Ejemplo 1.11. My, es la categoria cuyos objetos son los R-mddulos y los morfismos son

los homomorfismos de R-mddulos.

Definicién 1.12. Dado un R-médulo M. Un submodulo N de M es un subconjunto

N C M que es un R-modulo con las operaciones definidas en M.

Definicién 1.13. Sea M un R-médulo y N un submédulo de M. El conjunto cociente
M/N tiene una estructura de R-mdédulo con las operaciones:

(1) Sean [z],[y] € M/N. [z] + [y] € M/N y viene dado por [z] + [y] = [x + y].

(2) Seanr € Ry [z] € M/N. r[z] € M/N y viene dado por r[z] = [rz].

Definicién 1.14. Dada una familia de R-médulos {M,}aecr. Consideremos el cojunto
[I Moa={f:A— U M./f(a) € M,}. [] M, esun R-médulo y se denomida producto

a€EA acEA aEN
de R-modulos.

Definicién 1.15. Dada una familia de R-mddulos {M, },ca. Consideremos el cojunto

P M,={f€ [ Ma/f(a) =0 para todo o € A salvo en un nimero finito de indices}.

a€cA a€EA
Esta suma es un R-mdédulo y se denomida suma directa de R-mddulos.

En particular, si A es finito entonces [[}_, M; = @}_, M; = My x ... x M,

Los conjuntos que se definen a continuacién tienen mucha relevancia debido a su uso

frecuente en este capitulo.
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Definicién 1.16. Sea f : M — N un homomorfismo de R-mddulos. Se define el nicleo
o kernel de f como el conjunto Kerf = {m € M : f(m) = 0}, y la imagen de f como el
conjunto I'mf = {f(m): m € M}.
Es conocido que Kerf es un submodulo de M y que Imf es un submodulo de N, por lo
que tiene sentido definir los siguientes médulos cocientes:
CoKerf = % ={n+Imf:ne N}

C’o]mf:K]g,f:{m%—Kerf:mEM}

los cuales se llaman contcleo de f y cotmagen de f, respectivamente.

Observaciéon 1.17. Sea f: M — N un homomorfismo de R-médulos. Notamos que:

(1) f es monomorfismo < f es inyectiva < Kerf = {0}.
(2) f es epimorfismo < f es sobreyectiva < CoKerf = {0}.

Observacién 1.18. En Mg denotamos a los epimorfismos por

f
M — N —0
y a los monomorfismos por

0 Mo N

Definiciéon 1.19. Un R-mdédulo L es libre si existe un conjunto B tal que todo elemento
de L es combinacién lineal finita de elementos en B. En tal caso decimos que L es el

R-mdodulo libre generado por B.

3. Categoria de Complejos de Cadena y Complejos de Cocadena

En esta seccion se presentan dos categorias muy importantes en la topologia algebraica.
La primera de ellas se llama categoria de los complejos de cadena, su estudio es fundamental
para la comprensién de la teoria de homologia. La segunda se llama categoria de los complejos
de cocadena, su estudio es trascendental para entender la teoria de cohomologia.

Un complejo de cadenas es una construccién originalmente usada en el campo de la
topologia algebraica. Es una manera de representar relaciones entre “ciclos” y “bordes” en
varias dimensiones de un “espacio”. Aqui el “espacio” podria ser un espacio topolégico o una
construccion algebraica tal como un “complejo simplicial”. El algebra homoldgica incluye el
estudio de complejos de cadenas en abstracto, sin ninguna referencia al espacio subyacente.
En este caso, los complejos de cadenas son estudiados axiomaticamente como estructuras

algebraicas.
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Las aplicaciones de los complejos de cadenas usualmente definen y aplican sus grupos
de homologia (grupos de cohomologia en los complejos de cocadenas); varias relaciones de
equivalencia son aplicadas a estos complejos (por ejemplo, la idea de homologia de cadenas).

Es necesario entender el concepto de exactitud para definir los objetos de las categorias

antes mencionadas.

Definicion 1.20. Dado R un anillo. Sea

an+1 871 8’”*1
€ = {M,, 0, }ner, - i My M, M, =

una sucesion de R-médulos y homomorfismos de R-mdédulos. Decimos que % es una sucesion
semiexacta en M, si 0, 0 0,1 = 0 (es decir, Im0,11 C Kerd,). Diremos que € es una

suceston exacta en M, si Im0, 1 = Kerd,.

Definicién 1.21. Sea ¥ = {M,, O, }nez una sucesion como en la definicién anterior.
Diremos que € es un complejo de cadenas si es semiexacta en cada médulo M,,. Diremos

que ¥ es un complejo exacto si es exacta en cada M,.

Definicién 1.22. Dados dos complejos de cadenas € = {M,,, Optnez y €' = { M), 0n }nez,
una transformacion de cadenas de € en ¢’ es una sucesién de homomorfismos de

R-moédulos {g, : M,, — M/ },ez tal que para cada n € Z el siguiente diagrama conmuta

a'n,«&»l

M1 ——— M,

In+1 gn

/
Mn+1

7‘{/
n
5nJrl

Notacién: €, es la categoria cuyos objetos son los complejos de cadenas sobre

R-mddulos y los morfismos son las transformaciones de cadenas.
Definicién 1.23. Sea R un anillo. Una sucesién de R-mdédulos y homomorfismos de
R-médulos

677,7 1 5n 6n+1

€ = {Mn, 5n}n€Z : e T n—1 Mn Mn+1 —_— ...

es un complejo de cocadenas si §, o d,,_1 = 0 para cada n (es decir, Imd,_; C Kerd,).
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Definicién 1.24. Dados dos complejos de cocadenas ¥ = {M,,, Optnezy 2’ = { M), 6 }nez,
una transformacion de cocadenas de 2 en 2’ es una sucesién de homomorfismos de

R-médulos {g, : M,, — M) },cz tal que para cada n € Z el siguiente diagrama conmuta

On
M, ———— My

9n In+1
M —= M’
n o n+1

Notacién: €., es la categoria cuyos objetos son los complejos de cocadenas sobre

R-maodulos y los morfismos son las transformaciones de cocadenas.

Definicién 1.25. Una sucesion exacta corta es un objeto

0 Mmoo 0

en la categoria €4, que es exacta en cada R-mddulo.

Ejemplo 1.26. Si M y N son R-médulos entonces

N

0 Mt M@N N 0

es una sucesiéon exacta corta, donde iy(x) = (x,0) para todo x € M, y my(z,y) = y para

todo (z,y) € M@ N.

A continuacién se presenta un teorema muy importante en el dlgebra homolégica conocido
como teorema de la dimension. Su importancia radica en que puede establecer isomorfismos
entre los R-modulos que componen una sucesion exacta corta si se cumplen ciertas hipotesis.
Mirando la sucesién de la definicion 1.25, este teorema puede “convertir” a M' en M" @ M

via isomorfismo.

Definicién 1.27. Diremos que la sucesion exacta corta

0 Y (A Y . 0

se parte si existe ¢ € Hompa (M, M') tal que go g’ = 1.
La prueba del siguiente lema puede verse en [5].

Lema 1.28. Toda sucesion exacta corta que termine en un R-mddulo libre se parte.
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Teorema 1.29 (Teorema de la dimensién). Sea

0 Mmoo 0

una sucesion exacta corta. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Esta sucesion se parte.
(2) Euziste f" € Homp,,(M', M") tal que f'o f = 1y (f tiene una inversa izquierda).
(3) M'"y M"@ M son isomorfos.

Demostracién

(1) = (2) Sea m’ € M’'. Tenemos que g(m' — ¢’ o g(m')) = 0 porque la sucesién se parte.
Por exactitud, existe m” € M" tal que f(m”) = m' — ¢’ o g(m’). Tal m” es tinico
porque f es monomorfismo. Definamos f': M’ — M"” por f'(m’) = m”, para cada
m' € M'. Es claro que f’ estd bien definida y que f' o f = 1p».

= eam € M. Como g es epimorfismo existe m’ € al que g(m’) = m. Considere-

2 1) S M. C imorfi iste m’ € M’ tal ! Consid

mos m' — f o f'(m).

g(m' = fo f/(m)) =g(m') =m
Definamos ¢’ : M — M’ por ¢'(m) =m' — f o f/(m’), para cada m € M. Es claro
que ¢’ estd bien definida y que go ¢’ = 1.

(2) = (3) Consideremos el siguiente diagrama:

0 M d M’ ! M 0
Tpgn l | h 1ar |
0 M MO M M 0
Lt ™™

Donde h(m') = (f'(m'),g(m')), para todo m’ € M’. Es claro que el diagrama
conmuta.

Veamos que h es monomorfismo.

Sea m' € Kerh. Luego (0,0) = h(m') = (f'(m’),g(m’)), es decir, f'(m') =0
y g(m’) = 0. Como la fila superior es exacta y g(m’) = 0 existe m” € M" tal
que f(m") = m'. Pero 0 = [/(m') = f/(f(m") = 1
un homomorfismo de R-médulos se tiene que f(m”) = f(0) = 0, es decir, m’ = 0
(Kerh =0).

mr(m”) = m”. Como f es
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Veamos que h es epimorfismo. f' o f = 1,/ implica que f’ es epimorfismo, y

go g = 1, implica que ¢’ es monomorfismo. Asf la sucesién:

0 ML Ly 0

es exacta, es decir, f/ o g’ = 0.
Ahora, sea (m”,m) € M"@ M y sea m’ = f(m") + g'(m).
h(m') = h(f(m")+g'(m))
= h(f(m")) + h(g'(m))
(f'(f(m™)), g(f(m"))) + (f'(¢'(m)), g(g'(m)))
= (m",0)+(0
(

m”,m)

/ ’ m)

/
Esto prueba que h es epimorfismo. Por ser también monomorfismo se tiene que h
es isomorfismo.

(3) = (1) Supongamos que M' y M” @ M son isomorfos. Luego existe un isomorfismo de
R-médulos ¢ : M — M" € M.

Por tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 Y (LR V [y g M 0
T g QN
0 M - M - M 0

Definamos ¢ = (¢ ' oiyy) : M — M.
Por la conmutatividad del segundo cuadro g = s o .
Luego,

gog = (mrop)o (e oiu) =m0 (pop ) oin = myoin = Ly

Por lo tanto, ¢’ satisface (1).

Dado N un R-médulo. Hom(., N) es el cofuntor de Mg en si mismo definido por: para
cada M en Mg, Hom(M, N) es el R-moédulo contituido por todos los homomorfismos de M
en NV, y a cada homomorfismo f : M” — M’ le asigna el homomorfismo
f Hom(M',N) — Hom(M" , N) definido por f(h) =hof.



3. CATEGORIA DE COMPLEJOS DE CADENA Y COMPLEJOS DE COCADENA 13

Proposicién 1.30. Hom( ,N) es un cofuntor que preserva la exactitud en el siguiente

sentido: st

0 Ml 0

es una sucesion exacta corta de R-modulos y M es libre, entonces

0 —— Hom(M, N) —~ Hom(M’, N) ——~ Hom(M",N) —— 0
es una SUC€$Z'0/’I"L exacta.

Demostraciéon Veamos que § es monomorfismo. Sea s € Kergy m € M. Como g
es epimorfismo, existe m’ € M’ tal que m = g(m'). Luego, s(m) = s(g(m’)) = 0 porque
s € Kerg. Entonces Kerg = {0}.

Ahora veamos que f es epimorfismo. Sea r € H om(M", N). Como la sucesién

0 Mmoo 0

se parte por ser M libre, se tiene por el teorema de la dimension que existe f': M’ — M”
tal que f o f = 1pym. Sea h: M’ — N el homomorfismo dado por h(m') = r(f'(m’)). Asi,
= ). A A

Por tdltimo, veamos que Kerf = Img. Probaremos sélo la contencion Kerf C Img, la
otra contencion se la dejamos al lector. Sea h € Ker f vy m € M. Como g es epimorfismo,
existe m’ € M’ tal que g(m') = m. Definimos s : M — N por s(m) = h(m'). s esta bien
definido: en efecto, sean m}, mj € M’ tales que g(m/) = g(m}) = m. Luego, g(m}—m}) = 0.
Como la sucesién anterior es exacta, existe m” € M” tal que m}| — mj = f(m”). Entonces
h(m}) — h(mb) = h(f(m”)) = 0 porque h € Kerf. Es claro que h = s o g = §(s).

([l
Definicién 1.31. Dado el complejo de cadenas
@ = { My, e e Moy 2 g g 2
El complejo dual
G Hom(M,_1, R) o Hom(M,, R) i Hom(M,1, R) i

es un complejo de cocadenas que llamaremos el complejo dual de €.

A continuacién presentamos un lema importante, conocido como el lema de los cinco. Lo

usaremos en capitulos posteriores.
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Lema 1.32 (Lema de los cinco). Sea el siguiente un diagrama conmutativo de

R-mdodulos y homomorfismos de R-maodulos con filas exactas

81 82 63 84
M, M, M; My M
fi f2 f3 fa f5
M! M’ M’ M! M!
1 5 2 5o 3 53 4 P 5

(1) Si fi es epimorfismo y fa, f4 son monomorfismos entonces fs es monomorfismo.
(2) Si f5 es monomorfismo y fa, f1 son epimorfismos entonces f3 es epimorfismo.

(3) Si fi, f2, f3 y fa son isomorfismos entonces f3 es isomorfismo.

Demostracion

(1) La demostracién de esta parte es andloga a (2).
(2) Esta afirmacién es un poco més dificil de demostrar que (1), por lo que presentamos
su prueba.

Supongamos que f5 es monomorfismo y que fs, f4 son epimorfismos. Debemos
probar que Imf; = M}, esto es que para todo mj € M} existe mg € Ms tal que
fs(ms) = mj.

Sea my € M, Sea m) = d3(mj). Como fy es epimorfismo existe my € M,y
tal que fi(m4) = mj. Por la exactitud de la fila inferior Imds; = Kerd,, y como
m), € Imds se tiene que 0 = d4(m)y) = 04(63(m})). Por la conmutatividad del cuarto
cuadro se tiene 0 = d4(mfy) = 4(fs(my)) = f5(0s(my)). Por ser f5 monomorfismo
Kerfs; = {0}, luego f5(04(my)) = 0 = 04(my) = 0. Asi my € Kerd,. Por la
exactitud de la fila superior Kerds = Imads, por lo que my € I'mds (es decir, existe
mg € M3 tal que my = d3(m3)).

Ahora, mj — f3(ms) € M.

d03(my — fa(ms)) = d3(m3) — 93 0 fa(1m3).
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Como el tercer cuadro es conmutativo (93 o f3 = fy003), 03(ms) =my y

d3(mf) = m), tenemos:

03(my — fa(ma)) = my — faods(ms)

Entonces, my— f3(m3) € Kerds. Por la exactitud de la fila inferior kerds = Imd,,
luego existe mi, € M tal que dy(mf) = m4 — f3(m3). Como f es epimorfismo existe
ma € My tal que fo(ms) = mi,.

Sea mg = 0y(my)+m3. Como el segundo cuadro es conmutativo (f300; = d20 f),

my = fa(ma) y my = d2(mj) + f3(m3) tenemos lo siguiente:

fs(ms) = f3(02(m2) + ms)
= f300:(m2) + f3(m3)
= 020 fa(ma) + f3(ms3)
= 0a(my) + f3(ms)

_ /
= m3

Es decir, m§ € Imfs.
(3) Las hipétesis implican (1) y (2), por lo que f3 es isomorfismo.

Otro lema importante es el llamado lema de la serpiente, el cual nos servira en el siguiente

capitulo.
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Lema 1.33 (Lema de la serpiente). Dado el siguiente diagrama conmutativo de

R-mddulos con filas exactas

0 A B’ c’
Oé/ 6/

Entonces existe un homomorfismo 6 : Kerh — CoKerf tal que la siguiete sucesion es

exacta:

o' B 1

Kerf Kerg Kerh CoKerf L CoKerg . CoKerh

donde o, = Al ger, Be = Blrerg, (' +Imf) = o/ (a')+Img y B (b +Img) = B'(b')+Imh.

Demostracién Sea ¢ € Kerh. Como [ es epimorfismo existe b € B tal que 3(b) = c.
Como el diagrama conmuta tenemos que 0 = h(c) = h o f(b) = ' o g(b). Entonces
g(b) € Kerf'. Por la exactitud de la segunda fila, existe a’ € A’ tal que o/(a’) = g(b).
Definimos § : Kerh — CoKerf como d(c) = @’ + Imf, para cada ¢ € Kerh. Como o’
es monomorfismo se tiene que 0 esta bien definida.

Ahora probemos la exactitud de la sucesién

Qi B

Kerf Kerg Kerh — 2~ CoKerf L CoKerg SN CoKerh

(1) Ima, = Kerp,.

Sea ay(a) con a € Kerf. Luego, B, o a.(a) = o a(a) = 0 porque la primera
fila es exacta. Asi, a,(a) € Kerp,

Sea b € Kerp,. Luego, B.(b) = B(b) = 0. Por la exactutud de la primera fila, se
tiene que existe a € A tal que b = a(a). Como el diagrama es conmutativo, se tiene
que o/ o f(a) = go a(a) = g(b) = 0, porque b € Kerg. Pero o’ es monomorfismo,
asi f(a) =0, de donde a € Kerf. Entonces b € Ima,.

(2) Imp, = Kero.

Sea (.(b) con b € Kerg. Por construccién de § existe a’ € A’ tal que 6 o 5,(b) =
a+Imfyda) = g). Perob € Kerg, entonces /(a’) = 0. De donde ¢’ =0
porque ' es monomorfismo. Asi, d o 5.(b) = Imf y B.(b) € Keré.

Sea ¢ € Kerd. Por construccion existe a’ € A" y b € B tal que
d(c)=d +Imf=1Imf, B(b) =c, g(b) =d'(d') y g(b) € Kerfs'. Luego, a’ € Imf.
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Existe a € A tal que ¢’ = f(a). Luego, g(b) = o/(a’) = o’ o f(a). Como el diagrama
es conmutativo, g(b) = g o a(a). Consideremos b — a(a), luego 5(b — a(a)) = ¢ por
la exactitud de la primera fila. Ademds, b — a(a) € Kerg. Asi, ¢ € Imp..

(3) Imd = Kerd'.

Sea o' + Imf € Imd. Existe ¢ € Kerh tal que §(c) = o + Imf. Luego,
o/(a'+Imf) = o/(a’)+1Img. Por construccién de § existe b € B tal que g(b) = o/(a’).
Asi o/(d') € Img y o (a' + Imf) = I'mg, es decir o’ + Imf € Kera/.

Sea a' + Imf € Kera'. Luego o/(a' + Imf) = o/(d’) + Img = Img. Entonces
a/(a’) € Img y por ende existe b € B tal que o/(a’) = g(b). Como el diagrama es
conmutativo h o 5(b) = ' o g(b) = f' o &/(d’), y por la exactitud de la segunda fila
flod (a) =0 (B(b) € Kerh). Asi §(B(b)) = a’' + Imf, es decir a’ + Imf € Imd.

(4) Imo/ = Kerf3'.

Sea o/(a') + Img € Imd’. Luego, f(a/(a’) + Img) = B o a/(a’) + Imh = Imh
por la exactitud de la segunda fila. Entonces o/(a’) 4+ Img € Kerf3'.

Sea b' + Img € KerB'. Luego (V') + Imh = Imh, de donde f'(V/) € Imbh.
Entonces existe ¢ € C tal que /(') = h(c). Como [ es epimorfismo existe b € B tal
que ¢ = (b). Luego /(') = ho B(b) = B' o g(b) porque el diagrama conmuta. De
esto tenemos que b’ — g(b) € Ker'. Por la exactitud de la segunda fila existe a’ € A’
tal que o/ (a’) =0 — g(b). Por dltimo, b’ + Img = b— g(b) + Img = o/(d’) + Img =
o/(a' + Imf), es decir V/ + Img € Ima’.

O

Para culminar esta seccion probaremos un lema conocido como lema de Barrat- Whitehead,
el cual usaremos en el capitulo 2 para demostrar el teorema de Mayer-Vietoris. La impor-
tancia de este lema radica en que a partir de un diagrama conmutativo se puede construir

una sucesion exacta.

Lema 1.34 (Lema de Barrat-Whitehead). Dado el siguiente diagrama conmutativo

de R-maddulos

hn+l fn gn hn
C1n+1 An Bn Cn Anfl
Tn+1 Qn Bn Tn Qn—1
! / / ! /
Cn-l—l A Bn C A 1

n n
A fn In h,
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donde las sucesiones horizontales son exactas y vy, es isomorfismo para todon € N. Entonces

la sucesion

Un Ap

B;z An—l

A, — - B, DA

es exacta, donde

tn(a) = (fnla), an(a)) para todo a € ay,
vn(b,a') = B,(b) — f(a’) para todo (b,a’) € B, P Al y
AL (V) = h, 07, o gl (V) para todo V' € BY,.

Demostracién Las siguientes contenciones son sencillas de demostrar,

Im,U/n C Kerv,
Imy, C KerA,,
KerA, C Imuv,

Sélo probaremos que Kerv, C Impu,.

Sea (b,a’) € Keruv,. Luego, 0 = v,(b,a") = B.(b) — f(a), es decir, 8,(b) = f|(a').

Como la segunda fila es exacta tenemos que ¢, (3,(b)) = ¢.,(f!(a’)) = 0. Y como el tercer
cuadro conmuta, ¢,(b) = 0. Por la exactitud de la primera fila, existe a; € A, tal que

fn(a1) = b. Consideremos a’ — a,(ay).

fald —anar)) = fi(a) — £} 0 an(ar)
= Bu(b) = Buo fular)
= Bu(b) — Ba(b)
=0

Asi, @' — ap(a1) € Kerf),. Por la exactitud de la segunda fila, existe ¢ € Cj, ., tal que

() =ad —ay(a). Como 7,41 es isomorfismo existe ¢ € Cpqq tal que Y,41(c) = . Sea

ag = hpi1(c) y a = ag + as.
Luego, como la primera fila es exacta tenemos:
fula) = fular + a2)
= fula1) + fa(az)
= b+ fnohu(c)
= b+0
= b
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Como el primer cuadro conmuta tenemos A, | © Vi1 = Qi © Rypyq. Asi:
ay(a) = an(ag + az)
- an(al) + an(CLZ)

= a —h () + oo hyia(c)

= CL/ _ h'lrz+1 o ’yn+1<C) + a,, O hn+1(C)

= d —ayoh,1(c) + ayohyi(c)

/
= a

Entonces tenemos que (b,a’) = (fn(a), an(a)) = pun(a), es decir, (V',a) € Imp,. Por lo que
queda probada la exactitud de la sucesién.
O

4. Funtores de Homologia y Cohomologia

En esta seccion presentaremos dos funtores claves que sirven como herramientas prin-
cipales para el cédlculo de homologia y cohomologia de espacios topoldgicos, ellos son los
funtores de homologia y cohomologia. En el capitulo 2 presentaremos més detalladamente
de lo que se trata la homologia y la cohomologia.

Consideremos las categorias €4z, €.or v Mp.

Sea H,, : €,qr — Mg dado por

H, (%) = £9% para todo € € C,4p.

Imon 11
H,({gx : My, — M[}) =Gn : Iﬁszl — % donde g,[z] = [gn(x)], para toda

transformacion de cadenas {gy : M), — M, }

Tenemos que H, es un fuctor y se denomina funtor de homologia.

Por otro lado, sea H" : €., — Mg dado por
H"(2) = Kerdnei hara todo 2 € Copp.

Imon,
H"({gk : My, — M;}) =g : K;:fg:l — Kle;fgn“ donde g,[x] = [gn(z)], para toda

tranformacion de codadenas {gy : M — M/}

Tenemos que H" es un funtor y se denomina funtor de cohomologia.

Recordemos que H,, y H" preservan la conmutatividad de los diagramas, por ser funtores.

Con esto damos fin al primer capitulo.



CAPITULO 2

Homologia y Cohomologia Singular

La homologia singular estudia la organizacién de celdas o simplices en espacios
topoldgicos. Bésicamente se trata de un funtor que asocia a cada espacio topoldgico la ho-
mologia de un complejo de cadenas sobre un cuerpo prefijado. Del complejo dual obtenemos
la cohomologia singular.

Esta teoria se inicia en el siglo XIX con el estudio de las superficies de Riemann, sin
embargo no es hasta finales de dicho siglo cuando H. Poincaré introduce algunos de sus
fundamentos. Desarrollos posteriores son propiciados en los trabajos de S. Fefschetz, M.
Morse y Brouwer en topologia combinatoria, destacando que Brouwer demuestra el teorema
de curvas de Jordan y de la invariancia de dominio usando técnicas simpliciales.

En la década de los 30 se desarrolla la cohomologia de De Rham (implicita en los trabajos

de Poincaré) que dio un gran impulso a la topologia algebraica.

1. Homotopia

Antes de comenzar con nuestro estudio sobre homologia, vamos a presentar una breve
seccion sobre homotopia. En esta seccion se presentan algunas definiciones que seran ttiles
en el transcurso de este capitulo.

Dos funciones continuas de un espacio topolégico a otro se dicen homotépicas (del Griego
homos = idéntico y topos = lugar) si una puede ser “deformada continuamente” en la otra,
a tal deformacion se le llama homotopia entre las dos funciones. Un uso sobresaliente de
la homotopia es la definicion de los grupos de homotopia y los grupos de cohomotopia, que
son invariantes importantes en la topologia algebraica.

Vamos a considerar la categoria Topl.

Definicién 2.1. Sean (X, zg) v (Y, yo) objetosen Toply f, g € Homropm (X, xo), (Y, v0))-
Diremos que f es homotopica a g si existe una funcion continua H : I x X — Y tal que
H(0,z) = f(z) y H(l,z) = g(x), donde I = [0,1]. Este hecho lo denotaremos por

f =~ g. Es claro que ~ es una relaciéon de equivalencia. Las clases de equivalencia se

N
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denominan clases de homotopia de funciones, las cuales denotaremos por [f] donde
f € HomTopl((Xa 1'0), (Ya ?/0))

Para darle sentido geométrico al contenido de la definicién, escribamos Hy(z) = H (¢, x)
para cualquier (¢t,x2) € I x X. Entonces, para cada t € I, H; : X — Y es una funcién
continua. Asumamos que el pardmetro t representa el tiempo. Entonces, en ¢t = 0 tenemos
la funcion f. Cuando t varia la funciéon H; varia continuamente hasta que en ¢t = 1 tenemos

la funcion g.

Definicién 2.2. Sean (X,xo) v (Y,yo) en Topl y sea f : (X,z0) — (Y,y0). f es
una equivalencia de homotopia si existe g : (Y,yo) — (X, x0) tal que fog ~ 1y y
go f~1x. En este caso decimos que (X, zg) es homotdpico a (Y,y) y lo denotamos por
(X, 70) =~ (Y,90) -

Si dos espacios topoldgicos X, Y son homeomorfos entonces son homotdpicos. De esta
manera, podemos probar que dos espacios no son homeomorfos probando que no son ho-

motopicos.

Existe un tipo especial de espacios topoldgicos, los llamados espacios contractiles. In-
tuitivamente, un espacio contractil es aquél que puede ser “encogido continuamente” a un

punto.

Definicién 2.3. Sea X un espacio topologico y xo € X. Se dice que X es contrdctil a

xo si la identidad de X, 1x, es homotopica a la constante x.

La siguiente proposiciéon demuestra que la definiciéon anterior no depende del punto es-

cogido.
Proposicion 2.4. Todo espacio contrdctil es conexo por arcos.

Demostracién Sea X un espacio topologico y xo € X tal que X es contractil a xq. Sea
¢: X — X dada por ¢(z) = z( para todo z € X. Seaxz; € X yd: X — X dada por
d(x) = x; para todo z € X.

Como 1x ~ cse tiene que 1xod ~ cod, es decir, d ~ ¢. Luego tenemos que las constantes
2o ¥ 1 son homotdpicas. Esto ultimo implica que X es conexo por arcos.

O

Para finalizar esta seccién, presentamos los conceptos de retracto y retracto por defor-

macién, que seran de gran utilidad en el calculo de la homologia de ciertos espacios:
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Definicién 2.5. Sea X un espacio topolégico y sea A C X. A es retracto de X si existe
un diagrama conmutativo

TA

en la categoria T'op, donde i 4 es la inclusion de Ay 14 es la identidad de A. Es decir, si existe

r: X — A continua tal que r(a) = a, para todo a € A. A tal r se le llama retraccion.

Definicién 2.6. A C X se dice retracto por deformacion de X si existe una re-

traccion r : X — A tal que igqor ~ 1x.

Ejemplo 2.7. §" = {z € R"" : ||z|| = 1} es retracto por deformacién de
D™\ {(0,0)} = {z € R*™ : 0 < ||z|| < 1} a través de r : D"\{(0,0)} — S™ dada por

r(x) = el

2. Homologia y cohomologia singular

Sea R un cuerpo. La homologia singular de un espacio topolégico X, con coeficientes
en R, es una sucesion de invariantes algebraicos que basicamente miden la estructura celular
de X.

En resumen, la homologia singular de un espacio topologico X se construye mediante las
aplicaciones de ¢-simplex estandar en X. Estas construcciones determinan un complejo de
cadena, y la homologia singular de X es la homologia de este complejo. Esta construcciéon
es natural.

Ahora comencemos nuestro estudio de la homologia singular. Consideremos el espacio

R? junto con los siguientes vectores en él:
€y = (0, 0, ceey O),
€1 = (17 07 0 0)7
es = (0,1,0,...,0),

eq = (0,0,...,1).

El siguiente objeto matemético es la base para la construccion de la homologia singular.

Tal objeto se conoce como ¢-simplex.
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El g-simplex estdndar A, es la capsula convexa del conjunto E, = {ep, ...,e,}. Por
ejemplo, un O-simplex es un punto; un 1-simplex un segmento de una recta; un 2-simplex
un triangulo; un 3-simplex es un tetraedro; y un 4-simplex es un pentdcoron (en cada caso,
con su interior). Una m-cara (con m € {0, ..., ¢}) del ¢g-simplex estandar A, es una capsula
convexa de m puntos de E,. Las O-caras se llaman vértices; las 1-caras, lados; las (¢—1)-caras

se llaman facetas; y la tnica g-cara es el g-simplex en si.

Definicién 2.8. Dado X un espacio topoldgico. Un g-simplex singular en X es una
funcién continua o : A; — X.

Sq(X) es el espacio vectorial sobre el cuerpo R, gerenardo por los g-simplex singulares.

Definamos la siguiente aplicacion sz Ay — Ay, 1=0,1,...,q como
, €; sig <t
Vie) =9 7 . 7t
€jy1 S1J =1

y extendemos por linealidad.

Ahora definamos 9, : Sg(X) — Sg—1(X) como 9y(0) = Y7 ((=1)'c 0 Vi _,, y extende-
mos por linealidad. Asi obtenemos la sucesién de R-espacios vectoriales y transformaciones

lineales:

8q+1 8q 8(]71 (92 81
SU(X) .. s 8 (X) — = S, 1 (X) S1(X) — Sp(X) —= 0

Proposicién 2.9. S,(X) es un complejo de cadenas.

Demostracién Si 0 < j < i tenemos la siguiente ignaldad: VioV?_, =Vio V] (1).

Ahora vamos a probar que 9, 0 9,41 = 0.
Sea 0 € Sy41(X).

q+1
0q00411(0) = (%(Z(—l)ia © V;)
1=0
= > O (-1)YgoVioVi )
j=0 =0
= O (-1)MooVioVi )+ (D (-1)PooVioVi )
Jj<i Jjzi

Por la igualdad (1) tenemos que:
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030 0p1(0) = (3_(-1)Woo Vo VT + (3 (-1)oo Vo Vi)

J<i Jji

= QY (D)oo VoV )+ (D (1) Too VoV, )
i<j J=i

=0

Definicién 2.10. Al complejo de cadenas S,(X) lo llamaremos complejo singular de
X.

Sean X y Y dos espacios topoldgicos, y sea f : X — Y una aplicacion continua.
Definimos f, : Sy(X) — S,(Y') como f,(c) = foo.

Proposicién 2.11. f, = {f,} es una transformacion de cadenas.

Demostraciéon Hay que probar que d, 0 f, = f,_100,.
Seao: A, — X.

q

fo-1004(0) = qul(Z(_l)iU © Vf;—l)
=0

= Z(—l)zf oo o V;,l

1=0

= 0y(fo0)
= 0q0 fo(0)

Notacién: Denotamos por €,z a la subcategoria de €4z, formada por los complejos
singulares.

La homologia singular de X, que denotaremos por H,(X) = {H,(X)}, es la homologia
del complejo singular S, (X).

Dado el complejo singular S,(X), denotamos por S*(X) al complejo de cocadenas dual,
esto es:

51 8A2

S*(X):0 Hom(S1(X), R)

Hom(Sy(X), R)
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Oy an+1
Hom(S,(X), R)

La ecohomologia singular de X, que denotaremos por H*(X) = { HY(X)}, es la coho-
mologia de este complejo. Si f: X — Y es una aplicacién continua, la transformacion de

cocadenas inducida la denotaremos por f*: S*(Y) — S*(X).

Sean X y Y espacios topoldgicos. Para no recargar al lector usaremos las mismas no-
taciones para f, : H.(X) — H.(Y) y para f*: H*(Y) — H*(X). Notamos que para
las funciones identidad 1 : X — X y las constantes ¢ : X — X se satisface que
l=1:H,(X) — H(X)yc.=0.

Notacion: Usaremos el simbolo “=" para denotar isomorfismos.

3. Ejemplos de grupos de homologia

En esta seccion presentamos algunos calculos para los grupos de homologia de ciertos es-
pacios topologicos. Centraremos nuestra atencién en aquellos subconjuntos que son retractos
por deformacion.

Comenzamos los ejemplos con espacios que son conexos por arcos.

Calculemos el 0-grupo de homologia para X.

Proposicién 2.12. Si X es un espacio conexo por arcos entonces Ho(X) es isomorfo a

Demostracién Sy(X) es el R-médulo libre generado por los puntos de X.

Sea \xy + -+ + Ay, € So(X).

Sea h : Hy(X) — R la aplicacion dada por h([A\z1 + -+ A\pzyn]) = A1+ -+ - + A\, para
cada [\z1 + -+ + \z,) € Ho(X).

Veamos que h estd bien definida. Esto es, si Y ;' \iz; = Z;n:l By, + 81(Zlefykak)
entonces ) i A =00, B
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Vemos que:

k k

31(2 o) = Z 7101 (1)

=1 =1

— ny,(ol(el) — ai(eo))

Luego, h(Zle Y(oi(er) — oi(eg))) = 0, lo cual implica que h estd bien definida.

h es un homomorfismo de R-moddulos.

Para A € R escogemos [Azg] € Hy(X), donde xy es un generador de Sp(X). Asi,
h([Axo]) = A. Entonces h es epimorfismo.

Veamos que h es monomorfismo. Sea [Ajz1 + -+ + Az, € Ho(X) tal que
h([AMxy+ -+ Azp]) = A1+ -+ + A, = 0. Debemos probar que Ajzq + -+ - + Az, € Imos.

Fijamos zp € X. Como X es conexo por arcos, para cada x; consideramos un camino o;
que comienza en ry y termina en x;.

Sea A\joy + -+ + Ao, € S1(X).

81()\101+"'+)\n0n) = )\181(01>+"'+)\n81(0n)
= /\1(171—130>++/\n(l’n—l’0)

= /\11’1 + R —|— /\nxn — (Z Aj)l‘()
j=1
= >\1I1++>\nxn

Asi, Mxy + - + Az, € Imdy. Es decir, [Mzy + -+ + A\yz,] = 0. Entonces h es
monomorfismo.
O

La siguiente proposicién posee gran importancia ya que calcula los grupos de homologia

para los espacios mas sencillos que existen.

Proposicién 2.13. St X es un punto entonces

0 siq#0

Hq(X):{ R sig=0

Demostracién Como X es un punto se tiene que S,(X) y R son isomorfos.

El resultado es inmediato pues:
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Sy (X) R R R 0
y
a A : 0 si g es par
0,(0) = —1)ooV! | =
() ;( ) -t (—1)? siq es impar

Respecto a la homotopia tenemos el siguiente resultado, su prueba puede verse en [6]:
Lema 2.14. Si f,g: X — Y son homotdpicas entonces f, = g. : Hy(X) — H,(Y).
Son consecuencia de este lema los siguientes resultados:

Corolario 2.15. St X es contractil entonces

0 siq#0
Hq(X):{ R siq=0

Corolario 2.16. Sea A C X. Si A es retracto por deformacion de X entonces
H,(X) = H,(A), para cada q.

Demostraciéon Como A es retracto por deformacién de X, existe una retraccién
r: X — Atalqueigor ~l1y.

Consideremos el siguiente diagrama:

TA 1x

A X X

14 ia
A
El triangulo de las izquierda es conmutativo, y el triangulo de la derecha es homotdpicamente
conmutativo.
Aplicamos homologia, por funtorialidad y el lema 2.14 obtenemos que ambos triangulos

del siguiente diagrama son conmutativos:

iHg(A) Lag(x)
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Y en consecuencia r, es un isomorfismo. |

4. Sucesién exacta del par

Consideremos el par (X, A) en Top2.

Para este par definimos el complejo singular S.(X, A) como el complejo cuyas compo-
nentes son S, (X, A) = %, y definimos la aplicacién 9, : S, (X, A) — S,_1(X, A) mediante
la férmula 0,([o]) = [0,(c)]. Asi obtenemos el complejo de cadenas:

7
Su(X,A) : ——= S,(X, A) — = S,_1(X, A)

0g—1 o1

So(X, A) —= 0

La homologia de este complejo la denotamos por H,(X, A) = {H,(X, A)}.
Consideramos la inclusién 74 : A — X, junto con la transformacién de cadenas inducida
iar = ig,(4) @ Su(A) — Si(X). Sea p, : Si(X) — S.(X,A) la proyeccién canénica de
S*
S4(X) sobre s*((i))'
Consideremos la sucesién:

e

0

S.(A)

S.(X)

S (X, A)

que resulta ser exacta corta en cada nivel.

Del lema 1.33 (lema de la serpiente) obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.17 (Sucesién exacta del par). Eziste un homomorfismo de conexion
I, Hy(X,A) — H,_1(A) tal que la siguiente sucesion es exacta:

T A% D 1A%

e Hy(A) 2 H(X) — e (X, A) — e Hy oy (A) —e Hy (X)) ——

Proposicién 2.18. Sea X un espacio topologico y A C X un retracto por deformacion
de X. Entonces Hy(X,A) = 0.

Demostracién Como A es retracto por deformacion de X se tiene que H,(A) = H,(X).
Asi obtenemos el siguiente diagrama:

1 Ax Px A%

e HY(A) e H(X) — e (X, A) — e Hy oy (A) —e Hy (X)) ——

Por la exactitud de esta sucesién se tiene que p, =0y I'; = 0. Entonces H,(X, A) = 0.
O
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Ya que el funtor Hom preserva exactitud en moédulos libres, tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.19 (Sucesién exacta del par en cohomologia). Eziste un homomorfismo

de conexion T9: HI(A) — HI(X, A) tal que la siguiente sucesion es exacta:

Ly *

—— HI(X) A Ha(A) o HY(X, A) o H(X) _ta H+ (A) ——

5. Sucesion exacta de Mayer-Vietoris

La sucesién de Mayer-Vietoris (llamada asi por Walther Mayer y Leopold Vietoris) es

una sucesion exacta que a menudo nos ayuda a calcular grupos de homologia y cohomologia.

Primero vamos a presentar un concepto muy util que nos ayudara a demostrar el teorema

de Mayer-Vietoris, se trata de la excision.

Definicién 2.20. Sea X un espacio topolégico. Dado el triple U C A C X, diremos que
U se puede excindir si para cada ¢ se tiene que la inclusién induce un isomorfismo entre
H(X-UA-U)y H,/(X,A).

En cohomologia también vale esta definicion; es decir, U se puede excindir si la inclusién
induce un isomorfismo entre H9(X — U, A —U) y H1(X, A) para cada q.

El siguiente lema no lo vamos a demostrar, pues requiere de ciertos topicos que no
trabajamos en este trabajo especial de grado. El lector interesado puede ver la demostracion
en [2].

Lema 2.21. Si U C int(A) entonces U se puede excindir.
Ahora estamos listos para demostrar el teorema de Mayer-Vietoris.

Teorema 2.22 (Mayer-Vietoris). Sea X un espacio topolégico y sea {U,V} un
cubrimiento abierto de X. Entonces existe un homomorfismo de conexion

A, H(X) — H,.1(UNV) tal que la siguiente sucesion es exacta:

Vq Aq

—— H(UNV) —= Hy(U)@® Hy(V) “— H(X) —= H, 1 (UNV) — ...

= Hy(UNV) —"> Hy(U) @ Ho(V) " Ho(X) — 0
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donde
pg(w) = (v qve(w),ivnve(w)), para todo w € Hy(U V).
vg(u,v) = ip.(u) — iv«(v), para todo (u,v) € H,(U) P H,(V).
Demostracién Consideremos el par (V,U (V) y su sucesién exacta asociada:

lunvs

PV« Fq
—— H(UNV) —— H,(V) —— H,(V.UNV) —— H (UNV) ——
Ahora consideremos el par (X,U) y su sucesién exacta asociada:

U DX x g
— Hy(U) —— Hy(X) —— Hy(X,U) —— Hy1(U) ——
V¢ =U —V es cerrado. Vemos que V¢ = V¢ C U = int(U). Por el lema anterior V¢ se
puede excindir. Entonces existe un isomorfismo entre H,(V,U (V) y Hy (X, U).

Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

U vs DV« Tq
H,(UNV) Hy(V) —= H,(V,UNV) —> H, 1 (UNV)
iUﬂV* iv* = iUﬂV*

U« PXx Iy
H,(U) Hy(X) H,(X,U) Hy, 1 (U)

Del lema de Barrat-Whitehead se sigue el resultado.

La sucesién presentada en el teorema anterior se conoce como sucesion de Mayer-
Vietoris (en homologia).

También existe el teorema de Mayer Vietoris para cohomologia singular. La prueba del

siguiente teorema es analoga.

Teorema 2.23 (Mayer-Vietoris para cohomologia). Sea X un espacio topoldgico y
sea {U,V'} un cubrimiento abierto de X. Entonces existe un homomorfismo de conezion

A HY U NV) — HYX) tal que la siguiente sucesion es ezacta:

A4 wl v

H(X) HIU) D HI(V)

— HTY(UNV) HIUNV)

donde
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pi(w) = (i v (w), iy (W), para todo w € HI(X).
vi(u,v) =15 (u) — i}, (v), para todo (u,v) € HI(U) P HI(V).

Corolario 2.24. Si X es un espacio topolégico y {A, B} es una particion disjunta de X,
entonces Hy(X) = H,(A) @ H,(B) para cada q.

6. Homologia singular de las esferas

Esta seccion esta dedicada al calculo de la homologia de uno de los objetos matematicos
mas conocidos, la n-esfera. Para aprovechar la seccion anterior, vamos a presentar tal calculo

mediante el uso de la sucesiéon de Mayer-Vietoris.

Teorema 2.25.
0 siq#n
H,(S")=< R si(g=nyn#0)dq=0
RPR sin=0yqg=0
Demostracion Vamos a usar induccién sobre n.

(1) Para el caso n = 0 es evidente del corolario 2.24, pues S° son dos puntos.

Para los siguientes casos consideramos en S™! la particién formada por los
conjuntos U = S"™' — {N} y V = S"*1 — {S} donde N y S representan los polos
norte y sur en la esfera S"*1, respectivamente. Notamos que U (U es homoemorfo
al cilindro S™ x R, el cual se retrae por deformacién a S™. Aplicando Mayer-Vietoris

obtenemos la sucesién exacta:
— Hyp1(U)P Hyar (V) — Hq+1(5"+1) — H,(S" X R) = Hy(S") —

(2) Probaremos el teorema para n = 1. La sucesién anterior es la sucesién exacta:

0 — Hy(SY) R? R? R 0

Y el resultado es consecuencia del teorema de la dimension.
(3) Supongamos cierto para n y probaremos el resultado para n + 1. Pero esto es
inmediato pues por Mayer-Vietoris H,.1(S"™) = H,(S™).
O
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7. Homologia de los CW-complejos

Un CW-complejo es un tipo de espacio topolégico introducido por J. H. C. Whitehead
cuando estudiaba la teoria de homotopia. La idea era tener una clase de espacios que fueran
mas amplios que los complejos simpliciales, pero que guardaran una naturaleza combinatoria.

Para estos propésitos una celda cerrada es un espacio topolégico homeomorfo a un sim-
plex, o igualmente a una bola o a un cubo en n dimensiones. En general, un CW-complejo

serfa un espacio topolégico X que esta cubierto por celdas.

Sea X un espacio topolégico. Para cada n € N, J,, es una familia de indices y
I, = {€’}acs, es una familia de subconjuntos de X, que llamaremos m-celdas . Por
convencién, I'_; = (.

Al conjunto K,, =
en = e (| K,_1 se denomina borde de e" , y el conjunto € = e — e se denomina interior
de e

Ahora definimos lo que es una estructura celular.

m<n €a 10 llamaremos el n-esqueleto . Dada e, € I',, el conjunto

Definicién 2.26. I' = {I',} es una estructura celular de X y X es un complejo
celular si:

(1) U,;5¢'n es un cubrimiento de X.

(2) e'gﬁegl#@éa:ﬁyn:m

(3) Para todo e” existe una aplicacién continua f7 : (D", S"71) — (e, e") tal que

I int(D™) — e” es un homeomorfismo.

Definicién 2.27. Dadas ef, y e}y’ celdas de I', diremos que €f’ es una cara inmediata

nosielnNen #0.

Definicion 2.28. e’ es cara de ey, si existen n-celdas ej’, ...,eg‘c’“ tal que ef' es cara

inmediata de e}, eﬁj es cara inmediata de 65”1 y €3 es cara inmediata de e];.

A continuacion presentamos un teorema que resume las propiedades de los complejos
celulares. No vamos a dar la prueba de este teorema ya que no es trascendente en el desarrollo

de este trabajo especial de grado.

Teorema 2.29. Sea X un complejo celular. Entonces:

(1) Ty # 0.

(2) Sief es cara inmediata de e}, entonces m < n.



7. HOMOLOGIA DE LOS CW-COMPLEJOS 33

(3) Toda celda posee un nimero finito de caras inmediatas si y sélo si posee un nimero
finito de caras.

(4) Todo n-esqueleto es un complejo celular.

Ahora vamos a presentar algunas estructuras celulares para espacios topolégicos conoci-

dos.

Ejemplo 2.30. [Estructura celular de la esfera S"]

Definamos a S™ como el espacio cociente D"/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia
dada por: r ~y & rx=yox,yc S" L

Sélo damos dos celdas: una 0-celda que es el polo norte N de la esfera, ésta a su vez es
la n-celda. De donde, 'y = {{N}}, T, = {0} sim #ny T, ={S"}.

o {N}={N}NK_=0.
o Sn=8"NK,1=S"N{N}={N}.
e Sn=8"—Gn=8" (N} ~R".

Asf vemos que {N}N {0} =0, {NYN S =0y S*N{0} = 0.

De esta forma tenemos que a # 3 o n #m = e (em = ().

Para S™: f* : (D", 8" — (S8",{N}) la definimos como la aplicacién cociente.
f™(x) =[], para todo & € D". Asi, f"|inypn) €s un homeomorfismo sobre su imagen.

Por lo tanto, S™ es un complejo celular.

Ejemplo 2.31. [Estructura celular del espacio proyectivo complejo Cg]

Intuitivamente, C} es el conjunto de rectas complejas que pasan por el origen en CrHi,

Definamos a €} de una manera mds precisa.

Damos en C"* — {0} la siguiente relacién de equivalencia: x ~ y < existe A € C — {o}
tal que x = A\y.

Luego, definimos a C} como el espacio cociente (C"*! — {0})/ ~.

Notamos que C"*! ~ R***2 D §2"+1Asf, Cp = (C* — {0})/ ~= 5>/ ~.

A la clase de (z, ..., z,) en S?"™! la denotamos por [z, ..., 2.

Vamos a darle a Cg una estructura celular.

Vemos que
CIQCZQ" C(Cn+1
SlCSSC-- C52n+1
0 1
cycclc---CCn
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Definamos las familias de celdas:

0 sl m es impar
rm—{ P

2 .
CI? i m es par

Analicemos el caso no trivial donde m es par:

o " = (CZI/Q.

° e?n:emmeilz(C(m/Q)—l_
; m/2 m/2)—1
Cy? — A

e cm=¢"— "=

Asi, em (e # 0 = m =n.
Definimos f** : (D*", 5**~') — (C},C;~') como

TP (20, s 20) = [20s oo Zns /1 — [20[2 — -+ — |20]?]. Asl, f?|ins(p2ny s un homeomorfismo

sobre su imagen.

Definicién 2.32. Sea (X,I',, : n > 0) un espacio topoldgico junto con una estructura

celular. (X,T', : n > 0) es un CW-complejo si se verifica:

(1) C (compact): Cada celda posee una cantidad finita de caras (inmediatas).
(2) W (weak): La topologia de X es la topologia débil dada por la siguiente condicién:

A es cerrado en X siy s6lo si A[e” es cerrado en e, para todo n y para todo a.

Diremos que X es un CW-complejo finito si posee un nimero finito de celdas.

Ahora presentamos un teorema que resume las propiedades de los CW-complejos. Este
teorema es solo de caracter informativo y no influye en el desarrollo de este trabajo especial

de grado.

Teorema 2.33. Sea X un CW-complejo. Entonces:

(1) Todo subconjunto compacto de X intersecta solo a un nimero finito de interiores
de celdas.

(2) Todo n-esqueleto de X es un CW-complejo.

(3) Si X es compacto entonces tiene un nimero finito de celdas y por lo tanto coincide

con alguno de sus esqueletos.

Ahora vamos a presentar resultados que tienen que ver con el calculo de la homologia en

un CW-complejo.
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Sea X un CW-complejo. Sabemos que K, | C K,. Consideramos la sucesion exacta de

la homologia del par (K, K, 1),

YKy 1% PK,* Fq

- Hq(anl) - HQ(KH) - Hq(Kannfl) - qfl(anl) -
Teorema 2.34. Sea X un C'W-complejo finito,

0 siq#n
EBQEJHR sig=n

Demostracién Para el caso ¢ = 0 consideramos el par (K,, K,_1) y la sucesién exacta

H (K, K1) = {

asociada:

VK1 DKy«

0 —— HO(Kn—l) — H0<Kn) — HO(KnyKn—1> — 0
Como Hy(K,_1) = Ho(K,) = R, la sucesién anterior se convierte en:

K 1% PKp*

0 R R HO(Knaanl>

Por el teorema de la dimension se tiene que Ho(K,, K, 1) = 0.

Ahora consideremos el caso ¢ # 0. Sea E el conjunto que resulta de elegir un punto en
el interior de cada una de las n-celdas. Asi, K,,_1 C K,, — E C K,,. Tenemos que K,,_; es
retracto por deformacion de K, — E, luego H,(K,,—1) = H, (K, — E), para cada q.

Consideramos la sucesién exacta del par (K, K,,_1) y la sucesién exacta del par

(K,, K, — E) para conbinarlas en el siguiente diagrama conmutativo:

iKn—l* PKpx* Iy iKn—l*

Hq(anl) Hq(Kn) - Hq(Kmanl) - qfl(anl) - qfl(Kn)
LKy, —Ex pir(n* A LK, —Ex

Hy(Kn — E) Hy(Kp) —— Hy(Kn, Ky = E) = Hy 1 (K, — E) —— Hy1(Ky)

Por el lema de los cinco, se tiene que Hy (K, K,,—1) = H, (K, K, — E).
K, 1 es cerrado en K,, y K,, — E es abierto en K, luego K,,_; se puede excindir en el
triple K,,_1 C K,, — F C K,,.
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Asi,

H(K,, K,—1) = Hy(K, K, —E)
= Hq(Kn - Kn—la K, —FE— Kn—l)

= Hq(U en, U e — F)
acJyn acdn
= @A

aEJn

donde p es un punto interior. La ltima igualdad es consecuencia del corolario 2.24 y de
la propiedad (2) de la definicién 2.26.

Sea f: (D" S™!) — (e, €M) como en 2.26. Dado que int(D") es homeomorfo a e a

través de f, entonces S"~! es retracto por deformacién de € —p, con p € E.
Entonces H,(e?, e? —p) = H,(int(D™),S"1) = H,(R", S" 1)

) o

Ahora consideremos la sucesién exacta del par (R", S"~1),

iS'”*l* PRr7™ % isnfl*

Iq
- Hq(Snil) - Hq(Rn) - HqGRnaSnA) - q—l(Snil) - q—l(Rn) -

ton—1, PR7 % '

Hi(R™)

Hi(S™) Hy(R", ")

togn—1, PR™ %

Hoy(R™) 0

Hy(S™ )

HO (Rn7 Sn—l)

Como Hy mide el ntiimero de componentes conexas y como Hy(S" 1) = Hy(R") = R, se
tiene que tgn-1, = 1. En estas condiciones podemos aplicar el teorema de la dimension, del
cual se tiene que Hy(R™, S~ 1) = 0. Esto tltimo, sumado a que H;(R™) = 0, nos permite usar
de nuevo el teorema de la dimensién, del cual tenemos que H;(R", S"1) = 0. Y para ¢ > 1,
como H,(R™) = 0, tenemos que H,(R", S"') = H, 1(S"'). Entonces, por el teorema 2.25,

0 sig#n
R sig=n

HQ(e'g?e'g _p) = {

De esto ultimo se sigue el resultado.

También tenemos un corolario de este teorema, que serd de gran utilidad en el célculo de

la homologia de Cj.
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Corolario 2.35. Sea X un CW-complejo finito.

0 s1q>n

Hy(K) = { H/(X) sig<n

Demostracién Probemos el resultado usando induccién sobre n.

e Veamos que se verifica para n = 0. Hy(K,) = 0 porque ¢ # 0 y K, son puntos
aislados de X.

e Supongamos que se cumple el resultado para n — 1.

e Veamos que se verifica para n. Supongamos que ¢ > n. Consideramos la sucesién

exacta del par (k,, K, 1),

1—‘q+1 Z'I<n—1"< PKp*
- Hq-l—l(KmKn—l) - Hq(Kn—l) - Hq(Kn) - Hq(Kna Kn—1> -
Por el teorema anterior se tiene H, (K, K,—1) =0y Hy(K,, K,,—1) =0, y por
hipdtesis inductiva se tiene H,(K,_1) = 0. Entonces H,(K,) = 0.

Ahora supongamos que ¢ < n. Sabemos que K, C K,,; C K, C--- C X.

Consideremos la sucesion exacta de (K41, K,),

Fq+1 7:I('n—l"‘ PKp*
— Hy1 (K, Kn) —— Hy(K,) ——— Hy(Kony1) — Hy(Knpa, K) ——
Por el teorema anterior Hyy1 (K11, K,) = 0y Hy (K41, K,) = 0. Entonces
H,K,) = Hy(K,4+1). Por el mismo razonamiento, H,(K,+1) = Hy(K,42) =
H,(K,4+3) = ...,y por argumento de finitud obtenemos el resultado.
O

Ahora estamos listos para calcular la homologia singular del espacio C}.

Corolario 2.36 (Homologia singular de los C3).

Hq(CZ) =

R 510<q<2n yq es par
0 en otro caso

Demostracion Usamos induccion sobre n.
Verificamos para n = 0. Es inmediato porque Cg es un punto.

Partimos de la relacién de los esqueletos,
Ko=K CKy=K3C -+ C Kyp1)=Kopn1 C Kyy
donde K,,, = C"

p
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Suponemos que el resultado es cierto para m y lo probaremos para m + 1. Consideramos

la sucesion exacta del par (Kopmi2, Kom1),

Lot 1K1 PKomyox
I q+1(K2m+2a K2m+1) — Hq<K2m+1) — Hq(K2m+2) — Hq(K2m+27K2m+1) —

e Si g es impar entonces ¢ # 2m+2. Luego, por el teorema 2.34, H,(Kop12, Komi1) =
0, y por hipétesis inductiva Hy(Kopi1) = Hy(C}') = 0. Entonces, Hy(Kamy2) =
Hq(CITH) =0.

e Siqes par entonces ¢g+1 # 2m~+2. Luego, por el teorema 2.34, H, 1 (Komt2, Komi1) =
0. Tenemos dos casos:

(1) Si g # 2m + 2 entonces, por el teorema 2.34, tenemos Hy(Kapmi2, Komi1) = 0.
Luego, Hy(CP™) = Hy(Kami2) = Hy(Komy1) = Hy(C') y el resultado se sigue
por induccién.

(2) Si g = 2m+2 entonces, por el corolario 2.35, H,(Kamt1) =0y Hy1(Kopt1) =
H, 1(Ksy,) = 0. Luego, Hq(C;"H) = Hy(Koymio) = Hy(Komio, Komi1) = R
por el teorema 2.34.

O

8. Dualidad de Poincaré

Dado n un ntmero natural mayor que cero, una n-variedad topoldgica es un espacio
topoldgico Hausdorff, 2°-numerable, localmente compacto que localmente es homeomorfo a
R™. El siguiente resultado establece la relaciéon de dualidad entre la homologia y la coho-

mologia singular en una variedad compacta. La prueba de este resultado puede verse en

[6].

Teorema 2.37 (Dualidad de Poincaré). Si M una n-variedad diferenciable compacta

entonces los espacios vectoriales H1(M) y H,,_,(M) son isomorfos.

Del corolario 2.36 y del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.38 (Cohomologia singular de los C}).

R s10<q<2nyqespar

0 en otro caso

HY(CP) = {

Con esto damos fin al segundo capitulo.



CAPITULO 3

Cohomologia de De Rham

La cohomologia de De Rham o cohomologia de formas diferenciales en variedades
fue introducida por Georges De Rham como una alternativa al calculo de la cohomologia
de simplices en espacios topoldgicos. En este capitulo introduciremos la cohomologia de De
Rham y mediante el teorema de De Rham estableceremos su relaciéon con la cohomologia
singular desarrollada en el capitulo 2, usaremos esta relaciéon para calcular la cohomologia
de los €} que es nuestro objetivo final.

La prueba de los resultados mostrados en las tres primeras secciones puede verlas en [7].

1. Variedades diferenciables

Intuitivamente, una variedad diferenciable es un espacio topoldgico donde cada punto
posee un entorno sobre el cual se puede establecer un sistema de coordenadas, de manera
que el paso de un sistema a otro sea “suave”’. Esto nos da una gran ventaja a la hora de

trabajar con este tipo de espacios, ya que localmente podemos usar propiedades vectoriales.

Definicién 3.1. Sea X un espacio topolégico Hausdorff, 2°-numerable, localmente conexo
y localmente compacto, n un nimero natural. Una n carta en X es un par (U, py) donde U
es un abierto conexo de X y ¢y : U — R" es un homeomorfismo sobre su imagen abierta.
Dos cartas (U, o) v (V, pv) se dicen compatibles siU(\V =0 6siU [V # 0, entonces

el homeomorfismo local

Yu PV

R — UNV L= R"

es un difeomorfismo local.
Una n-estructura diferenciable en X es una familia de n-cartas compatibles dos a

dos y cuyos abiertos cubren a X.

Observacién 3.2.

(1) Si X posee una n-estructura diferenciable entonces n es tnico. Tal n se denomina
dimension de X.

(2) I'y y I'y son compatibles si y s6lo si I'y [J 'y es una estructura diferenciable.

YN
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(3) Si I' es una n-estructura diferenciable y {V'} es un refinamiento abierto de {U},

entonces IV = {(V, pu|v)} es una n-estructura diferenciable compatible con I

Definicién 3.3. Una wvariedad diferenciable es un espacio topologico M Hausdorff,
2°-numerable, localmente compacto y conexo, con una n-estructura diferenciable maximal
r.

Observamos que I' es maximal en el siguiente sentido: si (U, ¢y) es una carta de M

compatible con cada elemento de I' entonces (U, ¢p) € T

Observacién 3.4. Dada una n-estructura diferenciable en M, siempre podemos asignar

a M una estructura de variedad diferenciable.

Proposicién 3.5. Todo abierto conero de una variedad diferenciable es una variedad

diferenciable.

Ejemplo 3.6.

(1) R”, junto con la familia de todos los difeomorfismos locales, es una n-variedad
diferenciable.

(2) M,(R) el conjunto de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes reales es
una n?-variedad diferenciable con la identificacién M, (R) ~ R

(3) En S™ las proyecciones estereograficas determinan una estructura de variedad
diferenciable.

(4) GLn(R) = {A € M,(R) : det(A) # 0} es una n?-variedad diferenciable, por 3.5.

(5) € como espacio de drbitas de la accién de S* en S*** C C"*', dada por
2 (205 0oy 2n) = (2 20,00y 2 2n)

es una variedad diferenciable (ver [4]).
Ahora vamos a definir los morfismos entre variedades diferenciables.

Definicién 3.7. Sean M y N variedades diferenciables con estructuras diferenciables
maximales I y I, respectivamente. Una aplicacion continua f : M — N es diferenciable
en p € M, si para cada carta (U, py) € I' con p € U y cada carta (V, ¢y ) € IV con f(p) € V,

la aplicacion

—1
Pu f oV

UN V) 1% R"

pu(UNSH(V))

es diferenciable.

Diremos que f es diferenciable en M si es diferenciable en todo punto de M.
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Observacién 3.8. Sea W C M un abierto y f : W — N una aplicacion. Diremos que
f es diferenciable si lo es al considerar sobre W la estructura de variedad diferenciable que
resulta de M.

2. Fibrado tangente a una variedad

Definicién 3.9. Dados E, B y F' espacios topolégicos. Un fibrado de E en B con fibra
tipica F' es una aplicacién continua sobreyectiva p : E — B tal que para todo b € B, p~*(b)

es homeomorfo a F. A tal fibrado lo denotaremos con la terna (E, p, B).
Ejemplo 3.10. La proyeccion p : B X F' — B se conoce como fibrado trivial.

Definicién 3.11. Diremos que el fibrado p : E — B es localmente trivial si para
cada punto b € B existe un entorno U de b y un homeomorfismo ¢y : U x F' — p~*(U) tal

que el siguiente diagrama conmuta:

UxF

p'(U)

U

El par (U, ¢y) se denomina trivializacion local de p en b.

Definicién 3.12. Un fibrado (E,p,B) de fibra R™ es un fibrado vectorial, si es
localmente trivial, tal que para cada par de trivializaciones locales (U, ¢) y (V,%) con
UNV # 0, existe una aplicacion continua ggy : U [V — GLn(R) tal que (¢~ o) (b, z) =
(b, 9o (b) ().

Se dice que E es el espacio fibrado , B es el espacio base , p es la proyeccion y

GLn(R) es el grupo estructural . A las aplicaciones g4y se les denominan cociclos de
(E,p, B).

Observaciéon 3.13. Los cociclos tienen las siguientes propiedades:

(1) gsp = I, donde I es la matriz identidad.

(2) gou(b) = (gye(b)) "
(3) 9oy © Gy = G-

Definicién 3.14. Un fibrado vectorial (F,p, B) es diferenciable si B es una variedad

diferenciable y los cociclos son diferenciables.
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Proposicién 3.15. Sip: E — B es un fibrado diferenciable entonces E es una variedad

diferenciable y p es una aplicacion diferenciable.

Definicién 3.16. Sea (E,p, B) un fibrado vectorial y A C B. Una seccidn sobre A es

una aplicacién continua s : A — E tal que pos = 14.

Definicién 3.17. Sean (E,p,B) y (D,q,C) dos fibrados vectoriales. Un homomor-
fismo entre (E,p,B) y (D, q,C) es un par de aplicaciones continuas (H, h) tal que el

siguiente diagrama conmuta:

B C

h

Observaciéon 3.18. Los fibrados vectoriales junto con los homomorfismos entre fibrados

conforman una categoria.

Sea M una variedad diferenciable con un sistema de cartas {(Uy, pa)}. Sea ¢ € M y
F(M,q) el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables de algin entorno de ¢ en R. Es

claro que F(M,q) # 0 y ademés tiene estructura de &lgebra.

Definicién 3.19. Sea ¢ € M. Un wvector tangente a M en q es una aplicacion lineal
v:F(M,q) — R tal que v(f-g) = f(q) - v(g) + g(q) - v(f). Diremos que v satisface la
identidad de Jacobs.

Denotamos por T, M al espacio vectorial de todos los vectores tangentes a M en g.

Ejemplo 3.20. Consideremos la esfera S™ C R™"*! entonces para cada q € S™, T,5™ es

el espacio de todos los vectores ortogonales a ¢ en R™1.

Sea g € M y (U, py) una carta de M tal que ¢ € U. Denotamos por z; : U — R a la

composicion x; = m; o Yy .

Proposicién 3.21. Para cada ¢ € M y cada carta (U, py) con q € U, la aplicacion
. -1
ai‘q : F(M,q) — R, con j = 1,...,n, dada por la formula ai\q(f) = d(fg% )Lp(q), es un
@ @ i

vector tangente a M en q, siendo r; es la proyeccion sobre la j-ésima coordenada de R"™.

Proposicién 3.22. Para cada q € M, el conjunto {5-|,, ..., 52 |,} es una base de T,M.
T Tn
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Asi como existen morfismos entre variedades diferenciables, también existen aplicaciones

4

que nos permiten “viajar” de un plano tangente en otro.

Definicién 3.23. Dadas M y N variedades diferenciables y f: M — N una aplicacién

diferenciable. Para cada ¢ € M, el diferencial de f en g es la aplicacion lineal
dfy : TeM — Ty N dada por la férmula (df,(v))(g) = v(g o f).

Observacién 3.24. De 3.22 obtenemos que si f : M — N es diferenciable y ¢ € M
entonces para cada par de cartas (U, = (21,....,2,)) v (V¥ = (y1,..,Ym)), si g € Uy
m  O(yj;o
Fla) € V, entonees 1) = 32, 220 21

Proposicién 3.25 (Propiedades de df,). Sean M, N y P variedades diferenciables y
f:M — N, g: N — P aplicaciones diferenciables .

(1) Para todo q € M se tiene que d(go f), = dgy o df -
(2) Supongamos que M es conexa. Si para cada ¢ € M se tiene que df, = 0, entonces

f es una funcion constante.

Denotamos por T'M a la unién de todos los espacios tangentes sobre puntos de M y
p:TM — M la aplicacién dada por p(v) =g si v € T,M.
T M resulta ser un espacio topolégico con la siguiente topologia: para cada carta (U, py)

de M, se define la biyeccién gy : U x R" — p~}(U) mediante la férmula:

n

QOAU((L ay, ..., an) — Zj:l aj%h]
El conjunto p~1(U) adquiere la topologfa inducida por gy, y TM la topologia final dada
por la inclusién i,-1yy : p~H(U) — TM.

Definicién 3.26. La terna (T'M,p, M) se denomina fibrado tangente a M.

Proposicién 3.27.

(1) La terna (TM,p, M) es un fibrado diferenciable.
(2) Dadas M y N wvariedades diferenciables y f : M — N una aplicacién diferenciable.

Entonces el diagrama

df
TM TN
PM | PN
M N
!

es un homomorfismo de fibrados y df es una aplicacion diferenciable.
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Definicién 3.28. Un campo vectorial sobre M es una seccién diferenciable del fibrado
tangente (T'M,p, M).

Proposicién 3.29. x es un campo vectorial sobre M si y sélo si para cada funcion con-
tinua y diferenciable f : M — R la aplicacion xy : M — R dada por x;(b) = x(b)(f), es

diferenciable.

3. Formas diferenciales

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n, sea k € N. Denotamos por B*(V') al espacio

vectorial de las aplicaciones k-lineales de V* en R.

Definicién 3.30. Una aplicacién a € B¥(V) es alternada o alternante si
a(Vo(1), -, Vo(n)) = (=Dlla(vy, ..., v,), para toda permutacién o de orden n. Las aplicaciones

k-lineales y alternadas en B*(V) son las k-formas en V y las denotaremos por A*(V).
Convenimos que A°(V) = R.

Definicién 3.31. Sean a € AY(V) y 8 € A¥(V), el producto exterior de a por 3 es la
| 4+ k-forma definida por

a A Blar, ..., apr) = ﬁ Zaesl+k(—1)|"|a(aa(1), oo (1)) B(Ao (141 s Ao (14k))

Este producto es anticonmutativo y asociativo.

Proposicién 3.32. Si{ej,...,e,} es una base para V- -y {f1,..., fn} es la base dual de V*
relativa a {eq,...,en}, entonces el conjunto {fi, N ... A fj, 01 < j1 < jo < ..<jp <n}es
una base para A*(V), y ast dim(A*(V)) = (}).

Sea M una variedad diferenciable. Definimos A*(M) = |, ¢, A(T,M). Sea
p: AF(M) — M la aplicacién dada por p(a) = ¢ si o € A¥(T,M).

Damos una topologia a A*(M). Tomemos ¢ € M y sea (U, = (1,...,1,)) una carta
ev N(TyM), y 1a aplicacién
Py i R — T, M dada por: @ (a1, ...,a,) = D7, aj7- |, es un isomorfismo. De este modo:

pL0) = Uy AH(T,M) = U x AS(T,M) o Uy NE(R®) = U x A¥(R)

local de M, con ¢ € U, entonces tenemos que p~*(U) = |J

qeU
por lo que se tiene un homeomorfismo @ : p~'(U) — U x A*(R"). Damos a p~1(U) la

topologfa inducida por ®, y a A¥(M) la topologfa final dada por las inclusiones

-1y s p~H(U) — AF(M).
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Proposicién 3.33. (A*(M),p, M) es un fibrado diferenciable de fibra A*(T,M).
Definicién 3.34. Al fibrado (A*(M),p, M) lo llamaremos fibrado de k-formas.

Definicién 3.35. Una k-forma diferenciable w es una seccién del fibrado de (A*(M), p, M).
Notamos que w es diferenciable si para toda k-upla de campos vectoriales X7, ..., X, la apli-
caciéon: w(Xy, ..., Xy) : M — R, dada por la férmula w(X7, ..., Xz)(¢) = w(q)(X1(q), ..., Xx(q)),

es diferenciable.

Denotaremos por QF(M) al espacio de las k-formas diferenciables sobre M. Nétese que
siw; € QM) y wy € QF(M) entonces wy A wy € QR (M).
Es claro que Q°(M) = F(M,R).
Dadas dos variedades diferenciables M y N,y f: M — N una aplicacion diferenciable,
f induce una aplicacién f* : Q¥(N) — QF(M) definida por
frw)(Xa, -, Xi)(q) = w(f (@) (df (X1)g, - df (Xk)g)
para toda w € Q¥(N) y ¢ € N.

Proposicién 3.36. Sean M. N y P variedades diferenciables y f: M — N,
g : N — P aplicaciones diferenciables. Entonces:

(1) (go f)r=[0og"

(2) fH(wi Awz) = f*(w1) A f*(w2)

Proposicién 3.37. Sea M una variedad diferenciable. Entonces existe una unica apli-
cacion lineal d : QF(M) — QFY (M) que satisface:

(1) Siw € QM) entonces d(w) = dw (diferencial de w).

(2) Siw; € QM) ywy € QF(M) entonces d(w A ws) = dwy Awy + (—1)%w; A dws.

(3) &> =d(d) =0.

Definicién 3.38. A tal aplicacién d la llamaremos derivada exterior.

4. Cohomologia de De Rham

Sea M una variedad diferenciable. El complejo de De Rham de M es el complejo de
cocadenas

(M) : o — Lot L QR (M) — L (M) L

La cohomologia de De Rham, la cual denotaremos por Hj,p(M) , es la cohomologia

de este complejo.
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Dada una aplicacién diferenciable f : M — N. Usaremos la misma notacién de 3.35
para la aplicacién inducida en cohomologia f* : H},z(N) — Hpp(M).
Las siguientes proposiciones exponen propiedades importantes de la cohomologia de De

Rham.

La prueba del siguiente lema puede verla en [7].

Lema 3.39 (de Poincaré). Consideremos la proyeccion mp : M x R — M. Entonces
mh s Hop(M) — Hjp(M x R) es un isomorfismo.

Observacién 3.40. El lema de Poincaré también se satisface en cohomologia singular,

porque M es retracto por deformacién de M x R.

Definicién 3.41. Dos aplicaciones diferenciables f,g : M — N son diferenciable-

mente homotopicas, si existe una aplicacion diferenciable H : M x R — N tal que

Hixt) = fz) sit>1
] glx) sit<0

La prueba del siguiente teorema puede verse en [8].

Teorema 3.42 (Axioma de Homotopia). Sean f,g : M — N aplicaciones diferen-

ciablemente homotdpicas. Entonces f* = g*.
La prueba del siguiente teorema puede verse en [1] y en [7].

Teorema 3.43 (Mayer-Vietoris para variedades diferenciables). Si {U,V} es un

cubrimiento abierto de M entonces para todo q, la sucesion

0 QI(M) QUU) P QI(V) —= QUUNV)

es exacta, donde €(o,7) = Tlunv —olvnv ¥ vw) = (W], w|v).

5. Teorema de De Rham

En esta seccién probaremos que la cohomologia singular y la cohomologia de De Rham
tienen grupos de cohomologia isomorfos. Antes enunciaremos el siguiente resultado, su

prueba puede verse en [1] y en [8].

Lema 3.44 (Truco de Bredon). Sea M una variedad diferenciable y sea % una base de
abiertos estable bajo intersecciones finitas. Sea P una afirmacion formulada sobre abiertos
de M, satisfaciendo:
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(1) P(U) es cierta para todo U € A.

(2) Si P(U), P(V) y P(UNV) son ciertas, entonces también lo es P(U|JV), donde
U yV son abiertos de M.

(3) Si{Uq}aen es una familia de abiertos de M disjuntos y se cumple P(U,) para todo

a, entonces P(|U,cp Ua) también se verifica.

Entonces P(M) es cierta.

Para relacionar la cohomologia de De Rham con la cohomologia singular, tenemos que
hacer una modificacién a esta tltima (que proporcionara los mismos grupos de cohomologia).
Tal modificacién consiste en los simplices con los que vamos a trabajar, que son los simplices

diferenciables.

Definicién 3.45. Un g¢-simplex singular o : A; — M se dice diferenciable si se puede
extender a una aplicacién diferenciable en un entorno de A, C R9. Un elemento de S, (M)
es diferenciable si sus sumandos son diferenciables. Al conjunto de tales elementos lo

denotamos por S,(M).

Sea 0 : A, — M un g-simplex singular diferenciable. Si tenemos una g-forma w de
M, tenemos que o*w es una g-forma de A,. Consideramos un entorno U de A, donde la
extension de o, que también denotaremos por o, es diferenciable. Podemos definir la integral

de w sobre ¢ como la integral multiple

fo‘w = fUU*w

Dado ¢ =) _ n,0. Extendemos la integral de w sobre ¢ por linealidad, es decir

Jow=2,m0 J,w

Entonces hemos definido un homomorfismo ¥(w) : §q(M ) — R dado por la férmula

U(w)(s) = J.w, que es lineal en w. Luego, tenemos un homomorfismo

U QM) — Hom(S,(M),R)

El operador diferencial d, del complejo de cocadenas S*(M) (ver pagina 24) satisface

~ ~ ~

Oq(Hom(S,—1(M),R)) € Hom(S,(M),R), y en consecuencia

o1 3 8qA+ 1

S*(M) : 0 — Hom(Sy(M),R) > Hom(S,(M),R) —— ...

es un complejo de cocadenas. W : Q0*(M) —» S*(M) es una transformacién de cocadenas (ver
8]). Denotamos por Hj(M) el g-ésimo grupo de cohomologia singular diferenciable

de M, que es el g-ésimo grupo de cohomologia de { H om(gq(M ), R), éq}qzo. La cohomologia
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singular diferenciable y la cohomologia singular satisfacen el lema de Poincaré, el axioma de
homotopia y la sucesion de Mayer-Vietoris.

Las pruebas de los dos resultados que siguen son tomadas de [8].

Proposicién 3.46. La inclusion g*(M) _t S, (M) induce un isomorfismo en coho-

mologia.

Demostracién Consideramos la inclusién de los simplices diferenciables §*(M ) en los
stmplices singulares S, (M), i : S, (M) — S,(M)

Ahora aplicamos el cofuntor Hom(.,R) para obtener la aplicacién de cadenas
i* : Hom(S,(M),R) —s Hom(S,(M),R). Tal aplicacién induce un homomorfismo en coho-
mologia i* : H*(M) — Hj;(M). Como ambas cohomologias satisfacen el lema de Poincaré,
la aplicacién i* es un isomorfismo para convexos geodésicos (cojuntos tales que dos puntos
cualesquiera pueden unirse por una geodésica contenida en dicho conjunto). Como cumplen
Mayer-Vietoris, aplicando el truco de Bredon obtenemos que ¢* es un isomorfismo para toda
variedad M.

|

Teorema 3.47 (de De Rham). ¥ induce un isomorfismo en cohomologia.

Demostracion Al ser ¥ una transformacién de cocadenas, induce un homomorfismo
en cohomologia U* : H} (M) — Hj(M). Basta probar las tres condiciones del truco de
Bredon:

Condicién (1): Tomamos # como la base de convexos geodésicos contenidos en las cartas de M.
Esta base es estable bajo intersecciones finitas. El teorema de De Rham es cierto
para todo U € & porque el lema de Poincaré se cumple para la cohomologia singular
diferenciable y para la cohomologia de De Rham.

Condicidn (2): Si el teorema de De Rham es cierto para abiertos U, V' y U [V, entonces es cierto
para U V.

Como la cohomologia de De Rham y la cohomologia singular diferenciable

satisfacen la sucesion Mayer-Vietoris, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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de filas exactas:

HEg (U)D HpR (V) = Hyg (UNV) — H)p(UUV) = Hb o (U) D Hpp(V) ~ Hh(UNV)

HITU)@HST (V)= HF(UNV) —— HA(UUV) — HIU)@ HI(V) — HI(UNV)

Por hipétesis V7, U5, W) y Wi son isomorfismos. Por el lema de los cinco,
tenemos que W3 también lo es.
Condicidn (3): Siel teorema de De Rham es cierto para una coleccion de abiertos {U, }aea disjuntos,
entonces es cierto para J,c, Ua-

Como

Hom(EP S4(Ua).R) = @D Hom(S,(Us),R)

aEA acA
(| Ju.) = @)
aEA aeA

y como la aplicacion de De Rham es funtorial, se cumple la condicién.
O

Ahora estamos en condiciones de presentar el resultado final de esta tesis. Del corolario

2.38 y del teorema 3.47 obtenemos:

Corolario 3.48 (Cohomologia de De Rham de los C}).

R s510<q<2n yq es par

HL (CM = HY(CM) =
DR( p) (p) {O en otro caso

En conclusion, la homologia singular, la cohomologia singular y la coho-
mologia de De Rham del espacio proyectivo complejo C son isomorfas y valen

R en los indices pares y 0 en los indices impares.

FIN
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