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Resumen

El objetivo de este trabajo es exponer ciertas caracteristicas de la dimensién
global de un anillo. Luego de introducir los conceptos y herramientas basicas
del dlgebra homolégica, veremos que la dimensién global de un anillo A con
unidad, queda completamente determinada por las dimensiones proyectivas
de los médulos ciclicos sobre el anillo A.

A continuacién se vera que la dimensién global de anillos noetherianos y
anillos semiprimarios, es simétrica, o sea que la dimensién global a derecha
e izquierda coinciden, luego se mostrard mediante un ejemplo, que en gene-
ral la dimensién global no tiene porqué ser simétrica y por ultimo veremos
algunas aplicaciones.

Abstract

The aim of this work is to show some charactheristics of the global dimension
of a ring. After introducing basics concepts and tools of homological algebra,
we are going to see that the global dimension of a ring with unit A, is
completely determined by the projective dimension of cyclics modules over
A.

Next we are going to show that the left and right global dimension are equal
for noetherian rings and for semi-primary rings. After that we exhibe an
example that left and right global dimensions doesn’t coincide. Finally we
are going to show some applications.
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Introduccion

El concepto de dimensién global aparece por primera vez en el articulo
de David Hilbert (1862-1943), Uber die Theorie der algebraischen Formen,
publicado en 1890, en el cual demuestra que si K es un cuerpo, entonces la
dimensién global de K [X7, ..., X,] en igual a n.

Luego en la década de 1950 con el comienzo formal del algebra homolégi-
ca, la dimensién global toma mayor relevancia como invariante algebraico,
surgiendo en esta decada varios articulos relacionados con las dimensiones
homoldgicas de médulos y dlgebras. Uno de estos articulos es el [Aus] de
Maurice Auslander (1926-1994), Global dimension, publicado en 1955, en el
cual demuestra algunas caracterizaciones de la dimensién global de anillos
con unidad y que la dimensién global a izquierda y derecha coinciden para
anillos noetherianos y anillos semiprimarios.

Este trabajo monogréfico tiene como base el articulo [Aus] de Mauri-
ce Auslander y tiene como objetivo mostrar de forma més simple y au-
tocontenida lo expuesto alli, para que pueda ser leido por alguien que no
esté familiarizado con los conceptos y herramientas del algebra homoldégica,
pero que haya cursado al menos un curso de anillos y médulos.

A continuacion presentaremos un breve resumen de la forma de como
esta dispuesto este trabajo.

El primer capitulo estd dividido en dos secciones, la primera seccion
contiene conceptos basicos de mddulos que seran necerarios en los capitulos
siguientes, y en la segunda seccion se introduciran los conceptos béasicos de
la teoria de categorias, que es el lenguaje apropiado del dlgebra homolégica.

En el segundo capitulo veremos en las primeras tres secciones defini-
ciones y propiedades de los mdédulos proyectivos, inyectivos y planos, los
cuales seran fundamentales para la definicién los funtores Eazt’}\ y TOTZA y
las dimensiones homoldgicas. Luego en las tltimas secciones veremos algu-
nas propiedades de los anillos noetherianos y los médulos semisimples, las
cuales seran necesarias en el iltimo capitulo.

El tercer capitulo tiene como objetivo introducir los funtores Ext’)\ y
T orf\ y mostrar algunas de sus propiedades, las cuales seran las herramien-



tas fundamentales para llegar al objetivo de este trabajo.

En el cuarto capitulo primero veremos las definiciones de las dimensiones
proyectivas, inyectivas y global, luego todavia en la primera seccién, veremos
que la dimensién global de un anillo A con unidad, queda completamente
determinada por la dimensién proyectiva de los mddulos ciclicos sobre A.
En la segunda seccién introduciremos la nociéon de dimensién global débil y
luego probaremos que la dimensién global a izquierda y derecha son iguales
para anillos noetherianos. El resto del capitulo esta dedicado a estudiar la
dimensién gobal de anillos semiprimarios, el principal resultado, serd pro-
bar que la dimensién global a izquierda y a derecha son iguales para estos
anillos.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Conceptos basicos de modulos.

NOTA: Sienpre trabajaremos con anillos con unidad.

DEFINICION 1.1.1. Sea A un anillo, un A médulo a izquierda, es un gru-
po abeliano aditivo M que tiene una multiplicacion A x M — M, denotada
por (r,m) — rm, tales que Ym,m' € M y VA, N € A:
i) X(m+m') =m+ Im/,
ii) A+ XN)m=AIm+ Nm,
iii) (AN)m = X(N'm),
) Im =m.
La definicién de A mddulo a derecha es andloga con una multiplicacién

Mx A — M.

NOTACION 1.1.2. Para A médulos a 1zquierda usaremos la notacion x M
y para A mddulos a derecha usaremos la notacion My .

DEFINICION 1.1.3. Sean A y I' anillos, diremos que un A € \M y
A € My es un (A, T) bimddulo, si satisface la condicion de compactibilidad:

(Aa)y = Aay), A€ A, ac A, veT.
Para los (A,T') bimddulo, usaremos la notacion y M., .

DEFINICION 1.1.4. Si M y N € A\M, un A homomorfismo es una fun-
cion f: M — N tales que, Ym, m’ € M yV\ € A,



i) Flm+m') = f(m) + f(m'),
i1) f(Am) = Af(m).

Un A isomorfismo es un A homomorfismo biyectivo.

Notar que la composicién de A homomorfismos es un A homomorfis-
mo y si f es un A isomorfismo, entonces su inversa f~! también es un A
isomorfismo.

NOTACION 1.1.5. Si M y N € AM, para el conjunto de los A homo-
morfismos de M en N usaremos la notacion Homp(M,N), y se dird que
son morfismos de A M .

PROPOSICION 1.1.6. Si Ay B € A M, entonces el conjunto Homy (A, B)
es un grupo abeliano, con la operacion (f + g)(a) = f(a) + g(a) Va € A y
Vf, g € Homp(A, B). Ademds, sip: A’ — A y q: B — B’ son morfis-
mos de AM, entonces (f +g)p= fp+gp yq(f+9) =af +qg.
Demostracion:

Claramente f 4+ g € Homp (A, B), el neutro es el morfismo 0(a) =0 Va € A
y el opuesto de f es —f(a) = —(f(a)), por lo tanto Homp (A, B) es un grupo
abeliano.

Para demostrar que (f + ¢g)p = fp + gp, basta ver que se cumple punto a
punto, ((f +g)p)(@) = (f +9)(p(a)) = F(p(a)) + 9(p(a)) = p(a) + gp(a) =
(fp+gp)(a) Va € A'. La demostracién de ¢(f + g) = qf + qg es andloga.

DEFINICION 1.1.7. Sean A un anillo y (A;)ic; una familia indezada
con A; € \M Vi € I. El producto directo Hz’el A; es el producto cartesiano,
o0 sea es el conjunto de todas la I — uplas (a;) donde a; € A; Vi € I, con las
stguientes operaciones:

(ai) + (bl) = (ai + bl)

)\(al) = ()\CLZ)

donde N € A y a;,b; € A; Vi € I, de esta forma HieIAi € AM.

i€l Ai = Al

Si B = [[;c; Ai, la j-ésima proyeccion es el morfismo pj : B — Aj tales
que pj((ai)) = a;. La j-ésima inclusion es el morfismo vj : A; — B tales
que vj(a;) = (e;) donde e; =0 sii # j ye; = a;.

La suma directa @, A;, es el submédulo de [[;c; Ai, que consiste en todos
los (a;) que tienen finitas coordenadas no nulas.

Si el conjunto I es finito la suma directa y el producto directo coinciden.

Si A = A Vi€ I, usaremos la siguiente notacion ||

DEFINICION 1.1.8. Un F € M es libre si F = @peply donde Ay =
(b) ~ A ¥b € B, el conjunto B puede ser infinito y lo llamaremos base de F'.



A continuacién se introducird el concepto de producto tensorial, el cual
serd util en este trabajo para la definicién del funtor Tor.

DEFINICION 1.1.9. Sean M € My y N € A\M. El producto tensorial de
M y N se define como el cociente del grupo libre abeliano de base M x N
(ZM*N ) por el subgrupo S generado por los elementos de la forma: (m +
m',n)— (m,n) —(m',n), (mn+n')—(m,n)—(m,n') y (mA,n)—(m,An)
con m,m’' € M,n,n’" € N\ € A.

NOTACION 1.1.10. Para el producto tensorial de M € My y N € \M
usaremos la notacion M @5 N = ZM*N /S y para los elementos usaremos
la notacion m®@n = (m,n) + S.

Notar que con la definicién de producto tensorial se tiene las siguientes
igualdades:

(m+mY@n=me@n+m'®@n, Ym,m' € M, ne€ N,

menm+n)=mean+men', Vme M, n,n’ €N,
(mMA)@n=m® (An) Vme M, ne N, XA €A.
DEFINICION 1.1.11. Sean M € My, N € \M y A un grupo abeliano.
Un mapa f: M x N — A se dice A biaditivo si verifica:
f(m+m/,n) = f(m,n) + f(m',n), Vm,m' € M, n € N,

fim,n+n') = f(m,n)+ f(m,n’), Ym € M, n,n’ € N,
f(mA,n) = f(m,An), Yme M, n € N, X € A.

Notar que el mapa ® : M X N —L s gMxN — " M ®a N es A biadi-
tivo, donde i es la inclusién y mg la proyeccién sobre el cociente ZM*N /8.

PROPOSICION 1.1.12. (Propiedad universal del producto tensorial) Da-
dos M € My, N € M, se cumple que para todo grupo abeliano A y todo
mapa A biaditito f : M x N — A, existe un unico morfismo de grupos
abelianos f : M @y N — A tales que el siguiente diagrama conmuta

M®AN
&
T o f
® ~
Mfo—iA

Demostracion:

Como f esta definida en la base de ZM*VN  se puede extender linealmente.
Luego como S C Ker(f), por ser f biaditivo, se obtiene f aplicando la
propiedad universal del cociente.



COROLARIO 1.1.13. Elmapa ® : M XN — M QA N es unico a menos
de isomorfismos de grupos.

NOTACION 1.1.14. Dados g : M —s M’ y h : N —s N’ morfismos,
donde M,M' € My y N,N' € \M, se tiene un mapa (g,h) : M x N —
M' @ N’ biaditivo, el cual por la propiedad universal del producto tensorial,
determina un unico morfismo de grupos abelianos, para el cual usaremos la
siguiente notacion g h : M@y N — M’ @p N’ tales que (9@ h)(m®@n) =
g(m) ® h(n).

A continuacién se introduciré el concepto de limite directo, el cual sera ne-
cesario para demostrar propiedades de dimensiones homdlogicas.

DEFINICION 1.1.15. Sean I un conjunto dirigido, (M;)ier una familia
en AM y para cada pari,j € I coni < j existe un morfismo fj; : M; — M;.
Diremos que la familia (M;)icr y los morfismos f;; forman un sistema directo
st verifica las siguientes condiciones:

[ ] f“:le’ \V/’Le_[,
o Sii<j <k entonces frjfji = fi-

NOTACION 1.1.16. Para un sistema directo formado por una familia
(M;)ier y los morfismos fj; usaremos la siguiente notacion ((M;), (fji))-

DEFINICION 1.1.17. El limite directo de un sistema directo (M), (f;i))
es un par (M, (g;)icr) donde M € \M y g; : M; — M morfismos, de forma
que el siguiente diagrama es conmutativo siempre que i < j

fii

N

M

M;

M;

y que verifica la siguiente propiedad universal: si (N, (h;)icr) es otro par que
verifica la propiedad anterior, entonces existe un unico morfismo f : M —
N tales que Vi € I el siguiente diagrama conmuta

%

M; f

N

N



NOTACION 1.1.18. Para el limite directo (M, (g;)icr) usaremos la si-
guiente notacion thz

EJEMPLO 1.1.19. 1. Sean M € A\M, I un conjunto dirigido cualquie-
ra, la familia (M;)icr donde M; = M Yie I y fj; = 1m Vi < j. Cla-
ramente el limite directo del sistema dirigido ((M;), (fji)) es (M, 1ar).

2. Sea M € aM, usando el axioma de eleccion se puede ordenar M,
entonces tomando I = M , consideremos el sistema dirigido: la familia
(M;)icr donde M; es el submddulo de M generado por todos los m € M
tales que m < i, y fj; + M; — M; la inclusion. El limite directo de
este sistema dirigido es claramente (M, (t;)icr) donde v; : M; — M
es la inclusion.

3. Sean I un conjunto dirigido, M € M y (M;)icr una familia de
submddulos de M que cumple: para cada par i, j € I, existe un
k € I tal que M; + M; C My. Si i < j entonces M; C M; y sea
fji + My — M la inclusion. Entonces ((M;),(fji)) es un sistema
dirigido vy thz = UjerM;. Si M; son los submddulos finitamente ge-
nerados de M, la condicion de satisface y U;erM; = M. Por lo tanto
todo M € AM se pude ver como el limite directo de sus submoddulos
finitamente generados.

La definicién de limite directo en My es analoga.

PROPOSICION 1.1.20. Sean N € A M y (M), (fji)) un sistema dirigi-
do, con M; € My. Entonces

lim (M; @ N) ~ (limM;) @4 N.

Demostracion:
[EJ] Teorema 1.6.7.

Los conceptos que se introduciran a continuacién son los de sucesion
exacta, sucesion exacta corta y el de escindir, los cuales son muy importantes
en algebra homoldgica.

DEFINICION 1.1.21. Una sucesién finita o infinita de morfismos y modu-

los
fm

Am+1 thian Am

Apo1 — ...

se dice que es exacta en Ay, si Im(fiy1) = Ker(fn), y se dice que es exacta
st lo es para todo n € Z.

DEFINICION 1.1.22. Una sucesién exacta corta (SEC) es una sucesion
exacta del tipo




PROPOSICION 1.1.23. Dada la siguiente SEC

son equivalentes:

i) Eziste h : C — B tales que gh = 1¢.
it) Existe k : B — A tales que kf = 14.

i11) Eziste ¢ : B — A ® C isomorfismo tales que el siguiente diagrama

conmuta
At .p ¢ . ¢ (1.1)
J e e
A*Z:AEBC?C

donde ia(a) = (a,0) y 7c(a,c) = c.

En particular si pasa i) o ii), B~ A® C.

Demostracion:

iii) = i) y 1) Como el diagrama 1.1 conmuta, basta tomar h = ¢ lic y
k= map.

i) = i) Se va a demostrar que B = Im(f) @ Im(h), donde h : C — B
verifica gh = 1¢. Si b € B, entonces g(b) € C y b — hg(b) € Ker(g),
porque g(b — hg(b)) = g(b) — gh(g(b)) = g(b) — g(b) = 0. Por la exactitud
de la SEC, existe a € A tales que f(a) = b — hg(b). De esta forma se tiene
que B = Im(f) + Im(h), solo queda probar que Im(f) N Im(h) = 0, si
f(a) =z = h(c), entonces 0 = gf(a) = g(z) = gh(c), por lo tanto ¢ =0y
0 = h(c) = . De esta forma se obtiene que B ~ A @ C, basta considerar

~1
0= (f() 2) :B=1Im(f)® Im(h) — A® C, y ademds este morfismo

hace conmutar el diagrama 1.1.
i1) = 4i1) Se demuestra de forma similar a i) = 7).

DEFINICION 1.1.24. Una SEC

f

0 A B-Y.¢C 0.

se escinde si se verifica alguna de las condiciones de la Proposicion 1.1.23.

En general una SEC no necesariamente se escinde, como lo muestra el
siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1.1.25. Consideremos la siguiente sucesion en z M

z J_ 7z 9 _ 1
O————az 37 —0

donde f(1427) =2+ 4Z y g(1+4Z) = 1+ 27Z. Claramente f es inyectiva,
g es sobreyectiva e Im(f) = ker(g), por lo tanto es una SEC, pero no se
escinde, porque si lo fuera tendriamos que % ~ % @ %, lo cual no es cierto

porque tienen elementos de ordenes distintos.

La siguiente proposicién conocida como el Lema de los cinco, serd nece-
saria para probar propiedades de los funtores derivados.

PROPOSICION 1.1.26. (Lema de los cinco) Consideremos el siguiente
diagrama en M conmutativo con las filas exactas:

Entonces:

1. Si B y d son sobreyectivas y € es inyectiva, v es sobreyectiva.
2. Si By son inyectivas y o es sobreyectiva, v es inyectiva.

3. Sia, B, § ye son isomorfismos, v es un isomorfismo.

Demostracion:

1. Sea ¢ € C’, como § es sobreyectiva, existe d € D, tales que k'(¢/) = 6(d),
luego como € es inyectiva y el(d) = I'd(d) = 'k’ (c’) = 0, se tiene que I(d) = 0.
De esta forma por la exactitud de la primera fila existe ¢ € C tales que
d = k(c), luego se tiene que k'(¢ —v(c)) = K/ (') — K'v(c) = k' (c') — dk(c) =
K'(¢) —6(d) = 0. Entonces por la exactitud de la segunda fila, existe V' € B’
tales que j'(b') = ¢ — v(¢), luego como B es sobreyectiva, existe b € B tales
que S(b) = V. De esta forma y(c + j(b)) = v(¢) + vj(b) = v(c) + j'B(b) =
v(e) + 7' (b') = ¢, lo cual implica que 7 es sobreyectiva.

2. Sea ¢ € C tales que y(c) = 0, como § es inyectivo y dk(c) = k'v(c) = 0,
implica que k(c) = 0, luego por la exactitud de la primera fila, se tiene
que existe b € B tales que j(b) = c. De esta forma 3(b) € ker(j') porque
J'B8(b) =4 (b) = v(c) = 0, por lo tanto existe a’ € A’ tales que 3(b) = i'(a).
Luego como « es sobreyectiva, existe a € A tales que a(a) = a, como [ es
inyectiva y B(i(a) — b) = Bi(a) — B(b) = i'a(a) — B(b) =i'(a’) — B(b) =0, se
tiene que i(a) —b = 0 o sea que i(a) = b. Por la exactitud de la primera fila
se tiene ¢ = j(b) = ji(a) = 0, por lo tanto ~y es inyectiva.

3. Se desprende directamente de 1. y 2..
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1.2. Categorias y funtores especiales.

DEFINICION 1.2.1. C es una categoria si tiene:

1. Una clase de objetos, Ob(C),

2. Para cada par A, B € Ob(C), un conjunto de morfismos de A en
B, Hom¢(A, B), cuyos elementos se escriben como f : A — B o

A1-1.B.
3. Para cada terna A, B, C € Ob(C), una aplicacion (composicion)
Home¢(A, B) x Home(B,C) — Home(A, C)
(fr9) —9f

que verifican los siguientes axiomas:

1. SiA#A o B# B, con A, A, B, B' € Ob(C), entonces
Homc(A, B)N Homc(A',B') =0

2. Para cada A € Ob(C), existe 14 € Home(A, A) tales que fla = f, Vf :
A— Bylyg=g, Vg: C — A.

. p_ . ¢

3. Asociatividad de la composicion, para todo A D,

vale h(gf) = (hg) .

EJEMPLO 1.2.2. 1. Set: la categoria cuyos objetos son los conjuntos
y los morfismos son las funciones.

2. Vectk: la categoria cuyos objetos son los espacios vectoriales sobre un
cuerpo K y los morfismos son las transformaciones lineales.

3. AM (Mp): la categoria de los mddulos a izquierda de un anillo A (la
categoria de los mddulos a derecha de un anillo A).
Sobre estas categorias es que vamos a trabajar, y vamos hacer los
siguientes abusos de notacion: Ob(AM) = M y Hom,py( , ) =
Homp( , ) (igualmente con My ).

DEFINICION 1.2.3. Sean C y D dos categorias, un funtor covarian-
te (contravariante) F : C — D asocia a cada A € Ob(C) un F(A) €
Ob(D) y a cada g € Home(A, B) un F(g) € Homp(F(A), F(B)) (F(g) €
Homp(F(B), F(A))) tales que:

F(lA) = 1F(A)7 VA e Ob(C)
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F(gh) = F(g)F(h), Yh € Hom¢(A, B), g € Home(B,C)
(F(gh) = F(h)F(g), Vh € Hom¢(A,B), g € Home(B,C)).

EJEMPLO 1.2.4. 1. Sea C una categoria, 1¢ : C — C definido por
1c(A) = A, VA€ Ob(C) yle(f) = f, Vf € Home(A, B), es el funtor
identidad, que es un funtor covariante.

2. Sean C una categoria y A € C, entonces Home(A, ) : C — Set, defi-
nido por Home(A, )(B) = Home(A, B) y dado f : C — B se tiene
Home (A, )(f) = Home(A, f) : Home(A,C) — Home(A, B) don-
de Home (A, f)(g) = fg, Yg € Home(A,C), es un funtor covariante,
basta con observar que:

Home(A,14) = 1gome(4,4)
Home(A, fg)(h) = fgh = Homc(A, f)(Home(A, g)(h)) =
(Homc (A, f)Home(4A, g))(h).
De forma andloga se puede ver que Home( ,B) : C — Set, definido
por Home( ,B)(A) = Hom¢(A,B) y dado f : A — C se tiene

Home( ,B)(f) = Home(f,B) : Home(C, B) — Home¢ (A, B) donde
Home(f,B)(g) = gf, Yg € Home(C, B), es un funtor contravariante.

3. Sean A un anillo y A € My, entonces A @p O : AM — 7z M definido
por Ay O(B) = A®p B y dado f: C — D se tiene A @, O(f) =
1a®f:A®pC — A®p B donde (14 ® f)a®c) =a® f(c), es un
funtor covariante. Basta observar que:

1la®1p =1yg,B

(1a®fg)(a®b) = a® fg(b) = (14®[)(a®g(b)) = (14®f)(14®g)(a®b).

De forma andloga se define 1 ®x B y se prueba que es un funtor
covariante.

NOTACION 1.2.5. Para que la notacion no quede tan pesada se va uti-
lizar la siguiente notacion: Homa(A, ) = f« y Homa(f, A) = f*.

DEFINICION 1.2.6. 1. S5 F :C—DyG:D — & son funto-
res, se define el funtor composicion GF : C — & como: (GF)(A) =
G(F(A)), YA € C y (GF)(f) = G(F(f)), Yf € Hom¢(A,B), con
A, BeC.

2. Dos funtores F :C — D y G : D — C se dicen inversos si FG = 1p
y GF = 1¢. En este caso se dice que los funtores son isomorfismos y
las categorias C y D se dicen isomorfas.

DEFINICION 1.2.7. Sea C una categoria.
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i. Un objeto I € C es inicial, si #Hom¢(I,A) =1 VA €C.
ii. Un objeto F € C es final, si #Home(A, F) =1VAeC.
114. Un objeto es cero, si es inicial y final.

EJEMPLO 1.2.8. 1. En Set, el elemento () es el objeto inicial, los ob-
jetos finales son de la forma {x}, por lo tanto no existe elemento cero.

2. En A\M(My), 0=1{0} es objeto cero.

DEFINICION 1.2.9. Una categoria C se dice aditiva si verifica las si-
guientes condiciones:

i) C tiene un objeto cero,

it) Cada Home(A, B) tiene estructura de grupo abeliano, de forma tal
que la composicion es distributiva frente a la suma.

itt) C tiene productos finitos.

EJEMPLO 1.2.10. Por la Proposicion 1.1.6, se tiene que n\M y My son
categorias aditivas.

DEFINICION 1.2.11. Un funtor F : A — B entre categorias aditi-
vas se dice aditivo, si VA, B € A se cumple que F : Hom(A,B) —
Homp(F(A), F(B)) es un morfismo de grupos abelianos.

EJEMPLO 1.2.12. 1. Porla Proposicion 1.1.6 se tiene que Homp (A, )
y Homa( ,A) son funtores aditivos.

2. Sean A € \M y B € My, se puede ver ficilmente que los funtores
O®aA y BaO son funtores aditivos, basta observar que (f+g)®14 =
(fR14)+ (g®14), con f y g morfismos de My, y1p® (h+ k) =
(Ip®h)+ (1@ k), con h y k morfismos de nM.

DEFINICION 1.2.13. $i F : C — D y G : C — D son dos funto-
res, definimos una transformacion natural ® : F — G como una familia

(Pa)acc de morfismos, con ®4 € Homp(F(A), G(A)) tales que para todo

A-lop , el siguiente diagrama conmuta

F(A) 24 ¢(A)
F(h)l lG(h)
F(B) 22 q(B)

EJEMPLO 1.2.14. La transformacion natural identidad 1p : F — F
dada por (14)aec-
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DEFINICION 1.2.15. Una transformacion natural ® 1 F — G es un
isomorfismo, si existe otra tranformacion natural ¥ : G — F tales que
Ud=1p y ¥ = 14.

De aqui hasta el final de esta seccion se van a ver algunas propiedades
de los funtores Homp (A, ), Homa( ,A), O Ay A®, O
PROPOSICION 1.2.16. Sean A € Mp y (B;)ier C AM.

Entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos
T A®N (BierBi) — Dicr(A®n B))

con 7(a ® (bi)icr) = (a @ b;)ier.
Demostracion:
Sea
[ AX (®ierBi) — ®ic1(A® By)

dada por f(a, (b;)icr) = (a ® b;)ier, claramente f es A biaditiva, la cual
induce el siguiente morfismo de grupos abelianos

T: A®) (DierBi) — Dier(A®p By)

con T(CL X (bz)zel) = (CL X bi)iel‘
Para mostrar que 7 es un isomorfismo, se va a construir su inversa, sea

L : By — @icrB;
la inclucion, de esta forma tenemos el siguiente morfismo
1a®u,: A®p By — A®n (Pic1Bi)
Como la suma directa es el coproducto en p M, tenemos el siguiente morfismo
0 : Dicr(ARp Bi)) — A®p (Bic1Bi)
con §((a ® b;)icr) = a @ (3,c; ti(bi)), que claramente es la inversa de 7.

OBSERVACION 1.2.17. Se demuestra de forma andloga que existe un
isomorfismo de grupos abelianos

T 1 (BicrBi) @7 C — Picr(B; @4 C)
donde C € \M y (B;)icr C M.

PROPOSICION 1.2.18. Sean A un anillo, A € M y una familia (Bi)ier
con B; € A\M Vi € I. Entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos

@ : HomA(A,HBi) — HHomA(A,B,-)
iel i€l
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cono(f) = (pif), donde p; son las proyecciones del producto directo [ [;.; B;.
Demostracion:

Primero vamos a ver que ¢ es sobreyectiva. Sea (f;) € [[;c;
definimos ¥ : A — [[;c; Bi como 9¥(a) = (fi(a)), claramente
¥ € Homp (A, [Licr Bi) y ¢(¥) = (pid) = (f:), por lo tanto ¢ es sobreyectiva.
Ahora vamos a probar que ¢ es inyectiva. Sean f, f' € Homa(A,[];c; Bi)
tales que ¢(f) = ¢(f’) o sea que p;f = p;f’, lo cual implica que p;f(a) =
pif'(a) Va € A, por lo tanto f(a) = f/'(a) Va € A, entonces f = f', lo cual
implica que ¢ es inyectiva.

Claramente ¢ es un morfismo de grupos porque p; lo es Vi € I.

Homy (A, B;),

PROPOSICION 1.2.19. Sean A un anillo, B € AM, y una familia
(Aj)ier con A; € AM Vi € I. Entonces hay un isomorfismo de grupos abe-
lianos

QY HomA(@ A;,B) — H Homy (A4, B)
il il
Demostracion:
La demostracién es similar a la de la Proposicién 1.2.18.

COROLARIO 1.2.20. St A, A", B y B’ € \M, entonces:
Homp(A,B® B') ~ Homy (A, B) ® Homy (A, B')

Homp(A@ A', B) ~ Homp(A, B) @ Homp(4', B)

como grupos abelianos.

DEFINICION 1.2.21. Sea A un anillo, y un funtor F : \M — zM
covariante.

e Se dice que F es exacto a izquierda, si la exactitud de una sucesion

B Y.C

implica la exactitud de

F(g)

F(C).




e Se dice que F es exacto, si es exacto a izquierda y a derecha.

e Se dice que F' es medio exacto, si la exactitud de una sucesion

0 A B Y-C 0

implica la exactitud de

F(g)

A 2 pgy) 2L pioy

Las definiciones son andlogas cuando el funtor es contravariante.

A continuacién veremos un lema que sera muy importante a la hora de
probar que la dimensién global de anillos semiprimarios es simétrica.

LEMA 1.2.22. Sean A un anillo, N <A un ideal bilateral nilpotente de A, y
T un funtor medio exacto definido en x\M. Si T(A) =0 para cada A € \M
tales que NA =0, entonces T = 0.

Demostracién:

La demostracion serd por absurdo. Supongamos que existe un A € x M tales
que T(A) # 0. Como N es nilpotente, existe un & € N maximo tales que
T(N*A) # 0 (donde N = A). Consideremos la siguiente SEC

0 —— Nk+14 NkA NFA/NFF1A ——0

T(N¥A/N*+1A) = 0 porque N(N¥A/N*+1A) =0y T(N*+1A) = 0, enton-
ces como T es medio exacto, se tiene que T(N*A) = 0. Esta contradiccién
prueba el lema.

PROPOSICION 1.2.23. Sean A € My, y

p

B —.pB B 0

una sucesion exacta, con B',B y B"” €x M. Entonces

A®AB’ﬂA®ABlA—®ﬁA®AB”*>O

es una sucesion exacta de grupos abelianos.
Demostracién:

i) Im(ly ®1i) C Ker(l4 ® p):
Como (14®p)(14®1) = 14®@pi = 14®0 = 0, por lo tanto Im(14®i) C
Ker(14 ® p).
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ii) Ker(la®p) C Im(la®1i):
Sea F = Im(l4 ® i), por la parte i), tenemos que E C Ker(l4 ® p),
entonces 14 ® p induce un morfismo

p:(A®p B)/E — A\ B’

de la siguiente forma p(a @b+ E) = a®p(b),cona € Ay b e B. Sise
prueba que p es un isomorfismo, se obtiene que Ker(ly ® p) = E. Por
lo tanto basta con probar que p es un isomorfismo, para probar esto
se va a construir la inversa de p.
Sea

f:AxB"— (A®x B)/E

tales que f(a,b”) = a ® b, donde b € B verifica que p(b) = b” esto
es posible porque p es sobreyectiva. Hay que verificar que f estd bien
definida, si existe otro by € B tales que p(b1) = V", entonces p(b—b;) =
0, por lo tanto b — by € Ker(p) = Im(i), de esta forma esiste b’ € B’
tales que i(b') = b — by, entonces a ® (b —b1) = a® (V) € E. Como
claramente f es biaditiva, queda definida

f:AorB" — (A®s B)/E

con f(a@b”) —a®b+ E.

Ahora solo resta verificar que fp = Liag,B)/E Y que pf = Lag, B/
(fp)a®b+E) = fla®ph) =a@b+E.
pfHlaab)=pa®@b+ E)=a®pb) =axb".

iii) 14 ® p es sobreyectivo:
Como todo elemento de A ® B” es de la forma 3, a; ® b7, y como p
es sobreyectiva, para cada b;-’ € B’ existe al menos un b; € B tales
que p(b;) = b, de esta forma (14 @ p)(3_;a; ® bj) =3, a; @ p(bj) =
Zj a; b;-/.

OBSERVACION 1.2.24. La Proposicion 1.2.23 prueba que el functor
A ®p O es un functor exacto a derecha, y de la misma forma que se de-
mostro esto, se demuestra que el functor 1 ®p B es también exacto a dere-
cha.

Los funtores A®x Ly O®p B no son exactos en general como lo muestra
el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2.25. Sean A =7, M = Zsy y la siguiente sucesion exacta

0 7Z—=Q—~Q/Z 0, donde i es la inclusion y w es la pro-
yeccion canonica.

Por un lado se sabe que Zo ®z 7. =~ Zs y por otro lado, Zo Rz Q = 0, pues
six® Y € Ly ®zQ, se tiene que T ® § = x®g—‘bl = 0® g5 = 0. Entonces
1A®i: 7o Ry 7 — Zo @7 Q no puede ser inyectivo.

De forma similar se demuestra que i ® 1g no es inyectivo.
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PROPOSICION 1.2.26. El funtor Homp (M, ) : A\M — 7z M es exacto a
izquierda. O sea que dada una sucesion exacta 0 A ! B—21-C ,

se tiene que 0 —— Homp(M,A) S Homa (M, B) —~~ Hom (M, C)
es una sucesion eracta.
Demostracion:

i) f. es inyectiva:
Sea h € ker(fi),oseaque h: M — Ay f.(h) = fh =0, esto implica
que f(h(m)) =0 Vm € M, pero como f es inyectiva, h(m) = 0 Vm €
M, es decir h = 0.

i) Im(fs) C ker(g«):
g f«(h) = g«(fh) = gfh =0 VYh € Homp (M, A) porque gf = 0.

iii) ker(g«) C Im(fs):

Sea h € ker(g.), es decir h : M — By que g«(h) = gh=0Vm € M,
por lo tanto h(m) € ker(g) = Im(f) Vm € M. Esto implica que para
cada m € M existe un unico a € A tales que f(a) = h(m) porque f
es inyectiva, por lo tanto la funcién k : M — A dada por k(m) = a,
estd bien definida y claramente es un morfismo de A M. Por como
estd definida k, se verifica f.(k)(m) = fk(m) = f(a) = h(m) Vm € M
de esta forma f.(k) = h, o sea que, h € Im(f).

El funtor Hom (M, ) no es en general exacto a derecha como lo muestra
el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2.27. Sean A = Z, M = Zs y la siguiente sucesion ezracta

0 Z—~Q—"~Q/Z 0, donde @ es la inclusion y © es la pro-
yeccion canonica.

El elemento %—FZ € Q/Z tiene orden 2, por lo que es posible definir un mor-
fismo de grupos f : Zo — Q/Z dado por f(1+2Z) = %+Z, esto 1mplica que
Homp(Z2,Q/7Z) # 0. Sin embargo, Q no tiene elementos no nulos de orden
finito, por lo que Homp(Za,Q) = 0. Por lo tanto 7, no es sobreyectivo.

PROPOSICION 1.2.28. El funtor Homa(, M) : \M — 7 M es exacto a
izquierda. O sea que dada una sucesion exacta A ! B—21-C 0,

se tiene que 0——= Homa(C, M) —"—~ Hom(B, M) A Homy (A, M)
es una sucesion eracta.
Demostracién:

i) g* es inyectiva:
Sea h € ker(g*), osea que h : C — M y g*(h) = hg = 0. Esto
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implica que I'm(g) C ker(h), pero como g es sobreyectiva, tenemos
que ker(h) = C, por lo tanto h = 0.

ii) Im(g*) C ker(f*):
Observar que f*¢g*(h) = f*(hg) = hgf = 0 VYh € Homx(C, M) porque
gf =0.

iii) ker(f*) C Im(g*):
Sea k € ker(f*), o sea k : B — M tales que f*(k) = kf = 0.
Definimos h : C — M de la siguiente manera: si ¢ € C entonces
h(c) = k(b), donde b € B es tal que g(b) = ¢, que es posible porque g
es sobreyectiva. Ahora vamos a ver que h estd bien definida: si b’ € B es
otra preimagen de ¢ por g, entonces g(b—b') = 0, de esta forma b—b" €
ker(g) = Im(f), por lo tanto existe a € A tales que f(a) = b -1,
entonces k(b) — k(b)) = k(b — V') = kf(a) = 0. Claramente por como
estd definida h € Homp (C, M). Finalmente, g*(h) = hg = k, ya que si
se toma b € By ¢ = g(b), entonces por definicién k(b) = h(c) = hg(b).

El funtor Homa( , M) no es en general exacto a derecha como se puede
ver en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2.29. Sean A = Z, M = Z y la siguiente sucesion exacta

0 7Z—=Q—~Q/Z 0, donde i es la inclusion y w es la pro-
yeccion canonica.

Homp(Q,Z) = 0 porque si existe un 0 # g € Homz(Q,Z), se tiene al me-
nos un 0 # z € Z y un % € Q, tales que g(g) = z. Si tomamos 1 < u € Z,
tales que m.c.d.(z,u) =1, se llega a que z = g(£) = g(5) = ug(L,), por lo
tanto u divide a z lo cual es absurdo. Claramente Homyz(Z,Z) # 0 porque
contiene a 17 € Homgz(Z,Z). Por lo tanto i* no puede ser sobreyectivo.

Para finalizar este capitulo se vera una relacién entre los funtores Hom
y el producto tensorial, que es conocido con el nombre de Teorema de Ad-
juncién.

TEOREMA 1.2.30. Dados dos anillos A y I' y modulos M € My, N €
AMrp (bimddulo) y T € My, existe un isomorfismo natural

N, Homp(M @z N, T) — Homa(M, Homp(N,T))

en las tres variables, dado por Ty n.7(f)(m)(n) = f(m ® n) donde f :
MyN-—T, meMynéeN.

Demostracion:

Teorema 2.75 en [Rot].
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Capitulo 2

Modulos y anillos especiales.

2.1. Moébdulos Proyectivos.

DEFINICION 2.1.1. Sea A un anillo, P € \M (My) es proyectivo, si
dado un morfismo f : P — B y un epimorfismog: A — B, con Ay B € \M
(My ), existe un morfismo h : P — A, tales que f = gh.

AT>B—>O

PROPOSICION 2.1.2. Si L € \M (My) es libre, entonces es proyectivo.
Demostracion:

Como L es libre, existe {e;};c; una base de L.

Dado el siguiente diagrama

L

lf

A——>B——=0

se puede construir h : L — A de la siguiente forma: como ¢ es sobreyectiva,
g (f(e;)) # @,Vi € I, por el axioma de eleccién, se puede elegir por cada
i un elemento a; € g~ (f(e;)) y definir h(e;) = a;, de esta forma f(e;) =
g(h(e;)) y por lo tanto gh = f.

COROLARIO 2.1.3. Dado A € \M, siempre existen P € M proyectivo
y un morfismo ¢ : P — A sobreyectivo.

Demostracién:

Basta considerar P = @,caAq y p(a) = a Va € A, y luego usar la Proposi-
cién 2.1.2
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DEFINICION 2.1.4. Sea A un anillo y M € AM. Una resolucién pro-
yectiva de M es una sucesion exacta

dn+1 d2 dl dO

P P, e Py P Py M 0

donde cada P; € AM es proyectivo.

PROPOSICION 2.1.5. Dado M € AM, siempre existe una resolucion
proyectiva de M.
Demostracion:
Por el Corolario 2.1.3, se sabe de la existencia de un Py € A M proyectivo y
de un epimorfismo dy : Py — M, entonces se puede considerar la siguiente

SEC
D 0

0 — ker(dy) —— Py

donde i es la inclusién. Pero como ker(dy) € oM, otra vez por el Corolario
2.1.3, se sabe que existe un P; € y M proyectivo y un epimorfismo f : P, —
ker(dp), luego tomando d; = if : P, — Py se tiene que Im(dy) = Im(if) =
Im(i) = ker(dp), y ademads se tiene la siguiente sucesién exacta

y dy

0 —— ker(f) — Py do

M 0

Py

porque ker(dy) = ker(f), donde ' es la inclusién. Iterando este procedi-
miento construimos una resoluciéon proyectiva de M.

PROPOSICION 2.1.6. Un P € M es proyectivo si y solo si Homa (P, )
es un funtor exacto.

Demostracién:

Sea P proyectivo, y una sucesién exacta

f

0 A B Y-C 0

con A, By C € p\M, se tiene que Homp (P, ) es un funtor exacto, si

0 — > Homp (P, A)—~ Homa(P, B) —%~ Homa(P,C) —0

es una sucesién exacta. Por la Proposicién 1.2.26 se tiene que Homp (P, )
es un funtor exacto a izquierda, entonces solo hay que probar que g, es
sobreyectiva. Como P es proyectivo y g es sobreyectiva, dado k : P — C|
existe h : P — B tales que k = gh = g.h, por lo tanto g, es sobreyectiva.
Para el reciproco, asumimos que Hom (P, ) es un funtor exacto. Dado el
siguiente diagrama



podemos considerar la siguiente SEC

0*>Ker(g)i A—2-B 0

donde i es la inclusién. Como el funtor Homp (P, ) es exacto, se tiene que
g« es sobre, por lo tanto existe h € Homp (P, A), tales que g«(h) = gh = f,
entonces P es proyectivo.

PROPOSICION 2.1.7. Un P € \M es proyectivo, si y solo si toda suce-
ston exacta corta que termima en P se escinde.

Demostracion:

Sea P proyectivo y

B

0 A—2~B P 0

una SEC en A M, como (8 es sobreyectiva, existe un morfismo h : P — B
que hace conmutar el siguiente diagrama

B—P——0

de esta forma Sh = 1p, por lo tanto la SEC se escinde.

Por otro lado si tomamos el médulo libre L generado por los elementos de
P, obtenemos un epimorfismo ¢ : L — P, definido como ¢(p) = p,Vp € P,
de esta forma obtenemos la siguiente SEC

0 — Ker(p)C L—2-p 0

que se escinde, entonces existe un morfismo ¥ : P — L tales que ¢y = 1p.
Si consideramos el siguiente diagrama

L<*.p
Y
|

h !

v
A —>B——=0
el morfismo h existe porque L es proyectivo y por lo tanto verifica gh = f,
si se toma h' = hi), este verifica que gh' = ghy) = fpy = flp = f, por lo
tanto P es proyectivo.

COROLARIO 2.1.8. Un P € AM es proyectivo, entonces es un sumando
directo de un modulo libre.

Demostraciéon:

Sea F' = @peplp, o sea el mddulo libre generado por los elementos de P, y
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el morfismo f : FF — P donde f(p) = p, claramente f es sobreyectiva, de
esta forma tenemos la siguiente SEC

f

0 —— Ker(f) F P 0

por lo tanto F' ~ P & Ker(f).

PROPOSICION 2.1.9. Sea P = DjesP; con P; € \M, entonces P es
proyectivo, si y solo si cada P; es proyectivo.

Demostracion:

Supongamos que P es proyectivo y se va a probar que P; es proyectivo.
Dados g : A — B sobreyectivo y f : P; — B, consideremos f' = fn; :
P — B donde 7j : P — P; es la proyeccién. Como P es proyectivo existe
h': P — A tales que f' = gh’, si se considera h = h'i; donde i; : P; — P
es la inclusién, se tiene que gh = gh'i; = f'i; = fmji; = f, por lo tanto cada
Pj es proyectivo.

Ahora supongamos que cada P; es proyectivo. Dados g : A — B sobreyecti-
voy f: P — B, consideremos f; = fi; : P; — B, como P; es proyectivo,
existe h; : P; — A tales que f; = ghj, considerando h = ®jesh; donde
h((pj)jer) = (hj(p;))jes con p; € P;, se tiene que f = gh, por lo tanto P es
proyectivo.

El siguiente lema es conocido como el Lema de Schanuel, serd importante
para probar propiedades de la dimension global.

LEMA 2.1.10. (Lema de Schanuel) Dadas dos sucesiones exactas

0 A—2.p_ " ¢ 0

B/

0—=A—>B L0 —s0
donde B y B' son proyectivos, entonces hay un isomorfismo
ApB =2 A @ B.

Demostracion:

Como B es proyectivo, existe un mapa v : B — B’ tales que 8 = /v y
§: A — A’ queda definido de la siguiente forma: como I'm(a’) = Ker(f') D
Im(ya) porque B'ya = fa = 0y como o es inyectivo, para cada a € A
podemos definir §(a) como el tinico a’ € A’ tales que o/ (a’) = ya(a), de esta
forma ya = a/d, o sea que el siguiente diagrama conmuta.

0 A—>.p-P. ¢ 0
| |
ls Iy J{lc
Y Y
0 A B C 0
Oé, 5/



Sean f: A — B® A tales que f(a) = (afa),d(a)) yg: B& A" — B’
tales que g(b,a’) = v(b) — &/(d).

1. f es inyectiva: porque « es inyectiva.

2. g es sobreyectiva: sea b’ € B’, entonces 5'(V/) =0 o /() = ¢ # 0.
Si B/() = 0 entonces existe a’ € A’ tales que o/(a’) = V' entonces
g(—=d',0) =V, si B/(V/) = ¢ # 0 entonces existe b € B tales que
B(b) = ¢ entonces v(b) = b’ entonces g(0,b) =V'.

3. Im(f) = Ker(g): 9(f(a)) = g(a(a),é(a)) = ya(a) — a’d(a) = 0 por
como esta construido d, entonces Im(f) C Ker(g); si (a/,b) € Ker(g)
entonces v(b) — a/(a’) = 0 entonces 5'v(b) = f'a’(a’) = 0, entonces
b € Ker(B), entonces existe a € A tales que a(a) = by d(a) = a' por
definicién de 6.

Entonces
OHA#BEBA’LB’HO

es una sucesién exacta corta y como B’ es proyectivo la sucesién se escinde,
entonces B A’ = A B'.

2.2. Mobdulos Inyectivos.

DEFINICION 2.2.1. Sea A un anillo, I € AM (My) es inyectivo, si
dados un morfismo f : A — I y un monomorfismo g : A — B, con A y
B e AM (My), existe un morfismo h: B — I, tales que f = hg.

00— A—-RB

PROPOSICION 2.2.2. Un I € \M es inyectivo si y solo si Homp( ,T)
es un funtor exacto.

Demostracion:

Sea [ inyectivo, y una sucesién exacta

0 At .p_¢

c 0

con A, By C € AM, se tiene que Homp( ,I) es un funtor exacto, si

0—— Homa(C,T) —~~ Homa(B,I) —L~ Homa(A, I) —— 0
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es una sucesién exacta, por la Proposiciéon 1.2.28 se tiene que el funtor
Hom( ,I) es un funtor exacto a izquierda, entonces solo hay que probar
que f* es sobreyectiva. Como [ es inyectivo y f es inyectiva, se tiene que
dado h: A — I, existe k : B — I, tales que h = kf = f*(k), por lo tanto
f* es sobreyectiva.

Para el reciproco, asumimos que Homy( , I) es exacto, entonces como f* es
sobreyectiva, se tiene que dado h : A — I, existe k : B — I, tales que
h = f*(k) = kf, por lo tanto I es inyectivo.

PROPOSICION 2.2.3. UnI € \M es inyectivo, sty solo si toda sucesion
exacta corta que empieza en I se escinde.

Demostraciéon:

Sea [ inyectivo y

0 - A", p 0

una SEC, como « es inyectiva, existe un morfismo h : A — I que hace
conmutar el siguiente diagrama

0—=T—25 A

de esta forma ha = 17, por lo tanto la SEC se escinde.

Por otro lado sea
I

l
0——=A——2B

se puede construir el siguiente diagrama

D=Ba&I)/W

I ; <5,
i
i

B

g

donde W = {(g(a), —f(a)),a € A}, B(b) = (b,0) y ¥(i) = (0,%).
Ahora vamos a probar que el siguiente diagrama conmuta

I—-D

fT 8

A——DB
g
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Blg(a)) —~(f(a)) = (9(a),0) = (0, f(a)) = (g(a), = f(a)) = 0.
Ahora se probaré que v es inyectivo. Si (i) = 0, entonces (0,7) = 0, por 1
tanto (0,7) € W, o sea que existe a € A tales que g(a) =0y f( ) =
pero como g es inyectiva a = 0, de esta forma se obtiene que i = 0.
Consideremos la siguiente SEC

0 I—-D Coker(y) —=0

que por hipétesis se escinde, entonces existe un morfismo k : D — I, tales
que kv = 11, si tomamos h = k3, esta verifica que hg = kg = kvf = 1;f =
f, por lo tanto obtuvimos el siguiente diagrama conmutativo

0—=A-—2-B
TEOREMA 2.2.4. (Criterio de Baer) Sea I € A\M. Entonces I es inyecti-
vo, sty solo si para todo ideal a izquierda J<A y todo A-morfismo f:J — I,
se puede extender a todo A, o sea que existe un A-morfismo g : A — I, tales
que
I
™
fT N
N
0——J —=A
Demostraciéon:
Si I es inyectivo, como J < A es un ideal a izquierda, entonces J € A M, por
lo tanto existe el A-morfismo h que extiende a f descripto en el teorema.
Por otro lado, supongamos que tenemos el siguiente diagrama

0——=A — B
donde B € M, A es un submodulo de B e 7 la inclusién.
La idea es probar que existe un morfismo g : B — I tales que g|4 = f.
Sea X = {(A,¢g') : AC A CB, ¢g:A — 1, ¢|a=f}, observar que
X # @, porque (A, ) € X. Le daremos un orden parcial a X de la siguiente
forma: (A',¢) < (A",g"),si A Cc A"y "o =47
Sea Q = {(Aq, ga) }aca una cadena en X.
Definimos Aoy = Uneada ¥ oo @ Aco — I tales que goo(a) = gala) si
a € Ag, de esta forma (Ao, goo) € X y es una cota superior de A. Entonces
por el Lema de Zorn, existe (A, f) € X maximal.
Supongamos que A C B, entonces existe b € B\ A. Sean A = A+ Ab y
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J={xe A: ) be A}, es facil ver que J < A.

Definimos h : J — I como h(j) = f(jb),Vj € J, entonces por hipdtesis,
existe k: A — I, tales que k|; = h.

Sea f : A — I definida por f(a + Ab) = f(a) + k()), ahora se probard que
esta bien definida.

Sean a1+ A1b = as+ Aob con ay,as € A v A1, A2 € A, de esta forma a1 —ag =
(Ao — )\Al)b, por lo tanto A2 — A1 € J, entonces k(A2 — A1) = h(A2— A1), por lo
tanto f(a1)—f(az) = f((A2=A1)b) = h(A2—A1) = k(A2—A1) = k(A2)—k(A1).
De esta forma f(a1)+ k(A1) = f(a2) + k(A2), entonces f esta bien definida
y f|A = £, por lo tanto (A, f) < (4, f) lo cual es absurdo, entonces A=B.

DEFINICION 2.2.5. Sea A un dominio, decimos que M € \M es divisible
si para todo m € M y X € A no nulo, existe n € M tal que m = An.

PROPOSICION 2.2.6. Si A es un dominio de ideales principales, enton-
ces I € A\M es inyectivo si y solo si I es divisible.
Demostraciéon:
Sean I € AM inyectivo, e € I y A € A no nulo. Definimos el morfismo
f i AN — I como f(a\) = ae, Ya € A, f queda bien definida porque A es
un dominio. Como I es inyectivo, existe f : A — I que hace conmutar el
diagrama

I

\ ~

fT \\f

AN
0—=AN—=A

donde ¢ es la inclusién. De esta forma f|A,\ = fi = f, entonces e = fA) =
F(A) = Af(1), por lo tanto I es divisible.

Sean I € a\M, J<aAideal y f : J — I un morfismo. La idea es usar
el Criterio de Baer Teorema 2.2.4, para eso hay que mostrar que se puede
extender el morfismo f a todo A, notar que podemos suponer J # 0 porque
si es nulo es trivial. Como A es un dominio de ideales principales existe
r € A no nulo tal que J = Ar . Sea e = f(r) € I, entonces como I es
divisible, existe n € I tal que e = rn. Definimos el morfismo f A — T
como f(a) = an, Ya € A, notar que f(ar) = (ar)n = a(rn) = ae = af(r) =
flar), Ya € A, por lo tanto f|J = f. Entonces por el Teorema 2.2.4 [ es
inyectivo.

PROPOSICION 2.2.7. Dado A € \M, siempre existen E € y\M inyecti-
vo y un morfismo ¢ : A — FE inyectiva.

Demostraciéon:

Teorema 3.38 en [Rot].

DEFINICION 2.2.8. Sea A € AM. Una resolucién inyectiva de A es una
sucesion exacta

d1

d2 dn+1

0 A—"+F Ey E, Eni1—...
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donde cada F; € AM es inyectivo.

PROPOSICION 2.2.9. Dado A € \ M, siempre existe una resolucion in-
yectiva de A.

Demostracion:

Por la Proposicion 2.2.7, se sabe que existen Ey € A M inyectivo y un mor-
fismo inyectivo 0 —= A —= Ej , por lo tanto se puede considerar la si-
guiente SEC

0— > A= By — "= Ey/Im(e) —0

donde 7 es la proyeccién canénica. Pero como Ey/Im(e) € A M, nuevamen-
te por la Proposicién 2.2.7, se sabe que existen Fy € pAM inyectivo y un
morfismo inyectivo 0 — Ey/Im(e) ~—= E; . Luego se puede considerar
el siguiente diagrama

Como ¢ es inyectiva, se tiene Ker(pm) = Ker(m) = I'm(e), entonces la fila
inferior del diagrama es exacta. Iterando este procedimiento se construye
una resolucién inyectiva de A.

2.3. Mobébdulos planos.

DEFINICION 2.3.1. Sea A un anillo, un A € My es plano, si AR, 0 es
un functor exacto, o sea que si

p

0 B —.pB B 0

es una SEC, con B',B y B" €y M, entonces

O%A®AB/ﬂA®ABﬂA®AB”HO

es una SEC de grupos abelianos.

OBSERVACION 2.3.2. De forma similar se define mddulo plano en la
categoria A M.

29



TEOREMA 2.3.3. Sea A un anillo. Entonces:

i)
ii)
iii)

A € My es plano.
@®;M; con Mj € My es plano si y solo si, cada M; es plano.

Todo P € My proyectivo es plano.

Demostracion:

i)

ii)

iii)

2.4.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A ‘ B

donde i : A — B es inyectivo, o(a) = 1®ay 7(b) = 1 ® b.
Claramente ¢ y 7 son isomorfismos, como 1) ® i = Tic~!, entonces
1A ® @ es inyectivo, y por el Lema 1.2.23 obtenemos que A es plano.

Sea i : A — B inyectivo, consideremos el siguiente diagrama conmu-

tativo

1®7
(®;M;) @y A—> (&;M;) ® B

®;j(M; @7 A) — ®;j(M; @ B)

donde ¢ y 7 son los isomorfismos dados por la Proposicién 1.2.16 y
¢(mj®a) = (mj®i(a)). De esta forma tenemos que 1 ® i es inyectivo
si y solo si 1p; ® ¢ es inyectivo, o esa que con esto y la Proposicion
1.2.23, se obtiene que @©;M; es plano si y solo si, cada M es plano.

P es proyectivo, por el Corolario 2.1.8, se tiene que P es sumando
directo de L € My libre, y como todo libre es isomorfo a ®M; con
M; = A para cada j, entonces por las partes i) y ii), se tiene que L es
plano, y nuevamente por la parte ii), se tiene que P es plano.

Moédulos semisimples.

DEFINICION 2.4.1. Sea A un anillo, un A € AM es simple si es no nulo
y no contiene submddulos excepto A y 0. Un A € M es semisimple si es
suma directa de mddulos simples o el modulo nulo. Decimos que un anillo
A es simple o semisimple si lo es como xM.
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OBSERVACION 2.4.2. $i S € AM es simple, entonces es ciclico, o sea
S = As para cualquier s € S no nulo, porque As es un submddulo de S no
nulo, por lo tanto As = S.

PROPOSICION 2.4.3. Un mddulo A es semisimple, si y solo si cada
submddulo de A es un sumando directo.

Demostracion:

Sea A = ®;¢1S;, donde los S; son submédulos simples de A.

Sean Sj = ®icyc1Si, B C Asubméduloy Hp = {J C I tal que S;NB = 0}
un conjunto parcialmente ordenado con la inclusién. Notar que Hp # 0,
porque si S; N B # 0, Vi € I implicaria que B = A. Notar también que
toda cadena en Hp estd acotada por la unién de los conjuntos que estan
contenidos en ella. Por lo tanto aplicando el Lema de Zorn obtenemos un
elemento maximal que lo denotaremos 7. De esta forma Sp cumple que
SrNB=0y (Sr+S;)NB#0,sii¢T,oseaque (Sp+ B)NS; #0 si
1 € T. Como S; es simple, S; C S+ B Vi € I. Esto implica que A = Sp+ B
y como ST N B =0, entonces B es sumando directo de A.

Ahora supongamos que todo submddulo de A es un sumando directo, esto
implica que todo submédulo B C A también tiene esta propiedad, porque si
C C B C A son submoédulos, existe D C A submddulo tales que A = C @ D,
entonces B=C & (BN D).

Primero se probard que todo 0 # C C A submddulo contiene un médulo
simple. Si C' es simple, no hay que probar nada. Consideremos el caso en
que C' no es simple, o sea que existe 0 # U C C submddulo, a su vez por
hipétesis U es un sumando directo de C. Por lo tanto existe 0 £ V C C
submédulo, tal que C = U @ V. Sean 0 # ¢ € U y H, = {H tales que
c¢ H, 0 # H C C submdédulo} un conjunto parcialmente ordenado con
la inclusién, notar que H. # () porque V € H. y toda cadena estd acotada
por la unién de los submédulos de C' en ella, es facil ver que la unién de
submoddulos de una cadena es también un submddulo. Luego aplicando el
Lema de Zorn obtenemos D C C un submédulo maximal con la inclusién tal
que ¢ € D, o sea que cualquier otro médulo N tales que D C N C C| se tiene
que ¢ € N. De esta forma C = D ® FE, donde E es un submédulo que va ser
un moédulo simples, supongamos que £ = F'&@ G con F'y G submddulos no
nulos, entonces C = D® F@BG. Pero esto implicaquec € DO F yc € DOG,
entonces existen di,dy € D, fe Fyge Gtalqued; + f=c=ds+g,
de esta forma d; —do =g— f € END =0, entonces f =g € FNG =0,
por lo tanto ¢ € D, lo cual es absurdo. Asi podemos concluir que F no tiene
submodulos propios, o sea que E es simple.

Sea {S;};jcs una familia maximal de submddulos simples de A. Sea B =
Zje 75; que obviamente es una suma directa, supongamos que existe 0 #
C C A submédulo, tales que A = B®C, pero esto contradice la maximalidad
de la familia {S;};ec; porque C contiene un simple, entonces A = ®;csS5;.

PROPOSICION 2.4.4. Para cada anillo A, las siguientes propiedades son
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equivalentes:

a) A es semisimple como un mddulo en M,

b) Todo ideal a izquierda de A es un sumando directo de A,
¢) Todo ideal a izquierda de A es inyectivo,

d) Si Ae \M, A es semisimple,

e) Toda SEC 0 A—2>DB o C 0,conA,ByC e M, se

escinde,

f) Si A€ aM, A es proyectivo,

g) Si A€ \M, A es inyectivo.

Demostracion:
La equivalencia entre a) y b) se desprende de la Proposicién 2.4.3.

d) = e) Por la Proposicién 2.4.3 todo submdédulo de B es un sumando direc-
to de B, de esta forma a(A) es un sumando directo de B. Por otro lado como
a es un morfismo inyectivo, se puede construir un morfismo ¢ : a(4) — A
de la siguiente forma: 6(b) = a si a(a) = b. Luego como a(A) es un sumando
directo de B, o sea que existe 0 # C’ C B submddulo tal que B = a(A)®C’,
se puede extender § a todo B, definiendo §(¢’) = 0, V¢’ € C’, por lo tanto
da = 14, entonces por definicién, la SEC

se escinde.

e) = d) Sea C C A submdédulo y consideremos la siguiente SEC

0 C—sA—T-4/C 0

donde ¢ es la inclusion y 7 es la proyecciéon. Como la SEC se escinde,
A=C®A/C, por lo tanto C' es un sumando directo de A. Entonces por la
Proposicién 2.4.3 A es semisimple.

La equivalencia entre €) y f) fue probada en la Proposicién 2.1.7, y la equi-
valencia entre e) y g) fue probada en la Proposicién 2.2.3. La equivalencia

entre d) y g) se deduce de las anteriores.

g) = ¢) Es obvia porque es un caso particular.
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¢) = b) Si I < A es inyectivo entonces por la Proposicién 2.2.3, la SEC

0 I A AT 0

se escinde, por lo tanto I es un sumando directo de A.

b) = g) Como todo ideal I a izquierda es sumando directo de A, enton-
ces todo morfismo f : I — A con A € AM, se puede extender a todo A,

entonces por el Teorema 2.2.4, A es inyectivo.

LEMA 2.4.5. Sean A un anillo, N <A un ideal bilateral nilpotente y I' =

A/N. Entonces:

a) Si S € \M es simple, entonces NS = 0.

b) S € AM es simple, siy solo si S € pM es simple.

c) M € \M tal que NM = 0, entonces M € \M es semisimple, si y solo

st M € tM es semisimple.

Demostracion:

a) Si N es nilpotente, existe un k € N tales que H,’f:lni =0 conn; €N.
Se tiene que NS es un submédulo de S porque ANS = NS, por lo
tanto solo hay dos posibilidades, NS =00 NS = 5,si NS =5, de
esta forma NS es simple. Entonces es generado por un elemento, en
particular existe un n € N tales que s = ns para 0 # s € S, pero

k

entonces 0 = n¥s =nF~ls=... = s, de esta forma NS = 0.

b) Sea S € AM simple, por la parte a) se tiene que NS = 0, entonces
S € rM, si no es simple, existe 0 C U C S tales que U € r M, pero
si esto sucede U € A M, basta definir As = mx(\)s que viene a ser la
misma operacién porque m,(A)s = (A+N)s = As+ Ns = As. Entonces

por contrareciproco obtenemos lo deseado.
Por otro lado, si S € M simple. S € AM con la operacién As

wn(A)s. Si S € AM no es simple, existe 0 C U C S tales que U € \ M,
pero si esto sucede U € r M, porque NU = 0, ya que my(n) =0, Vn €

N. Entonces también por contrareciproco obtenemos lo deseado.

c) M € A\M con NM = 0, entonces M € pM. Luego si M € M
es semisimple, M = @;e1S; con S; € AM simples, por la parte b),

S; € rM simple Vi € I, entonces M € prM es semisimple.
El reciproco es andlogo.
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2.5. Anillos Noetherianos.

DEFINICION 2.5.1. Un anillo A es Noetheriano a izquierda (derecha) si
cada ideal I a izquierda (derecha) es finitamente generado, o sea que existen
a1, ...y apn € I tales que I = Aay + ... + Aa,.

EJEMPLO 2.5.2. Todo ideal del anillo de los nineros enteros Z es de la
forma Zm con m € Z, por lo tanto Z es un anillo Noetheriano.

PROPOSICION 2.5.3. Si A es un anillo Noetheriano a 1zquierda, en-
tonces todo submddulo de un A € A\M finitamente generado es finitamente
generado.

Demostraciéon:

La demostracion serd por inducciéon en n > 0, donde A = Aaq + ... + Aay,.
Sin =1, entonces A = Aaq, de esta forma tenemos un morfismo ¢ : A — A,
dado por p(A) = Aay, de esta forma A ~ A/Ker(p), si S es un submdédulo
de A, existe un ideal a izquierda de J < A tales que Ker(p) C J C Ay
S ~ J/Ker(p), basta considerar J = ¢~ !(S). Como A es Noetheriano, .J
es finitamente generado y por lo tanto J/Ker(yp) también es finitamente
generado, entonces S es finitamente generado.

Sin>1y A= Aa; + ... + Aay, + Aay41, considerando la siguiente SEC

0 A Lo AT A 0

donde A" = Aay + ...+ Aay, A” = A/A’, i es la inclusién y 7 es la proyeccién
natural. De esta forma A” = A(ap4+1 + A’). Si S es un submddulo de A, se
tiene la siguiente SEC

0—=SNA——S5S——=5/(SNA)——=0.

Como SN A’ C A’ por hipétesis inductiva es finitamente generado. Ademads
por los Teoremas de isomorfismos tenemos que S/(SNA") ~ (S+ A")/A" C
AJA'| de esta forma por el caso base, S/(S N A’) es finitamente generado.
Por lo tanto S es finitamente generado, pues basta tomar el generador de S
como representantes del generador de S/(SNA’) y los generadores de SN A’.

LEMA 2.5.4. Sean A un anillo Noetheriano y A € M finitamente genera-
do, entonces existe una resolucion proyectiva tales que cada P; es finitamente
generado.

Demostracion:

Sea Py el médulo libre generado por los generadores de Ay ¢ : Py — A,
como Py es libre y Noetheriano, obtenemos por la Proposicién 2.5.3 que
Ker(p) es finitamente generado, repitiendo este procedimiento obtenemos
una resolucién de proyectivos finitamente generados.
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LEMA 2.5.5. Si A es un anillo Noetheriano, entonces A € A\M finitamente
generado es plano, si y solo si es proyectivo.

Demostracion:

[Rot] Corolario 3.57.
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Capitulo 3

Homologia y funtores
derivados.

3.1. Homologia

DEFINICION 3.1.1. Un complejo de cadenas en AM es una sucesion

dn+1 d dnfl
O M0, e O P Ve Z

en AM tales que dpdy,y1 =0 Vn € Z.

NOTACION 3.1.2. Para los complejos de cadenas usaremos la siguiente
notacion Ce = (Cyp,dy).

DEFINICION 3.1.3. Dados dos complejos de cadenas Co = (Ch,dy) y
C, = (C}.,d) un morfismo entre estos fo : Co — C. es una sucesion de
morfismos foe = (fn) con fn : C,, — CI, Vn € Z, tales que el siguiente
diagrama conmuta para cada n € Z

dn+1

fn+1l J/fn

!
o0 sea que fndpy1 = d, (1 far1-

OBSERVACION 3.1.4. Considerando el morfismo identidad como lc, =
(1¢,) y la composicion de morfismos fege = (fngn), se tiene que los com-
plejos de cadenas forman una categoria, para la cual usaremos la siguiente
notacion Ce(AM).
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DEFINICION 3.1.5. El n-ésimo funtor de homologia
Hn : C.(AM) — AM

es:

o Sea Co = (Cy,dy), entonces H,(Co) = ker(dy)/Im(d,+1), esto tiene
sentido porque dpd,+1 = 0, lo cual implica que Im(d,+1) C ker(d,).
Llamaremos a Hy(Cs) el n-ésimo médulo de homologia de Cl.

o Sea fo = (fn):Co=(Cpn,dy) — C, =(C),d.), entonces

H,(fe) : Hy(Co) —> H,(CL), se define de la siguiente forma: como
d), fn = fn—1dn, entonces fn(ker(dy)) C ker(d),), por lo tanto se puede
restringir f,, a los nicleos, o sea fy, : ker(d,) — ker(d],). También se
tiene que d;, | fn1 = fudni1, entonces fr(Im(dpy1)) C Im(d;, ), de
esta forma se puede aplicar la propiedad universal del cociente para ob-
tener el siguiente mapa f,, : ker(dy)/Im(dypi1) — ker(d),)/Im(d, )
que hace conmutar el siguiente diagrama

ker(dy) err(d
mm(dnH)l lﬂIM(d/ 1)

ker(dn) fn ker(d;,

Im(dn+1) Im(d n+1)

de esta forma queda bien definido Hy(fs) = fn.
TEOREMA 3.1.6. (Sucesion ezacta larga de homologia) Sea
feo

0 A, B, —%. 0, 0

una SEC de complejos de cadenas, entonces para cada n existe un morfismo
On, llamado morfismo de conexion, tales que la sucesion

6n Hn ° Hn . n
Lt g a0 g By o)t
n— . n— ° 5n—
Hyoy (A (B (o)
es exacta.
Demostracion:

[Rot] Proposicién 6.9. y Teorema 6.10.

DEFINICION 3.1.7. Dos morfismos de complejos de cadenas feo,ge :
Co = (Cp,dyn) — C, = (CJ,d]) son homotdpicos, si para todo n exis-
ten morfismos s, : Cp, — Cn+1: tales que fn — gn = d;LHSn + Sp_1d,.

St fe Y ge SON homotopicos, usaremos la siguiente notacion fe ~e Ge-

Un morfismo fe : Co —> CL es homotdpicamente nulo, si fo ~¢ 0s, donde

06 es el morfismo nulo de complejos de cadenas.
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TEOREMA 3.1.8. Morfismos de complejos de cadenas homotdpicos in-
ducen el mismo morfismo de homologia, o sea que si fo,ge : Co — Cl
son morfismos tales que fo ~o go, entonces Hy,(fo) = Hp(ge) : Hp(Co) —
H,(C}) ¥n.

Demostracion:

Sea x € ker(dy), o sea que dy(z) = 0, de esta forma f,(z) — gn(x) =
d}, . 15n(x), entonces fp(x) — gn(x) € Im(d),,,), por lo tanto Hy(f,) =
Hn(ge)-

TEOREMA 3.1.9. (Teorema de comparacion) Dados M y N € \M y un
morfismo f: M — N, consideremos el siguiente diagrama

.- p M 0
lf
B2 O B1 Qo n N 0

Si la primera fila es un complejo de cadenas con Py, proyectivo para todo n >
0, y la seqgunda fila de es exacta, entonces existe un morfismo de complejos
de cadenas f : Po — Qo donde Py = (Pryan) y Qe = (Qn, Brn) con P, =
Qn=0ya,=p0,=0Vn <0, que extiende a f, o sea que nfg = fe, lo cual
implica que el siguiente diagrama es conmutativo.

.- 2P M 0
b, o
B2 O b1 Qo n N 0

Ademds si existe otro morfismo de complejos de cadenas f : P — Qo que
extiende a f, entonces f Y f son homotopicos.

Demostracion:

[Rot] Teorena 6.16.

NOTACION 3.1.10. Sea

dn+1 d2

d
Py P, . P, -

P Py—S~M 0

una resolucion proyectiva de M € AM, para el complejo de cadenas

dn+1 d2

d
Poi1 P, . Py !

Py -2

Py
usaremos la notacion Pys, que claramente no es inico.

COROLARIO 3.1.11. Sean A, A’ € \M y un morfismo f : A — A/,
entonces existe un morfismo de complejos de cadenas fo : P4 —> Par, que
ademds es unico a menos de homotopia.
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El siguiente resultado muestra que los funtores de homologia conmutan
con los funtores aditivos exactos.

PROPOSICION 3.1.12. Si M, es un complejo de cadenas en AM vy
F : AM — AM es un funtor aditivo exacto, entonces H,(F(M,)) =~
F(H,(M,)), Vn € Z.

Demostracion:

Proposicién 6.1 en [CE].

3.2. Funtores derivados a izquierda.

Dado un funtor covariante aditivo T : AM — M, los funtores deriva-
dos a la izquierda L, T : pAM — 7z M se construyen de la siguiente manera:
Para cada A € A M elegimos una resolucién proyectiva de A

entonces T'(P4) es el siguiente complejo de cadenas

e (Py) 2 ppy) Y gyl
donde dy = 0.
Para cada n € Z se define

Lo T(A) = Hy(T(Py)) = 2er{Tdn))

= T (L, T(A) =0, ¥n < 0)

(Esta definicién no depende de la eleccién de la resolucion proyectiva, lo cual
se puede ver en [Rot] Proposicién 6.20.)

Sean A, A" € \M, f: A — A’ un morfismo y f, : P4+ — P4 dada por el
Teorema 3.1.9 (Teorema de comparacién), para cada n € Z se define

Ly T(f) = Ha(T(fs)) : Ln(T(A)) — La(T(A))
Claramente L, T es un funtor covariante aditivo para cada n € Z.

PROPOSICION 3.2.1. Sea T : AM — 7z M un funtor covariante aditi-
vo. Entonces si P € M es proyectivo, L, T(P) =0, Yn > 0.
Demostracién:

Basta considerar la siguiente resolucién proyectiva

0 p-tr.p 0.
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PROPOSICION 3.2.2. Sea T : AM —> zM un funtor covariante aditivo
exacto a derecha. Entonces: LoT ~ T.
Demostraciéon:

L Ker(T(d T(P
Por definicién Ly T(A) = Ho(T(Pa)) = I;T((T((dlo)))) ~ Ker(( :,9()6)) ~ T(A),
porque T es exacto a derecha, y ademéds T'(e) induce un isomorfismo natural.

PROPOSICION 3.2.3. Sea

do dy

Py Py Py—=A 0
una resolucion proyectiva de A € yAM. Definimos Koy = Ker(e) y K, =

Ker(d,), Vn > 0. Entonces
(Lpy1 T)A ~ (L, T)Ky ~ (Lp1 T)Ky ~ - ~ (L1 T)Kp—1

Demostracién:

Por la exactitud de la resolucién proyectiva, se tiene que Ky = Ker(e) =
Im(dy), entonces llamando Q,, = P41, 6, = dpy1 Vn > 0y € = dy, tenemos
la siguiente resolucion proyectiva de K

Q2 Q1 > Qo —~ Ko 0

de esta forma se tiene que
Ker(T(6n))
(LnT)Ko ~ Hy(T(Qk,)) = Im(TGna1))

Ker(T(d,
M = Hy1(T(Pa)) = (L1 T)A.

Iterando este procedimiento se llega al resultado deseado.

TEOREMA 3.2.4. Si

0 A oA g 0

es una SEC en a\M y T : A\M — zM es un funtor covariante aditivo,
entonces existe una sucesion exacta larga en 7 M

(LnT)i (Ln T)p

e (L T)A" (L, TV A (L, T A O

(Lo YA D0,y A= Dp, yar i

(L)AL (o Ty A P L Ty A —— 0

Demostracion:
[Rot] Teorema 6.27.
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OBSERVACION 3.2.5. Dado un funtor covariante aditivo T : My —
Mz, los funtores derivados a izquierda L, T : My — My se define de igual
manera y las propiedades se prueban de la misma forma.

A continuacién se definiran los funtores Tor( ,A) y TorM(B, ), los
cuales corregiran de alguna manera la falta de exactitud a izquierda de
los funtores J ®p A y B ® . Serdn necesarios para definir y demostrar
propiedades de dimensiones homoldgicas.

DEFINICION 3.2.6. Sea A € My, como A @y O : AM —s zM es
un funtor covariante aditivo, quedan bien definidos los funtores derivados a
1zquierda

Tor}(A, ) = Ly,(A®,0), Vn € Z.

TEOREMA 3.2.7. Sea B € My. Entonces:

1. Tord(B, )~ By 0O,

2. Toda SEC A
0 At AP g 0

en AM induce una sucesion exacta larga en 7 M

o oA (B, A’{OT"(B Z5"07" (B A{ ’I%or (B A”)

Torn 1(Bf'

Tory_ (B
Tord (B, A’OT ot (B, A (B, A"y L

1p®1i

..461>B®AA/ B AA4>B®AA”4>O

3. Todo morfismo de SEC

0 Al LA P g 0

o,k

0 o0 Lo 0

en aM induce un morfismo de sucesiones exactas largas en z7M

TorMB A?or Blb’or (B A{OT ’}%or (B A”)—>Tor (B, A"

iTorﬁ(B,f) \LTOT,/}(B,Q) iTorﬁ(B,h) iTorQ_l (B,f)
1 /
Tor)(B,C’ O%i?or »(B,C ornT(gpj;or +(B,C )T>Tor (B, A)
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Demostracion:

1. Se desprende de la Proposicion 3.2.2 ya que el funtor B ®, [] es exacto a
derecha.

2. Sale del Teorema 3.2.4.

3. Se puede ver en [Rot] Teorema 6.26.

PROPOSICION 3.2.8. Sea M € My, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) M es plano,

ii) Tort (M, ) =0,

iii) Tord(M, ) =0, ¥n > 0.
Demostracién:
i) = 1ii) Por como estén definidos los médulos planos, se tiene que el funtor
M ®p O es exacto, por lo tanto el complejo de cadenas M @, Py es exacto
Vn >0y VYN € A\M, entonces Tor(M, N) = H,(M @, Py) =0 ¥n > 0.
ii1) = 1) Es obvio.
1) = 1) Por el Teorema 3.2.7, se tiene que toda SEC

0 Ny Ny 1 0

en A M induce la siguiente sucesién exacta

0= Torf (M, A") 2o Moy A2 Moy AL N gy A7 — 0,

entonces M es plano.

TEOREMA 3.2.9. Sean M € My y una familia (N;);er con N; € M.
Entonces:

TO?“Q(M, ®@ierN;) ~ @iefTorﬁ(M, N;), Vn € Z.

Demostracion:
Para cada i € I por el Corolario 2.1.3 se tiene una SEC

0 K; P N; 0

con P; proyectivo, luego se puede construir la siguiente SEC
0 —— Dier Ki — Bier B — DierNi —=0
donde @ P; es proyectivo por la Proposicién 2.1.9, entonces por la Propo-

sicién 3.2.1 se tiene Tor (M, P;) = Tor(M,®c1P;) = 0, ¥n > 0. Por la
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Proposicion 1.2.16 se sabe que el producto tensorial conmuta con la suma
directa y entonces por el Teorema 3.2.7 se obtiene el siguiente diagrama

5
0 —— Tor) (M, ®icr N;) =2 M @ (®ie1 Ki) —— M @5 (Bics P)

|
~ I f1 al: 5l:
\ /

0—— @Z‘EITOT{\(M, Nz) 64> @iEI(M X Kz) L> @iEI(M &® Pz)

El morfismo f7 se construye de la siguiente forma: sea x € Tor{\(M, @ic1Ni),
entonces como el diagrama conmuta y la primera fila es exacta, se tiene
pad(z) = Bpd(x) = 0, por lo tanto como la segunda fila es exacta y ¢ es
inyectiva, existe un tnico y € @;e;TorP (M, N;) tales que ad(x) = §'(y).
De esta forma queda bien definida fi(z) = y que claramente es un morfis-
mo de z M, luego aplicando el Lema 1.1.26 (Lema de los cinco) se obtiene
Tor?(M, DierN;) ~ @ieITorf(M, N;).

Del siguiente diagrama

0 —— TorM M, @ic1N;) — Tor (M, ®ic1K;) —0
| |
= ‘fn ‘fnfl =~
Y Y

00— @iesTor (M, N;) — @ic;Tor} (M, K;) —0

se obtiene lo deseado por induccién, ya que para n = 1 lo tenemos probado,
luego por la hipétesis de induccidn, es cierto para n — 1, o sea que en parti-
cular se tiene Tor’ | (M, ®icrK;) ~ @iesTor? (M, K;), luego aplicando el
Lema 1.1.26 otra vez, se obtiene Tor’ (M, @;crN;) =~ @i Tor (M, N;).

TEOREMA 3.2.10. Sean N € My y ((M;), fji) un sistema dirigido, con
M; € \M. Entonces:

Tory (N, limM;) = limTory (N, M;), Vn € Z,

Demostracion:
[Rot] Proposicién 7.8.

DEFINICION 3.2.11. Sea B € \M, como 0@ B : My — zM es un
funtor covariante aditivo, quedan bien definidos los funtores derivados

Tor(,B) = L,(0®x B)

OBSERVACION 3.2.12. Para el funtor derivado Tor( |, B), son ciertas
también todas las propiedades probadas anteriormente para el funtor deriva-
do Tor (A, ) y las pruebas son andlogas.
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3.3. Funtores derivados a derecha.

Dado un funtor contravariante aditivo 7' : \M — 7z M (My — Mjy).
Los funtores derivados a la derecha R"T : \M — zM(Mpy — My) se
construyen de la siguiente manera:

Para cada A € y\M(My) elegimos una resolucién proyectiva de A

da dy

Py—=A 0

P P

entonces T (Py4) es el siguiente complejo de cadenas

o T(Py) 2 ppy) 2 gy
donde dy = 0.
Para cada n € Z se define
Ker(T(d,
RuT(A) = Hy(T(P4)) = M (RuT(A) =0, ¥n < 0)

(Esta definicién no depende de la eleccién de la resolucién proyectiva, lo cual
se puede ver en [Rot] Proposicién 6.20.)

Sean A, A" € \M(Mp), f: A — A’ un morfismo y fo : P4 — P4 dada
por el Teorema 3.1.9 (Teorema de comparacién), para cada n € Z se define

R"T(f) = Hn(T(fs)) : R"(T(A")) — R"(T(A))

Los funtores derivados a derecha tienen propiedades semejantes a las propie-
dades de los funtores derivados a izquierda, las pruebas se hacen de forma
similar. Para no repetir los enunciados y demostraciones, se asumira que son
ciertos, por cualquer duda se puede consultar los enunciados y demostracio-
nes en [Rot]. Hecha esta observacién iremos directo a un ejemplo de funtor
derivado a derecha que serd muy importante en el siguiente capitulo. Estos
funtores derivados a derecha son Ext}( , A), los cuales corregiran de alguna
manera la falta de exactitud a derecha del funtor Homa( , A).

DEFINICION 3.3.1. Sea A € \M(My), como Homx( ,A) es un fun-
tor contravariante aditivo, quedan bien definidos los funtores derivados a
derecha

Exti( ,A) = R"(Homu( ,A)), Vn € Z.

TEOREMA 3.3.2. Sea B € \M(My). Entonces:

1. Ext}( ,B) es un funtor contravariante aditivo para cada n € Z,
2. Si P e \M(Mp) es proyectivo, Ext} (P, B) =0, Vn > 0,
3. Ext(,B) ~ Homa( , B),
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4. Si

da dy

Py

P Py—=A 0

una resolucion proyectiva de A € A\M(My), Ko = ker(e) y K,, =
ker(d,) ¥n > 0, entonces

Bty (A, B) ~ Brt}(Ko, B) ~ -+ = Eat}(K,-1. B).

5. Toda SEC '
0 A LA Py 0

en AM(Mz) induce una sucesion exacta larga en 7 M (My)

0——= Homp (A", B) . Homy (A, B) A Homy(A', B) L

Ext) (p,B Ext} (i,B
Bath (A, By 2 et (A, BYA S (4, By 2

6. Todo morfismo de SEC

0 AL AP g 0

ok

0 o0 Lo 0

en AM induce un morfismo de sucesiones exactas largas en 7 M

Eat? (p/,B Eat}(i',B o
Batr(C”, BY A by 0, BY ™ B (0, B) " Baent (07, B)

Ewtﬁ(h,B)l Emtﬁ(g,B)l Emtx(f,B)i Extht! (h,B)l

Ext™ (p,B Ext? (i,B On
Eatr (A", By AP (4, B A hpm (47, B) 2 Baent (47, B)

Demostraciéon:
1. Se desprende directamente de la definicion.
2. Basta tomar la siguiente resolucién proyectiva

0 p-tr.p 0.

3. Se desprende del hecho de que el funtor Homy ( , B) es exacto a izquierda,
lo cual se probo en la Proposiciéon 1.2.28.

4. Demostracién similar a la de la Proposicién 3.2.3.

5.y 6. Las demostraciones son similares a las del Teorema 3.2.7.

PROPOSICION 3.3.3. Sea M € \M(My), entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:
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i) M es inyectivo,
i) Exti(,M) =0,

iii) Ext}( ,M) =0, Vn > 0.

Demostracién:

i) = ii) Por la Proposicion 2.2.2 se sabe que el funtor Hom (, M) es exacto
cuando M es inyectivo, por lo tanto ker(d), ,)/Im(dy;) =0, Vn > 0.

ii1) = 1) Es directo.

ii) = 1) Por el Teorema 3.3.2 parte 5. se tiene que toda SEC

0 .4 0
en A M (My) induce una sucesion exacta larga en z M (My)

0 —— Homp (A", M) RN Homp (A, M) AN Homp (A, M) SLE)

lo cual por la Proposicién 2.2.2, implica que M es inyectivo.

TEOREMA 3.3.4. Sean M € \M(My) y una familia (N;);e; con N; €
AM(My). Entonces:

Ext} (P Ni, M) ~ [ [ BxtR (Ni, M), Vn € Z.
el el

Demostracién:
Similar a la demostracién del Teorema 3.2.9, usando el hecho que

Homa(EP Ni, M) ~ [ [ Homa(N;, M)
i€l el

demostrado en la Proposicién 1.2.19.

A continuacién se definiran los funtores derivados a derecha para funtores
covariantes aditivos.

NOTACION 3.3.5. Sea

0 B> g0 2, g1 B2

una resolucion inyectiva de B € AM, para el complejo de cadenas

0 oL g1 d pe

usaremos la notacion EB, que claramente no es unico.
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Dado un funtor covariante aditivo T : \M — zM(My — My), los
funtores derivados a derecha R" T : \M — 7 M (My — Myz) se construyen
de la siguiente manera:

Para cada B € M (M,) elegimos una resolucion inyectiva

d0

0 B—~E° E? E?

entonces T(EP) es el siguiente complejo de cadenas

0 1
0—— (% "L ppty L gy

Para cada n € Z se define

Ker(T(d™))

R'T(B) = H-n(T(E") = 7 oty

, (R"T(B) =0, ¥Yn<0)
Esta definicion no depende de la resolucién inyectiva, lo cual es dual a lo
que sucede con la definicion de funtor derivado a izquierda.

Sean B, B’ € \M (M), f : B — B’ un morfismo y por el dual al Teorema
3.1.9 (Teorema de comparacién), se tiene f* : B8 — EB’ paracadan cZ
se define

R*T(f) = H-n(T(f*))

Como ya se ha observado anteriormente los funtores derivados a derecha
tienen propiedades similares a los funtores derivados a izquierda, por mayor
interés se puede consultar a [Rot].

A continuacién vamos a estudiar los funtores derivados a derecha Ext} (A, ),
los cuales corregiran de alguna forma la falta de exactitud a derecha del fun-
tor Homp (A, ), ademds de ser una herramienta importante en el siguiente
capitulo.

DEFINICION 3.3.6. Sea A € \M(My), como Homy(A, ) es un funtor
covariante aditivo, quedan bien definidos los funtores derivados a derecha

Exti(A, ) = R"(Homa(4, )), Vn € Z.
Los siguientes teoremas y proposiciones se demuestran dualmente a los

teoremas y proposiciones de funtores derivados a izquierda, a causa de esto
no se hard la demostracion.

TEOREMA 3.3.7. Sea B € \M(M,). Entonces:

1. ExtR (B, ) es un funtor covariante aditivo para cada n € Z,
2. Si E € \M(My) es inyectivo, Ext} (B, E) =0, ¥Yn > 0,
3. ExtQ(B, ) ~ Homa(B, ),
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4. Si

dO

0 A— s RO Bl g2

es una resolucion inyectiva de A € A\M(My), definimos Vo = Im(e) y
Vi = Im(d™) ¥Yn > 0, entonces

ExtXJrl(B,A) ~ Exth (B, V) ~ -+ ~ El’t}\(B,anl).

5. Toda SEC '
0 At A P pn 0

en A\M(Mz) induce una sucesion exacta larga en 7 M (Mz)
0—— Homp (B, A') —~ Homa(B, A) —2~ Homy (B, A") 2~
Extl (B, Ext! (B,
Batl (B, AT A S g (B, APEA S (B ary 2

6. Todo morfismo de SEC

0 At AP g 0

PR

0 oo e 0

en aM induce un morfismo se sucesiones exactas largas en 7 M

Exth (B, b
Emtx(B,A’)L)E tn B,A A8 (B, A" —>Emt”“(B,A’)
Eat? (B, f)J/ Emt”(B,g)l Eat? (B, h)l Emtn“(g f)l
B,i B
Eatn (B, 5 bom (B, Y A Bon (B, ) 2L Baint (B, 1)

PROPOSICION 3.3.8. Sea M € A\M(M,), entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

i) M es proyectivo,
i) Exti(M, ) =0,
iii) Ext} (M, ) =0, Yn > 0.

TEOREMA 3.3.9. Sean M € \M(My) y una familia (N;);e; con N; €
AM(My). Entonces:

Ext} (M, [[N:) = [] Bti (M. N;), ¥n € Z.
el i€l
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El siguiente resultado muestra una relacién entre los funtores Exth y
Torf\, el cual serd 1til cuando vayamos a probar la simetria de la dimensién
global.

TEOREMA 3.3.10. Dados A yI' y M € My, N € \Mr y E € Mrp
inyectivo, entonces

Exti (M, Homr(N, E)) ~ Homp(Tor(M, N), E), Vi € Z.

Demostracion:

El caso i = 0 es por el Teorema 1.2.30 (Teorema de Adjuncién).
Para 7 < 0 es obvio porque los dos lados de la igualdad es cero.
Para ¢ > 0, por definicién se tiene

Exti (M, Homp(N, E)) = Hi(Homa(Py, Homp (N, E)),
por el Teorema 1.2.30 se tiene
H;(Homp (P, Homp(N, E)) ~ H;(Homp(Py @z N, E)),

como E es inyectivo, por la Proposicién 2.2.2 se tiene que Homp( , F) es
exacto, entonces por la Proposicién 3.1.12

Hi(Homp(Py @a N, E)) ~ Homp (Hi(Py @4 N), E)
y por definicién

Homp(H;(Py; @5 N), E) = Homp(Tor(M, N), E).
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Capitulo 4

Dimensiones Homoldgicas.

4.1. Dimension global e ideales.

DEFINICION 4.1.1. Si A € AM, la dimensién proyectiva a izquierda de
A es el menor n € Z para el cual eriste una sucesion exacta

0 P, Py A 0

donde Py, ..., P, € AM son proyectivos. Si no existe tal sucesion para cual-
quier n, decimos que la dimension proyectiva a izquierda de A es infinita.
Diremos que la dimension proyectiva del modulo nulo es -1.

NOTACION 4.1.2. Para la dimension proyectiva a izquierda de un A €
AM se utilizard la siguiente notacion ldpp A.

EJEMPLO 4.1.3. Sea A € \M proyectivo, entonces tenemos la siguiente
sucesion exacta

0 A4 4 0

lo cual implica que ldpp A < 0.

DEFINICION 4.1.4. Si A € \M, la dimensién inyectiva a izquierda de
A es el menor n € Z para el cual existe una sucesion exacta

0 A Iy I, 0

' 008. Si ) ucesio )
donde Iy, ..., I, € AM son inyectivos. Si no existe tal sucesion para cualquier
n, decimos que la dimension inyectiva a izquierda de A es infinita. Diremos
que la dimension inyectiva del modulo nulo es -1.

NOTACION 4.1.5. Para la dimension inyectiva a izquierda de un A €
AM se utilizard la siguiente notacion ldip A.
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EJEMPLO 4.1.6. Si A € AM es inyectivo, entonces ldipnA < 0.

Las definiciones de dimensién proyectiva y dimensién inyectiva tienen
sentido porque siempre existen resolucién proyectiva e inyectiva para cual-
quier médulo, esto esta garantizado por las Proposiciones 2.1.5 y 2.2.9.

DEFINICION 4.1.7. La dimensidn global a izquierda de un anillo A es
l.gl.dimA = sup g¢, ps ldpaA.

EJEMPLO 4.1.8. Si A es un anillo semisimple, por la Proposicion 2.4.3,
todo A € AM es proyectivo e inyectivo, entonces ldppA < 0, IdinA <0y
por lo tanto l.gl.dimA < 0.

OBSERVACION 4.1.9. Se definen de forma similar la dimension pro-
yectiva a derecha de A € My (rdpaA), la dimension inyectiva a derecha
(rdipnA) y la dimension global a derecha del anillo A, como r.gl.dimA =

SUP Ae s, rdppA.

PROPOSICION 4.1.10. Sean A € \M yn € N. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) ldppA < n,
b) Exti(A,C) =0 para todo C € \M.
Demostracién:
a) = b) Como ldpp A < n existe una resolucién proyectiva de A de la forma

dl dy

0 P, P Pp—=A 0

con | < n. Entonces por definicién de Ext{'( ,C) se tiene Exzt}(A,C) =
0, Vm > [, en particular como n > [ se obtiene Ext}(A,C) = 0 para todo
C e M.

b) = a) Sea

d dy

=] P Pp—=A 0

una resolucién proyectiva de A, por el Teorema 3.3.2 parte 4, se tiene
Ext}(A,C) ~ Exth (K,—2,C), YC € AM donde K,, = Ker(d,), Vn >0y
Ko = Ker(e). Entonces Exth(K,—2,C) = 0, VC € yM por lo tanto, por
la Proposicién 3.3.8 se tiene que K,_2 es proyectivo. Por lo tanto se puede
tomar la siguiente resolucién proyectiva de A

; dn_2 d
1 n 1
P, - .. P

O*>Kn,2 PQ = A 0

donde i es la inclusién, por lo tanto ldpp A < n.
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COROLARIO 4.1.11. Sean A, A" y A” € AM tales que ldpp A’ < n,
ldppy A" < n y la siguiente SEC

0 Al A A" 0

Entonces ldpy A < n.
Demostraciéon:
Basta aplicar el functor Ext}( ,C) ala SEC, con C € A M.

PROPOSICION 4.1.12. Sean A € \M yn € N. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
a) ldinA <n,
b) ExtR(C,A) =0 para todo C € \M.
Demostracion:
La demostracién es anédloga a la de la Proposicién 4.1.10.

LEMA 4.1.13. Si

0 A—2.p_ . ¢ 0

es una SEC, donde A,B y C € AM, con B proyectivo y C no proyectivo,
entonces ldppaC =1 + ldpp A.

Demostraciéon:
Sea
dn, d d
0 P, =P —= A 0
una resolucion proyectiva de A. Entonces
dn, d d
0— Pt opthp T

es una resolucién proyectiva de C porque « es inyectiva y dg es sobreyectiva,
o sea que Im(ady) = Im(a) = Ker(8) y Ker(ady) = Ker(dy) = Im(dy),
con esto obtenemos que ldppyC < ldpp A + 1.

Por otro lado si consideramos

0 r,

una resolucién proyectiva de C, se puede deducir que ldpp Ker(dj)) < ldpyC—
1 y queda definida la siguiente sucesién exacta corta

d/
°sC 0

0 —— Ker(dp) d P}
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que si la consideramos con

B

0 A—+B C 0

se puede decir que Ker(d) @ B ~ A @ P} por el Lema 2.1.10, entonces
ldpp(Ker(dy) & B) = ldppy(A @ FY).

Ahora solo resta probar que ldpa(Ker(dj) & B) = ldppKer(dy) y que
ldpa(A & F}) = ldpp A. Por el Teorema 3.3.4 se tiene

Ext} (@ierM;, N) ~ e Ext (M;, N), este isomorfismo implica que
ldpa(BicrM;) = sup;er ldpaM;, por lo tanto como ldpaP) < 0y ldpaB =0
se obtiene lo deseado. Entonces ldpy A = ldppKer(d() < ldppC — 1, con lo
cual se concluye que ldppC = ldpp A + 1.

El prozimo lema serd fundamental para probar las caracteristicas de la
dimension global mencionadas en la introduccion.

LEMA 4.1.14. Sea A € \M, & # I un conjunto bien ordenado con ig
el elemento minimo y (A;)icr una familia de submddulos de A, tales que
sii,j €I coni < j, entonces A; C Aj. Si U;jer Ai = A y ldpa(Ai/A]) <
n Vi€ I, donde Aj =J;; Aj Vi >ig y Aj, =0, entonces ldprA < n.
Demostracion:

La prueba serd por induccién en n.

Si n = 0, entonces tenemos que para todo i € I, ldpp(A;/A}) < 0, lo cual
implica que A;/A] es proyectivo, entonces por la Proposicién 2.1.7 se tiene
que la siguiente SEC se escinde

0 Aj 4 Ai/ A 0

Entonces existe C; submédulo de A; tales que C; ~ A;/A], de esta forma
A=A & C.

La idea es probar que A = ®;¢;C;, como los C; son proyectivos, entonces
por la Proposicion 2.1.9 A es proyectivo, entonces ldpp A < 0.

SeaH ={i €l /B; =} ,.;C;j que es suma directa}, notar que si i € H
entonces j € H, si j < iy que H # () porque B;, = A;, = Cj,.

Se puede ver que N = UienBi = {>_;cjcn finito G / 0 # ¢j € Cj}. La idea
es probar que N = ®,;c4C;, supongamos que no es cierto, entonces existen
Iy, Iy C H finitos con Iy # I yn € N talque n = ), c;¢i = > icp c
conc #0Viel yd #0Viel, ComoI; Ul es un conjunto finito y
bien ordenado por lo tanto tiene maximo m € H, entonces existe B, tal
que n € B,, por lo tanto n se escribe de forma tnica, lo cual contradice lo
supuesto.

Supongamos que H C I, sea s =min{i € I'\’H} que existe porque el conjunto
I es bien ordenado. Notar que s es el supremo de H, entonces N C A, de
esta forma N @ Cs = ®;<sC; ® Cs = @;<sC;, entonces s € H, por lo tanto
H=1.
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Supongamos que X = A\ N # (), sea e =min{i € I[/x € A;, con x € X}
que existe por la forma que tiene A y que el conjunto I es bien ordenado,
notar que e > ig porque A;, C N. Si z € A., como A, = AL @ C,, existen
' € AL y c € C. tal que z = 2/ + ¢, notar que 2’ € N porque de esta forma
x € N, entonces ' € X por lo tanto 2’ € A;, Vi < e o sea que 2’ ¢ AL, lo
cual es absurdo, entonces A = ®;¢;C;.

Supongamos n > 0, que el lema es cierto para n — 1 y que ldpy(A;/A;) <
n,Vi € I.

Sean F, F; yF; los médulos libres generados por los elementos de A, A; yA;
respectivamente, o sea que F = ®gcala, F; = Ggea,Aa y F] = Dyena,
R=Ker(F - A),Ri=F,NRy R, = F/NR . Ahora el objetivo es mostrar
que la siguiente sucesion es exacta

0— = Ri/R. L~ F/F % A;jA 0

f existe y es inyectiva por el siguiente diagrama

T !

R, ——F ;Fz/FZ/

TR ///
P
Ri/R;

y el Ker(mp/i) = F, N R; = R;
g existe, es sobre y Ker(g) = Im(f) por el siguiente diagrama

TAl

F—2 s Ay —% A A
7

—~
T ! ///
2 ~"g
—~

donde ¢ esta determinada por ¢(a) = a,Va € A. De esta forma Ker(m 4 ¢) D
F!, pero ademas Ker(yp) = R;, entonces el Ker(g) = R;/F] = Im(f).l

Por otro lado tenemos F;/F] = @®4c4,_a/Aa es libre por lo tanto proyec-
tivo y ldpa(A;/A,) < n. Entonces por el Lema 4.1.13 se puede deducir
que ldpa(R;/R]) < n — 1. Como (R;)ie; cumple que si i < j, entonces
RiCRj,R=;c;Riy R, = Uj;<; Bj, por lo tanto por hipétesis de induc-
cion se tiene que ldppaR <n — 1.

Si se considera la siguiente S.E.C.

0 R—>F 254 0
por el Lema 4.1.13 se concluye que ldpp A < n.

TEOREMA 4.1.15. Sea A un anillo con unidad, entonces se cumple:
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a) l.gl.dimA = supg_n, ldpa(B),
b) l.gl.dimA = supygp ldpa(A/T),

c) Ademas si A no es semisimple l.gl.dimA =1+ supyp ldppl.

Demostracion:

2)

4.2.

Sea A €y M arbitrario, usando el Principio del buen orden que es
equivalente al Axioma de eleccion, se puede ordenar los elementos de
A. Sea A; el submédulo de A generado por los a; € Atalesque j <iy
Al es el submédulo de A generado por los a; con j < i, de esta forma
A; /A es 0 o es generado por un elemento, por lo tanto ldpy (A;/A}) <
supp_ap ldpa(B). Como la familia (A;);er satisface las hipétesis del
Lema 4.1.14 se puede concluir que ldpy A < supp_,p ldpa(B), entonces
l.gl.dimA = supg_p, ldpp(B).

Si I <A, entonces A/I € AM, de esta forma supyop ldpa(A/I) <
l.gl.dimA.

Por otro lado tenemos que suppg_,;, ldpa(B) < supygp ldpa(A/I) por-
que B ~ A/Ker(A — Ab) , entonces por la parte a) obtenemos que
l.gl.dimA = supy, ldpa(A/T)

Sea
i

0 T—s A

AT 0

con I <A. A es un médulo libre como A M, por la Proposicién 2.1.2
A es proyectivo y por hipdtesis sabemos que A no es semisimple, o
sea l.gl.dimA > 0. De esta forma no todos los médulos de la forma
A/I pueden ser proyectivos, entonces por el Lema 4.1.14 ldpp(A/I) =
1 + ldppl, tomando supremo en ambos lados de la igualdad en los
ideales obtenemos [.gl.dimA = 1+ supyp ldpa!l , del lado izquierdo es
por la parte b).

Dimensiéon global de anillos Noetherianos

DEFINICION 4.2.1. La dimensién débil a izquierda de A €x M es menor
que n, con n € Z si y solo si Tor,{}(C’, A) = 0,VC € My, en caso que no
exista un n, decimos que la dimension débil a izquierda de A es infinita.

NOTACION 4.2.2. Para la dimensién débil de A En M se utilizard la
siguiente notacion w.l.dimpa A
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EJEMPLO 4.2.3. 1. Si A € \M es plano, por la Proposicion 3.2.8
Tor}(C, A) =0, YC € My, entonces w.l.dimpA < 0.

2. Si A € AM es proyectivo, por el Teorema 2.3.3 A es plano, por lo
tanto w.l.dimpa A < 0.

OBSERVACION 4.2.4. La dimensién débil a derecha de C € My se
define de forma andloga y la notacion es w.r.dimpC.

DEFINICION 4.2.5. La dimensién global débil de un anillo A es menor
quen, conn € 7, si y solo si TOTT/L‘ =0, en caso que no exista un n, decimos
que la dimension global débil de A es infinita.

OBSERVACION 4.2.6.

sup w.l.dimpyA = w.gl.dimA = sup w.r.dimpC.
AexM CeMpy

TEOREMA 4.2.7. Si A es un anillo Noetheriano a izquierda, entonces
l.gl.dimA = w.gl.dimA.

Similarmente, si A es un anillo Noetheriano a derecha, entonces
r.gl.dimA = w.gl.dimA.

Demostraciéon:
Supongamos que [.gl.dimA = n, de esta forma para cualquier A € y M existe
una resolucién proyectiva

ds d5,1 d1

0—— P, ——= P do

A 0

P

con s <ny Ker(ds—1) ~ Ps. Por lo tanto, por el Teorema 2.3.3, Ker(ds_1)
es un moédulo plano, como por el Teorema 3.2.9 se tiene Toré\H(C, A) ~
Tor(C,Ker(ds_1)) = 0, entonces w.gl.dimA < n. Por otro lado por el
Teorema 3.2.10 se sabe que los funtores T'or’* conmutan con el limite directo
y como se vio en el ejemplo 1.1.19 todo moédulo se puede ver como limite
directo de sus submédulos finitamente generados. Por esta razon, esta parte
de la demostracion se restringird a los mdédulos finitamente generados.
Supongamos que w.gl.dimA = n, sean A €5 M finitamente generado y una
resolucién proyectiva de proyectivos finitamente generados que existe por
el Lema 2.5.4. De esta forma Tor{(C, Ker(d,_1)) = 0, lo cual implica que
Ker(d,—1) es plano y como es finitamente generado, entonces por el Lema
2.5.5, es proyectivo. De esta forma la resolucion proyectiva tiene a lo sumo
largo n, por lo tanto [.gl.dimA < n.

La demostracién para el caso de que alguna de las dimensiones es infinita se
hace por absurdo suponiendo que la otra no es infinita.

COROLARIO 4.2.8. Si A es un anillo Noetheriano, entonces
l.gl.dimA = w.gl.dimA = r.gl.dimA.
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4.3. Dimensién global de anillos semiprimarios

DEFINICION 4.3.1. Sea A un anillo. Decimos que A es semiprimario si
existe un N <A ideal bilateral nilpotente, tales que I' = A/N es semisimple.
Al ideal N lo llamaremos el radical de A.

La siguiente proposicién muestra que tiene sentido la definicion de radical
de un anillo.

PROPOSICION 4.3.2. Sean A un anillo y N <A un ideal bilateral nilpo-
tente, tal que I' = A/N es semisimple, entonces N es unico.
Demostracion:

Supongamos que existe otro N’ <A ideal bilateral nilpotente, o sea que exis-
te un k € N tal que Hle x; = 0 con x; € N', tal que A/N’ es semisimple.
Sean x € Ny J = {> .y a;xb; donde Z es la clase de x en I, a;, b; € T e
I son conjuntos finitos}. Claramente J es un ideal bilateral de I', vamos a
probar que J es nilpotente. Sea a;zb; con a;, b; € I', tomamos representan-
tes s; y rj de a; y b; respectivamente en A, como N’ es un ideal bilateral
sjxzr; € N’ entonces H§:1 sjzr; = 0, de esta forma H§:1 a;zb; = 0, por
lo tanto H?:l(Zz’te a;zb;) = 0. Como J es un ideal nilpotente de I' por el
Lema 2.4.5 se tiene que JS = 0 para cualquier S € M simple. Por otro
lado se tiene que I' = @47 S con S simple Vi € T'y J = JI' porque I tiene
unidad, entonces J = ®rerJS; = 0, por lo tanto T = 0, 0 sea que © € N,
con lo cual N’ C N.

Con razonamiento analogo se prueba que N C N’, por lo tanto N = N'.

El siguiente ejemplo muestra un anillo semiprimario que no es noethe-
riano, lo cual justifica esta seccién.

0 Q

numeros racionales y R es el cuerpo de los numeros reales, vamos a probar

g IS) Ademds A no es Noet-

EJEMPLO 4.3.3. Sea A el anillo <Q R), donde Q es el cuerpo de los

que A es semiprimario y su radical es N = <

heriano
(8 I§> <IS ;) _ (15 2) <8 IS) — <8 H§>, entonces N es un ideal bi-

lateral de A y claramente N? = 0, por lo tanto es nilpotente.

A/N ~ <% 5), sean I = (% 8) +NydJ= (8 %) + N, claramente
I y J son submddulos simples como My de A/N, y como A/N ~ [ & J,
entonces A/N es semisimple, por lo tanto A es semiprimario a derecha. De
forma andloga se demuestra que A es es semiprimario a izquierda, por lo
tanto es semiprimario.
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Para probar que A no es Noetheriano, basta considerar los ideales de la for-

0 0
ideales tales que I, C I11, esto es cierto porque w es un nimero trascen-
dente.

0 ®i<nQnt .
ma I, = ( i<nQ , con n €N, estos forman una cadena creciente de

TEOREMA 4.3.4. Sea A un anillo semiprimario, con N su radical y
I' = A/N. Entonces para cada A € x\M las siguientes condiciones son equi-
valentes:

a) Tor}(T,A) =0,

b) Tor}(C,A) =0,YC € My simple,
¢) w.l.dimpyA <n,

d) Ext}(A,T) =0,

e) Ext}(A,C)=0,YC ex M simple,
f) ldppaA < n.

Demostracion:

a) = b) Sea C' € My simple, por el Lema 2.4.5 C € M simple, y ademds
es isomorfo a un sumando directo de I'. Por el Teorema 3.2.9 sabemos
que el funtor Tor? conmuta con la suma directa, tenemos que Tor’(C, A)
es un sumando directo de Tor(I', A) y como Tor’(T', A) = 0, entonces
Tor}(C, A) =

b) = ¢) Sea B € My tales que BN = 0, de esta forma se puede considerar
B € Mp, y como I' es semisimple, por la Proposicién 2.4.4 B € Mt es semi-
simple y por el Lema 2.4.5 B € My es semisimple, o sea que B = @ze 1C; con
C; € My simple. Como Tor}(C, A) = 0,YC € MA simple y TorM(B, A) ~
TorM@e1C;, A) ~ EBzelTor (Cy, A) entonces Tor(B, A) = 0. Por lo tanto
por el Lema 1.2.22 Tor(D, A) = 0,VD € My, o sea que w.l.dimyA < n.

¢) = d) Aqui se va a necesitar el isomorfismo del Teorema 3.3.10
Exth (A, Homy(B, T)) ~ Homg(Tor> (B, A),T)

donde B € My arbitrario y T' = R/Z que es inyectivo por la Proposicién
2.2.6 ya que Z el anillo de los niimeros enteros es un dominio de ideales
principales y como R el cuerpo de los ntimeros reales es divisible, entonces
R/Z es divisible. Como Tor(B, A) = 0, por el isomorfismo se obtiene que
Ext} (A, Homgz(B,T)) = 0. Si tomamos B = Homgz(I',T), de esta forma
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B € Mr definiendo (fa)(8) = f(ap),Vf € Homz(I',T) y o, € I' (con
la misma operacién B € My). También podemos considerar Homg (B, T),
con la siguiente operacién (vg)(8) = g(B7v) con v € I',g € Homy(B,T) y

B € B. Observar que (ya)g(8) = (v(ag))(B) = (ag)(87) = g(B(ya)). De es-
ta forma como I' es semisimple, Homyz(B,T') es semisimple. El I'—morfismo

¢ : ' — Homgz(B,T), definido por (¢(7))(f) = f(v),Vf € B,y € I es in-
yectivo, porque si existe un v € I' tal que f(y) =0V f € B, entonces v = 0,
porque si v # 0 se puede construir un f € B tal que f(7y) # 0, de esta forma
I' es isomorfo a un sumando directo de Homyz(B,T). Por el Teorena 3.3.4
el funtor Ext} conmuta con la suma directa finita en la segunda variable,
se obtiene que Ezt}(A,T") = 0.

d) = e) El mismo tipo de argumento utilizado en (a) => b)) cambian-
do Tor( , A) por Ext?(A, ).

e) = f) Sea B €y M tales que NB = 0, de esta forma se puede consi-
derar B € rM, entonces B = ®;c;C; con C; simples y B es submddulo
de [[;c; Ci € rM que es semisimple ya que I' lo es, por lo tanto B es un
sumando directo de [[;.; Cj, de esta forma Ext} (A, B) es un sumando di-
recto de Ext} (A, [],c; Ci). Por otro lado por el Teorema 3.3.9 se sabe que
el funtor Ext} conmuta con el producto, o sea que Ext}(A,[[;c; Ci) ~
[Lic; Ext} (A, C;) = 0. Entonces Ext}(A, B) = 0, de esta forma por el Le-
ma 1.2.22 Ext} (A, D) = 0,VD € M, lo cual implica que ldpy A < n.

f) = a) ldppA > w.l.dimp A, en particular Tor>(T', A) = 0.
COROLARIO 4.3.5. S5i A es un anillo semiprimario y A € AM, entonces
w.l.dimpyA = ldpp A.

Similarmente, si A € My, entonces
w.r.dimpA = rdpp A.
COROLARIO 4.3.6. Si A es un anillo semiprimario, entonces

l.gl.dimA = w.gl.dimA = r.gl.dimA.

El siguiente ejemplo muestra un anillo cuyas dimensiones globales a de-
recha e izquierda son diferentes.

EJEMPLO 4.3.7. Sea A el anillo % 8),

(v 0 6 o) (6 0) G 5) (W Q)

A € My es proyectivo.

los ideales a derecha de A son:
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mZ Q . L .
~ A basta considerar el siguiente isomorfismo

0 Q

(Z Q mZ Q a by (m 0\ [fa b
o0 o) = (0 Q) amee (s )= (596 2)
Por lo tanto mZ Q es proyectivo.

mZ Q 0 0 .

A~ ( ) < ) por lo tanto < 0 0) Yy <0 Q> son proyecti-
0
0

(D=6
- ) o 3o 0)=(o) G )

Por lo tanto O 0 es proyectivo.

0 Q 0 Q |
(0 @) (O 0) ® (o Q) por lo tanto es proyectivo.
Por lo tanto por el Teorema 4.1.15 r.gl.dimA < 1.

basta tomar el siguiente isomorfismo

Por otro lado tenemos que <8 %) es un ideal a izquierda de A, pero este

no es proyectivo como AM porque si consideramos el siguiente diagrama

0 Q
0 0
il
0 79 0 Q
—_—
0 O 0 0
este no se factoriza porque es semejante a factorizar el siguiente diagrama
de ZM
Q

I

ZQ—>Q

z p\ (0 r\ (0 =2r
Esto es porque <0 q) <O 0>—<0 0).

Supongamos que existe un morfismo f: Q — ZQ que factoriza a 1: Q —
Q. Entonces f # 0, por lo tanto existe al menos una de las coordenadas
fi : Q — Z tales que f; # 0, entonces existe ¢ € Q tales que f;(q) =n # 0.
Pero si tomamos m € Z tales que m no divide a n, como f es un morfismo
de zM podemos hacer lo siguiente n = f;("-1) = mf;(;L) entonces m divide
an, lo cual es absurdo, por lo tanto no existe el morfismo f.
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Entonces ldpa (0 Q > 1, lo cual tmplica por el Teorema 4.1.15 que

0 0
l.gl.dimA > 2, entonces l.gl.dimA # r.gl.dimA.

NOTACION 4.3.8. Cuando el anillo A sea semiprimario usaremos la no-
tacion gl.dimA, ya que coiciden la dimension global a derecha y a izquierda.

TEOREMA 4.3.9. Sean A un anillo semiprimario, N su radical y T' =
A/N. Entonces para cada A € \M, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) Exti (I, A) =0,
b) Ext}(C,A) =0, VC € \M simples,
c) ldiyA < n.

Demostracién:

a = b) Como C € AM es simple, entonces por el Lema 2.4.5, C € r M
es simple y ademds por la Proposicion 2.4.3, C' es isomorfo a un sumando
directo de I'. Por lo tanto existe un C' € A M tales que I' ~ C' & C’, entonces
por el Teorema 3.3.4 tenemos que

0= Ezt} (T, A) ~ Bzt (C® C', A) ~ Ext} (C, A) @ Ext} (C', A)

lo cual implica que Ext}(C, A) = 0.

b) = ¢) Sea B € My tales que BN = 0, de esta forma se puede considerar
B € Mr, y como I' es semisimple, B es semisimple, o sea que B = @®;c;C}
con C; € AM simples Vi € I. Como por el Teorema 3.3.4 Ext} (®icrCi, A) ~
[Lic; Ext} (C;, A) y por hipétesis tenemos que Ext}(C, A) = 0,VC € A M,
entonces Ext} (B, A) = 0. Por lo tanto por el Lema 1.2.22 Ext} (D, A) =
0,VD € AM, por lo tanto por la Proposicién 4.1.12 Idiy A < n.

¢) = a) Como ldin A < n, entonces por la Proposicién 4.1.12 Ext} (B, A) =
0, VB € AM en particular Ext} (I', A) = 0.

COROLARIO 4.3.10. Sean A un anillo semiprimario, N su radical y
I' = A/N. Entonces:

a) gl.dimA = 1diaT,

b) gl.dimA = ldppT,

c) gl.dimA =1+ ldppN,

d) gl.dimA = supgce, pm simple} [APAC,

e) gl.dimA = supgoe, m simple} [dinC'
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Demostracion:

a)

c)

Si A € AM por el Teorema 4.3.4, partes d) y f), tenemos que ldpp A <
ldipaT", por lo tanto gl.dimA < IldipI'. Por otro lado tenemos que si
gl.dimA < n entonces Ext} = 0 entonces ldinI' < n, por lo tanto
ldipT" < gl.dimA. De esta forma obtenemos que gl.dimA = ldipT'.

Si A € AM por el Teorema 4.3.9, partes a) y ¢) tenemos que ldip A <
ldpaT', entonces por la parte a) tenemos que gl.dimA < ldppT", pero
por definicién ldpaI' < gl.dimA, por lo tanto gl.dimA = ldppT.

Si N # 0, entonces A no es semisimple y ademas gl.dimA = ldppl’ > 0,
por lo tanto I' no es proyectivo y considerando la siguiente SEC

0 N A T 0

estamos en las hipétesis del Lema 4.1.13. Por lo tanto gl.dimA =
ldppaT' =1+ ldppaN. Si N = 0, entonces A es semisimple, por lo tanto
gl.dimA = 0y como ldpp0 = —1, de esta forma gl.dimA = 1+ ldppN.

Como TI' es semisimple, I' = @;c;C; con C; € rM, pero por el Le-
ma 2.4.5, tenemos que todo C' € A M simple es isomorfo a algin
C; € TM y vice versa. Por otro lado por el Teorena 3.3.4 tenemos
el siguiente isomorfismo Ext} (®,crM;, N) ~ IljcrExty (M;, N), este
isomorfismo implica que ldpp (®ierM;) = sup;c; ldpaM;, de esta for-
ma SUP{ce, M simple} LAPAC = ldpal" = gl.dimA.

Es anéloga a la demostracién de la parte d).

COROLARIO 4.3.11. Sean A un anillo semiprimario, N su radical y
I' = A/N. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) gl.dimA <mn,

b) Ext}(I',T') =0, en ambos lados I € AM,

c) Exti(I',T') =0, en ambos lados T € My,

d) Tor™(T',T) = 0, en la primera coordenada T € My y en la sequnda

I'e M.

Demostracion:
Por los Corolarios 4.3.6 y 4.3.10 se tiene que

gl.dimA = ldpal’ = w.dimpl’ = r.dimpl,
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esta igualdad demuesta que a) implica b), ¢), y d).

b) = a) Por el Teorema 4.3.4 se tiene que si Ext} (I',T"), entonces ldppI’ < n
y por el Corolario 4.3.10 se tiene que ldppal' = gl.dimA, de esta forma si
Ezt}(I',T') = 0, entonces gl.dimA < n.

Las implicancias ¢) = a) y d) = a) se demuestan de forma similar.

4.4. Aplicaciones

PROPOSICION 4.4.1. Sea A es un anillo semiprimario que satisface que
todo conjunto no vacio de ideales tiene un elemento minimo (o sea es un
anillo artiniano) y gl.dimA > 0, entonces existe un ideal a izquierda J de
A indescomponible tales que J?> =0 y gl.dimA =1 + ldppJ.
Demostracion:

Sea J un ideal a izquierda contenido en el ideal radical N, minimo con
respecto a la condicién que ldppaJ = ldpa N, este conjunto no es vacio porque
N pertenece. Si J = A® B, entonces ldpyJ = sup(ldpa A, ldppB) , pero por
la condicién de minimo, A o B tiene que ser el ideal trivial, por lo tanto .J
es indescomponible. Supongamos que J? # 0, entonces existe A € J tales
que J\ # 0. Consideremos la siguiente SEC

T A 0

0 —— Ker(f) J

donde f(j) = jA. Por estar J contenido en N es nilpotente, de esta forma
existe un n € N tal que A" = 0, entonces \" ! € Ker(f), por lo tanto
0 # Ker(f) # J. Ademés J\y Ker(f) son ideales de J que estan contenidos
estrictamente, por lo tanto sup(ldpaJ, ldpaKer(f)) < ldpaJ, tendria que
ser un menor o igual, pero por la condicién de minimalidad de J queda el
menor estricto. Por otro lado tenemos que por la SEC y Corolario 4.1.11
ldpAJ < sup(ldppaJ X\, ldpyKer(f)). Esta contradicién prueba que J? = 0.
Por como se definio J vale que ldppJ = ldpp N y por el Corolario 4.3.10 se
tiene que gl.dimA =1+ ldppJ.

PROPOSICION 4.4.2. Sea A un anillo semiprimario tales que cada modu-
lo simple a izquierda es isomorfo a un ideal a izquierda de A, entonces
gl.dimA =0 o oco.
Demostraciéon:
Supongamos que gl.dimA = n, 0 < n < oo. Por el Corolario 4.3.10 se
tiene que gl.dimA = SUP{Ce, M simple} lAPAC, tomamos C' simple tal que
gl.dimA = ldppC. Por hipétesis tenemos que C' ~ I donde I es un ideal
a izquierda de A, de esta forma ldppl = gl.dimA = n. Consideremos la
siguiente SEC

0 I A AT 0
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si A/I es proyectivo, entonces la SEC se escinte, por lo tanto A ~ T & A/I,
como A es proyectivo, I es un sumando directo, entonces I es proyectivo
también. De esta forma ldppl = 0, esta contradiccién implica que A/l no
es proyectivo. Entonces considerando la SEC y por el Lema 4.1.13 se tiene
que ldppaA/I = 1+ ldppI = 1+ n, lo cual es absurdo porque ldpaA/I <
gl.dimA = n. Esta contradiccién prueba la proposicion.
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