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��	�� m����


�

�� ���� Ã 	
���

� ��	 ��	����
�� ���
 ����� ����� 	
���
����� �
��
�	���� ���
 ��	��� ���


�� ������	� 4 �� �	�� �	 ��� ��	���
	�
����� ��
 ���!"	�
 ������
�
 m����


�
 �� ���� Ã ��

��	��
 �� ���	
 ��	����
 � �� 	�������
� #� $���% ���
 �	�� ��
 �� ��
�	!�� 
�� ����

�������� 	�� ���� Δ ��� (m+ 2)���
�	����� �� Pp,q,m�

���  � ��
����� QEndCm (F (Δ)) ������� � 	!�	
��
� EndCm(F (Δ)) ��� �
�	 �� ��
����� Q0
Δ �������

� 	� (m+ 2)���
�	����� Δ�

���  ! �	
��
� kQ0
Δ/IΔ ��� �����
��� � 	!�	
��
� ���	���� m�������� EndCm(F (Δ))�

#� ��	�������	% �� 	

����� ���
 ��	��� �� �	�� �	 �� ��	����
 ��
 ��
 ���!"	�
 ������
�
 m�

���


�
 �� ���� Ã �� �� �	�� �	 �� ��	�����	� 
�� ��� ��� �
�
	���
� ��
 	

�����
 �� &

��%

'	(
��� �� ���% ��� ���	 ��
 ���!"	�
 ������
�
 1����


�
 �� ����
 A �� Ã ) �� �� *�	��� ��+�

���	 ��
 ���!"	�
 ������
�
 m����


�
 �� ���� A% ���	 ���� m ≥ 2�


��������� 	
�  �� �	
��
�� ���	����� m��������� �� ���� Ã ���� �����	�� ���
 ���� m ≥ 2�

,���������% �� ������	� 5 ���
 
������
 ��
 ���!"	�
 ��� 
��� �
	� 
�
 
��� ������
 ��- ���

�!"	�
 ������
�
 m����


�
 �� ���� Ã� .��
 ���	����
 ��� ��	���
	�
����� �� ��
 ���!"	�


�� ��	��
 �� ���	
 ��	����
 ��

� /��	 �� $��	� ���
 ���	����
��
 �� ���� �����!"	�
 ����"��


��� ���
 �������
 Ã��
������� �� ���
 ����	��
 �� ��
�	!�� 
�� ����

�������� 	�� ���� A ��� �	
��
� ������� ���� ��� ������ �� ���	� ��� ����
�� 	�� ������

����� ��������� ���� ������	������

��� A ��� ��� �	
��
� Ã��
������ �

��� A ��� ������	���� ���
 	�� ���	�������� �� 	�� ������	�������� � ��� �	
��
� �� ���� Ñn1,k1,n2,k2,r

�



�� Bk,n,t�

��� A ��	 
��
��� ���
�����	� � ��� ������� 
� �� ����� Ñn1,k1,n2,k2,r �� Bk,n,t�

�
� A ��	 
��
��� ���
�����	� � ��� ������� 
���
��� m�������� 
� 	��� Ã�

�



�



�������� 	


����
�������

���� �� ����	
�� ��
� ������
��� ��� ��
	��� �� ���� �
	 �����
 

	�	���� ��� �� �
	
�� ��
���

���
� ��
� ����� ��� ��
�
	��� �
 �� 
���	�����	�� ���� �� ����	��� ���
	�� ��
� ����	�����

��� ��
����	�� ���	���� �
 ��� ��
����	� �����	
��� �
��	 ��
� ������
��� �� ��
	�� ����
	���

����� ���	���� ���� �� ��
�	��� ���
	��� ��
� 	�
���
	���� �� ��
	�� �� ����
�	� �
 ���
����

������
 �� ��

 �
	 �����	�� 
�� �������� ��������� �� ����	��� � �� ���
	�� 
��	� ��
�

������
��� 
�� ������ ���
	�
�	��� �� �
�
	��
� ���������� �� ����	��� ��� �������� �	�������

 	�������
 �� 	�
���
	
 ��	����	��
 ���	�� φ �������������	��� �
 !�	�� ��
� ��� ��������

�	�������

��� ������	
�� 
�	
����

"�	
 A 
�� ��
����	� ����	���� � #� ��

 �
	 �����	�� �� ��
����	� ���	��� ������ Db(A) $��	�

��� ������� %&'( �
 %)'(*� +� ����
�
�
	�� ��
 ����� �
	
�

#� �������� ���� �� ��������	 
	 ����
	�	� ������ Cb(A)� +�� ��,�
� ���
 ��� -��	����

Ẋ = (X i, diX)i∈Z �. ��� X
i ���
 ��� ��,�
� �� A 
��� �
�	� ��	�
� n, n′ ∈ Z $n < n′* �� ���
�

�
� Xi = 0 ��
� 
�

 i > n′ �
 ��
� 
�

 i < n� +�� �����	���� diX : X i → X i+1 ��
	�-��
 /

�� ����
	�� diXd
i−1
X = 0 ��
� 
�

 i� 0� �����	��� �� ��������� �� Ẋ / Ẏ ��
 
� �����	���

f = (f i)i∈Z 
�� �
� f i+1 ◦ diX = diY ◦ f i ��
� 
�

 i�

+�� ��,�
� �� Db(A) ���
 ��� ��������� ������ ����,�
� �� A� ��	� ��
� ������ ���	��� ���

�����	���� �� �� ��
����	� �� ��������� �� ��
� �
�����

1



���� ����	
���� f, g : Ẋ → Ẏ ���
 ��������� ��
� ��
�
� ��� ���
��� �� ����	
����

hi : X i → Y i−1 
��� ��� f i − gi = hi+1diX − di−1Y hi� ���� 
��
 i ∈ Z� ��

 Kb(A) �� ��
����
�

���
 ��� ����
� ���
 ��� ��������� ������ �� A �
 ��� ����	
���� ���
 ��� ������� ��	���
��

�
� �� ����	
����� �� ������� ��

� ��
����
� �� �	�
���
� ���������
� ��� ���������� ��

�

��
����
� ��
 
�
������� � �
� ��� ������� !"#$ �� !%#$&�

'��� �� �������� Ẋ = (X i, diX)i∈Z �� Cb(A) � �� ��(�

 ��� ������� �� ��	������
�

Hi(Ẋ) = Ker diX/Im di−1X � )� ����	
��� �� ��������� f : Ẋ → Ẏ ��
 ������ �� ��	�
�


�������
��� �
 ��� ����	
���� 
���

� Hi(f) : Hi(Ẋ) → Hi(Ẏ ) ���
 ��� 
������	
����

���� 
��
 i ∈ Z� *
��
� �� ����
�
������	
��� ��
 �� ����	
��� �� ��������� ��
 
���



�� 
������	
��� �� ������� �� ��	������
��

+�� ����	
���� �� Db(A) ���
 ��
���� �� ���� �� �� ��
����
� ��	���
��
� Kb(A) �� 
��

,�����
 �����������
 ��� ����
�
������	
����� '��� ����
�����
� �� �����
���
 ��� ������


�� �-�
.�� ���

��
��

� ��� ����
�
������	
����� *
��
� �� ����	
��� �� Db(A) ���
 /
��

��������
� ��� ��� ��
�� �� ����	
���� Ẋ Ls�� f �� Ẏ � �0 s ��
 �� ����
�
������	
����

���� �� ��
����
� ���
,��� �� ���
 ��(�
� �� ����
��� �� �������� !1$� ��� ��� ����
� �� ��-��

�� Ẋ[1] = (X i+1,−di+1
X )i∈Z� �
 ��� ��� ����	
���� f [1] = (f i+1)i∈Z� +� ��
����
� ���
,�� ���

�
� �� ����
��� �� �������� !1$ ��
 
�
��������

�� �������� ������ 
��
�	����� ��
	����
� ��
 ��� ���
,������ F : C → C′ ��
�� ���� ��
��

���
�� 
�
�������� C �
 C′ ��
 ������,� ��� 
�
�������

��������� �	�	 ���� �	�
���
�� 	�
�
����� A �� B ���� �
��� �������� ��	��
���
�� ��
�

��
��� ��� 
��
�	����� ��
	����
� ����� Db(A) �� Db(B)�

��������� �	
	 �� �
� ��� ��	� 
������� A �� B ���
 �������� ��	��
���
�� �
 �����

�	�
���
�� �� ������� �� ���� ��
 modA �� modB ���� �
�
�
�� 
��
�	�������

2���� A ��
 ��� ��
����
� ����
���� 	����

�
��� �� ��
����
� ���
,�� ��
 ���� ���
�� 3 ����

�������� ���� �� ���� �	���� ����
 
������������� Ẋ �� Db(A) ��
 
������	� 3 �� ��������

������
��� ����
 3 �
��� ���
� ��
�
� i0 ∈ Z 
�� ��� X i �= 0 �
 �
 ��������
 �
 i = i0 �
 X
i0

4



��� �� ����� 	�
���
������� 
� A� �� ������ ���� 
��� ������ X, Y ∈ A �� i ∈ Z� �� �

��� HomDb(A)(X[i], Y [i]) ∼= HomA(X, Y )� ����	� �	 A � 
�� ��	��� ������� ��	�
��� �� ��� 
�


	
���	�� ������� ��	� ��� ��	 ��� �� ��� ��� ���
��� �	 A = mod(H)� �� H ��� ��� �������

����
	��	�� 
� 
	
���	�� ��	� ��� �� ������ Db(A) � 
�� ��	������ ������� ��	�
�� 	�
�	��


�� ��	��� 
� A�

���� ����� �	����	��� ���� 	
���	���� ��� ������ 
� A ��� ������ 
� Db(A) ���������� ��


����  �

����� �� �����	
�� 
�	
�����

!�	� A ��� ������� 
� 
	
���	�� ��	� ��� �� ����� �� F �� ����
����	�
� 
� Db(modA)�

��������� �	
	 �� ��������	 
������	
 Db(modA)/F ��� �� ����	
��� 

�� ��� 
����� �
��

��� F �
������ X̃ = (F iX)i∈Z� ���� X �� 
���� 
� Db(modA) �� ���������� 
� �
�������� 
�

X̃ = (F iX)i∈Z � Ỹ = (F iY )i∈Z ��� 

��� ���

HomDb(modA)/F (X̃, Ỹ ) =
⊕
i∈Z

HomDb(modA)(X,F iY ).

��� ���
���� 
� �������	�� 
"���	��� ���� ��� ����	
���� �������� 
���	�� ��� #���� $�����

%�	��&�� %�	��� �� '�
���( 
��� )*+, ��

� ��	�� !�	� A ��� ������� ����
	��	��� -� ����

τDb(modA) �� ��������	�� 
"������
��.%�	��� 
��� Db(modA)� �� )*, �� /������� 
� 
��������

-� 
���	� �� /������� F ��

� ����� �� ��
���	�	�� τ−1
Db(modA)

[1]� ������ �� �������	� �
�����

CA ��� �� �������	� 
"���	��� Db(modA)/F �

0����� � 
����� 
��� )1+, ��� ����� �������	� ��� ��	�������� 2��� ��������
���� 	� � 
�����

��� �	 �� ����
 F = τ−1
Db(modA)

[m] �(�� m ≥ 1� �� �������	� 
"���	��� ������� ��� ����	 ��	��.

������

��� �����	
� �
 �������� �� ����
��

3���� ����	�� ����	��� �� ���
	�����	� �� ��� 
���	�	��� �����	(�� 4 �� ���	�� 
� ������	�� -�

(���� ����	 ��

��� �������	�� ��� ������� �
	�� 
� ���
	��� 4 ����	� 
"�� ������	��
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����� �����	
�

��������� �	
	 �� �������� Q = (Q0, Q1, s, t) ��� �� ���	
����� 
�
�� 	� 	��� ���

������� � Q0 �	��� ��� �������� ���� ������� ������ �� �������� �� Q1 �	��� ��� ��������

���� ������� �������� �� 	� 	��� ������������ s, t : Q1 → Q0 ��� ��������� � ������ �����

α ∈ Q1 �� ���
�� s(α) ∈ Q0 �� ��� ��� t(α) ∈ Q0�

��� ����� α 	� ���
�� i = s(α) �� 	� ��� j = t(α) ��� ����� α : i → j �� ����
� i
α→ j� ��

��
����� Q = (Q0, Q1, s, t) ��� ���� ���� ���������� Q�

�� ������	
 �
� 
��� �� ������ ��	���� 
��
 ������ ��
��	��	���

��
���
� �	�	 ��� �������� ��� ���� ���� 	�� ��
����� �

. �� . .�� �� .

.

���
��

��
��

�

.

���������� .

����
��
��
��

.

����������

�� ������	
 Q �
� 
	� !�� 
	 Q0 �� Q1 
��� 
�
 ��
�����
 ��	
� �� ������ 
��
������� Q 
���

������	
 Q �
� ������ �� ����	��� ����	�����	�� 
�
 �����
� �� ������	
 Q �
� 
	� ������� 
	

Q �
� ��������

��	��� Q �� ������	
 �� a, b ∈ Q0� �� ������ 	� ���"���
 l ≥ 1 
� 
����� a �� 
� ��� b

��� ���
 ��	� ����� 
� a  ��
 b! �
� ��� �����
	�	�� 
� �����
 αl · · ·α1 �" αi ∈ Q1 ����

���� 1 ≤ i ≤ l �� ��� ��� s(α1) = a# s(αi) = t(αi−1) ����� ���� i ��� ��� 2 ≤ i ≤ l! �� t(αl) = b�

$� ���
# % ������ ��	�� a ∈ Q0 �� �

��	� �� ����	� 
� �������� 0 
	� ������ ����������
�

�� ������ �
� ��� �� a� &� �� ���� εa �� �� � s(εa) = t(εa) = a� $��
 ���� �� ��	 
�	�# ��

����� ����	� 
	��	���� �� ����	� 
� �������� ���
 ����
� �� ����� % '����

(



����� �����	
�� 
� �������

������ ����	
���	 ����
�	 ����	�
��
 ��������
 �
 ��
���� ��
� ����
���� � ���	�� �
 �����

	
���	 
	 �
��
�� �� �� �
 �
		
 	���
� k ������
 
� ����� ��������

�
�	 �����

��������� �	
	 ���� Q �� ��	
����� 
�������� �� 	
���
� kQ �� Q ��� �� k������	� ����

�� k������� �����	��� ����������� � ����� ���� ���������� �� ���� ��� ������� ��� �������	

l ≥ 0� ���� Q� �� ����� 
�� �� �	����� �� ���� ������� αn · · ·α1 �� βk · · · β1 ��� ��� �� t(βk) �=
s(α1) �� ��� ���� �� ������ ������� αn · · ·α1βk · · · β1 �� t(βk) = s(α1)� 
� �	����� �� ����

�������� �	���	��	�� �� kQ ��� ���	� ������ ��	 ����	����������

��
���
 �	�	 ���� Q �� ��	
���� �������

.
1

α

��


� ���� �� kQ ��� ���	� {ε1, α, αα = α2, α3, · · · }�  � ���� �������� 
�� kQ ��� �����	��� !

�������	� k[x] ��� ���"�#��� �� x�

����� �������� ����

��
� ��	��� R ������� ����	��
 �
 kQ 
��
���� ��� ��
��
���
 �
�  ���
� �
 Q� !��� R 
�

	��	 �

 k�
����
 "
�	���
� ���
	 ��
� ���
 ��
��
���
 �
� ��
���� �
 ����


� �
 ����� 
��

��������� �	�	 ���� Q �� ��	
���� $��� %� ����� I �� kQ ��� ���������� ���� ������ ��

�����	 m ≥ 2 ��� 
�� Rm ⊆ I ⊆ R2� �� I ��� �� ����� ���������� �� kQ� �� ���	� (Q, I) ���

������� �� 	������� ���� 
������	� 
������� kQ/I ��� ��������� �� 	������� ��� (Q, I)�

��
���
� �	�	

&� '��	 ���� ��	
���� Q �� ���� m ≥ 2� ������� Rm ��� �����������

(� ���� Q �� ��	
���� �������

#



2
β

		��
��
��
�

1 4

α



�������

γ
		��
��
��
�

λ��

3
δ



�������

������� I1 =< βα − δγ > �	
 ����		����
 �� ����
� I1 ⊆ R2� ����	 ��� R3 = 0
 ���

���
��� I2 =< βα− λ > �� ���	
 ��	 ��� βα− λ /∈ R2


���� ����	
��� ����
�
��� ����� 	
����� A ��� 
�������� 	� ����
��� ����� 	
����� �� ����
��

�	� �� 
��	
 	��
��
�
�� �������� ����
� ��� 
� ��
�	���

�������� 	
	�
 ����� ������� �
 ! "��
 A ��� k ��#$��� �� �����	��� %���� 	���� �


�����&�� ����	 �� �&�	
� �� �������	 ��� (Q, I) 
�� ��� A ∼= kQ/I


��� �����	
� �
����
� 
� 
���	
���� ��	
���

�� ��
�������� � ��� �
	��� �	��
��

��� ��	
������ �� ����
�� ��
 ��� 	���
�� �
	��� ���

��#$���	 �������	� ����� �
	��� 	 ��� ����
� �	� ����� �� ��� ��!��
 �	�� "#$� �� �	���

�


	 ����
�
���

��
������ 	
		
 "��
 Q �� �������	 �
 I �� ����� ����		���� �� ����#$��� �� ������	 kQ


'� ��
 ��� �� ����� (Q, I) �	
 �� �������� ��	�
�� 	��� 	�
�	(��
 ��& �����
���	 	��)��
�	


�
 ���� ������ 	����
 i �� Q� �� * � �� ���	 ���& +$���	 �� 	����� i �
 �� ���	 ���&

+$���	 �� ��
 i


,
 ���� ������ +$��� β �� Q� �� �&�	
� �� ���	 ��� +$��� γ1 
���� ��� γ1β /∈ I �
 �� ���	

��� +$��� α1 
���� ��� βα1 /∈ I


�
 ���� ������ +$��� β �� Q� �� �&�	
� �� ���	 ��� +$��� γ2 
���� ��� γ2β ∈ I �
 �� ���	

��� +$��� α2 
���� ��� βα2 ∈ I


-
 I �	
 ��#����� ��� ��	 ������	 �� ���#���� ���&


.��	 ��	��	 ��� ����#$��� kQ/I �	
 ����
�
�� ��	�
�� �		����� / �� ����� (Q, I)
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�� ��� ���	
��� A = kQ ���
 Q �� 
������� �� ������ �������
��� ������ �� ���� A ����

����
����

�� �����	
�� A ������ ��� �� 
�������

1. 4.

α

����
��
��
��

3.

δ
����
��
��
��

β

����������

2. 5.

γ

����������

��� ��� βα = 0 ��� δγ = 0 ��� ����
���

!
��"�� ��� #��������� ��� ������ ���� $�%& ��� �� 
����� ��� ���	
��� ����
��� ��� ���
��

���� �����������
� �������� '� ����� ���� ��� ���	
��� ����
��� �� ���
�� �� ������� �� ��

(	
��� �� 
������� ��������� �� �� )��
���� φ : N × N → N ���������� ��� *������*�������

�� +���� ���� $,& �� ��� ���� ��
������ ���� �� �������
���� �������� ���� ��� ����������

��������

��� �����	
�	�� φ �
 ��
��	���	����� 
� �
���

!��� A = kQ/I ��� ���	
�� ����
�� �- Q = (Q0, Q1) ��� �� 
������� 
����.�� /� ������

�����	 �� A ��� �� 
����� C = αn · · ·α2α1 ��� �� 
������� ��� �� ��������� 0���� /� 
�����

������ C ��� �� 
� �����	 ��� 
������ �� ���� ���� β ∈ Q1 �� Cβ �� βC ����� �� 
�����

������� �� �1�� �� ������ ��
����
 �� A ��� ��� ����� Π = αn · · ·α2α1 )����� �� (	
���

���. 2 ���. ������
��� �� Q ���
 αi+1αi ∈ I ���� ���� i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}� /� 
�����

�������� Π ��� �� 
� ��
����
 ��� 
������ �� ���� ���� β ∈ Q1 �� Πβ �� βΠ ����� �� 
�����

��������� !��� v ∈ Q0 ��� ��� Card{α ∈ Q1 : s(α) = v} ≤ 1 Card{α ∈ Q1 : t(α) = v} ≤ 1

�� �� β, γ ∈ Q1 ���� ���� ��� s(γ) = v = t(β) ����� γβ /∈ I� *���� �� 
������� ��� ev

��� �� 
� �����	 
������ �� v �� �� �� ���� hv� !��� HA �������
�� ��� 3�� ������ �� A 

�������. �� ��� �������.� �� �1�� ���� v ∈ Q0 ��� ��� Card{α ∈ Q1 : s(α) = v} ≤ 1 

Card{α ∈ Q1 : t(α) = v} ≤ 1 �� �� β, γ ∈ Q1 ���� ���� ��� s(γ) = v = t(β) ����� γβ ∈ I�

*���� �� 
������� ��� ev ��� �� 
� ��
����
 
������ �� v �� �� �� ���� pv� 4����� ��� 
�������


������ ������� 1��� ������������� ������ �� ����������

5� ��� �����
�� ���������� �� ��3��� ���. )��
����� σ, ε : Q1 → {1,−1} ��� �����)��� ��.

����� 
��������� ����������

��



�� �� β1 �= β2 ���� 	
� ��
�
� �
��
� ��
 s(β1) = s(β2)� ����� σ(β1) = −σ(β2)�

�� �� γ1 �= γ2 ���� 	
� ��
�
� ��

 s(γ1) = s(γ2)� ����� ε(γ1) = −ε(γ2)�

�� �� β 
� γ ���� 	
� ��
�
� ��

 s(γ) = t(β) 
� γβ /∈ I� ����� σ(γ) = −ε(β)�

�� �
�� �������
� 

� ���
����� � 	
� ��� 	
 A 
���
 ���� � ���� �� �� ��� ������� H =

αn · · ·α2α1 �� 	 ���� σ(H) := σ(α1) 
� ε(H) := ε(αn)� �!�� 
"���
 �� �� �
���� ��� ������� hv

���� �� v ∈ Q0� �� 
���
"�� 	
 Q �����
 �!
"���
�

 	!�� γ ∈ Q1 �
� ��
 s(γ) = v �� 	!��

β ∈ Q1 �
� ��
 t(β) = v� #��� �
 ��
��
� 
��� �� 	 ���� σ(hv) = −ε(hv) := −σ(γ) 
� 	���

�
 �

��	� �� 	 ���� σ(hv) = −ε(hv) := ε(β)� �!�� 
"���
 �� �� ���
�	�� pv ���� �� v ∈ Q0� ��

���� ��!�� 
"���
 γ ∈ Q1� �
� ��
 s(γ) = v �� β ∈ Q1 �
� ��
 t(β) = v� #��� �
 ��
��
� 
���

�� 	 ���� σ(pv) = ε(hv) := −σ(γ)� 
� 	��� �
 �

��	 σ(pv) = ε(hv) := −ε(β)�

$� 	 ������� �������
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� 	
 ���%�
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�
�� �
 
������� �� ��� 	 ���� �!����%�
 ����%�
� #��� �!���������
�

���� ������� 	��� �
 �
�� 	��

� ��� �
� ��� �
���� 
� 	��� �
 �
�� ���
��
 ��� �
� ��� ���
�	���
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�
�
�� ��
 �����

��������� �	�
	 &'�
���('������� 
� )
���� *+,- ��������	
�� �
	 ����� 
��	�

�� ��� �� �������� ���� �� �� �����
 H0 �� A�

��� �� Hi �
	 ������ 
��	 Πi �� �� ��	����	 ��� ���	 �� t(Hi) �	 	�� ��� ε(Hi) = −ε(Πi)�

��� ���	 Hi+1 �� �� �����
 ��� �������� �� s(Πi) �	 	�� ��� σ(Hi+1) = −σ(Πi)�

�� �����

�
 
�����	� ����� Hn = H0 ���� �� ��	��� ��	���� n� ���	 m =
∑

1≤i≤n l(Πi−1)

� l �
	 �� �������� ���� �
����� ���
	 ! ����� �� ������ ��
 "#�
�
 
�� �� �
�����

�� � ��	��� �� ����� (n,m)�

$� �� ���#	� �� �����#�� �	��� %�
���! �� ��� 	��
 ��
 ��
 �����
 �� A ��	 �	� �	���
�
�

&� ���� �'�
	� ��
 �(���
 �����	�
 ���
 ��
������
 �
���� ����� �� "#�
�
 ���
���	���
 )����

��� ����	���� �� �%��	� �� ����� (0,m) ���� �
���� �� ��
 �(���
� � m �
	 �� ��������

�� �(����

*� �� ��
� φA : N2 → N� � φA(n,m) �
	 �� ������ ��
 )��
 � �� ����� (n,m) ������+	

���
 �� ������	
���

$� ���
���� φA 
�� ���������
 ���� �! ������
�

 	 ��� 
� 
!
�� � 	��
 �

����
��� �	��	 &'�
���('������� 
� )
���� *+,- ���	 A �	 B ���' ���#���
 �������
� �� A

�	 B 
��	 �������
,���������	�
� ����
 φA = φB�

��



�������� �	�
	 ��������� 	
� φA(0,m+ 2) ���
�� �� ������ �� (m+ 2)������� ������ �

���� �� ������ �� ����
�
� (m + 2)� ���
��� ������ � ���� 	
� �� ���
������� �� ��
� ������

������
����� 	
�����	
�� ���� �� ����� ���� ���� 
�� ��������� !�� (m+ 2)������� "�
��� 
�

�#�� ��
���� 	
��� �� ��������� ���	
�������� ������� ��� �������� ��������� m����������

����
�� �	��	 $��� A = kQ/I ��������� ������� �
������

. .
αm+1 ��

��
�

.

��				 1
α0

��






2
β1
�� .

β2
�� . n+ 1

βn
��

.

������
.

�% �� ����� ��� 
� (m+ 2)������ ���
�� 

&�
� ������'��� ������������ ���� H0 = α0β1β2 · · · βn ����� Π0 = pt(α0) (���) H1 = α1 ��

Π1 = pt(α1) *
�� �� ������
� � 
����
��� �� ����� "
�	
�� Hm+1 = αm+1 ���� ��� Πm+1 = β1 ��

�
��� Hm+2 = h2, Πm+2 = β2) �� �� ������
� � ����� ���� ��������� 
�� ��� ������ β �� ������

� Hm+n+1 = hn+1, Πm+n+1 = pn+1 �� Hm+n+2 = H0 +�� 
��	
�� ,�� ��������� �� ����
�
�

��� �
��� ���� ��� ������ β -���� �� ������� �� 
���� (m+n+2, n) �� φA(m+n+2, n) = 1 

+� ��������� ���
� �� ������������ ��
� ����� �� 
���� (0,m+ 2) �� φA(0,m+ 2) = 1 
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���� ��������� m��������� �� ���� A
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���
 �
� ��
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�
 ����
�
 ��
	�
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��
� ������ �
�
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� �� 	������
��
� ���� �
� ������������ 

 �
� ���������������� ���� ����
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 ��
�
 ��
 ����	 �� ���
��
 ���� �	���
� ����� �
�� ���� �
� ������	
� �����	
�

�
 
!�
 A ���
 �	���	
� 	������
�

�� "��� 
���# ���
��� ���� ��� � ����	 ��
 ������$��
���

�������
 ���� �
 ��� Ã� ���� �%� �� �&�'� 

 ���� ��
 ������	�	 ��
 ��
�
��� ���� �	�	���
#

�
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� ��� ���
 �	���	
� 	������
�

� ( �
� ���� �
�

������	
� �����	
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 A �� Ã�
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� ���� �
� ������	
� �����	
� ��
 	
	 �	�	�����	
� ��� )*����

�+%� ��� ��
	����
� m������	
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 ��� ���� �
� ������	
� m������	
�# �
��
�
��
�
�
# �


���

 ��
 ����� �� ��
�� m = 1 �� 
�
 ���� �
 ��� ������	 �����	� ,����# �� ��
�
��� ��
��

�
��
 �
 
����
� �� ���
��
 ���� ������ ����� �
�� ���� �
� ������	
� m������	
� �
 
!�
 A

�� Ã ���
 �	���	
� 	������
�

� �
 ���
� "��� �
 ��� A# -���*! ���� �+.� � ����	 �� ���
��


���� �
��


��
 �
 �	��$
� �� �
�� ���� �
� ������	
� m������	
� ���
 �	���	
� 	������
�

�

�� ���� ���� �
 �*���
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���������� ��� �
 ��� ���
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� 
��
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� 	������
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���
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� ������	
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�

�
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!�
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�
����
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���� ��
� �
 
!�
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�
# ���� �	���

�
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�
� ���������� �
 -���*! �+.��

��



��� �����	
� �
���
�
� m�������
�

���� m �� ������ 	�
���� �� H ��� �
����� ����������� �� �����
��� ���� 
�� �� ���	
 �
������

������� �
�
 k� �� ���� τ 
� ����

����� �� ��

������������ ���
 
� ��������� ������� ������

Db(H) �  !" 
� �������� ����
��� �� Db(H) �� [m] 
� m��� 	��

����# ���
� $ ���� [1]m = [m]�

��������� �	
	 �� ��������	 m
������	 ��� �� ����	
��� 
�
������

Cm(H) := Db(H)/τ−1[m]

%��
 
�
 ���������
 m����

��
 �� ������ 
�
 ��&��
 ���
�����
 m����

�
 ����� 
����

��������� �	�	 �� 
�� ����� 
���� T 
� Cm(H) ��� �
���
�
� m
������ ���� ��������� ���

�
�
���
�� ��������� �

�� HomCm(H)(�,����) = 0�  
�� �
�� i ��� ��� 1 ≤ i ≤ m� �� �� �����!��� �� X ∈ add(T )�

"� HomCm(H)(�,����) = 0�  
�� �
�� i ��� ��� 1 ≤ i ≤ m� �� �� �����!��� �� X ∈ add(T )�

��������� �	�	 ����	#��� 
���

!
� $��!�� EndCm(H)(�) 
��� 
���� ��������� m%�!���� T

��� �  ���� ������	 �
���
�	 m
������	�

��� �����	
� �
���
�
� m�������
� �
 ���
 A

'��# ���
 ���
 ����������
 
�� 
� ��
 �( H �
� ��� �
����� ����������� �� �)	� %)�*�� A�

+��
 ����
 
� 	��	�
����� 
��������

�
��������� �	�	  ,-" ��� ��	#���� ��������� m%�!������ 
� �& � A �
�� ��!������  
��

�
�� m ≥ 1�

��������� �	�	 �� 
�� ����� �&��� 
� (Q, I) ��� m
������ ���� ��� 
������ 
� �
�	���� m+2

�� �� �
! 
����
� 
� 
��� '#�$�� �
���������� 
� �&��� ��� ��� ������
� 
��� I�

��������� �	�	 (
�� (Q, I) �� �����
�� ���� )��� ������
�� r �� r′ �
�� 
���� ��
�������	�

���� ������ ��� !���$� v = wr = r′w′ 
��� �� �����
�� ��� (Q, I) ����� ��� r �� r′  
������
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� ���� �
��
� �
 ����
 �
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�
 ���� A ��
 ������
 �������
 m�������
 �
 ���
 A�

 � !
� �
��� ����
� ��� �
��
�� ������"��
 ���� A ���� �
� ����
� m���������

	� �� m �= 1� �� �
�� � ����� �
� �
������� 
� �
#��� �
� ����
��

$� %� �
�� 
&���
� �� ���� m− 1 �
������� ����������
� 
� �
#��� �'�� ����
�

(�� �� ����
� ���� ��������
���� ��
� �� m )&
�

*���
 �
 �����
 �
 �#�����
 �������� �
� ����
� m�������� +��
�� �� �,�
 ������� ���� ��

������)������ ������
 �
� ������
� �������
� m�������
� �
 ���
 A�

�
������ 	
�
 �	
� ���� �����	
���	 �������	 
���� 
������ �������� m�
�
		�� 
� ����

A 	��� 
������	 �����
�����	 	� �� 	�������� 	� ����	 �
�����	 ��� �� ���� ������ 
� �����	

m�	
����	 �� 
� �����	�

!'������ �� �#�����
 	�- �������
 ��
� ���� m ≥ 2� ��
 ������
 �������
 m�������
 �
 ���


A �
�� �
 ��� .��
 ����
&
� *
�� 
�� ��
 ��/��
��
 ������
 ��
� �
 ��� �0 m = 1 1 
� 
/
��

�
� ������
� �������
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1.−→2.−→3.−→4.−→5.−→6.
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��
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��
� ��	� ������� 
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�� �	� ������ P �
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 ������
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������ ����	
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��� &��
� ��

� 	
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���������� d0	 �� �
������ m ��
������� m����������� ����������� d1, d2, · · · , dm �� P ���

���� ������� ���� ����� ��� ����������� ���� �� ���� ������������ �� d0 ���� ��� ���


(m+ 2)������ ��� ��� d0 ����� ����� ��������

������ ��� � ��� ���
 ����������� �� �� ��������� d0 ���� �� ��
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	 ���� ���� T 	
� ��
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 �������� �� P � ��	� ����	� m������
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����� d0 ∈ T 
�	� ���
���
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 μm� ����� ��������
 ��� ��  �������
 �� d0 ��
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� �
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� ��� ��	� (m+ 2)���
�� �	� �
� d0 ����� ��!�� ����	
�� "����#
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� �	� μm(di) = di+1# �� 0 ≤ i ≤ m− 1 �� μm(dm) = d0 �$ d1, · · · , dm ��
� ��� m�

�����
���� ����������� �	� ��
� ���  �������
� �� d0� %
 ��	�# 
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� μ−1m = μm
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� ��� ��������
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����
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�'���(��� �
���
�� m�������� ������� ) �� ��
����
 T′ ����
	� ) ������ �� T �
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� ���*��
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� �� ��� �����
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�� p = q = m
2

�� �� m ��� ���
�� p = m−1
2

�� q = m+1
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���� �� ��%�� 
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�	 ��������	 m����		��	 
� �%&� A �$�	� &�	
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�
�(�� 0 �� �	� &�		���� #�$��� �����
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�
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���
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	���� ��� ���� m���������
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��������� �	
�	 ��
� (Q, I) 
� �	��
�
� �
� 	
�	��� �

 ��
� ������
� 
�
�
����� ��� ������
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"	�� T ��� ������ 	�

������ ��	���
�� �� dpA(T ) ≤ 1� Ext1A(T, T ) = 0 �� T = ⊕iTi� ���� ��� Ti ��"��
!�
�������

��� �	� �� ���"���� "� ������� "#��
!
�����!�� "� Ti ��� ���� $ n� 
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������� A �� B ���� ����� ��������	
�� �
�� ��� �	���	���
	� �


��� �
��	���	���
	� ���� �
���� ��� ����� A = A0, A1, · · ·Ar = B ��
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��

� �� �	���� �� ������	�� �� ���	��
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��� A ��� ��� �	
��
� �
������ �

��� A ��� ������	���� ���
 	�� ���	�������� �� 	�� ������	�������� � ��� �	
��
� �� ���� Nr,s�

��� A ��� ��
���� ������	���� � ��� �	
��
� �� 	� ��
�� Nr,s�

��� A ��� ��
���� ������	���� � ��� �	
��
� ���	���� m�������� �� ���� A�
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(b) �������� (c) �� � �
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������ A �� ���� �������
 ��� ����� ����������

(rA, sA) �" rA ��� 	� ����
� �� ���	�� m�����
�� �� sA 	� ����
� �� ������� �� ��
����� ��

A�
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��
�� �����	
 ���� �
��� ��� �� ���
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 (Qr,s, I) �� 
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����
�� ��� *�
+�� �
 ���
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 vj �� �����
 �	 
����	 �	
�� �� j� ��� �
 �� (j + 1)� ���
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��� $	 ��
��# ���
 1 �-�	���� �����
 �� ����� 3 ��	� Qr,s� .��� 
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 αj

0, α
j
1, . . . , α

j
m+1 ��� m + 2 *�
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�
��# �� ���
� ��� �� ����
� �� αj

0 ��
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����� ����� ��	 
���	 (a, b) ∈ N×N
 �� �� ���	� (a, b)∗ �� �������� ��������������	 �	 ��	��

�	���	 {(a, b)} ⊂ N× N�

����� ����� ���� Nr,s �� ���	
 ���	��
� 
�����

φNr,s = r · (0,m+ 2)∗ + (s+ 2− 2r, s− r(m+ 2))∗

��	����������� �	 �	��	 r · (0,m + 2)∗ ���� �	 �����
	 (3) �	 �����������	 ����� ����� �	


��������	
 ���	� ��	 �	 �����	 ����� �	�  !��	� 	��

s = n+ r(m+ 2). "#��$

�����
 �� � s + 2− 2r = n + rm + 2
 	� s− r(m + 2) = n� %��� 
�������� �����	���� 
��

������	��	 ��� r� &���	 �� ���� 	�� ����	 
��� �� ����	
 ���� ����	�'��� 
�� �	 ��� r = 2�

�	 ��� r = 1 ���� �	 ��	(	�
�	 ���)�

*�

����� r = 2
 	� ���� k �	� ��	 t(α1
k) = v1� &���	�'��� �����������	 ��	� H0 =

α1
0β1 · · · βn ���� Π0 = pt(α1

0)
� �����
 H1 = α1

1 	� Π1 = pt(α1
1)
� +�����	
 ���� ���������� ,


�������� �	 �-��	 �	 
��� , �����	 
������	 .�����, Hk−1 = α1
k−1 ��� Πk−1 = ptα1

k−1
� � �� 
���

�����	 ���
	
 ���� ���	���� Hk = α2
0α

1
k
 	� ������ �� �	�(�!�	 �-��	
 	� Πk = pt(α2

0)
� �����


���� ����	�'��� , 
�������� �	 �	�(�!�	 �-��	
 	� ���	���� Hk+m = α2
m
 �	 ����	 ���, ��


�������	 ���
	
 ���� ����� Hk+m+1 = α1
k+1α

2
m+1
 	� �	�	���� �� 
�	��	� �-��	� +� �	 
���

������� ���� ����	� ��	��� , H2m = α1
m 	� 
��� H2m+1 = α1

m+1
 ����
 �� ��������	 �	 �	

��� 
���!�	
 Π2m+1 = β1� /!� ����
 H2m+2 = h2, Π2m+2 = β2
 	� ���� ���������� ������ �	��

������!�	 , ����	�� �	�  !��	� β� %��� �������� 	�����	 , H2m+n+1 = hn+1, Π2m+n+1 = pn+1

��� H2m+n+2 = H0� �	� �����	� 0�� ���	����� �	 �����	�� ��1��	��	 �	 ���� ���� �	�  !��	�

β� 2���
 ���� ���	���� �� 
���	 (2m + n + 2, n)� *� �� �	�
���	 n 
�� ��	(
�	����� ���	��	

���� ��	������� #��
 �� ����	�� �� 
���	 ������	�
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����� �����	���� ��	 �������� 	�� ���� 
��� l = r − 1
 	� ����-���� �����������	 
���

l = r� �	� 0�� ���	����� �	 �����	�� ��1��	��	 �	 ���� ��� ���� �

������	 ���� 	(���	�	�� �	�
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 � ��� ���� ��������� 	��������� T � !��� 
"����� ����� # 
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�%��
 ���� 
������� �� ���� �#��� m&�
����� ����� 	
�� �� �
� r = 2
 	��� 	� ��� ������
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���� 	��� �#��� � ��
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 �� 	� ��
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T = (n+ (r − 1)m+ 2) +m = n+ rm+ 2.
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������
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	� �������� �����	��� ��� A ��� 	������ �����
����� � ��� 
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�� ��� ������ 
�� $��#
�� ���$��
�,��� ���
 
�� ������
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� �� ��
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 �
��
� ���
�� �� �
���

� ��������
� �
� �
��� �� k > pm+ 1� ��

�����
 �� ��
����

)� �!��� 

 

�� γi,k �� �����
 ��
� �� ��
� �
����� �
��� Ii �� Ii+k−1 �� �

� �� �� ��

�����

�� �
���

� �
�������� 
% k ��� �� 

� �� �� �
����� ��� �� �����
 ��������� *��
 �+�� ����



�� ������

� �
��
��� �
���
 pm �� qm�

,-



������ ��� � ��� ���	
�� δ0,4 �� γ0,3 
��� P3,2,2�

��
�������� ���� ����

����� ��� ���	
�� 
�� ����� ��
������
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��
�	
� �
 C′ ⊂ Cm� �� ��	
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� ����
���

�"����
� 	��� �+
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HomCm(X, τY [1]) ∼= DHomCm(Y,X)

����� ���� ���� H ��	 

����	 �������
��	� �� m > 2 

��� HomCm(H)(M,N [2]) = 0 ����

���� M,N ∈ modH�

��������
�����

HomCm(H)(M,N [2]) =
⊕
i∈Z

HomDb(H)(M,F iN [2])

=
⊕
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HomDb(H)(M, τ−iN [im+ 2])
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��� ��� ��� ������ M
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HomCm(X, Y [1]) ∼= DHomCm(τ
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M r = {N ∈ C ���� ��� HomCm(M,N) �= 0}

M l = {N ∈ C ���� ��� HomCm(N,M) �= 0}
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���� �� ���	� M 
��� C 
�	��	��
	 M r \ (τ−1M)r 
��	����	 
	�� �� ��� ��� ����
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	�� M ru 
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� �� �����

Pp → Pp+q−1 → · · · → Pp+1 → P0
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� ��
����� �%������ ����� ���% #������� ���!����

����	
�� �&�� �	��� ���
����� m������! T �&�
� ���� ���� 
� �'�� �����������
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����� ���� ���� T �� ���	� ��
������ m
������ 	� ���	�� M,N �	�� ���	�� ���� ��	 �	�


��������	� ������	
���	�� ������

�� �� M ∈ add(T )� ����� τ−iM /∈ add(T ) ���� ���� i ∈ N∗�

�� �� M,N ∈ add(T ) 	� �� 	����	 �� ��������	 ��� ��� M → N � ����� N ∈ Mur ∪Mdr�

�������������� ��� ���� �� 	�
��
��� ��	����� m�������� 
� � ��� [m] = τ � ��� 	
�������
�

�
�� 

�
 i ∈ N∗ 
� � �

HomCm(M, τ−iM [m]) ∼= HomCm(M, τ−(i−1)M) �= 0.

��
�� τ−iM /∈ add(T )�

��� �
��� �� ����
� �� �
������� �
� ��� M → N � �
�� ���
�� ��� N ∈ M r�  ���
�
��

��� N /∈ Mur ∪ Mdr� ��
�� N = τ−iN ′ ���	 N ′ ∈ Mur ∪ Mdr 
� N = τ−iM � i ∈ N∗�

!� ���
� "� � �
�� ���
�� ��#�� ��
 ���
���$�� "#��
�� N = τ−iM � �
�	 N = τ−iN ′ ���	

N ′ ∈ Mur ∪Mdr �
 �
�� ��
�� �

HomCm(M, τ−iN ′[m]) ∼= HomCm(M, τ−(i−1)N ′) �= 0.

��� 	
�������
 N = τ−iN ′ /∈ add(T )� ��� ��
 ��� 	
�
��"�	
�
��

����� ���� ���� T �� ���	� ��
������ m
������ 	� M ∈ add(T ) �� ���	� ���� ��	 
����


����	 ��������	 �	 ���� p� ������ M �	 �����	 ���� �	� p− 1 ��	��	�� ���	��� �� ���	�

�������������� %$����
�� ��� �� dM ��
 ��� "���
���� "� 
&�� 2 
���� ��� F (dM) = M ��
��

dM ��
 "� �� '
��� O∗,km+2� 
( k ��
 �� ������ "� �� "���
���� "��� �� 
�$� Tp�  � k ≥ p�

km + 2 ≥ pm + 2� !����
�� �� "���
���� �#��

���
����	
� �
 �� ���
 ��� '���� ���
�� "#���

(m+ 2)�������
�
�� !� 	
�������	� M �� ���
 ��� )
�� �� '�	
��� "#�� 
$*�
 ��	�����


m��������

����� ���� ���� T �� ���	� ��
������ m
������ 	� ���	�� M,N �	�� ���	�� ���� ��	


��������	 ��������	 �	 ���� p� �� M,N ∈ add(T ) 	� �� � � �� ��������	 ��� ��� M → N �

����� N ∈ Mur ∪Mdr ∩ { �	� p− 1 ��	��	�� ���	��� �� ���	 }�

�������������� �� �)�� ��� "��� �� ����� +�, 
� �
�
�� ��� N ∈ Mur ∪ Mdr� -� �
��

���
� . ��
���� ��� N �����
���
 ��� p − 1 �������� ������� "� 
�$�� ���� 	��� ���
 "�

����� ��
�������

/�
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 ��	� ����� ������
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 �	��� ��
 
��� ���
 ��
 �����
����
 ���
�����
�

����� ����� ���� T �� ���	� ��
������ m
������� ��������� ��	 Pa ∈ add(T ) 	� τ rPb[1] ∈
add(T )� ������ HomCm(Pa, τ

rPb[1]) = 0�

�������������� ����� Pa, τ
rPb[1] ∈ add(T ) �� T �
� 	� ����� m���������� �� � �	�

0 = HomCm(τ
rPb[1], Pa[1]) ∼= HomCm(Pb, τ

−rPa)

�� ����
 τ−rPa /∈ P r
b � ��� �����	�
� 
� 0 �= HomCm(Pa, τ

rPb[1]) �� 	����
��� �� ������
�
 m+ 1�

�� �� Cm �� ������� 0 �= DHomCm(τ
rPb, τPa) ∼= DHomCm(Pb, τ

1−rPa) �� τ(τ
−rPa) ∈ P r

b �

�� �	� �
� ��
	����

��	� ������	�� ��	
 ����
 ��
��� ��
 �
�������
 
	������
�

�	
��
��� ����� ���� C ��	 
��������	 ��������	 �� 
������� ���������	�
�	��	� �	 Cm 	�

���� M �� ���	� ���� C� ����� �� ������ �	� ����
	��	���	� �������� �

M+ = {N ∈ C ���
 �	� HomCm(M,N) �= 0 �� N ���������� �	� p− 1 �������
 �����	�}

M− = {N ∈ C ���
 �	� HomCm(N,M) �= 0 �� N ���������� �	� p− 1 �������
 �����	�}

 � ����!�� �����"	� ��	
 ��	���
 �
���� ��
 �#��
 
�	
���
�����
 
� C �
� 	�� �����
����

���
 �� ���
"���� ��
 m����"�����
 Cm
p,q�

$%



������ ��� � ��� ����	�
����
�� M+ �� M−

�������� �	
�	 ��������� 	
� �� 
�������� �������� �� �
��������� 	
� �� ���������� C

��� �
�
������

���� �

�
� ���� 
� 
������
 �����
�� ���� 
�� �
���
�� ��� 
� ������ ��� ����� �� ��
� p

��� ����� 0��

M0 :=

0

p+ 1
���

p

��

Mk := Sp−k �� 1 ≤ k < p.

�
������� �	
�	 ���� M 
� ����� 
��� �� ��
��� 
�
� �
�� 
� ���� p� ��
� 
��������� ��

���� M̂ 
� M ����� ����� ����������

M̂ = (
⋃

N∈Mdr

Ndl)
⋂

{p− 1 �������� �����
�}

� 



������ ��� � �� ���� 	� Mi

�������� �	
�	 ���� M �� ���	� ��
���
������	 
��� �	 
�
	 ���	 ��	 Si�

�� i ∈ [1, · · · , p− 1]�

dimHomCm(Pi,M) =

{
1, �� M ∈ Ŝi �

0, ������

�� i ∈ {0, p, p+ 1, · · · , p+ q − 1}�

dimHomCm(Pi,M) =

{
1, �� M ∈ M̂0 �

0, ������

��
����������� 
� �
�� 	� ������� �
� �� ������ Si �������� ��
������ 
�� ���� �� ����

�
� �����
� 	� ����������� 	� M �� M ∈ Ŝi �� �
�
�� ���� �� 	����� 	
 ���� Ŝi� ��
�

��������� �
���������� M0� �� ���� ��� ������� S0, Sp �� Sj �� �� j ∈ [p+1, · · · , p+q−1]! �
�

������������ 
�� ���� 	��� �� ���� M̂0 �� �
�
�� ���� 	��� �� ����������� ��� �
���� �������

�������������� ����

����� �	
�	 ���� T �� ���	� ��������� m��
���� 	� ���	�� Pb, N ∈ add(T ) ��	� N ��

���	� 
��� �� ��
������	 ��������	 Tp� ��������� ��	 HomCm(Pb, N) �= 0� ����� N ∈ Mdl
∗ ��

∗ =

{
p− b, �� b ∈ [1, · · · , p− 1] �

0, ������

"#



��������	�
��� ����� HomCm(Pb, N) �= 0� �� ���	
 �� �
 ���
��
� ����� ��
� �
���� �
�

N ∈ M̂∗ �� ∗ =

{
p− b, �� b ∈ [1, · · · , p− 1] �

0, ������

�� ��
�� ����� Pb, N ∈ add(T )� �� 
 �
� 0 = HomCm(N,Pb[1]) ∼= DHomCm(Pb, τN)� �����

τN ∈ M̂∗
c
�	 N ∈ (τ−1M̂∗)c = (M̂∗−1)c� �
� ������
��	 N ∈ M̂∗ ∩ (M̂∗−1)c = Mdl

∗ �

����� ����� ��
� T 
� ����� 
���
�	�� m�	�	��� �� ��
��� N, τ rPb[1] ∈ add(T ) 	��� N


� ����� �	�� �	 ������	��� �
�
�	
�� Tp� �
������� �
� HomCm(N, τ rPb[1]) �= 0� 	����

N ∈ Mdr
∗−1+r 	��� � ����� �	�� �� ����� 	����
�
� ��� �� �	��
�� ∗ − 1 + r ���
�� ���

��������	�
��� �
� 0 �= HomCm(N, τ rPb[1]) ∼= DHomCm(τ
rPb, τN) ∼= DHomCm(Pb, τ

1−rN)

�� �
�	 �
� τ(τ−rN) ∈ M̂∗� �� �
	��� ����� τ rPb[1], N ∈ add(T ) �� 
 �
�

0 = HomCm(τ
rPb[1], N [1]) ∼= HomCm(Pb, τ

−rN)

���� τ−rN ∈ (M̂∗)c� �� ������
���� τ−rN ∈ (M̂∗)c ∩ τ−1M̂∗ = Mdr
∗−1 �	 N ∈ τ rMdr

∗−1 =

Mdr
∗−1+r�

�
 �����	��� �
��
�	� ���	 ��
�����	 � ��������� �
 ��	
	��� �
�� �� ����� �
� �
���
�

�	
��
��� ����� ��
� B 
� ����� �	�� 
� �
�� �� �	�� p �

 �� ���
�� 	
 �
��	
 v ∈
[1, · · · , p− 1] �
 �
��� �� ����
� ��
��
�� α(B) �� B �	�

α(B) = p− 1− v

����� ����� ��
� T 
� ����� 
���
�	�� m�	�	��� �� ��
��� B,D ∈ add(T ) ���� �
� B ∈ Ti
p

�� D ∈ Ti+1
p �  ���� HomCm(B,D) �= 0 �
 �� ��
������ �
 D ∈ (B−(τB)[1])dl ∩ { ��� α(B)

����
��� �
��	
! �
 �
�� } �� �� �
��	
 v �� B �� �
"����� �� p− 1�

��������	�
��� ����� D ∈ Ti+1
p �� � ��	� D′ ∈ Ti

p 	�� �
� D = D′[1]� �� �
	��� �
���
�

B,D = D′[1] ∈ add(T ) �� 


0 = HomCm(D
′[1], B[1]) ∼= HomCm(D

′, B)

�	

0 = HomCm(D
′[1], B[2]) ∼= HomCm(D

′, B[1]) ∼= DHomCm(B, τD′)

!"



�� �������	��	 D′ ∈ (B− ∪ (τ−1B)+)c
 �� 	� 
��� ���� ������� ��	

HomCm(B,D) ∼= HomCm(B,D′[1]) ∼= DHomCm(D
′, τB)

���� ��� ���� ���� ����� ��	 D′ ∈ (τB)− \ (B− ∪ (τ−1B)+) = (B−(τB))dl ∩ { �	� α(B)


�	��	�� ���	��� �� ���	 }


��� ��� ��	�
� ��
� ��� �������

�� 
���������

��� �� ����	� ���� ������ ����	�	�� ��	� ��	 �������� 
��� �	� ��������	� �	 ��
	 2 ��� 3�

	� �������� �� �	��� d �� ���	 T d
p ��� T d

q � 	� �� ���	�� k ��� � �� ��������	 ���� �	 ���	

����	�
������
 ����� �	� p ��� q� ��������	� ��� ���� ���� �	 ���	�� k �� ���	 T d
p ��� T d

q �

���� 
��������	� 
�� Omx−(d+1),km+2 ��	� x ∈ [1, · · · , p] 	� k ≥ 1


 �� �!�����	� �� ��������� ����� ����� ��	 �	� ���	��� �	 d 	� m ���� ���	�� �� ���	�� �����

�� ��������	 Omx−(d+1),km+2 
�� �� 
���	 (x, k)


�������� �	
�	 ���� �� ��	�	
�� ��� ���
 ����
 ���� �����������	 ���� ��
 ������	



�� �� ������ �� 	���� ���
 ����
 �

F (Omx−1,m+2) = Mx+1

�	

F (Omx−(i+1),m+2) = F (Omx−1,m+2[i]) = Mx+1[i],

��� �� ������� �� 
��
�
��
�� 	������
 ������ p��

�����
	��	
��� "���� ����� ��!�� � � �� ���
#���	 ���� Cm 	���	 �	� ��$	�� Pp−1 	� Sp−1
	� ��	 	� 
��� Pp−1 	�� 	� ��$	����� �
�� �	 ����� �� �����	�� F−1� ��	� �� ��������	 αp−1
�	 ��
	 1 � �� � ��	 Sp−1 ����	�
��� % �!�����	 ��������	 �	 ��
	 2 ��� 	�� �� ���	�� &���

	� �	 �	����	 �� ����	� t(αp−1) = Om
 �� �������	��	 Sp−1 ����	�
��� % �� ��������	

Omp−1,m+2


''



���� �� ����� 	�� �
���� 	�
� ��� 
������ 	�� 	�����
�� ��
�� �
 �
����� ��� τOmx−1,m+2 =

Omx−1,m+2[m] = Om(x−1)−1,m+2� τMx = Mx−1 ��� x ��� ������� ��	��� p� �� �� ��
����� F

������� ���� τ �

������� ��	
� ����� ������	 d, d′ ∈ T r
p 
 �� �
��� 	������� ���	 ������ dim(HomCm

p,q
(d′, d))�

����	
 	� d = Om(x−1)−(r+1),km+2 = (x− 1, k) �� ���� ������� ���	 �� �
��� 	������� �	� d− �

��



�� ���� ������� 	
 �
�
�
���� �����

{(x− i), j)} ����

{
i ∈ [1, · · · , j], �� j ∈ [1, · · · , k];
i ∈ [j − k + 1, · · · , j], �� j ∈ [k + 1, · · · , p− 1].

� ���	
� ����
���� d ���� 
�� �
��
����� �
�
����� �� Cm
p,q� 
� �� ���
���� ��
� ����
�����

�	
� ��
���� �
�������� ���� �� �

��� �
 �
�� ���
� �� �������
� �
�������

��������� �	
�	 ���� d ��� ��
���
	� �� ���� 2 �� 3� �� �
���� B(d) ����� 
�
�� 	�������

��
���
	� ��� �� ������ � 	������������� �� dur �� �� 	
 ������ �� ����� �� ���� �� �
����

B−(d) ����� 
�
�� 	������� ��
���
	� ��� �� ������ � 	������������� �� dul �� �� 	
 ������

�� �����

�� 	
 ���� �
����� �� �
���� B(T ) �� B−(T ) �� T ��� �� ����� �
�� ��� ������
���

����	
��� �� Cm�

��



������ ��� � �� ����	
��� d �
 ��� 	���
� B(d) �
 B−(d)�

�� ��	�	��
�	
 �����

� ��
 �� ������ �	

��

 �����	�
�
�� ��� 	���
� ���	
 ���

 �� ���
���

����������� 	
��
 ���� d′ ��� ��	
��	�� �� ��
� 1 �� ���� d ��� ��	
��	�� �� ��
� 2 ��� 3��

�� HomCm(F (d′), F (d)) = 0� 	���� HomCm(F (d′), FB(d)) = 0�

��������	����� �� ���
 �� ��	���� ��� 
	�� �	��	
� ���
	����� �� �	�� ���� F (d′) →
F (B(d)) ��� �� �	�� ���� F (d′) → F (d)� !
 �� �� ����� ��� �������
�� ��� �� 
����� k

�� �� ����	
��� d = O∗,km+2 �	� �	
 ����� F (d) � ��
� �� 
��� Tp �	� Tp�� "� k = 1 ��

����	
��� �� 
�	��� ��
� �� �	�� � �� 
��� �
 ��	�� B(d) = d� "���	�	
� ��� ���
	
�� ��


���� �	�� 
	�
 k ≤ n� "	�
 d �
� ����	
��� ��
� �� 
����� n+1� #	�� 
	����	
� ��� �����

�

��
� �� ��$	
 dur d
b→ Bn−1(d)

jn−1→ Bn−2(d)
jn−2→ · · · j2→ B1(d)

i→ B(d) �	% ���
���� s ��
 ��


����� ��
� �� 
��� �	�
� 1�� #	�� ��	
� �� ��
��
�	
 �����

� ��
� �� 
��� &
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���� j = j2 ◦ · · · ◦ jn−1� �� �	
�� �	 
���������	 �	 
���

	��	 ���� ����� ����
 	����	 c : d′ →
Bn−1(d) �	
 ��	 
	 ����
���	

d′ ��

∃c $$

B(d)

Bn−1(d)
i◦j

%%<<<<<<<<<

������	�

�� �
��� ������	 0 −→ τBn−1(d) −→ d′′ ⊕ d
( a b )−→ Bn−1(d) 	�� ��	 ����	 �
	���	 ������	�

���� ����� ����
 	����	 �� ��
�����	
(

h

h′

)
: d′ → d′′ ⊕ d �	
 ��	 c = ( a b ) ◦

(
h

h′

)
�

�	 �
��� �� ���� ���
������ 
���������	 �	 
���

	��	 � 
� �������
	 d′′� ���� ���	���� ����


	����	 f : d′ → d′′ �	
 ��	 
	 ����
���	

d′ ��

∃f ''

τB(d)

d′′
f ′
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(
h

h′
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!!

�� 0
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B(d)

�� �� ������	
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d′′ ⊕ d
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)
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����� �
� i ◦ g = 0�

�������� �	
�	 ��������� 	
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�� ��� ����	 
�� �� �
	������ (2 −→ 1) ��� ��� ���� �� �
	������ (2 −→ 0

3 1

2

) �� �����

����

��� �� ����	
�� 
�
������ 
� ��������� EndCm(F (Δ))

�� Δ = {d1, · · · , dp+q} ��� ��� (m+ 2)�	�
��	����
 	���� ���� ������ F (Δ) := F (d1)⊕ · · · ⊕
F (dp+q) ������� ������	�� m�	�	��� ����������	���

������ �	�����	�� ��� �� ����	��� �� ������	������ �� ������� ���� �� �	������ ������ 	������

� ��� (m+ 2)�	�
��	���� Δ 	��� �� �	������ �� ��	�
���� ���������������� EndCm(F (Δ))�

��������� �	
�	 �
�� x �� �
���� �� �
���
�� ����	���	� �
�� �������
�� dx� �
���

����� ���������� �� �
���� ��� m�����
����� �� ���� � 
�� �
�������� �� �
���� x�

��
����� �	
�	 �
�� x �� �
���� �� �
���
�� ����	���	 ���
	� 0 ≤ x ≤ mp − 1� ��� 
��

x ≡ 0 ��
� m��  
��! �� ������ y ∈ {1, · · · , p} ��� 
�� x = m(p− y) �� "

�� �� ����
���� αp−y ����	����� # dx� �� dx� ����	����� # �� �
��
����� S0�

$� F (dx�) = {τ kP(p−y)−j �� k ≡ j ��
� p�! j ∈ {−y, · · · , p − y} % ⋃{τ−y+kpPp+j : k ∈
Z, j ∈ {0, · · · , q}}�

 ��
���	���
�� ����������� �� y ��� ��	����  ������
 ���� ! �� ������� ���������� ��� �	

��	
��	�� αp−y "�� y ∈ {1, · · · , p}# ��� �	� ��$������ ��� ��	
��	�� 	��� ������ �� ����� 0 �

%&



������ �� �	

�� Om(p−y)=x �� �� ���
����� �� �	

�� I0 �� �

� ���������� � 
� �	
�	�����

S0� �
	�� F (dx�) ��� 
� ���	� ����� ������� ��� �	������ 
�	���� F (αp−y) = Pp−y �

��� �	��������� F (dx�) = {τ kP(p−y)−j �� k ≡ j �
	� p�� j ∈ {−y, · · · , p−y} �⋃{τ−y+kpPp+j :

k ∈ Z, j ∈ {0, · · · , q}}�

�������� �	
�	 �� �������� 	
 x ≡ m− i ��
� m� ���� i ∈ {0, · · · ,m− 1} ��
�	� 
� ��
	��
y ∈ {1, · · · , p} ��� ��� x = m(p− y)− i �� �

�� dx� ������
��� � �� �
��
	���� Si�

�� F (dx�) = {τ kP(p−y)−j[i] 	
 k ≡ j ��
� p�� j ∈ {−y, · · · , p − y} �
⋃{τ−y+kpPp+j[i] :

k ∈ Z, j ∈ {0, · · · , q}}�

 	�� �	���	�� Q0
Δ 
� �����	�� ���	��� � 
� (m+ 2)!��"�
���	� Δ ���� 
����
 �	�� ���	��

���
�
��� �	
��� ��� #$�%�� �� 
� �	�
��� 0� ���� �	�� �	�
	�� 
	����� 
� ����
��� ������� �

��
�
����
� �	
�	 �

� Δ ��� (m+ 2)��������

� �� Pp,q,m�  � �����

	 QEndCm (F (Δ)) �	�

	
�
� � �!���"#�� EndCm(F (Δ)) �	� ���� �� �����

	 Q0
Δ �		
�
� � �� (m+ 2)��������

� Δ�

$��
�	����

�� &� di ��� ��� ���"	��
� ���� 
� (m+ 2)!��"�
���	� �� Pp,q,m� 	� �	�� Ti


�	���� �����	
�	���
� �� Cm ��
 ��� F (di) = Ti�

'(



�� ���� ����	
���� d1 �
 d2 ���
���

 �
 �	���
� �� ����
� �
 �����
 �

�� d1 �
 d2 ��
�

Q0
Δ� ����	�	
� ��� �� �����
 ��
 	���

� �� d1 ���� d2�

�	���
�	
� �
 ����	��

 ��� ��� ���� ����	
���� �� 
�	���

 ��
� �� ���� (m+ 2)��	
�

�
 ����	�	
� ��� d1 �
 d2 �	

 
	�
�� ��� ���� ����	
���� �� ���� 
��� 1 �2 	� 3� ���

���
���

 �
 �	���
� ��	�� d1 �
 d2 �����
��

�

  �� ���� �	��	��

� Sd �T d
p 	� T d

q ��

��	��� �	��� 	
 � �
� !"��� d1 → d2 �
 ��� ���� ����	
���� 
� �� ��	���

 ���� 	
 ���


��� d2 ∈ dur1 ∪ ddr1 � #
 ���
� �� �$��	�	������� �

�� ��� �	��	��

�� Sd �
 Sd 	
 � ���

T2 ∈ T ur
1 ∪ T dr

1 � ��	��� �� ��
 ����� ��$�� ����
� �
 �	������� T1 → T2 ��
� Cm�

%��

�
�

 �	�	
� �� ��� 	& d1 �
 d2 �� 
�	���

 ��
� ���� (m+ 2)��	
�� ��'���

�� �	���

����� ���
���

 �
 �	���
 �� Pp,q,m �� �	�
 ����
�� �
� 
�	���"�� ����	
��� d3 ��� � �
 �	��

��
 �� ���� �	���
� ��	��� 	
 � ��� !"���� d1 → d3 → d2 ��
� Q
0
Δ� ����	�	
� ��� d3 ��
 ��

���� 
��� ��� d1 �
 d2� (�����$	
 � ��� !"���� d1 → d3 → d2 	
 �	

��
 ��� T3 ∈ T ur
1 ∪T dr

1

�
 T2 ∈ T ur
3 ∪T dr

3 � ����	�	
� ���
� ���
� �� ��
�����
�� ��� T2 ∈ T ur
1 � ��	��� �� T3 ∈ T dr

1 	
 �

��� T2 /∈ T ur
3 ∪T dr

3 ��� ��
 �
� �	

�����
�	
� #
 �	
�����
��� T2 �
 T3 �����
��

�

  T ur
1 �

��
�� T1, T2 �
 T3 �	

 ��
� �� ���� ���	
 �� �� �	��	��

� Sd �
 �� ��
 ����� ��$�� ����
� ���

�	�������� T1 → T3 → T2 ��
� Cm�

�	

�
�	
� ���� �� ��� 	& d1 ��
 �
� ����	
��� �� 
��� 1 �
 d2 ��
 �
� ����	
��� �� 
��� 2 �	�

3� �
 ��$����� )	

 ���
�� �� ���� (m+ 2)��	
�� (	�� ������*�� �� 
	
�
�	
 
	�� ����	�	
�

��� 
	�
�� ��� ����	
���� �	

 �
 ����� 0� ��	��� 	
 ���
 ������ d1 = dxz 	& x = s(d1)�

z = t(d1) �
 x ≡ 0 ��	� �� �
 d2 = Omy−1,km+2 ���� y ∈ [1, · · · , p] �
 k ∈ [1, · · · , p − 1]�

(�����$	
 � �
� !"��� d1 → d2� 	
 ���
 ��� d1 ����"�� d2 �
 ��� t(d2) = x� +	
�� t(d2) =

my − 1 + km + 1 ≡ x ��	� mp� �
 ��	�� m(k + y) ≡ x ��	� mp�� +� ����� x ≡ 0 ��	�

m� ���� d1 ∈ S0�� �	
� x = my′ ���� y′ ∈ [0, · · · , p − 1]� +�� ���� ���
�"��� ����
�	
�

	
 	,
��

 m(k + y − y′) ≡ 0 ��	� mp� �
 ��	�� k + y ≡ y′ ��	� p�� #
 �	
�����
��

B(d2) = Om(y+k−1)−1,m+2 = Om(y′−1)−1,m+2 �


-.



F (B(d2)) = My′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

p+ 1
���

p

, �� y′ ≡ 0 ���� �	 


Sp−y′ , �� y′ �= 0 ���� �	�

�� 
��� ������� ����� � � �� ��������� ��� ��� T1 → T2 �� Cm� �� 
���� �� �� �����������

���� �� ���� �� ������� ����� ������ �� ��������� ��� ��� T1 → F (B(d2))�

T1 ∈ F (dx�) ��

F (dx�) = {τ kPp−y′−i, �� k ≡ i���� �	} ∪ {τ−y′+kpPp+j : k ∈ Z, j ∈ [0, · · · , q]}
���� s := p− y′ − i �
�� k ≡ i ���� p	� ������� ���� �
��� ��� �����!����"� ���
����� #

$ �� y′ ≡ 0 ���� p	 #

HomCm(τ
kPs,M0) ∼= HomCm(Ps, τ

−kM0)

= HomCm(Ps,Mk)

= HomCm(Ps, Sp−k) �= 0

��� p− k ≡ p− i = s�

�� j ∈ [0, · · · , q] k ∈ Z #

HomCm(τ
kpPp+j,M0) ∼= HomCm(Pp+j, τ

−kpM0)

= HomCm(Pp+j,M0) �= 0

����� ����� � �� ������������� Pp+j ↪→ M0�

$ �� y′ �= 0 ���� p	 #

HomCm(τ
kPs,My′) ∼= HomCm(Ps, τ

−kMy′)

= HomCm(Ps,Mk+y′)

= HomCm(Ps, Sp−k−y′) �= 0

%&



��� p− y′ − k ≡ p− y′ − i = s�

�� j ∈ [0, · · · , q]� k ∈ Z �

HomCm(τ
−y′+kpPp+j,My′) ∼= HomCm(Pp+j, τ

y′−kpMy′)

= HomCm(Pp+j,My′−y′+kp)

= HomCm(Pp+j,M0) �= 0

	
���

�� � 
� �������	����� Pp+j ↪→ M0�

��� ������
���� ���� ��
� ��� ��� �
� �����
� �� � 
� ���	����� T1 → T2 ���� Cm�

���������� ������ �� ��� �� d1 �� d2 �� ���
���� ���� ��� (m+ 2)������ ���������� �����

������ ����� ����� �

 ����� 	�������� 
� ������ �� Pp,q,m �� ���� � ����� 
�� ������!��

��������� d3 �
� � �� ����
� �� �"�� ������� #����� �� � ��� $!���� d1 → d3 → d2 ����

Q0
Δ�

%
�&���� �
		����� �
� d3 ��� 
�� ��������� �
 �"�� ��	� �
� d2 �� �
� ��� ��
 ����������

	�������� 
� ������� #����� �� x := t(d2)� ��
� ����� �
� x = t(d3) �
��� ��� �� 	�� ������

x = s(d3) �� ��� ��	����&�� 	�
� �� ��������� d3 �
"��� ���� �� �����
 �� d1 �� d2� �
�� d2

�� d3 	�������� �� ������ '��� �� �� ������
���� d2 ∈ dur3 � �
		����� �
� F (d1) = Pa

(�� �� �
��� 	�� �� ��� �� �		���
� �� ���	������� τ i ����������)� #����� ����� �� � ���� 
�

���	����� ��� �
� T1 = Pa → T3� �� ����
 �
 ����� *�+, �� � �
� T3 ∈ Mdl
∗ � �� ∗ = 0 ��

a ∈ [p, p + 1, · · · , p + q − 1, 0] �
 ∗ = p − a �� a ∈ [1, · · · , p − 1]� ����� d2 ∈ dur3 �� � �
�

T2, T3 ��
� ��� ��
 �		���������� �
 �"�� ����� Mdl
∗ �

�� a ∈ [1, · · · , p− 1] �� ����� Mdl
∗ ���

· · · →
0

1 p + 1 a

�

�

�

�

�

�

p + q − 1 p − 1

p

→
0

1 p + 1 a

2

�

�

�

�

�

�

p + q − 1 p − 1

p

→
0

p + 1 a

�

�

�

�

�

�

p + q − 1 p − 1

p

→
a

a + 1

�

�

�

p − 1

→ · · · → a

a + 1
→ a

�
�� �� ���
�� -��������� �
� �� ���	������� Pa → T3 → T2 ��� ��� �
���� ������ �� ����


�� �� ������
� *�+* dim(HomCm(Pa, T2)) = 1 �� � �
� �� ���	����� Pa → T2 �� -��������

	�� T3� .� ����
� ��� ���������� ������
� �� a ∈ [p, p+ 1, · · · , p+ q − 1, 0]�

/0



����������	 
���


�
 ��� d3 �
� ��� ����
���� �� ���� ���� ��� d1 � ���� 1�� �� ����

�
����� ��� �� �
����
�� T1 → T2 
� ����
��
� ��� T3� �
��� d1 �
� ��� ����
���� ��

���� 1 
� ���� 
���

�� ��� T1 = P ���� P ��
������ ���
 �
� H� �� 
��� ����� ���
�� ��

�
����
�� d1 → d3 ��
�
 d3 ∈ dur1 �� �� �� 
� !���������� T3 ∈ T ur
1 � "� T1 = Pp+z ����

z ∈ [0, · · · , q − 1] 
� � ��� T3 �
�� ���� Pp+z′ ���� 0 < z′ < z� #�� �
����	 
� T1 = Pp−y
���� y ∈ [1, · · · , p] 
� � ��� T3 = τ−rPp−y+r ���� r ∈ [1, · · · , y − 1] 
� T3 = τ−yPp+x ����

x ∈ [0, · · · , q − 1]� $
�� %���� ��&��


�
�

'��
 �
�
 ��
 ��
 �� �
����
�� T1 → T3 �
� �������
�
� �� T1 ���
 T3	 ��
�
 
� f �
� ��

�
����
�� �
� ��� T3 → T2	 �� �
��

���
� T1 → T3 → T2 �
� �� ��
������
� f |T1 ���

���������� �
� �
� ������ �
���	 �� ����� �� �� �������� (�)(	 dimHomCm(T1, T2) = 1 
�

� ��� f |T1 �
� �� �
����
�� T1 → T2 �
��� 
� �
����� �
������

**



��� �������	 
�	���
�	 	�
 ��	 (m + 2)�
����
����	

����� ����� ������ di� dj �� dk ��	 m
�������
�	 ��� ���� ������ ���� ���� (m+ 2)
����

���	 
� (m+ 2)
����
����� Δ� �����	��	 ����

�	 	��� ��	��	��	 �� ��

� 	���� ��� di �� dj

��������� �� 	����� �� Pp,q,m� dj �� dk ��������� �� ����� 	����� �� Pp,q,m ���	 di� dj ��

dk ����� ��	 �� 	�����	 �� ������ ����� ����� ��
��	��		�� �
��	 di� dj �� dk �� �������

��	 ���� �����	 
�	 ����	 ��	 m
�������
�	 �� ����  �

!����	�������� �� ������� ��� di ∩ dj = {x} 	
�� x �� �����
 �� mp��������� ��
�������

����� ��� 
���� ��	���	��� ������
��
 �� (m+ 2)������ ��� ��	���	��� dj �
 dk �	�
	���
 ��

�����
 �	�� �� �� ���
 �	� �
�� x� ����� dj ∩ dk = {z′ = t(dj)} 	
�� z′ �	�� �� mq���������

��
������� ����� t(dk) = z′ �
 s(dk) = x′ 	
�� x′ �= x� ���� 	
��� ���� ���������
�� ���� �	

��	���	�� dk ������	�
 �� �	 �����
��� ������� ������

 !



������ ��� � ��� ��	
� �
�
	����� �� ������� ��� ���� �� ���� ��

�
 dk ��� ��� �
�
	���� ����� x′ �� z′ ���� �� ���� �	��
��� 
� ��� ���
� ��� dk ∩ di �= ∅� ��

��
 ��� 
��	��
���� �
 ��� �	���� dk ��� ��� �
�
	���� ����� x′ �� z′ ���� �� ���� ���
��	��
��

�	�� ���	�� ��� ����� dk → dj �� �
�� � ��� ����� dj → dk ���� Q0
Δ� !� �	��"������� 
� ���


��	��
��� ��� ��� ��	
� �
�
	����� �	
��� �� ���� ��

����� ����� ������ d �� d′ ��� m	��
���
��� �� �
�� � ��� ��� �� d 
��
������ � �
 �����	

�
��� Ti
p ��� Ti

q � �� �
 �
������� ��� m	��
���
��� Cm
p,q �� d′ ��� ����� ��� �
 ������ s(d′) ��

d′ ��� �� ���� ������ ��� �� ��� t(d) �� d� 
���� d′ 
��
������ � �
 ������
��� Ti−1
p �

��������
����� #	��� d ∈ Ti
p� d = Omx−(i+1),km+2 ���� x ∈ {1, · · · , p} �� k ≥ 1� $�	���

s(d) = mx− (i+1) �� t(d) = mx− (i+1)+ km+1 = m(x+ k)− i� �
 s(d′) = t(d) 	� � ���

d′ = Om(x+k)−i,k′m+2 ���� k′ ≥ 1� !���
�� d′ ∈ Ti−1
p �	��� �	�� �	��
	���

%�� �	��"������ &��
�� �� �� ����� ��� �� �������� ��
������

���	
��� ��
�� ������ d �� d′ ���� m	��
���
��� �� �
�� � ��� �
�� �� ��� 
��
���������

� �
 ���� ������
��� �� �
������ � !��
����	"����� �� �
 �
������� ��� m	��
���
��� Cm
p,q�

!����� �� ��� �� �
 ��
���
�� d �� ���� �
� ���� �
 ������ �� �
 ��
���
�� d′ �� #���	#���
�

'(



��� ��� ���	
��
� �� �	������ 	������ � �
� (m + 2)�	
���	
��


� �� ������	 
	� �����
�
� �����
	�
�� ���� ������ ����	�
 
����	� �	� �������� 
	 
��
	�

�	� ������	� �������	� m�������	� 
	 
��	 Ãp,q� ��
�	 �������	 	�
 ����
	���
 
	 
����	� �	�

�	��
���� 
��� �	 �������� ��������

���� ������ 
����� �� �
��� IΔ ������� � ��	 (m+ 2)�������
��� Δ 
	 Pp,q,m ����	 ���
 �

���
	� ��	 � 	�
 �� �!�	 
����
��� 
����	 ��� "���#� 
��� �	 ��� A$�

��������� �	
�	 ������ i, j, k ��� ��		��� 
��� (Q0
Δ)0 ������
� ��� 
��������� di, dj �� dk

����������	���� ����� 
���
�� 
��� ������ ����
������� i
α→ j

β→ k 
��� Q0
Δ� �� 

����

βα = 0 �� ��� 
��������� di, dj �� dk ������������� �� 	�	� (m+ 2)����� 
� �� (m+ 2)�

���������� Δ� ������ IΔ ���

�� 
��� ��������� 
� ���	��� kQ0
Δ  �� ��� �����
�
 ��� ���

����������

�
��������� �	
�	 !� ������� kQ0
Δ/IΔ ��� ���	����� " ��������� ������
� m��	���
� EndCm(F (Δ))�

#
	����������� %� ��	��	� ��	� ���� ���
�	���� ��	 
��
	� �	� �	��
���� 
��� � �
��� IΔ ���


����� 
	� �	��
���� 
��� EndCm(F (Δ))� &�������� ��	 di� dj 	
 dk ���
 
	� m�
�������	� ���

'��
 ���
�	 
� �!�	 (m+2)����	 	
 ��������� 	� ���� �� 	��	� ���
 
������	� 
	 
	��	 ���
	

��	 di 	
 dj ���
��	�
 �� ����	
 
	 Pp,q,m� dj 	
 dk ���
��	�
 �� ��
�	 ����	
 
	 Pp,q,m

�	�
��
 ��	 di� dj 	
 dk � ��
 ��� �� ����	
 	� �������

()



�� ����� �� 	
 ����
�
�� �� Q0
Δ ���� 
���� ��� ������ di

α→ dj �� dj
β→ dk �
�� Q

0
Δ ��


���� �� �
����
�� 
��� 	�� ������ Ti → Tj �� Tj → Tk ����� 	�� �
������ 
���������
�	�� ��

T := F (Δ)� ���� ���	��� ������� ��� 	
 ������
�
�� Ti → Tj → Tk ��� ���� �
�� Cm�

���� 
		��� ���
��� 	
 ������ �� �	��
���� �
�� �� �����
�� �� ���� ��� �

���
	���  !
�����

�� ������� ��!�� ����� �� 	���� "�#$ 	�� ���
� �

���
	�� di, dj �� dk �� ������� �
� %���

�
��	�
������ �� ���� &� ����
��� ���� 
���� 	�� �
� ��
�
��� '

(
) *�� ���
� �

���
	�� ���� �� ���� 2 (�� 3) ' +����� 	�� ����,�
� ����
�	���

&� *�� ������� �� dj �� dk ���� 	
 �%�� ' -�
���� di� dj �� dk ���� �
��
� �� �%�� (m+2),

����� 
	 ��� 
�����
�	� �!
��
� di ∩ dj = s(dj) = s(dk)� .	��� di ∩ dj = t(dj)�

/���� 	�� ������� �� dj �� dk ��
��
����� 	�� ���0 �

���
	�� ��� ����� ��
	 (���������

r)� �� ����� �� �	�� 
	 �0
��� �� �����
��� ��� ��	 dj → dk �� 
 ��� dk ∈ ddrj � .	����

�� ����� �� 	���� "�#1� 	
 �

���
	� di 
 ����� r − 1� �� 
��	
��
�� 	� 	���� "�&$ 
�

�����
��� 
���
� Ti → Tj ���� �������� ��� Tj ∈ (B−(τTi)[1])
dl ∩{ 	�� α(Ti) ����
���

�
��
�0 �� ���� }� 2
 HomCm(Ti, Tk) �= 0� �� ����� �� �%�� 	����� ���� 
��
��� ���

Tk 
��
��
��� 
� �%�� ������	� ��� Tj� 3

�� �
 �!��

� 	� �
�� �� �� ���� �
� 
��
�

Tk ∈ T dr
j ����� �� 
 �� �
,�
��� �� ����������� 	
 ������
�
�� Ti → Tj → Tk ��� �����

#� *� ��� �� dk ��� ��
	 4 	
 ������ �� dj ' /���� 
	 � 
 �� �����
��� ��� ��	 di → dj

$&



�� � ��� t(dj) = t(di) �� s(di) = t(dj)� ���	 
� ���
��� ��	 �
 �	� �
��� ��� 
�	 ����	

�������
�	 �� ������� ��	 ��
�
���� �� 
�
� (m+ 2)������ �
��	 s(di) = t(dj)� ����

��	��	 ��� dk ∈ T i
p� ���� ��

� t(dk) = s(dj) 
� 
�

� ���� �
�
���� ��� dj ∈ T i−1

p �

�� 
�
� 
�

� ���
���� ��� �������
�	 di �� dj ���	 ����� ��� di ∈ T i−2
p � �� ����


������ ��� HomCm(Ti, Tk) = 0� �� m > 2 	��� T ′k ∈ Ti−2
p ��
 ��� Tk := T ′k[2] � �
��	

HomCm(Ti, Tk) = HomCm(Ti, T
′
k[2]) = 0 �� ����� �� 
�

� ���� �� ��� ������ m = 2 
�	

���� �������
�	 di �� dk ������������� �� 
�
� �� �� ��	��	 T 0 �� dj ���������� �� �� �

T 1� ����� 
!������ 
���"�� �!����� �� 
���#�	
� ��� ��
 di → dk �	� ��� 
�	 ���� ����

����
�	 ��������� �� 	�

��� $!�	� % ���� ��� s(di) = s(dk) �� t(di) = t(dk)� �����	��	

��� s(di) = s(dk)� �
��	 ��

� t(dj) = s(di) ���	 ����	 ��� t(dj) = s(dk)� &����
��	

��� ���	 	�

�	 ���	 
� ��	 �' s(dj) = t(dk)� ��� ���	������ 
�	 �������
�	 dj �� dk

��������� 
�	 
�
�	 �����
���	 �� �
��	 �
 �!�	� ��	 ��		� 
� �!����� ��� �������
� di

�� 
�
� �(�� �� )�*�� ��� 
�	 ����	 �������
�	 ��
�
����� �� 
�
� (m+ 2)������ ��

t(di) = t(dk) �� ��
��
 ���
���� ���	 ����� ��� 
�	 �������
�	 dj �� di ��������� 
�	


�
�	 �����
���	 �� �
��	 �
 �!�	� ��	 ��		� 
� �!����� ��� �������
� dk �� 
�
� �(��

�� )�*�� ��� 
�	 ����	 �������
�	 ��
�
����� �� 
�
� (m+ 2)������ +�� ���	������ �


�	� �
��		� 
� �!����� �� 
���#�	
� ��� ��
 Ti → Tk�

,� ��	  ��	 �� dj �� dk 	��� ����� - .�(��	 
�	 ��		� �
���	 ���� di� �� t(di) = s(dj) 
�	

����	 �������
�	 �� ������� ��	 ��
�
���� 
� 
�
� (m+ 2)������ �
��	 s(di) = s(dj)

�� ��� ���	������ Tj ∈ T dr
i � +��	��� 
�	 ����	 �������
�	 	� �������� ���	 
� 
�
�

�� �� �� ����� �� 
�

� ���� ���� 
������ ��� HomCm(Ti, Tk) = 0 �
 	�/� �� ���� ���

Tk /∈ T ur
i ∪ T dr

i � $�
� 	� ������ �������
��� �� �� ��� Tj ∈ T dr
i �� ��

� t(dj) = t(dk)�

Tk ∈ T ur
j �

0 1 2
 ( � ��� �������
� �� �#���� �(�� - $�

� di ∩ dj �	� �� 	�

�� ���	 
� ��
(����

��������� 0���������1 �� dj ∩ dk �	� �� 	�

�� ���	 
� ��
(���� ��������� 0���������1� 
�

�������
� dj ���� ���� 
� �������
� �� �(�� 1� �����	��	 ��� dj ∈ Sz �� ��� di ∈ T x
p �	�


� �������
� �� �(�� 2 �� dk ∈ T y
q �	� 
� �������
� �� �(�� 3� +��	��!�
 ���	�� ��	 3"�#�	

di → dj → dk �� � ��� z = y = x + 1� �
��	� 	� �� ����� Tk′ ∈ Tx
p ��
 ��� Tk = Tk′ [1]� ��

����� �� 
�

� ��, �� � ��� HomCm(Ti, Tk) = HomCm(Ti, Tk′ [1]) = 0�

0�1 ���� �������
�	 	��� �� �(�� 1 �� 
!����� �	� �� �(�� 2 0�� 31 - 4������	 
�	 	��	���	 ��	�
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�������

�� di �� dj �	
� �� ��
� 1 �� dk ��� �� ��
� 2 �	� 3� � �	�� di ∩ dj = {x}� ��

	�	
�
��� x �

�����
� �� 
	���	
� ���������� ��������� � � �
 �	�
����� dj → dk ����

dk �
� ����	
��� �� ��
� 2� 
	�� ��	
� dj ∩ dk = {y} ���� y ����� ��
� �� 
	���	
�

����������  	��� dj ��� �
� ����	
��� �� ��
� 1� ���� � �
 ���� �	���� ��
� �� 
	���	
�

���������� �� ��	�� x = y �� dk �	���
�� 	� �� �����
� �� �	���� x� !
 �	
�����
��

di ∩ dj ∩ dk = {x} �� �� ��� ��
	������ 
	�� ��� ��	�� ����	
���� �� ��������� �� �"��
(m+ 2)#�	
�� ���� 
	�� �	���� ��
� �� ��� 	$ x �

�����
� �� 
	���	
� �
�������� ���

���� ����	
���� �� ��
� 1 �� �����
�
� �� �	���� x �� ��� ����	
���� dj �� dk 
������
�

�� �	���� y �� 
	���	
� ���������� !
����� dj ∈ ddri ����� % ���� Tj ∈ T dr
i � ��
� 
���� ��

��
�������� �	��� Ti �

�����
� % �� �	�
	��
�� ���
�&������ S
0 
	�� 
	��	
� ��

	���

��� Ti = P [0]� = P 
�� ���� �� 
	����	
� ���� P �
 
�	&����' ��
� �	� H� ��� Ti 
����


�� 
�	&����' 	
 
��� �

������ �� �	�
	����	
 τ s &�����% ��	���� �
 
�	&����'�� (	
��

Ti ∈ P ur
p ∪ P dr

p 	$ Pp ��� �� 
�	&����' ���	��� �� �	���� p �� �����	���

�� Ti ∈ P dr
p ��	�� Ti = Pa ���� a ∈ [1, · · · , p] �� Tj = Pb ���� 0 ≤ b < a < p�  	���

�� ������ �
 �	�
����� 
	
 
�� Tj → Tk� �� ����� )��* ��
����� ��� Tk ∈ Sdl
b � ��

�� �	�
	����	
 Ti → Tk ��� 
	
 
����� �� �"�� ����� �

����� % Ti 
	�� �	

� ���

Tk ∈ Sdl
a �  �������
� S

dl
a �= Sdl

b �� 
�� �	
�����
� HomCm(Ti, Tk) = 0�

�� 
�� �	
��� Ti ∈ P ur
p \ {Pp}� Ti = Pp+z 	� Ti = τ−zPa ����� z ∈ [1, · · · , q − 1] ��

a ∈ [0, · · · , p]��  	��� Tj ∈ T dr
i 	
 � ��� Tj = τ−rPp+z+r ���� r > 0 �� 1 ≤ z ≤ q − 1

��
� �� 
������ ��� 	� Tj = τ−zPa ��
� �� �����+��� �� �� �	�
	����	
 Ti → Tj → Tk


���� 
�� 
����� �
 ����� �� ����� )��*� 
	�� ��	
� ��� Tk ∈ Mdl
0 � ,	�	
� �� 
������

����  	��� 0 �= HomCm(Tj, Tk) = HomCm(τ
−rPp+z+r, Tk) ∼= HomCm(Pp+z+r, τ

rTk) ��

�"�� ����� 
	�� �	

� ��� Tk ∈ τ−rMdl
0 = Mdl

r � -�	��� M
dl
r = Mdl

0 �� 
�� �	
�����
�

r ≡ 0 ��	� p� �� �� '�.	
 ��������
�� r = kp ���� k ∈ Z�  	��� di ��� �� ����	
���

�
 ��&����	
 ���� �� 
�	&����' Pp+z �� dj �� ����	
��� �
 ��&����	
 ���� τ−rPp+z+r 
	��

��	
� ��� di ��� �� ����	
��� �
��� ��� �	����� O0 �� Ix ���� 
	���� �� �	��� /��	 ��

dj = τ−rd ���� d �� ����	
��� �
��� ��� �	����� O0 �� Iy ���� 
	���� �� �	��� /��	 ��

y > x� -�	�� dj = τ−rd = d[−rm] = d[−kpm] �� �
 �	
�����
�� dj ��� �
� ����	
���

�
��� ��� �	����� O0 �� Iy �� �� 
���� 
�� 
	������ ����	�� �
� ����	
��� dk �� ��
� 2

�
��� ��� ����� 0� ������ 
	�� �� �����+�� ��� ��� ���
������
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�� di ��� �� ���� 2 	
� 3� �� dk �� dj �

� �� ���� 1 � ����� �� ��� ���� �� ��

�� di �� dk �

� �� ���� 1 �� dj ��� �� ���� 2 	
� 3� � ����
�

� ��� di ∩ dj = {x} ��
dj ∩ dk = {y} ���� x, y ��
� �� �
���

� ��������� �� ����� ��
���� ��� s(dj) = y ��

t(dj) = x�  
 ����������� x �= y �� x = y + km + 1 	�
� mp� ���� k ≥ 1� ����
�

�

di ∈ Sr! ��
�� x ≡ m − r 	�
� m� �� �
����� y ≡ x − 1 ≡ m − (r + 1) 	�
� m�� "���

dk ∈ Sr+1 �� dj ∈ T r
p � �
��� di ∈ Sr �� dk ∈ Sr+1 �� ������ s, s′ ∈ Z �� P, P ′ 
#$���

��
$����%� 	��
� modH� ���� ��� Ti = τ sP [r] �� Tk = τ s
′
P ′[r + 1]� &

� �

HomCm(Ti, Tk) = HomCm(τ
sP [r], τ s

′
P ′[r + 1])

∼= HomCm(τ
sP, τ s

′
P ′[1])

= HomCm(P, τ
s−s′P ′[1]) = 0

�
 ����� �� ����� '��(�

	�� &��� ��� ����

���� �

� �� ���� 2 	
� 3� �� ������� ��� �� ���� 1 � &��#
�� �
�

�

��� dj 
� ���� ��� )��� �� ����

��� �� ���� 1� �� ������� �� ���! �
��� �� � � ��� *��+��

di → dj �� dj → dk ��� ��
�� ����

���� �
���
� �������� �
 �
���� �� �
���

� ���������

	�
������� �� di, dk �

� �� ���� 3�! ���� �� ����� %�,

 �� ��� ���
���#�� ��� ��� ��
�� ���-

�

���� ��������
� �� �)�� (m+ 2)-�

�� .�
��! ����
�

� ��� di �� dj �

� �� ���� 2 ��

dk ��� �� ���� 1� �� s(di) = s(dj) ��� ����

���� �
���#��� dk �� ���� 1 �
�� �� ��
���
� ����

di ∪ dj �
�� 
� ��������
� ��� �� �)�� (m+ 2)-�

�� 	/
�� 0���� '�1��

2'



������ ��� � ��� ����	
��� dk �	 s(di) = s(dj)�

�
��	��� t(dj) = s(di) �� �	 dj ∈ T r ����� di ∈ T r−1 �
 ����� �� ����� ����� �
 �����

dk ∈ Sr+1� �	 m > 2 ��	� d′k ∈ Sr−1 ����� ��� dk = d′k[2]� �
 ��
�����
��� �� ����� ���

	���	��� ��� HomCm(Ti, Tk) ∼= HomCm(Ti, T
′
k[2]) = 0� �	 m = 2 
��� �����
� �������� ���

di ∈ T 0� dj ∈ T 1 �� dk ∈ S0� �����

HomCm(Ti, Tk) =
⊕
j∈Z

HomDb(H)(Ti, F
jTk)

=
⊕
j∈Z

HomDb(H)(Ti, τ
−jTk[2j])

���� ��� ������ HomDb(H)(Ti, τ
−jTk[2j]) ���� j < 0 ��
� 
��� ����� ��� ��� �
���� Ti ��

τ−jTk �� ������
� ��
�  ��� H ![0] �� 	� 
"# � ��� �� ����$	���� ���� �"���	%�� ��
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−jTk[2j]) ��
� 
���

����� ��� H ��� $����	��	��� '��� ��
������ ���
� j = 0 �� ����� HomDb(H)(Ti, Tk) = 0 ���
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�

EndCm(F (Δ))� '��� )
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��� ����� * ��
���� ��"	� 
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� ����	
���
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���� ��� � ��� �� ����	���� �� �������� ���������� ���� ������ ��

����� 
 	����� ���	 �A
α→ B

β� C
γ→ D�� �� γβα = 0� ��� ����	��� �� �������� r ≥ 3�  ��

!"���� �A → B� �	 �C → D� ���	 �� �������� # �	 �� ������ �B � C� ���	 ����� ��������

����	������ $� ����� ��������� 
�� ��� �������	���� �A → B � C� �	 �B � C → D� �� ���	

��� ������� ���	 d∗ �� m%��������� 	���� 
�� F (d∗) = ∗ ���� ∗ ∈ {A,B,C,D}� &��� �������
������� �� ������ �� ��������� ����

����  �� ' ���������� ���	 �� 	��� 1� ����� �� ����� '�#( �� ��� � ��� �� ���������� ���

���� ��	�� ��� ��������	�� Sd �	 Sd+1� )�� �����
���	 ��� 
��	�� ���������� ������	 *	��

���� �� �*�� ��������	� Sd �	 ����� ���� �� ����� d ur
A �� �� ����� d dr

A � +����	�� ��

�������	��� �A
α→ B

β� C
γ→ D� �� ���	 ��� *	�� ������ �� 
�� ��	 ��������

���� ,���� ���������� ���	 �� 	��� 1 �	 ��� ��	 �� 	��� 2 ��� -�� $����"� �� ���������� ����

�� ��� ��������	� ���� ����� 
�� ��� 	���� ���������� �� 	��� 1 ������	 �����	���� 
 �� �*��
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���������	 Sd
 ����
�	� ���� ������� ������	� ��	 dA, dB 	� dC ���� �	 ���	 1 	� S0 	�

dD 	�� �	 ���	 2 ���� �� ���	
 ����	 �	 �����
��	 �C → D� ��	�� ��� ���� ���� ������

��	 dD ������	 ��	� dC �	 ����	� ���� �	 �������	 	����
	��
 �� �������	��	� dD ∈ T 0

	� ���� �	� ���	�� ���� ���� �	 ���	 �	��� 0
 ����
�	� ���� ������� � �	��	� ����	 �����

���� �	 ��� m = 1 	� ��
���	 �	� ��� ��	� 
���
��	� 1!������	� �	 ���	 Ã ���� �
����	��

���� ���	���� ���
� ��	�� ��� ����
��	 �����
� �� �	���
�� �A
α→ B

β� C
γ→ D) = 0


���� "	�� �
������	� ���� �	 ���	 2 ��� #� 	� �	�� ���� �	 ���	 1
 �� �	��� �� �	��	 $
%&�

���� ����� ��	 �	� �	�� �
������	� �	 ���	 1 ���� ��������
�	� ���� �� ���	 ���������	

Sd �� ��	 �
������	 	�� dA 	� ������	 	�� dD
 "������ ��������� ��	 ���� ����	� ����

�	 ��	�
	� ���
 '����� ���� ����� �	� ����!��� ��
����� (

%
 )
 dA 	� dB ������
	��	�� * S0 	� dC 	� dD ���� ���� �	 ���	 ���	 T 0� ���� �������

� �	��	� ����	 ����� ���� �	 ��� m = 1 	� �������	 ��	 �	 ��	�� ��� ����
��	
 )
 ���

�����	� dC 	�� ���� �	 ���	 T 0 	� dD 	�� ���� �	 ���	 T 1� �	 ������ +�
� ���� �� ����
	

(d) ������	��	 �����	 ��	 �B
β� C

γ→ D) = 0� �	 ��
 	�� ������	


,
 )
 dC 	� dD ������
	��	�� * S1� ���� ����� �	 ��� ���� �� ��� �����
	��


#
 )
 dB 	� dC ������
	��	�� * S0� �� �
������	 dD ������
	�� * T 1
 ����
�	� �	 ������

+�
� ���� �� ����
	 (c) �����
	��	 ���� ����	 ��	 (B
β� C

γ→ D) = 0� �	 ��
 	��

������	


-
���	�	��� ��������� ��	 dA 	� dD ���� �	� �
������	� �	 ���	 1
 "���� ���� ����� �	��

����!��� (

%
 )
 dB 	� dC ���� ���� �	 ���	 ���	 ���� ������� ������	� ��	 �	� ���	�� B,C

������
	��	�� �� ���	 Td 	� �����	� D ������
	�� * �� ���������	 Sd+1
 )��������

��	 A = Pa 	� D = τ rPb[1]
 )
 (A → B � C) = 0 ���� ����� ��	 �������
��
�� .

�
���� 	� �	��� �� �	��	 $
%/ ���� ����� ��	 B,C ∈ Mdl
∗ ��	�

∗ =

{
p− b, �
 a ∈ [1, · · · , p− 1] .

0, �
���

.

01



����� (C → D) �= 0 �� ����� ���	 
���
�
� �
� C ∈ τ r−1Mdr

 = Mdr


+r−1 ����

� =

{
p− b, �
 b ∈ [1, · · · , p− 1] �

0, �
����

���

�� {C} = Mdr

+r−1 ∩ Mdl

∗ � �
 (B → D) ���
� ��� �
� ����� �� �
��
� �
�

B ∈ Mdr

+r−1 ∩Mdl

∗ = {C}� �� �

 ��� ���
����

�� �
 dB �� dC ���� ���� �
��� �
�������� �� ����
� ��
� ���� �� ����
� (d) �����
�
��

������ �
� (B
β� C

γ→ D) = 0� �� �

 ��� ���
����

�� ! "��
� �
�#������ ���� �� �$�� 2 ��
 %!�� 
�� ��� �� �$�� 1 � &�$��� ��� �
������� ��
�'

��� ����
�����

�� �
������� �
� dA �� dB ������
������ ( T 0� dC ������
��� ( S1 �� dD ( T 1� )���� ��

��
� �
������ �
� C = τ rPc[1] �� ����� (A → B → C) �= 0� �� ����� ���	 
���
�
�

�
� A,B ∈ Mdr
∗−1+r ����

∗ =

{
p− c, �
 c ∈ [1, · · · , p− 1] �

0, �
����

�
 (B � C → D) �= 0� �� �
���
 �� B ��� �
������ �� p − 1 �� ��� ������
���

α(B) �= 0� *� ����� ���+ ��
� ����� �
� D ∈ (B−(τB)[1])dl = (τB−(B)[1])dl =

(τM∗−1+r[1])
dl = (M∗−1+r−1[1])dl� , 
� �
��� �-��� ����� (C → D) �= 0� �� � �
�

τ−rD ∈ (M∗[1])dl �� ��� ������
��� D ∈ (M∗+r[1])
dl∩(M∗+r−2[1])dl = ∅ ��
� �
 p = 2�

.�
�� ��
� p = 2 �� ��� � ��� ��� ����
��� �

��
 �� �� ��
� ��� ���
� ��
/ �����
��

�� T ���� �� ��
�0� �
 �
���

�� �
������� �
� dA �� dB ������
������ ( T 0� dC ������
��� ( T 1 �� dD ( S2� �����

�� ����0
��� (C → D) ��� ��� �
�� ��
� ����� �
� �� �
�#����� dD �� �� �
�#�����

dC �����#��� �� ��
��� �� dC � ���

��� �� ����
� ��
� ���� �� ����
� (d) ����������

��
� ����� �
� (B
β� C

γ→ D) = 0� �� �

 ��� ���
����

%� �
������� �
� ��� ���
� �
�#������ �� �$�� 2 ���� 
�� ���� �� �
�� T d �� ��� ��
/

�
���� ���� �� �
�� T d+1� )����� �� ����
� ��
� ���� �� ����
� (a)− 1 ���������� ��
�
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�
�� ����� 	�� ���
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�������� ��� ����� �� ��


��� ��������

�� ��������� ��� 	����� �
������� �� ���� 2 ��� ���� �� ���� �
������� ������ ���

���
���� dA ∈ T 0� dB ∈ T 1 �� dC ∈ T 2 �� �� 	��	�� ��
� ���	���

��� ���� �� ����
�

(a)2� ���� 
����� ��� (A → B � C) = 0� 	� ��
 ��� ��� ������
���

�� ��������� ��� dA ������
���  T 0� dB ������
���  T 1 dC  S2 �� dD  T 2� ������

��� ���
� �
�������� dA, dB �� dC ���� ���� �� �
����
�� �� 	�� (d) �����
��� �� ���

	���������� �� 	�
���
�
�� (A → B � C) = 0� 	� ��
 ��� ��� ������
���

!� ��������� ��� ��� ���
� �
�������� dA, dB �� dC ���� ���� �� ���� T 0 �� dD ��� ����

�� 	�
������� S1� ������ �� ���� ������  	� 	�� 	�

� ����� ���� m = 1 ���	�

��� ������ ��� �
�������� �� ����"��� ���� �� 
#
� ������ ��

� �� ��
� ��� ����

m = 1 
� �$� � ��� �� �����
��� �� �������� ���� ������ �� �����  3 �� � %�
�

&�$' (�� ������ �
�������� ���� �� ���� 2 &�� 3'� )����� ��� ����*	�� ����
���� ��
 �� �� ����"���

��� ���� ��� ����
�
�
��� ����
��� ���� �� 	�� (d′) ���� ��� ���
� �
�������� �� ���� 2�

+� dA �� dB ���� ���� �� ���� T 0 �� dC �� dD ���� ���� �� ���� T 1� ������ �� � ����

���
��� ���� ��� ��,��� C �� D� ��
� D ∈ Cur� �� ��
� D ∈ Cdr� ��������� ���

D ∈ Cur� ��
��� C ′ �� D′ ���� ��� C ′[1] = C �� D′[1] = D� ���	 D′ ∈ C ′ur�

��

� &A → C' �� & B → D' �� ���� ��� ����� �� �����
��� m + 1*�- �� Cm

���� ����� ��� 0 �= HomCm(A,C
′[1]) ∼= DHomCm(C

′, τA) �� 0 �= HomCm(B,D′[1]) ∼=
DHomCm(D

′, τB)� ������ C ′ ∈ (τA)− �� D′ ∈ (τB)−� (� 
#
� 	��	�� ����
��� ��


����
�
� ��� &A → D' ���� ����� D′ ∈ ((τA)−)c� .� ������ 	�

� 
� ��
��� ��


����
�
� ��� ��� &A → B' 
� ���� ��� ��� ����	�� �� dA �� dB ��
��� �� 
#
�

��

��� .���
��� B ∈ Adr �� �� ��/�� ���
"������ τB ∈ (τA)dr� 0�� 	����������

D′ ∈ C ′ur ∩ ((τB)− \ (τA)−) = ∅� �� 	� 	�� �$��� ��� ����
���� 0��� 	��	����� �����*

���� ��� D ∈ Cdr� ����� s(dC) = s(dD) �� �� 	��	�� ��
� ���� �� ����
� (a) ���	������

���� ����� ��� (B � C → D) = 0�

1� dA� dB �� dC ���� ���� �� ���� T 0 �� dD ��� ���� �� ���� T 1� 2����"��� ��� A,B ��
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C ���� ���� �� 	
	� �����
 ��� ��� �� ����� Cdl �� Adr� �� A,B �� C �������������

�� ����� Cdl ����� B−(τC) �= B−(τB) �� ��		� (C → D) �= 0
 D ∈ (B−(τC)[1])dl �=
(B−(τB)[1])dl� �� �����������
 �� ��		� ���� �	������ ��� (B → D) = 0�

�� ��� ������ A,B �� C ������������� �� ����� Adr ���� ����� ��� B−(τC) =

B−(τA)� �� �����
 ��		� �� � ��� 	������	�� A → B → C ���� �� 	
	� ����� ��

��� �	�������� ��� �� ������ �� A ���� p − 1
 �� ����� α(C) < α(A) �= 0� �������

(C → D) �= 0 �� � ��� D ∈ (B−(τC)[1])dl ∩ { ��� α(C) ���	���� ������� ��

����} ⊂ (B−(τA)[1])dl ∩ { ��� α(A) ���	���� ������� �� ���� }� �� �����������
 ��

��		� ���� �	������ ��� (A � D) �= 0
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���� �	��	 ������	����� ���� �	����� ��	 ��������������� �� �������� ��� ����	 ������	 ������

��	 m�������	 �	 ���	 Ã�
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������ βh(C) = 1 �� βa(C) = 2	 
���� αh = 3 > βa(C)� αa = 1 = βh(C) �� βh(C) ≤ βa(C) �

�� 
�
�� C ��� ������������	

��������� �	
�	 ���� ���������� �� ������ �� ���	
���� ��
����� 
��	���� rh 
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rh = αh +
∑
C∈Ch

βh(C)

�� ����� �������� �� ���� ������ �� ������ �� ��������� �������� ������������� ra	 ������

ra = αa +
∑
C∈Ca

βa(C)
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�	 ���� ��� ����� ��������� �� ������ �� ��������� �������� �������� ��� rh = 3

�� �� ������ �� ��������� �������� ������������� ��� ra = 1 + 2 = 3	 ����� rh ≡ ra ������

m = 3	
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#�	
���� αa = α′a + βh(C) ���� α′a ≡ αh ���
�� m� $�� ���	�

���� ra = α′a + βh(C) ��

rh = αh + βh(C)� %��������� rh ≡ ra ���
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0 �� a11 a1m−1
�� . �� a21 a2m−1

�� . . �� at1 atm−1
�� . �� b1 bs

�� .

���� �� ���� ��	�
	� �� r′ = t′(m−1)+ s′ ��
�� s′ < m−1 �� r′ ≡ r ��� m� 	����
��� �
�����

����� ��
� �

0 �� c11 c1m−1
�� . �� c21 c2m−1

�� . . �� ct1 ctm−1
�� . �� d1 ds′

�� .
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��	 Ã���
����	

�
�� �
��	��	 ��
��	 �
��� �� �
������ ��� 
������ 	�� A���
���� �	 �
 ����	 �	 �
 �	�
���	

����

��
����� �	�	 �� ���� ��� 	�
�	���� 
	��������� ��� ����� �����	� Ã��	������ ��� �����
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�� ������
��� ���
 �
��� �� ������ � 
�� �������

�� �� ����� Ñn1,k1,n2,k2,r �
 Bk,n,t�

���������� �	
�	 �� A �

 ��� �	����� Ã���������� �	��
 �		� �

 ������	��
� ���� 	�
 ���	��

���
��
 �
 	�
 ������	����
��
 � ��� �	����� ���	���� m����

�� �� 
��� Ã�

�����

��
���� ��
	 	����	 �
� A �	
 ��
������
� ��
� ��	 ��������	��	 �
 ��	 �����������	��	

� 
�� ������� N ���� �� ����� ������� ������
� �
 ��� �����
���  ��
 r �� ������ �� ����
���	

���	��

���	 �
� �!������� N ���
���
� "� ��

 ������ r = α(m − 1) + β ���� β < m − 1�

�� �����
��� (c) �� �� �����
��� �� Ã��������� ��
	 ��
 �
� �� # � r + 1 + ε $����	 �
�

�!�����
������
 ��	 �
% �#���	 m�	�

��	 �&

ε =

{
α− 1, 	� β = 0 '

α, 	� β �= 0 �

(���	 �� 
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 �� ������
�� �����
� ���	 �� )��� �
��� �� �!������
��� ��
����
� �� ��



�������� ��	 ����
���	 �� ��*�� � ������ α ���
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�� �� 	�

��
�� Ñn1,k1,n2,k2,r �� Bk,n,t ���� 
�����	����� ���
 	�� ���	�������� �� 	�� ������	�������� ���

�	���
�� ���	��
�� m������
�� �� ���� Ã�

�� ��� �
�������� ��������� �� �� ������
� ��� �� ����
�
 ��� 	� 

���
���� �� ��
�		��
�

��� ��� 
��	����� �
���� !��� �����"� ��� 	�� �	���
�� ��� ���� �

��
�� 
�����	����� # 	�

���������� ������� ��� �	���
�� ���	��
�� m������
�� ��� ���������� 	� ���	� ��� ����



���� �

���
���� 	�� �	���
�� Ã��
����
��� $��
 	�� ���
�� ����������� ���� ������ �
�#

��� ���� 	�� �	���
�� �
����
�� %�� �	�� �

���
���� A��
����
��&�

'����	��� ��(
���� ����
 ��� ���
� (a, b) ∈ N×N) �� ���� (a, b)∗ 	� �������� ��
���

�������

�� 	(������	� {(a, b)} ⊂ N× N�

��
�
����
� �	
�	 ���� Ñ = Nn1,k1,n2,k2,r �� ���	
 ���	��
 ��� ���
��� 
����
 
��� ��

�
����� ���� ������ �� φN 
�� �� �������� 
���
�������	���� 
� �
���� ���� ����� �

φN = ((m− 1)k1 + n1 + r, n1 − k1)
∗ + ((m− 1)k2 + n2 − r, n2 − k2)

∗ + (k1 + k2).(0,m+ 2)∗

��	����������� *��� (Q, I) 	� ��
����� 	�
 ������
 # 	� ��
�� ��
��	� ��� �
����
� ���� �		���


�������
 	�� +����� �� Q ����� �����

*����� β0, β1, . . . , βn+k1 	�� +����� �� ���	� ��� �
����
 �


������	� ���� 	� ���� �������
��
�)

�, 	� ���
�� �� β0 ��� 0) 	(������ ���
�� �� ��
�����) �� βn+k1 . . . β1β0 �(����
����� ��� #

I� -� ���
�) ������ α0, α1, . . . , αr+s+k2 	�� +����� ���� 	� ���� ��
��
�) �, 	� ���
�� �� α0

��� ����� 0) αr+s+k2 . . . αr+1αr �(����
����� ��� # I �� ��
 ����
� αiαi−1 ����
����� # I ���


���� i ∈ {1, · · · , r}� $��
 ������ j ∈ {1, 2 . . . , k2} ������ γ1
j , γ

2
j , . . . , γ

m+1
j , αr+s+j

j 	�� m + 2

+����� �� j���� ���	� �
����
 ���� 	� ���� ��
��
� �� ���
 ������ j ∈ {1, 2 . . . , k1}) ������
δ1j , δ

2
j , . . . , δ

m+1
j , βn+j

j 	�� m + 2 +����� �� j���� ���	� �
����
 ���� 	� ���� �������
��
�� .��


�����������
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βn+1 �� .

δ11
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1

>>FFFFFFFFF
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�� ����� (k1 + k2) · (0,m+2)∗ ���� 	� 
���
�� (3) 	� 
�

�������� ����� ��
�� 	� �����������

�
���
��� ��� 
� ������ ���

 	�� ������ 	
�� 
� ���� ���
��� ���

n2 = r + s+ 1 + k2

�� 
� ������ ���

 	� ������ 	
�� 
� ���� 
�������
��� ���

n1 = n+ 1 + k1

�� �������� 
�

�������� 
��� 
�  
 ������ H0 = hs(β0)� 

��� Π0 = β0 �� 
�  
 ������ ���

�������� �! 
�  
 �����	�� Π0 �������� ��� H1 = α0� �� ���� ������� 
�

�������� 	
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�
�
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H0 = ht(β0) Π0 = β0

H1 = α0 Π1 = pt(α0)

H2 = α1 Π2 = pt(α1)

���
���

Hr = αr−1 Πr = pt(αr−1)

Hr+1 = δ1k1 · αr+s+k2 · · ·αr Πr+1 = pt(δ1k1 )

Hr+2 = δk21 Πr+2 = pt(δ2k1 )
���

���

Hr+m = δmk1 Πr+m = pt(δmk1 )

Hr+m+1 = δ1k1−1 · δm+1
1 Πr+m+1 = pt(δ1k1−1)

Hr+m+2 = δ2k1−1 Πr+m+2 = pt(δ2k1−1)

���
���

Hr+2m = δmk1−1 Πr+2m = pt(dmk1−1)

���
���

Hr+(k1−1)m+1 = δ11 · δm+1
2 Πr+(k1−1)m+1 = pt(δ11)

Hr+(k1−1)m+2 = δ21 Πr+(k1−1)m+2 = pt(δ21)
���

���

Hr+k1m = δm1 Πr+k1m = pt(δm1 )

Hr+k1m+1 = δm+1
1 Πr+k1m+1 = βn

Hr+k1m+2 = hs(βn) Πr+k1m+2 = βn−1
���

���

Hr+k1m+n = hs(β2) Πr+k1m+n = β1

Hr+k1m+n+1 = hs(β1) = H0

��� ������� 	
� �����
��� 
� 
������� 
�������� 
� ���� ���� 
�� ������ β� ����� ���� �����


� ����� (r + k1m + n + 1, n + 1)� �� ����� n + 1 = n1 − k1� ���� �������� 
� �����

(r + (m− 1)k1 + n1, n1 − k1)�

������� ���� 
�� 	
� ������ ����� ��� ��� ���
����� ���� ���������� 
��
�������� ���� 
� 	


������ H0 = γ1
k2
βn+k1 · · · β0� �� ���
��� ������� ������ ����� ������ 
� 
��
���������

� !



H0 = γ1
k2
βn+k1 · · · β0 Π0 = pt(γ1

k2
)

H1 = γ2
k2

Π1 = pt(γ2
k2

)

���
���

Hm−1 = γm
k2

Πm−1 = pt(γm
k2

)

Hm = γ1
k2−1 · γm+1

k2
Πm = pt(γ1

k2−1)

Hm+1 = γ2
k2−1 Πm+1 = pt(γ2

k2−1)

���
���

Hm+(m−1) = γm
k2−1 Πm+m−1 = pt(δmk1 )

H2m = γ1
k1−1 · γm+1

1 Π2m = pt(γ1
k1−1)

���
���

H(k2−1)m = γ1
1 · γm+1

2 Π(k2−1)m = pt(γ1
1)

H(k2−1)m+1 = γ2
1 Π(k2−1)m+1 = pt(γ2

1)

���
���

H(k2−1)m+(m−1) = γm
1 Πk2m−1 = αr+s

Hk2m = hs(αr+s) Πk2m = αr+s−1
���

���

Hk2m+s−1 = hs(αr+2) Πk2m+s−1 = αr+1

Hk2m+s = hs(αr+1) Πk2m+s = αr · · ·α0

Hk2m+s+1 = H0

��� ������� 	
� �����
��� 
� 
������� 
�������� 
� ���� ���� 
�� s ������ αr+i ���� i ∈
{1, · · · , s} 
� 
������� 1 �� 
� ������ αr · · ·α0 
� 
������� r + 1� �
��� �� ������� 
� �����

(mk2 + s+ 1, s+ r+ 1)� �� ���
����� 
��������� s+ r+ 1 = n2 − k2 �� ���� �������� 
� �����

����� ((m− 1)k2 + n2 − r, n2 − k2)�

������� ������ 	
 ������ � ��� ���
��� 
��
�������� ��� 	���

���������� �	

	 ������ N = Ñn1,k1,n2,k2,r �� N ′ = Ñn′
1,k

′
1,n

′
2,k

′
2,r

′ ���	 
����
 �������
 ���


��� �������
 �����������
� ����
 |r| ≡ |r′| ���� m��

�����
�������� !���� N �� N ′ ���� 
������� ������
����� �� � ��� φN = φN ′ � "� φN ��

������� �� �������
��� 
�� ������ ((m − 1)k1 + n1 + r, n1 − k1) = (mk1 + r + n + 1, n + 1)

�� ((m − 1)k2 + n2 − r, n2 − k2) = (mk2 + s + 1, r + s + 1) �� ��� ���������� 
�� �������

#$#



mk1+r+n+1−(n+1) = mk1+r �� mk2+s+1−(r+s+1) = mk2−r� �� ���		��� 
� ����

�
�� φN ′ �� ������� 
�	 ������	 mk′1 + r′ �� mk′2 − r′� �� �� ������� ��	 ������	 ����
�

m �� ������� 
���	���
� {r,−r} ���� N �� 
���	���
� {r′,−r′} ���� N ′� �� ���	��������

|r| ≡ |r′| ���� m� ����� �� 
��
����

����������� 	
��
 ���� Bk,n,t �� ���	
 ���	��
 ���
��� 
����
 
��� �� �
����� ���� ������

φBk,n,t
= (n− 1, 0)∗ + (t+mk + 1, n+ t)∗ + k · (0,m+ 2)∗

��	����������� ���� (Q, I) 
� �������	 
�� �		���� � 
� ����� �����
� ��������
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1
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1
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3 2
β2

��

�
��	 (Q, I) � k ���
�	 m 	�����	� n− 1 ��
�����	 βiβi−1 �i ∈ {1, · · · , n− 1}� ���	�����
�	 ��

n+ t !"�#�	 ��� ��������������� ��	 ��$ ���
�	 m 	�����	�

%� �������� 
��
�����#�� �
�� 
� &
 �����	 H0 = β0αn+t+k−1 · · ·αnβn−1� �
��	�

H0 = β0αn+t+k−1 · · ·αnβn−1 Π0 = p1

H1 = β1 Π1 = p2
���

���

Hn−2 = βn−2 Πn−2 = pn−1
Hn−1 = H0
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�� �� ������� �� 	��
� (n− 1, 0)�

�� 
������� ������
����� ���
 �� �� 	�
��� H0 = hn� ���
�

H0 = hn Π0 = βn−1 · · · β0

H1 = γ1
1 Π1 = pt(γ1

1)

H2 = γ2
1 Π2 = pt(γ2

1)

���
���

Hm = γm
1 Πr = pt(γm

1 )

Hm+1 = γ1
2 · γm+1

1 · · ·αr Πm+1 = pt(γ1
2)

Hm+2 = γ2
2 Πm+2 = pt(γ2

2)

���
���

H2m = γm
2 Π2m = pt(γm

2 )

H2m+1 = γ1
3 · γm+1

2 Π2m+1 = pt(γ1
3)

���
���

H(k−1)m+1 = γ1
k · γm+1

k−1 Π(k−1)m+1 = pt(γ1
k)

H(k−1)m+2 = γ2
k Π(k−1)m+2 = pt(γ2

k)

���
���

Hkm = γm
k Πkm = pt(γm

k )

Hkm+1 = γm+1
k Πkm+1 = αn+t−1

Hkm+2 = hn+t−1 Πkm+2 = αn+t−2
���

���

Hkm+t = hn+1 Πkm+t = αn

Hkm+t+1 = hn = H0

��� ������� ��� ����
���� �� �������
 ����
���� �� ��
� ���� ��� t ��
��� αn+i ���
 i ∈
{0, · · · , t− 1} �� �������
 1 �� �� 
����� βn−1 · · · β0 �� �������
 n�  ��
� �� ������� �� 	��
�

(t+mk + 1, n+ t)�

!������ 
����� �� 	�
��� � ��� �������� 
���� 	�
��� �� ������
���� ��� �����

�� ��
�� k · (0,m+ 2)∗ ���� �� �����	� (3) �� ������
������

���������� �	
�	 ��� �����	�� 
�		����
��
�� ��� ��	��� 
�	����� Bk,n,t �� Ñn1,k1,n2,k2,r 
�

��
� ��� ��	����� ��������
����
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��������	�
��� �� Bk,n,t ��� ����	�� �
��	�
���� � N = Ñn1,k1,n2,k2,r 
�� ��������� φN �� φBk,n,t

���	��� ���� ������
���� �� 	���� 
�� ��
� ��� ��������
�� ��������� 
��

((m− 1)k1 + n1 + r, n1 − k1) = (t+mk + 1, n+ t)

((m− 1)k2 + n2 − r, n2 − k2) = (n− 1, 0)

k · (0,m+ 2) = (k1 + k2) · (0,m+ 2)

�� ������ ����� 
� ������ ��� ������ ��� ����� �� ��	������ ����	�� �� � 
��
������
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1,k

′
1,n

′
2,k

′
2,r

′ �� 
� �&�
� ������ ��� ��� �������

�� � ��� �
#���� �� 
� ����� Bk′,r′+1,t′ ���
 ��� �������� �������� �� B ��� ����	�� �
��	�
����

� ��� �
#���� �� 
� ����� Ñn′
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Ñ6,4,5,3,1 Ñ7,5,4,2,−1
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