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Sommaire

Dans cette thése nous nous consacrons a 1’'étude des algebres qui sont dérivées équivalentes
aux algébres inclinées m-amassées de type A et A. Dans la premiére partie nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour qu’'une algébre A soit dérivée équivalente & une algébre
inclinée m-amassée de type A. Dans la deuxiéme partie, nous trouvons une caractérisation
du carquois lié des algébres inclinées m-amassées de type A et finalement nous donnons le
critéere analogue a l'antérieur pour qu’une algébre B soit dérivée équivalente a une algébre

inclinée m-amassée de type A.
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Introduction

En 2006 les catégories amassées et les algébres inclinées amassées ont été introduites par
Buan, Marsh, Reineke, Reiten et Todorov [13]| avec I'objectif de modéliser la combinatoire
des algebres amassées de Fomin et Zelevinsky |18] en utilisant la théorie d’inclinaison des
algébres héréditaires de dimension finie sur un corps algébriquement clos. Ces algébres ont
été étudiées par différents auteurs. En particulier, dans [8], Bobinski et Buan ont trouvé
une caractérisation des algébres qui sont dérivées équivalentes a des algébres inclinées amas-
sées de types A et A. Plus tard, les catégories amassées et les algeébres inclinées amassées
ont été généralisées par Thomas 28| aux catégories m-amassées et aux algébres inclinées
m-amassées, respectivement, de sorte que quand on prend m = 1 on est dans le cas incliné
amassé. Le but de cette thése est de généraliser le résultat de [8]. C’est a dire de trou-
ver toutes les algébres qui sont dérivées équivalentes aux algébres inclinées m-amassées de
types A et A. Pour ce faire nous avons besoin dune caractérisation (en termes de carquois
liés) des algébres inclinées m-amassées des types A et A. Pour le type A cette caractérisation

a été faite par Murphy dans [24]. Pour le type A nous avons généralisé le résultat de Murphy.

Dans le chapitre 1 nous fixons les notations et la terminologie. Nous commencons par une
bréve exposition des carquois liés, des algébres aimables, des catégories dérivées et des équi-
valences dérivées. Aussi nous introduisons 'invariant dérivé ¢ d’Avella-Alaminos et Geiss

pour les algébres aimables.

Dans le chapitre 2 nous commencons en rappelant les résultats principaux de Murphy. Nous
continuons avec 1’étude des algebres qui sont dérivées équivalentes aux algébres inclinées m-
amassées de type A. Pour le faire nous introduisons un type particulier d’algébres aimables
que nous appelons branchées. Notamment, la caractérisation que nous avons trouvée est la

suivante.



Théoréme (A) Soit A une algébre conneze, les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) A est une algébre branchée .

(b) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre de type Ni.s.
(c) A est dérivée équivalente a une algébre de la forme N, .

(d) A est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-amassée de type A.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude d’ une réalisation géométrique de la catégorie m-amassée
de type A réalisée par Torkildsen dans [29]. Cette réalisation géométrique nous permet dans
le chapitre 4 de trouver une caractérisation des algébres inclinées m-amassées de type A en

termes de leurs carquois avec relations. En fait, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme (B) Soit A une (m + 2)-angulation de P, ;.

(a) Le carquois Qpnae, (r(a)) associé a algébre Ende, (F(A)) est égal au carquois QY associé
a la (m + 2)-angulation A.

(b) L’ algebre kQ\/Ia est isomorphe & Ualgebre inclinée m-amassée Ende, (F(A)).

En particulier, ce résultat nous permet de trouver le carquois lié¢ des algébres inclinées m-
amassées de type A et de prouver le corollaire suivant qui généralise les résultats de Assem,
Briistle et al., [2] pour les algébres inclinées 1-amassées de types A et A et de Murphy [24]

pour les algébres inclinées m-amassées de type A, pour tout m > 2.
Corollaire (C) Les algébres inclinées m-amassées de type A sont aimables pour tout m > 2.

Finalement, au chapitre 5 nous étudions les algébres qui sont dérivées équivalentes aux al-
gébres inclinées m-amassées de type A. Nous cherchons une caractérisation de ces algébres
en termes de leurs carquois liés. Pour le faire nous introduisons un type d’algébres aimables

que nous appelons A-branchées et nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme (D) Soit A une algébre conneze avec (au moins) un cycle non saturé, les condi-
tions suivantes sont équivalentes.
(a) A est une algebre A-branchée .

(b) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre de type Ny, gy no kor



ou Bt

\

(¢) A est dérivée équivalente a une algébre de la forme Ny, ki nokor 0U Bipt-

(d) A est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-amassée de type A.






Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des notions de base qui seront utilisées par la suite. Notam-
ment, nous fixons les notations et la terminologie. Dans la premiére section nous définissons
les catégories dérivées et des catégorie d’orbites. Aussi nous présentons la notion d’équiva-
lence dérivée. Dans la deuxiéme section, nous introduisons la notion de carquois et montrons
comment on peut lui associer une algébre, I'algébre de chemins. A la section trois nous
présentons une classe particuliére de quotients d’algébres de chemins, les algébres aimables.
Finalement on introduit I'invariant dérivé ¢ d’Avella-Alaminos et Geiss pour les algébres

aimables.

1.1 Catégories dérivées

Soit A une catégorie abélienne . On peut lui associer sa catégorie dérivée bornée D°(A) (voir
par exemple [20] ou [30]). La construction est comme suit.

On commence avec la catégorie de compleres bornée CP(A). Les objets sont les familles
X = (X, d%)icz ont les X sont des objets de A tels qu'il existe n,n’ € Z (n < n') de sorte
que X; = 0 pour tout i > n’ et pour tout ¢ < n. Les morphismes d% : X" — X! satisfont a
la relation d&d’;l = 0 pour tout i. Un morphisme de complexes de X a Y est un morphisme

= (fYiez tel que [ ody =di o f" pour tout .

Les objets de D(A) sont les complexes bornés d’objets de A, mais nous allons modifier les

morphismes de la catégorie de complexes en deux étapes.



Deux morphismes f,g : X — Y sont homotopes s'il existe une famille de morphismes
hi: X' — Y tels que f' — g' = hiTldy — di 'h?, pour tout i € Z. Soit K°(A) la catégorie
dont les objets sont les complexes bornés de A et les morphismes sont les classes d’homoto-
pie de morphismes. On appelle cette catégorie la catégorie d’homotopie des complexes. Cette

catégorie est triangulée (Voir par exemple [20] ou [30]).

Pour un complexe X = (X' d)icz de C°(A) , on définit les groupes de cohomologie
H’(X) = Ker d% /Im dé;l. Un morphisme de complexes f : X — Y est appelé un quasi-
isomorphisme si les morphismes induits H'(f) : H/(X) — H(Y) sont des isomorphismes
pour tout ¢ € Z. Ainsi, un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes qui induit

un isomorphisme de groupes de cohomologie.

Les morphismes de D?(A) sont obtenus de ceux de la catégorie d’homotopie K’(A) en in-
versant formellement les quasi-isomorphismes. Plus précisément, en localisant par rapport
au systéme multiplicatif des quasi-isomorphismes. Ainsi, un morphisme de Db(ﬂ) peut étre

représenté par une paire de morphismes X <>— L ——=Y , o1l s est un quasi-isomorphisme.

Dans la catégorie dérivée, on peut définir un foncteur de décalage [1|. Sur les objets au moyen
de X[1] = (X, —d%1)sez, et sur les morphismes f[1] = (f"1);ez. La catégorie dérivée mu-

nie du foncteur de décalage [1] est triangulée.

On rappelle qu'une équivalence triangulée est une équivalence F' : ¢ — € entre deux caté-

gories triangulées C et €' qui préserve les triangles.

Définition 1.1. Deux catégories abéliennes A et B sont dites dérivées équivalentes s’il

existe une équivalence triangulée entre D°(A) et D°(B).

Définition 1.2. On dit que deux algébres A et B sont dérivées équivalentes si leurs

catégories de modules de type fini modA et modB sont dérivées équivalentes.

Quand A est une catégorie abélienne héréditaire, la catégorie dérivée est plus facile a com-
prendre. Dans ce cas, chaque objet indécomposable X de DP(A) est isomorphe & un complexe

concentré, c’est a dire, qu'il existe ig € Z tel que X' # 0 si et seulement si i = iy et X%



est un objet indécomposable de A. En outre, pour deux objets XY € A et i € Z, on a
que Homqp gy (X[i], Y[i]) = Homy (X, Y). Aussi, si A a des suites presque scindées et est de
dimension globale finie (ce qui est le cas par exemple si A = mod(H), ou H est une algebre
héréditaire de dimension finie sur un corps) D?(A) a des triangles presque scindés induits

des suites de A.

Dans cette situation, nous identifions les objets de A aux objets de D°(A) concentrés en

degré 0.

1.1.1 La catégorie d’orbites
Soit A une algébre de dimension finie sur un corps et F' un automorphisme de D°(modA).

Définition 1.3. La catégorie d’orbites D°(modA)/F est la catégorie dont les objets sont
les F-orbites X = (F'X)icz, avec X un objet de D®(modA) et ’ensemble de morphismes de
X = (F'X)iez a Y = (F'Y )iy, est donné par

Home(modA)/F(ij Y) = GB Homups (jnoq) (X, F'Y).
i€z
Des exemples de catégories d’orbites sont les catégories amassées définies par Buan, Marsh,
Reineke, Reiten et Todorov dans [13] comme suit. Soit A une algébre héréditaire. On note
Tpb(mod) 1a translation d’Auslander-Reiten dans Db(modA), et [1] le foncteur de décalage.

On définit le foncteur F' comme étant la composition TD_bl(modA) [1]. Alors, la catégorie amassée
C4 est la catégorie d’orbites D¥(modA)/F.

Keller a montré dans [23] que cette catégorie est triangulée. Plus généralement, il a montré

-1

Tob [m] avec m > 1, la catégorie d’orbites obtenue est aussi trian-
D (modA) ’

que si on prend F' =

gulée.

1.2  Carquois et algébres de chemins

Cette section contient la terminologie et les définitions relatives a la notion de carquois. On

verra aussi comment construire une algébre (dite de chemins) a partir d’un carquois.



1.2.1 Carquois

Définition 1.4. Un carquois Q = (Qo,Q1,s,t) est un quadruplet formé de deuz en-
sembles : Qo (dont les éléments sont appelés points ou sommets) et Q1 (dont les éléments
sont appelés fleches), et de deux applications s,t : Q1 — Qo qui associent G chaque fléche
a € Q1 sa source s(a) € Qg et son but t(a) € Q.

Une fleche a de source i = s(a) et de but j = t(a) est notée a: i — j ou encore i — j. Un

carquois Q = (Qo, @1, s,t) est noté plus simplement Q).
Un carquois est donc un graphe orienté sans aucune restriction.
Exemples 1.5. Les exemples suivants sont des carquois :

Un carquois Q est dit fini si Qo et Q1 sont des ensembles finis. Le graphe sous-jacent Q d’un

carquois () est obtenu en oubliant 'orientation des fléches. Le carquois () est dit conneze si

() est connexe.

Soient () un carquois et a,b € Qy. Un chemin de longueur [ > 1 de source a et de but b
(ou plus briévement de a vers b) est une composition de fleches ;- -y on a; € @ pour

tout 1 < i < [let tel que s(a1) = a, s(a;) = t(;—1) (pour tout i tel que 2 <7 <) et t(ay) = b.

De plus, & chaque point a € )y on associe un chemin de longueur 0 dit chemin stationnaire
ou chemin trivial en a. On le note €, et on a s(e,) = t(€,) = a. Dans tout ce qui suit, le

terme chemin signifiera un chemin de longueur plus grande ou égale a zéro.



1.2.2 L’algébre de chemins

Voyons maintenant comment construire I’algébre de chemins d’un carquois. A partir de main-

tenant et jusqu’a la fin de cette thése, k désigne un corps algébriquement clos.

Définition 1.6. Soit Q) un carquois. L’algébre de chemins k(Q) de Q) est la k-algébre dont
le k-espace vectoriel sous-jacent a comme base l’ensemble de tous les chemins (de longueur
[ >0) dans Q, et telle que le produit de deux chemins cu, -+ oy et By -+ [y est nul si t(By) #
s(aq) et est égal au chemin composé a, -+ aq By -+ B si t(Br) = s(aq). Le produit de deux

éléments arbitraires de kQ est alors obtenu par distributivité.

Exemple 1.7. Soit Q) le carquois suivant

67

)

1

La base de kQ est alors {e1,a,ace = o, a3, -+ }. On voit aisément que kQ est isomorphe a

Ualgebre k(x| des polynomes en x.

1.2.3 Carquois liés

Nous notons R I'idéal bilatére de k() engendré par I'ensemble des fléeches de ). Donc R en

tant que k-espace vectoriel admet pour base I’ensemble des chemins de longueur au moins un.

Définition 1.8. Soit QQ un carquois fini. Un idéal I de kQ) est admaissible s’il existe un
entier m > 2 tel que R™ C I C R2. Si I est un idéal admissible de kQ, la paire (Q,I) est

appelée un carquois lié. L’algébre quotient kQ/I est l'algébre du carquois lié (Q,1).

Exemples 1.9.
1. Pour tout carquois Q) et tout m > 2, l'idéal R™ est admissible.

2. Soit Q) le carquois suivant



VN
R
N
3
L’idéal I, =< Ba — 6y > est admissible. En effect, I, C R?, alors que R®* = 0. Par

contre, Iy =< Ba — X\ > ne l'est pas car fa — \ ¢ R%.

Sous certaines conditions toute algébre A est isomorphe au quotient d’une algébre de chemins

par un idéal admissible. .’énoncé précis est le suivant.

Théoréme 1.10. ([1], Theorem 5.7) Soit A une k algébre de dimension finie, sobre et

connezxe, alors il existe un carquois lié (Q,I) tel que A = kQ/I.

1.3 Algébres aimables et invariants dérivés

On s’intéresse a une classe particuliére d’algébres de chemins qui est appelée classe des
algebres aimables. Cette classe a été définie par Assem et Skowronski dans [3|. On rappelle

la définition.

Définition 1.11. Soit Q) un carquois et I un idéal admissible de ’algébre de chemins k().

On dit que la paire (Q,I) est un carquois aimable s’il satisfait auz conditions suivantes.

1. Pour chaque sommet i de Q, il y a au plus deux fleches de source i et au plus deux

fleches de but 1.

2. Pour chaque fleche B de Q, il existe au plus une fleche v, telle que 5 & I et au plus
une fleche ay telle que fay & I.

3. Pour chaque fleche B in Q, il existe au plus une fleche o telle que Vo8 € I et au plus
une fleche aq telle que Pag € 1.

4. I est engendré par des chemins de longueur deuz.

Nous disons que Ualgébre kQ/I est l’algébre aimable associée a la paire (Q, ).

Exemples 1.12.
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1. Les algébres A = kQ avec @ un carquois de graphe sous-jacent Dynkin de type A sont

aimables.

2. L’algébre A donnée par le carquois
! 4
%
3
N
2 2

lié par fa = 0 and 6y = 0, est aimable.

Schréer and Zimmermann ont prouvé dans [27] que la classe des algébres aimables est stable
sous I’équivalence dérivée. En outre, pour les algebres aimables le nombre de sommets et de
fleches du carquois ordinaire et la fonction ¢ : N x N — N introduite par Avella-Alaminos
et Geiss dans [4], et que nous décrirons dans la sous-section suivante, sont des invariants

dérivés.

1.4 L’invariant ¢ de Avella-Alaminos et Geiss

Soit A = kQ/I une algébre aimable, ou @ = (Qo, Q1) est un carquois connexe. Un chemin
permis de A est un chemin C' = «, - - - sy qui ne contient pas de relations zéro. Un chemin
permis C est un fil permis non trivial si pour tout 5 € )1 ni C'8 ni SC n’est un chemin
permis. De méme, un chemin interdit de A est une suite II = a, - - - gy formée de fléches
deux a deux distinctes de @ avec a1 € I pour tout i € {1,2,--- ,n — 1}. Un chemin
interdit II est un fil interdit non trivial si pour tout S € Q1 ni II5 ni BII n’est un chemin
interdit. Soit v € Qg tel que Card{a € Q1 : s(a) = v} < 1, Card{a € Q; : t(a) =v} <1
et si 8,7 € @ sont tels que s(vy) = v = ¢(5) alors y3 ¢ I. Alors on convient que e,
est un fil permis trivial en v et on le note h,. Soit H 4 I'emsemble des fils permis en A,
triviaux ou non triviaux. De méme, soit v € @y tel que Card{a € @, : s(a) = v} < 1,
Card{a € Q; : t(a) = v} < 1l et si 8,7 € @ sont tels que s(y) = v = t(f) alors 74 € I.
Alors on convient que e, est un fil interdit trivial en v et on le note p,. Notons que certains
chemins peuvent étre simultanément permis et interdits.

Il est possible maintenant de définir deux functions o, : )1 — {1, —1} qui satisfont aux

trois conditions suivantes.

11



1. Si By # [y sont des fleches telles que s(51) = s(fa), alors o(f1) = —o(/a).
2. Si 1 # 72 sont des fléches avec s(71) = s(72), alors (1) = —e(72).
3. Si [ et 7 sont des fleches avec s(y) = t(5) et v5 ¢ I, alors () = —(3).

On peut prolonger ces fonctions a des fils de A comme suit : pour un fil non trivial H =
Qp -+ - gy on définit o(H) := o(aq) et e(H) := e(a,). S'il existe un fil permis non trivial h,
pour un v € Qo, la connexité de @ assure l'existence d’'un v € Q) tel que s(y) = v ou d’'un
f € @y tel que t(5) = v. Dans le premier cas, on définit o(h,) = —e(h,) := —o(7) et dans
le second, on définit o(h,) = —&(h,) := (). Sil existe un fil interdit p, pour un v € Qo, on
sait qu'il existe v € @1, tel que s(v) = v ou § € @ tel que t(8) = v. Dans le premier cas,
on définit o(p,) = (h,) := —o(7), et dans le second o(p,) = e(h,) := —(B).

La définition suivante est un algorithme combinatoire qui produit certaines paires de nombres
naturels en utilisant seulement le carquois lié qui définit ’algébre aimable. Dans "algorithme,
nous passons dans le sens direct par les fils permis et dans le sens inverse par les fils interdits

de sorte que chaque fléche et son inverse sont utilisées exactement une fois.

Définition 1.13. (Avella-Alaminos et Geiss, |4|) L’algorithme est comme suit.
1. (a) On commence avec un fil permis Hy de A.
(b) Si H; est défini, soit I1; le fil interdit qui finit en t(H;) et tel que e(H;) = —e(11;).
(¢) Soit Hiyy le fil permis qui commence en s(I1;) et tel que o(H;yq) = —o(IL;).
Le processus s’arréte quand H,, = Hy pour un entier naturel n. Soit m = Zlgz’gn I(TL;4)
ot | est la longueur d’un chemin, c’est a dire, le nombre des fleches sur le chemin.
On a obtenu la paire (n,m).
2. On répéte la premiére étape jusqu’a ce que tous les fils permis de A ont été utilisés.
3. 8l existe des cycles orientés dans lesquelles chaque paire de fleches consécutives forme
une relation, on ajoute la paire (0,m) pour chacun de ces cycles, ot m est la longueur

du cycle.
4. On pose ¢4 : N?> = N, ot ¢p4(n,m) est le nombre des fois ot la paire (n,m) apparait

dans I’ algorithme.
La fonction ¢4 est invariante sous I’équivalence dérivée, c’est a dire :

Théoréme 1.14. (Avella-Alaminos et Geiss, [4]) Soit A et B deux algébres aimables. Si A

et B sont dérivées-équivalentes, alors ¢4 = ¢p.
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Remarque 1.15. Observons que ¢4(0, m 4 2) compte le nombre de (m + 2)-cycles (c’est a
dire de cycles de longueur (m + 2)) saturés (c’est a dire que la composition de deux fléches
consécutives quelconques dans le cycle doit étre une relation). Ces (m + 2)-cycles jouent un

role crucial quand on considére I’équivalence dérivée des algebres inclinées m-amassées.

Exemple 1.16. Soit A = kQ/I 'algébre aimable suivante
)

< A I B
v/

ou le cycle est un (m + 2)-cycle saturé.

Nous commengons l'algorithme avec Hy = ag318s - - - By, alors g = py(ay). Donc, Hy = a; et
I} = py(a,)- Puis on continue a parcourir le cycle jusqu’a H,, 11 = a1 mais ici 11,1 = 3 et
aprés H,, 1o = hy, Il,,10 = 5, et on continue a aller vers I'arriére par les fleches 5. On arrive
a Hyvnir = hott, Wini1 = ppar et Hypnio = Hp. Les uniques fils interdits de longueur

non nulle sont des fléches 8. Ainsi on obtient la paire (m+n+2,n) et pa(m+n+2,n) = 1.

La troisiéme étape de 'algorithme nous donne la paire (0,m + 2) et ¢p4(0,m +2) = 1.
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Chapitre 2

Algébres dérivées équivalentes a des

algébres inclinées m-amassées de type A

Lorsqu’on étudie les catégories de modules on est souvent intéressé par elles modulo les
équivalences dérivées ou équivalences pour les inclinaisons et les co-inclinaisons. Dans [15]
Buan et Vatne ont donné un critére pour décider quand deux algébres inclinées amassées
de type A sont dérivées équivalentes. Plus tard, Bastian dans [5] a donné une classification
analogue pour le cas A. Dans [8] Bobinski et Buan ont considéré une question plus générale,
celle de trouver une caractérisation des algébres qui sont dérivées équivalentes a des algébres

inclinées amassées de type A ou A.

Les catégories amassées et les algébres inclinées amassées ont été généralisées par Thomas
[28] aux catégories m-amassées et aux algébres inclinées m-amassées, respectivement, de
sorte que quand on prend m = 1 on est dans le cas incliné amassé. Alors, la question natu-
relle de trouver un critére pour savoir quand deux algébres inclinées m-amassées de type A
ou A sont dérivées équivalentes se pose. Pour le cas A, Murphy dans [24] a donné un critére
nous permettant de vérifier si deux algébres inclinées m-amassées sont dérivées équivalentes
ou pas. Dans ce chapitre nous travaillons sur le probléme de trouver toutes les algebres qui

sont dérivées équivalentes a des algébres inclinées m-amassées de type A.

Nous commencons ce chapitre en rappelant la définition des algébres inclinées m-amassées
de n’importe quel type. Cependant, nous travaillerons avec le type A. En outre, nous résu-

merons ici les résultats principaux de Murphy [24].
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2.1 Algébres inclinées m-amassées

Soit m un entier positif et H une algeébre héréditaire de dimension finie sur un corps algébri-
quement clos k. On note 7 la translation d’ Auslander-Reiten dans la catégorie dérivée bornée

D(H); [1] le foncteur décalage de D(H) et [m] sa m®™® puissance, c’est a dire [1]™ = [m].
Définition 2.1. La catégorie m-amassée est la catégorie d’orbites

Cn(H) := D"(H)/7~"[m]
Dans les catégories m-amassées on définit les objets inclinants m-amassés comme suit.

Définition 2.2. On dit qu’un objet T' de C,,(H) est inclinant m-amassé s’il satisfait auzx

conditions suivantes :
1. Home,, m)(T,X[i]) = 0, pour tout i tel que 1 < i < 'm, si et seulement si X € add(T).
2. Home, iy (X, T[i]) = 0, pour tout i tel que 1 <i < 'm, si et seulement si X € add(T).

Définition 2.3. L’algebre d’endomorphismes Ende, )(T) d’un objet inclinant m-amassé T

est appelée algébre inclinée m-amassée.

2.2 Algébres inclinées m-amassées de type A

Ici, nous nous concentrons sur le cas ot H est une algébre héréditaire de type Dynkin A.

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.4. [24] Les algébres inclinées m-amassées de type A sont aimables, pour

tout m > 1.

Définition 2.5. On dit qu’un cycle de (Q, I) est m-saturé s’il est orienté de longueur m+2

et la composition de deuz fleches consécutives du cycle est une relation dans 1.

Définition 2.6. Soit (Q, ) un carquois lié. Deux relations v et ' sont dites consécutives
sil existe une marche v = wr = r’'w’ dans le carquois lié (Q, 1) telle que r et v’ pointent

dans la méme direction et partagent une fleche.
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En plus, [24] nous permet de faire les remarques suivantes.

Remarques 2.7. Soit A une algébre inclinée m-amassée de type A.

1. Les seuls cycles qui peuvent apparaitre dans A sont les cycles m-saturés.
2. Sim # 1, il peut y avoir des relations en dehors des cycles.

3. Il peut exister au plus m — 1 relations consécutives en dehors d'un cycle.

Par la suite, nous travaillerons avec un m fixe.

Comme le montre le théoréme suivant, les cycles m-saturés jouent un réle crucial dans la

classification dérivée des algébres inclinées m-amassées de type A.

Théoréme 2.8. |24| Deuz composantes connexes d’une algébre inclinée m-amassée de type
A sont dérivées équivalentes si et seulement si leurs carquois ont le méme nombre de cycles

m-saturés et de fléches.

L’énoncé du théoréme 2.8 souligne que, pour m > 2, une algébre inclinée m-amassée de type
A peut ne pas étre connexe. Ceci est une différence notable avec le cas o m = 1 : en effet,

les algébres inclinées 1-amassées sont toujours connexes.

Exemple 2.9. On considére le carquois ) = Ag avec I'orientation linéaire

123 456

et on prend la catégorie 2-amassée Co(kQ))
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L’objet

@20 1]e

4

N~
I
(=]
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D Ut W N =
S

est un objet incliné 2-amassé et I'algébre d’endomorphismes Ende,g) (7') donnée par le

carquois lié

5

2./
N,
\.4/

c’est une algébre inclinée 2-amassée qui a deux composantes connexes.

2.2.1 Mouvements polygonaux élémentaires et mutations locales
induites

Soit P un polygone convexe régulier avec (n+ 1)m+ 2 sommets. Une m-diagonale admissible

dans P est une corde reliant deux sommets non adjacents qui divise P en deux polygones

plus petits Py et P, qui peuvent eux-mémes étre subdivisés en (m + 2)-gones par des cordes

qui ne se croisent pas.

Un ensemble maximale de m-diagonales admissibles dans P qui ne se croissent pas est appelé

une division maximale de P.

Thomas dans |28| a prouvé la proposition suivante.

Proposition 2.10. Il existe une biyection entre l’ensemble de divisions maximales de P
par m-diagonales admissibles et les objets inclinés m-amassés dans la catégorie inclinée m-

amassée de type A.

Supposons que T est une division maximale quelconque de P. Notons que chaque m-diagonale

admissible d est I'aréte commune de deux (m + 2)-gones. Etant donné une m-diagonale
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admissible dy, il existent m différentes m-diagonales admissibles dy,ds, -+ ,d,, de P que
nous pouvons voir comme des "rotations" dans le sens anti-horaire de dy dans les deux

(m 4+ 2)-gones qui ont dy comme aréte commune.

FIGURE 2.1 — Les deux "rotations" de la diagonale dy dans un hexagone.

Définition 2.11. /2// Soit T une division mazimale de P. Pour chaque m-diagonale admis-
sible dy € T nous définirons une opération ,,. Cette opération est la "rotation” de dy dans
le sens anti-horaire dans les deux (m + 2)-gones qui ont dy comme aréte commune. Alors,
nous avons que iy (d;) = diyr, $i0 <1 <m—1 et py,(dy,) =dy ot dy,--- ,d,, sont des m-
diagonales admissibles qui sont des "rotations” de dy. En plus, nous définissons pu ' = u™.

Nous appellerons les opérations pi,, et p ' mouvements polygonauzx élémentaires.

Définition 2.12. /2// Soit A [lalgébre inclinée m-amassée associé a la division T et A’
Ialgebre inclinée m-amassée associé a la division T’ obtenue a partir de T en appliquant un
mouvement polygonal élémentaire p a une de ces diagonales. Alors, nous dirons que [’algébre
A’ est l’algébre mutée de A ou plus précisément, que l'algebre A’ est obtenue a partir de A

par le moyen de la mutation locale induite par le mouvement polygonal élémentaire

1L
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2.2.2 La forme normale

Maintenant nous définirons la forme normale des algébres inclinées m-amassées. Voir ( [24],

Definition 3.9).

Définition 2.13. Soit r,s € N, on note N, ¢ l'algébre aimable donnée par le carquois lié

'b% . .6117 'b% . 'bg 'b} . B .bi:j
ot il y a s fleches et v cycles m-saturés (et ce sont les seuls cycles). Sim est pairp =q =75
et st m est impair p = mTfl et ¢ = mT“

Remarque 2.14. Comme dans |24] nous disons qu’une algébre de type N, est dans sa
forme normale. 11 est prouvé (|24]|, Theorem 4.1 ) que chaque composante connexe d’une
algébre inclinée m-amassée de type A peut étre réduite a la forme normale au moyen de
mutations locales induites par des mouvements polygonaux élémentaires. Ces mutations in-
duisent une équivalence dérivée entre l'algebre originale et 1’algébre mutée. En outre, la
famille d’algeébres aimables N, ¢ (avec r, s € N) a un représentant dans chaque classe d’équi-

valence dérivée de chaque composante connexe d’une algébre inclinée m-amassée.

2.3 Algébres branchées

Comme dans le cas m = 1 la classe des algébres inclinées m-amassées de type A n’est pas
stable sous I’équivalence dérivée : il est possible qu'une algébre inclinée m-amassée de type
A soit dérivée équivalente & une algébre qui n’est pas inclinée m-amassée. Soit par exemple

les deux algébres suivantes ou tous les cycles sont 3-saturés.
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La premiére est une algébre inclinée 3-amassée qui est dérivée équivalente a la seconde. Néan-
moins la seconde algébre n’est pas inclinée 3-amassée puisqu’elle a 4 relations consécutives

qui ne sont pas dans un cycle. (Voir la Remarque 2.7).

Notre objectif est de classifier toutes les algébres qui sont dérivées équivalentes a une algébre

inclinée m-amassée A de type A, et 'exemple précédent sert a motiver nos constructions.

Notre premier but est de trouver toutes les algébres qui sont dérivées équivalentes a une al-
gebre de type N, 5. De cette facon nous obtiendrons la forme de chaque composante connexe
d’une algébre dérivée équivalente & une algébre inclinée m-amassée. Si on se rappelle que les
algébres inclinées m-amassées sont aimables et que ’amabilité est un invariant dérivé, on
voit que les algebres cherchées sont nécessairement aimables. En outre, puisque le nombre
total de cycles (saturés ou pas) et de t-cycles saturés sont des invariants sous I'équivalence
dérivée pour tout £ € N, on en déduit que les seuls cycles dans les algébres cherchées sont des
cycles m-saturés. Par conséquent nos candidats sont les algébres qui satisfont a la définition

sulvante.

Définition 2.15. On dit qu’une algébre B = kQ/I est branchée (ou, plus précisément,
m-branchée) si B est une algébre aimable dont les seuls cycles sont des cycles m-saturés de
sorte que, si on enléve une fleche arbitraire de chaque cycle, le carquois lié résultant soit un

arbre aimable.

Exemple 2.16. L’algebre suivante est branchée.
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FIGURE 2.2 Carquois branchée.

Lemme 2.17. Soit r,s € N et B une algeébre dérivée équivalente a N, s, alors B est une

algebre branchée ayant exactement r cycles m-saturés et s sommets.

Démonstration. 1l est clair que le nombre de sommets est un invariant dérivé. Donc le car-
quois de B a s sommets. Puisque N, ; est aimable et que 'amabilité est aussi un invariant
dérivé, alors B est aimable. Il reste & prouver que B a exactement r cycles m-saturés. Ceci
se déduit directement des résultats d’ Avella-Alaminos et Geiss qui affirment que le nombre
total de cycles (saturés ou pas) et la fonction ¢ d’une algébre aimable sont des invariants
dérivés. En particulier, ¢(0,m + 2) compte le nombre decycles m-saturés.

Donc ¢p(0,m +2) = ¢y, ,(0,m + 2) = r donne que B a exactement 7 cycles et chacun est
alors m-saturé.

]

Corollaire 2.18. Soit B une algébre qui est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-

amassée, alors chaque composante connexe de B est branchée.
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Démonstration. Cela suit de ce que chaque composante connexe d’une algébre dérivée équi-
valente a une algebre inclinée m-amassée est dérivée équivalente a une algebre de type N, .

(Voir [24] ou la remarque 2.14 plus haut). O

2.4 Algébres A-branchées

Un des principaux objectifs de ce chapitre est de montrer que la réciproque est également
vraie. C’est a dire que les algébres qui sont dérivées équivalentes a des algébres inclinées

m-amassées sont précisément les algébres branchées.

L’ idée est de prendre une algébre branchée et de construire une suite d’équivalences déri-
vées permettant d’effacer successivement les relations qui sont en dehors des cycles m-saturés,
nous amenant ainsi a une algebre de type N, s qui, nous le savons déja, est inclinée m-amassée

de type A.

Afin de simplifier notre travail, nous définissons une sous-classe d’algébres branchées. La

définition est comme suit.

Définition 2.19. Soit (Q, I) un carquois lié aimable qui peut contenir uniquement des cycles
m-saturés. On dit que (Q,I) est A-branchée si quand on enléve tous les cycles m-saturés

de Q, le carquois résultant est une union de carquois de type A.

En particulier, les seules relations dans [ sont celles des cycles m-saturés et chaque sommet
de Qg a degré plus petit que trois, sauf les points auxquels deux cycles m-saturés différents

sont attachés.

Exemple 2.20. L’algébre suivante est A-branchée.
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FIGURE 2.3 — Carquois A-branchée.

2.5 Equivalences d’inclinaison

On rappelle (voir [9, 22|) que si A est une algébre, alors un A-module T est appelé un
module inclinant si dps(T) < 1, Ext) (T, T) = 0 et T = &1}, avec les T; indécomposables,
tel que le cardinal de classes d’isomorphismes de T; est égal a n, ou n est le rang du groupe
de Grothendieck de A. Dualement, on définit la notion de module co-inclinant. Ici, nous

supposons que tous nos modules inclinants sont basiques, c’est a dire que T; 7T}, si i # j.

Définition 2.21. Deuz algébres A et B sont dites équivalentes pour les inclinaisons et
les co-inclinaisons s’il existe une suite A = Ag, Ay,--- A, = B d’algébres telle que, pour

tout 0 < i < r, il existe un A;- module inclinant ou co-inclinant T; tel que A1 ~ Endy, (T;).
Il a été prouvé par Happel dans [21] que si A et B sont équivalentes pour les inclinaisons et
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les co-inclinaisons, alors elles sont dérivées équivalentes.

2.5.1 Modules inclinants de Brenner-Butler

La construction suivante est due a Brenner et Butler (voir [10], Ch. 2, Theorem IX) et
généralise les réflexions APR. Soit (@, ) un carquois aimable sans boucles. Soit ¢ € Qg
tel que, pour chaque a € @ tel que s(a) = c il existe une fléche (nécessairement unique)
Ba € Q1 avec t(Ba) = c et af, ¢ I. La description de la situation générale que 'on trouvera

dans le voisinage de ¢ dans le carquois lié est comme suit.

bQHdl

\/
/\

bl<7d2

Définissons un nouveau carquois lié (@', I") comme suit :

Qo = Qo
- Q1 = (Q1\{an, a2, m1, M2, 01, 00}) U {a], oy, ), 5, 07, 05}
et soit I’ 'idéal engendré par (I\{ojae, o001, aqmy, aoma}) U {0, aholy, o, aymh}
oual  m ol pour m € {1,2} sont des fleches telles que b,, = s(0),) = t(al,), c = s(al,) =
t(nl), dm = s(m)) et ap = t(al,).

m

Le carquois lié (@', I") est ilustré ci-bas

o1
) <— bl dy

AN
N

a2 <T - b2 dy
2

On dira que (Q',I’) est obtenu de (@, 1) au moyen de la transformation V,, c’est a dire
(@ 1) = Ve(Q, ).

Le résultat suivant résume des informations utiles pour la suite.
Lemme 2.22. Soit A = kQ/I une algébre aimable et ¢ € Qo comme plus haut. Alors
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(a) Le module T. = 771S, & (Baz.Py) est un A-module inclinant.
(b) Enda(T.) = kQ'/T'.
Démonstration.
(a) Puisque c n’est pas une source, on a Homa (DA, S,) = 0, et donc dpa(771S.) < 1, en
vertu de [1, TV, 2.7|. Puisque T, a |Qo| facteurs directs indécomposables et que tous

sauf un sont projectifs, il reste a prouver que 7-1S. n’a pas d’auto-extensions, c’est a

dire que D Exty(771S,,771S,) & Hom, (771S,, S.) est nul. On sait que
Ext’ (S, S.) = Hom 4 (T’ISC, SC) =0

Donc, tout morphisme f : 7715, — S. se factorise par la couverture projective p :
P. — S, et par conséquent il existe g : 7715, — P, tel que f = pg. On prétend que
Img C radP.. En effet, si ce n’est pas le cas, g serait surjective, donc scinderait, une
absurdité. Mais Img C radP. implique immédiatement f = 0.

(b) C’est un calcul immédiat.
O]
Le module inclinant T, est appelé le module inclinant de Brenner-Butler en ¢, ou BB-module

inclinant. De méme, on peut définir le BB-module co-inclinant en un point y, et la transfor-

mation correspondante V sur les carquois. Avec la notation précédente, V/(Q', I') = (Q, ).

Lemme 2.23. Les mutations locales induites par des mouvements polygonauzr élémentaires

sont en fait des équivalences pour les inclinaisons et les co-inclinaisons.
Démonstration. Voir [24| démonstrations des théorémes 3.13 et 3.16. [l

Corollaire 2.24. Toute composante connexe A d’une algébre inclinée m-amassée est équi-

valente pour les inclinatsons et les co-inclinaisons a une algebre de type N, 5.

Démonstration. Tl suit de [24], démonstration du théoréme 4.1 que A est dérivée équivalente,
via les mutations locales induites par les mouvements polygonaux élémentaires, a une algébre
N, s. En outre, en vertu du lemme 2.23, on sait que ces mutations sont en fait des équivalences

pour les inclinaisons et les co-inclinaisons. O

Corollaire 2.25. Si (Q, I) est un carquois lié A-branché, alors I’ algébre kQ /1 est équivalente

pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre de type N, ;.

27



Démonstration. Les algébres A-branchées forment une sous-classe de la classe des algébres

inclinées m-amassées, donc notre énoncé suit directement du corollaire précédent.

]

2.6 Relations extrémales

Ce qui reste a faire est de partir d’une algébre branchée qui n’est pas A-branchée et d’élimi-
ner toutes les relations qui ne sont pas dans les cycles m-saturés (au moyen d’équivalences
pour les inclinaisons et les co-inclinaisons). Quand on finit d’éliminer ces relations on obtient
une algébre A-branchée, qui est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a 1’ori-
ginale et, comme vu dans le corollaire plus haut, elle sera équivalente pour les inclinaisons

et les co-inclinaisons (via les mutations mentionnées plus haut) a une algébre de la forme N, ;.

Avant de donner une méthode pour éliminer les relations (qui ne sont pas dans les cycles
m-saturés) dans une algébre branchée, nous devons établir un ordre d’élimination. Cet ordre
sera basé sur 1’ élimination des relations que nous appellerons eztrémales a gauche (ou a
droite) .
P

Soit (@, I) un carquois branché et z+—i<—z une relation qui n’est pas dans un cycle m-
saturé. Le carquois obtenu de @) en enlevant le sommet 7 et toutes les fléches incidentes n’est
pas connexe. Soit Qi) la composante connexe contenant z, Q; celle contenant z et Q/f I'union

(peut-étre vide) des composantes connexes restantes.

Dans ce qui suit, nous adoptons la convention suivante au sujet des décorations sur les noms

des carquois : veut dire que @ est lié par un idéal I tel que (Q,I) est un carquois lié
branché, alors que veut dire que le carquois est A-branché.

p
Définition 2.26. Soit (Q, ) un carquois lié branché et x«—i<—=z une relation qui n’est pas

dans un cycle m-saturé. La relation p est dite :

a) Extrémale a gauche si Qi] est un carquois A-branché,
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b) Extrémale a droite si @}, est un carquois A-branché.

relation extrémale a gauche relation extrémale a droite.

Exemple 2.27. Soit A l'algébre donnée par le carquois lié suivant

AN

R

ot chaque cycle est 1-saturé.

Alors, la relation impliquant le sommet x est extrémale & gauche et la relation impliquant le

sommet y est extrémale a droite. Les autres relations ne sont pas extrémales.

Lemme 2.28. Si A = kQ/I est une algébre branchée qui n’est pas A-branchée, alors A

admet toujours une relation extrémale a gauche et une relation extrémale a droite.

Démonstration. Par récurrence sur n = |Qo|. Soit p une relation qui n’est pas dans un cycle

m-saturé. Localement (@, ) a la forme suivante :

Si p n’est pas extrémale, il existe des relations (en dehors des cycles m-saturés) dans @, et

Qu. Puisque |(Q,)o] < n et |[(Q1)o] < r alors il existe des relations extrémales en @, et dans
@;. Alors la relation extrémale a gauche de (); est aussi extrémale a4 gauche dans () et la

relation extrémale a droite de (), est aussi extrémale & droite dans Q). n
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Remarque 2.29. Il suit de (|24], Theorem 4.1) que si on a un carquois A-branché, on peut

le supposer de la forme

/NN 7
NN S N

parce que le carquois est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons (via les mu-
tations données par Murphy) a n’importe quel carquois A-branché avec le méme nombre de

cycles m-saturés et de sommets.

Ainsi la remarque précédente permet de supposer que le sous-carquois représenté par [J dans
la définition de relation extrémale, a toujours cette forme ou bien celle du cas particulier ou

il n’y a aucun cycle m-saturé.

2.7 Comment éliminer une relation extrémale & gauche
p.

Nous verrons maintenant comment éliminer une relation extrémale a gauche p.

Lemme 2.30. Le carquois lié aimable

ro
J2 J1 ‘Z —

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

/

p
J2 Z‘ — 1 Q@)
Démonstration. On applique la transformation Vj,. O
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Lemme 2.31. Le carquois lié aimable

J1 Q)

J2

4

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

ﬂ' e —(Q

Démonstration. On applique la transformation Vj,.

Lemme 2.32. Le carquois lié aimable

jn <7jn71 """""" ,j2 jl

Démonstration. On applique la composition des transformations Vj, ---Vj,.

]

Par conséquent. si on a une relation extrémale p dont le sous-carquois représenté par U n’a
q ; P q p p

pas de cycles m-saturés, une application du lemme 2.32 donne une nouvelle algébre qui est

équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a la forme originale de laquelle nous

avons éliminé la relation p. Il reste a montrer comment éliminer une relation extrémale quand

il y a des cycles m-saturés dans le sous-carquois représenté par [

Lemme 2.33. Le carquois li€é aimable

jm+2

[ e
S

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable
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jm+1

ot tous les cycles sont m-saturés.
Démonstration. On applique la composition de transformations Vj ., Vj . O

Corollaire 2.34. Le carquois lié aimable

Y AR
\/\/ \ j2/

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

NS N/ jm+1\j sy e ey ey
VAL e

ot tous les cycles sont m-saturés.

Démonstration. Cela suit des lemmes 2.30 et 2.33. ]

Ainsi nous savons comment éliminer une relation extrémale & gauche par le biais d’équiva-
lences d’inclinaisons ou de co-inclinaisons. Dualement, nous pouvons éliminer une relation

extrémale a droite par le biais d’équivalences d’inclinaisons ou de co-inclinaisons. Donc, pour
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éliminer toutes les relations qui ne sont pas dans les cycles m-saturés que nous avons dans
notre algébre branchée, on commence avec une relation extrémale et on répéte le processus

jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de relations.

2.8 Algorithme pour éliminer les relations

On peut résumer le processus décrit plus haut dans la proposition suivante qui, avec le corol-
laire 2.18, donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une algébre B soit équivalente

pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre inclinée m-amassée de type A.

Proposition 2.35. Soit B = kQ/I une algébre branchée. Alors il existe une suite d’incli-

naisons et de co-inclinaisons qui transforme 'algébre B en une algébre A-branchée A'.

Démonstration. Soit B = kQ/I une algébre branchée qui n’est pas A-branchée. Le résultat

suit de I'exécution de I’algorithme suivant :

lére étape On choisit une relation extrémale p dans (Q, ).

2éme étape Au moyen du processus décrit dans les lemmes 2.32 et 2.33, on obtient une nou-
velle algeébre A' = kQ'/I' qui est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons
a B. Dans (Q', '), il y a exactement une relation de moins que dans (Q, I), a savoir la

relation p.

3éme étape Si A’ est A-branchée, on a fini. Sinon on retourne a la 1ére étape avec A’ jouant
le role de B.

Le processus s’achéve en un nombre fini d’étapes, puisque le nombre de relations en dehors
des cycles de (@, I) est fini. O

Corollaire 2.36. Soit A = kQ/I une algébre m-branchée, alors A est équivalente pour les

inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre inclinée m-amassée de type A.

Démonstration. Le résultat précédent dit que A est équivalente pour les inclinaisons et les
co-inclinaisons a une algébre A-branchée A’. En vertu du lemme 2.25 on sait que A’ est
équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons & un N, ; convenable, qui est incliné

m-amasseé. ]
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2.9 Caractérisation des algébres dérivées équivalentes a

des algébres inclinées m-amassées de type A

Nous sommes maintenant en mesure de donner une caractérisation des algébres dérivées

équivalentes & une algébre inclinée m-amassée de type A.

Théoréme 2.37. Soit A une algébre connexe, les conditions suivantes sont équivalentes
(a) A est une algébre branchée .

(b) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algébre de type N, .
(c) A est dérivée équivalente a une algébre de la forme N, .

(d) A est dérivée équivalente @ une algébre inclinée m-amassée de type A.

Démonstration. (a) implique (b) Cela suit du corollaire 2.36.
(b) implique (c¢) Tl a été prouvé par Happel dans [21] que, si A et B sont équivalentes pour
les inclinaisons et les co-inclinaisons, alors elles sont dérivées équivalentes.
(c¢) implique (d) En vertu de |24], on sait que les algébres de type N, s sont inclinées m-
amassées de type A.
(d) implique (a) Suit du corollaire 2.18.

]

Définition 2.38. A une algébre m-branchée A on peut associer une paire invariante

(ra,sa) ot ra est le nombre de cycles m-saturés et sa le nombre de sommets du carquois de
A.

Le calcul suivant sera utile par la suite.

Soit (Q.s, 1) le carquois lié associé a la forme normale. Nous allons étiqueter les fleches et les
sommets de @, comme suit : soit v; le sommet en commun entre le j~ ™ et le (j + 1) ¢™®

cycle. En outre, soit 1 'unique sommet de degré 3 dans @, s. Pour chaque j € {1,2...,r}

J

. j 7 A - éme
solent ap, aq, ..., ap, . les m + 2 fleches du j

cycle, de sorte que la source de ozg) est
précisément v;_;, fixons vy = 1. En plus, soient (i, fa,..., [, les fleches restantes, ou la
source de 3, est n + 1, 'unique source du carquois, et 3135 ..., n’appartient pas a I. Voir

la figure ci-dessous.
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VN T N Y

Etant donné une paire (a,b) € N x N, on va noter (a,b)* la fonction caractéristique de I’en-
semble {(a,b)} C N x N.

Lemme 2.39. Soit N, la forme normale. Alors,
On,, =7 (0,m+2)"+(s+2—-2r,5s—r(m+2))"

Démonstration. Le terme r - (0,m + 2)* suit de I'étape (3) de l'algorithme 1.13. Avant de

poursuivre, notez que le nombre total des fléches est

s=n+r(m+2). (2.1)

Alors,ona s+2—2r=n+rm+2, et s —r(m+ 2) = n. Nous procédons maintenant par
récurrence sur r. Comme il nous est utile pour la suite, nous commencons par le cas r = 2.
Le cas r = 1 suit de I'exemple 1.16.
Supposons r = 2, et soit k tel que t(ar) = v;. Commencons l’algorithme avec H, =
3 k 0
adBi -+ B, done Iy = Pi(ad)- Ainsi, H, = af et II; = Pi(al)- Ensuite, nous continuons a
parcourir le cycle le plus a droite possible jusqu’'a Hy_; = )., and [T, = Ptal - A la pro-
chaine étape, nous obtenons Hj, = a2ai, en allant au deuxiéme cycle, et I, = Pi(a2)- Alors,
N . N 9 N
nous commencons a parcourir le deuxiéme cycle, et obtenons Hy,, = a;,, de sorte qu’a la
. _ 1 2 i
prochaine étape, nous avons Hpip,q1 = aj a5, ¢, en revenant au premier cycle. En le par-
courant nous sommes amenés a H,,, = oz,ln et puis Hopy1 = a,lnﬂ, mais, au contraire de ce
qui précéde, 1y, 11 = B1. Dés lors, Hoppio = ho, o000 = Po, et nous continuons allant vers
Iarriére a travers les fleches 5. Nous arrivons ensuite & Hopini1 = hnst1, Hominit = puyt
and Hoyypinio = Hy. Les uniques fils interdits de longueur différente de zéro sont les fléches
B. Puis, nous obtenons la paire (2m + n 4 2,n). Si on remplace n par I'expression obtenue
dans I'equation 2.1, on obtient la paire désirée.
Supposons maintenant que 1’énoncé est vrai pour [ = r — 1, et analysons I'algorithme pour

[ = r. Les fils interdits de longueur différente de zéro qui vont apparaitre sont exactement les
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mémes que ceux dans le cas r = 2, a savoir les fleches 3, donc nous allons obtenir une paire
de la forme (7,n). Ce qui reste a voir, c’est combien d’étapes sont ajoutées a 'algorithme,
afin que nous puissions déterminer 7. Nous affirmons qu’il y a exactement m étapes. En
effet, nous ajoutons un seul cycle m-saturé. Comme dans le cas r = 2, deux de ces fléches
permettent de passer d'un cycle a lautre, et celles qui restent (chacune d’elles) conduisent
a une étape supplémentaire de I'algorithme. Le nombre total des étapes est, en vertu de I’

hypothése de récurrence, et de I'argument précédent

T=n+r—-—1)m+2)+m=n+rm+2.

Puisque chaque fil permis a été utilisé, la preuve est finie.
O]

Le corollaire suivant nous donne un nouvel invariant dérivé pour les algébres m-branchées.

Corollaire 2.40. Soit A et B deux algébres m-branchées. Alors A et B sont dérivées équi-

valentes si et seulement si les paires invariantes (ra,S4) et (rg,sg) coincident.

Démonstration. Si A et B sont des algébres branchées qui sont dérivées équivalentes, il suit

du théoréme précédent que A est dérivée équivalente & une algeébre de type N, et B est

AsSA

dérivée équivalente a une algébre N, Calculant I’ invariant ¢ d’Avella-Alaminos et Geiss

B;SB*

aux algébres N, ¢, et N, . on en déduit que les paires (r4,54) et (g, sp) coincident.
Réciproquement, si A et B sont des algébres branchées ayant les paires associées égales
(ra,sa) = (rp,sp) = (r,s), alors A et B sont toutes deux dérivées-équivalentes a N, ; et

donc entre elles. ]

En plus, nous pouvons montrer facilement que I'invariant ¢ d’Abella-Alaminos est un inva-

riant complet dans ’ensemble des algébres branchées.

Théoréme 2.41. Soit A et A’ des algébres aimables dérivées-équivalentes a des algebres
inclinées m-amassées de type A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A et A" sont dérivées équivalentes.

(b) A et A" sont équivalentes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons.

(¢c) pa = da.
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Démonstration. Le seul énoncé qui reste a prouver est (c¢) implique (a) et cela suit du corol-

laire 2.40.

Exemple 2.42. Soit A 'algébre 3-branchée donnée par le carquois lié suivant :

ot tous les cycles sont 3-saturés. Observons que A n’est pas inclinée 3-amassée de type A

parce qu’elle contient trois relations consécutives.

Alors, A est dérivée équivalente a l'algébre A-branchée A" donnée par le carquois lié suivant :
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Enfin, A’ est est dérivée équivalente a l’algébre N3 oy :

.09,
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Chapitre 3

Une réalisation géométrique de la
catégorie m-amassée de type A d’apreés
Torkildsen

Dans [17] Caldero, Chapoton et Schiffler ont défini une catégorie ou les objets sont les dia-
gonales d'un polygone régulier. Ensuite, la théorie générale des algébres amassées provenant
de surfaces pointées a été exposée dans [19] par Fomin, Shapiro et Thurston. Plus tard, le
modéle géométrique de [17] a été étendu au type Dynkin I par Schiffler [26] et au type A
par Assem, Briistle, Charbonneau-Jodoin et Plamondon dans [2] puis par Briistle et Zhang
dans [11]. Baur et Marsh ont étendu les modéles géométriques pour les catégories amassées
de types A et D aux catégories m-amassées des mémes types dans |6 et |7] respectivement.
Finalement, dans [29], Torkildsen a étendu le modéle au type A. Dans ce chapitre nous nous

consacrons a ’étude de ce dernier modéle.

3.1 Le polygone P,

Soient m > 1 et p,q > 2, trois entiers. On fixe n = p + ¢. Le polygone P, ., est un mp-
polygone régulier avec un mg-polygone régulier dans le centre duquel on a fait un trou a

I'intérieur. Quand m = 1 nous écrivons simplement P, ,.

0 . L, . . . L, .
Notons B, l'intérieur de la surface comprise entre le polygone intérieur et le polygone
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extérieur. Nous étiquetons les sommets sur le polygone extérieur Op, Oy, ..., Opyy—1 dans le
sens anti-horaire et les sommets sur le polygone intérieur Iy, Iy, ..., I;nq—1, dans le sens ho-
raire. Si un des polygones a 2 sommets, on dessine le polygone comme un cercle avec deux
points marqués. Pour plus de simplicité, nous dessinons toujours les polygones de facon que

les sommets Og et [y soient le plus prés possible mis en gardant le méme centre.

O Os

Iy I

O, o

FIGURE 3.1 P37272

3.1.1 Les m-diagonales dans P, ,

Soit d; le chemin dans le sens anti-horaire entre O; et O;y,_; au long de la frontiére du
polygone extérieur, ot k est le nombre de sommets que d;, traverse (y compris les sommets
de début et fin).

Si k = pm + 1, le chemin tourne autour du polygone exactement une fois. Si & > pm + 1, le

chemin se croise.
De méme, on note 7, ;, le chemin dans le sens horaire entre I; et I;;_; au long de la frontiére

du polygone intérieur, ot k est le nombre de sommets que le chemin traverse. Bien sir, ici,

nous calculons toujours modulo pm et gm.
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Iy I

0.3

Oy

I3 I,

Uﬁ‘,

FIGURE 3.2 Les chemins dy4 et yp3 dans Ps 2.

Maintenant, nous considérons les chemins des types suivants.

Les chemins de type 1 sont des chemins dans Pﬁq,m entre un sommet du polygone exté-

rieur et un sommet du polygone intérieur, c’est a dire, un chemin entre O; et I; pour

certains ¢ et 7.

Les chemins de type 2 sont des chemins « entre O; et O, ;1 dans P;?,q,m: et de maniére

que « est homotope a ¢;; pour certain k > 3.

Les chemins de type & sont des chemins « entre [; et I; ;1 dans Pz?,q’m, de facon que «

est homotope a v, pour certain k£ > 3.
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I 1

0O, Or 0 Oy O Oy

I3 I

0, Os 0, Os 0, Os

chemin de type 1 chemin de type 2 chemin de type 3

FIGURE 3.3 — Exemples des chemins de type 1, 2 et 3 dans Ps25.

On dit que deux chemins sont équivalents si ils commencent et se terminent au méme som-

met et ils sont homotopes. On appelle cette classe d’équivalence diagonales dans P, 4 .
On note O, les diagonales homotopes a 0, , et I; ; les diagonales homotopes a ;.
Une m-diagonale dans P, , ,, est une diagonale des types ci-dessus, mais avec les restrictions

sulvantes :

— Une m-diagonale de type 1 est une diagonale entre O; et I; ol 7 est congruent a j modulo

m.

Les m-diagonales de type 2 sont toutes les diagonales de la forme O; yp,42, avec k > 1 et

i€ {0,---,pm —1}.

— Les m-diagonales de type 3 sont toutes les diagonales de la forme I; i, 12, avec & > 1 et
ie{0,---,gm—1}.

42



3.1.2 Les (m + 2)-angulations de P, ,

On dit qu'un ensemble de m-diagonales se croise si ces diagonales s’intersectent dans I'inté-

rieur de P, ;..

Définition 3.1. Un ensemble de m-diagonales qui ne se croisent pas et qui divisent P, .,

en (m + 2)-gones est appelé une (m + 2)-angulation.

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2. (/29], Proposition 4.3) N’importe quelle (m + 2)-angulation de P, .,

contient exactement p + q m-diagonales, et il existe au moins une m-diagonale de type 1.

Exemples 3.3. Voici les exemples de 4-angulations de P25 et de P3o5.

FIGURE 3.4 — Exemples de 4-angulations de P .
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O

FIGURE 3.5 Exemple d'une 4-angulation de P53 5.

3.2 La catégorie des m-diagonales

Torkildsen dans [29] a défini la catégorie des m-diagonales. La construction a été motivée par
[17], ou les auteurs ont défini la catégorie amassée de type A a I'aide des diagonales dans les

polygones réguliers. Cette construction a été généralisée dans |6] aux catégories m-amassées.

3.2.1 Le décalé d’une m-diagonale

Soit o une m-diagonale dans P, ,,, et s un entier positif. Nous définissons «[s| comme étant
la m-diagonale obtenue en tournant le polygone extérieur s crans dans le sens horaire et le

polygone intérieur s crans dans le sens anti-horaire. Plus précisément,

— Pour les m-diagonales de type 1 : Si « est une diagonale entre O; et I;, afs] est obtenu
en déplacant continument 'extrémité O; de a de s crans dans le sens horaire a O;_, et

I'extrémité /; de s crans dans le sens anti-horaire a I;_,.
— Pour les m-diagonales de type 2 : O, k[s] = O;_sk;

— Pour les m-diagonales de type 3 : I k[s| = Li—s k.
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Oy Oy

(o O3

FIGURE 3.6 Exemples de décalés pour des 2-diagonales des trois types.

Nous calculons toujours modulo mp et mq lorsque nous nous référons aux sommets du poly-
gone extérieur ou du polygone intérieur respectivement. Evidemment, nous pouvons définir
l'opération inverse [—s]. Certainement cette opération est correctement définie, car si a est

une m-diagonale, alors as| est aussi une m-diagonale pour tous les entiers s.

3.2.2 Mouvements élémentaires

Nous définissons d’abord les mouvements élémentaires des m-diagonales, qui sont certaines
opérations qui envoient une m-diagonale a une autre m-diagonale. L’opération devrait étre

considérée comme un mouvement continu des extrémités de la m-diagonale.

Nous considérons plusieurs cas.

m-diagonales de type 1 : Si o est une m-diagonale entre O; et I;, il y a exactement deux

mouvements élémentaires :
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ou la m-diagonale 3 est la m-diagonale obtenue de o en déplacant continument 'extrémité
O; de a de m crans dans le sens anti-horaire & O;,,,,. La m-diagonale ¢ est la m-diagonale
obtenue de a en déplacant continument 'extrémité I; de av de m crans dans le sens horaire

a I]+m

m-diagonale de type 2 : Soit O, une m-diagonale de type 2. Alors on a les deux cas

suivants :

— Si k =m+ 2, il existe exactement un mouvement élémentaire,
Oi,k — Oi,k+m-

— Si k> m+ 2, il existe exactement deux mouvements élémentaires :

Oi,k—l—m

Oi
\

Oi+m,k—m

m-diagonale de type 3 : Soit I, une m-diagonale de type 3. Alors on a les deux cas sui-

vants :

— Si k =m+ 2, il existe exactement un mouvement élémentaire,
Liy = L jom-

— Si k> m+ 2, il existe exactement deux mouvements élémentaires :

L joim
Lk —
Iz’+m,k—m
On peut penser aux mouvements élémentaires des m-diagonales de type 1 comme correspon-

dant & une rotation du polygone extérieur m crans dans le sens anti-horaire et du polygone
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intérieur m crans dans le sens horaire.

Si nous fixons 7 = [m] nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.4. ([29], Proposition 6.2) Soient o et  deux m-diagonales. Alors, il existe
un mouvement élémentaire o — [ si et seulement s’il existe un mouvement élémentaire

76 — a.

Exemple 3.5. Les deuxr mouvements élémentaires pour la 2-diagonale o« de type 1 dans
P2,2,2 :

FIGURE 3.7 — Les deux mouvements élémentaires de la diagonale a.

Exemple 3.6. Mouvements élémentaires pour les m-diagonales de type 2 :
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Oo4 Ooe

FIGURE 3.8 L’unique mouvement élémentaire de la 2-diagonale O 4 de type 2.

()().[i

Os4

FIGURE 3.9 — Les deux mouvements élémentaires de la diagonale Oy ¢ de type 2.

3.2.3 Définition de la catégorie ), des m-diagonales

Soit k un corps algébriquement clos et soit C, la catégorie k-liné¢aire définie comme suit. Les
objets indécomposables sont les m-diagonales, d’ou les objets dans C, sont les ensembles

finis de m-diagonales. L’espace des morphismes entre les objets indécomposables X et Y est
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I'espace vectoriel sur k£ engendré par les mouvements élémentaires modulo certaines relations

de maille que nous définissons ci-dessous.

Soit o un objet indécomposable (une m-diagonale) dans C}%. Si f : 8 — « est un mouvement
élémentaire, il existe un mouvement élémentaire ' : 7av — (3 en vertu de la proposition 3.4.
Soit L I'ensemble de tous les mouvements élémentaires se terminant en «. Alors, la relation

de maille est définie comme

> FL

feL

Considérons la situation suivante, ot fi, fo, ..., f, sont tous les mouvements élémentaires se

N
e

Cela signifie que la somme des compositions f;f/ est 0. Dans notre cas il y a au plus deux

terminant en o.

TN

/\\

mouvements élémentaires, donc t =1 ou t = 2.

L’automorphisme 7 est clairement une équivalence sur cette catégorie. En fait [s] est une

équivalence pour tout s.

3.2.4 Le carquois d’Auslander-Reiten de C},

Etant donné P, ., et la catégorie des m-diagonales C,y» nous définissons un carquois de
la maniére suivante. Les sommets sont les objets indécomposables (c’est a dire les m-
diagonales), et il y a une fleche de I'objet indécomposable « & I'objet indécomposable [
si et seulement s’ il y a un mouvement élémentaire o — 3. Nous l'appellons le carquois

d’Auslander-Reiten de Cgfq.
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3.2.5 Le niveau d’une m-diagonale

Soit a une m-diagonale. Si « est de type 1, nous disons que « est en niveau d (on 0 < d < m)
si on peut obtenir une m-diagonale entre Oy et I; a partir de v en appliquant un suite finie
de 7 et de mouvements élémentaires. Si « est de type 2 (ou 3), on dit que « est en niveau
d si on peut obtenir la m-diagonale Ogi1m42 (0U Li41m42) & partir de a en appliquant un

suite finie de 7 et de mouvements élémentaires.

Nous noterons T;l (qu) la composante de la catégorie des m-diagonales contenant les objets
de type 2 (3) dans le niveau d et S? la composante constituée par des diagonales de type 1

dans le niveau d.

Exemple 3.7. La figure suivante est la composante Tp1 de la catégorie des 2-diagonales 02272.

\o/ /B
/ N S .

FIGURE 3.10 — Tube T}, de la catégorie 03’2.

et la figure suivante est la composante Sy de la catégorie des 2-diagonales 8372.
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X A N\ A

FIGURE 3.11 — Composante Sj de la catégorie 022’2.

3.3 La catégorie m-amassée et la catégorie des m-diagonales

En suivant la méme notation que [29], nous noterons J¢ (T¢7), le tube de rang p (¢) de de-
gré d dans la catégorie m-amassée de type prq. Par ailleurs, notons 87 la composante dans
le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie m-amassée composée des objets de la forme

75P[d] o P est un projectif.

Maintenant, nous voulons définir un foncteur additif F': CJ7 — €y, ot €, est la catégorie
m-amassée de type A. Tl suffit de définir le foncteur sur les objets indécomposables et les
mouvements élémentaires. Nous voulons aussi que F' induise un isomorphisme de carquois
entre le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie des m-diagonales et un sous-carquois du

carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie m-amassée.

Tout d’abord, nous allons définir une (m + 2)-angulation particuliere Ap de P, .. Cette
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(m + 2)-angulation est telle que I'image F(Ap) = @ 4" P. Ainsi, Ap = {ag, -, piq1}
ou toutes les diagonales sont de type 1 avec nombre de tours 0. Pour i € {0,---,p}, a,_;
est la diagonale dans le sens horaire commencant en O, et se terminant en [ et pour
ie{l,---,q— 1}, apy; est la diagonale dans le sens anti-horaire commengant en Oy et se

terminant en [(;_jym.

Op
@p
Qp—1
. L Qptq-1 .
Om . Qo O(p—l)m
. In\ ;
/ I,
Ly 1ym Qpt
oy f \I (42
i
Qi
(€3]
Oa, Ow-2m

FIGURE 3.12 — (m + 2) — angulation Ap de P, 4,

La m-diagonale a; dans Ap est envoyée par F' a P;. Ensuite, nous définissons F'(q;[d]) = P;[d]
et F(7'oy[d]) = 7' P;[d] pour tout entier ¢. Cela prend en charge toutes les m-diagonales de
type 1, et par le fait que tous les éléments de S sont de la forme Tta;[d], cela est une bijection
entre I’ensemble des m-diagonales de type 1 et I'ensemble des objets indécomposables dans

les composantes transjectives du carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie m-amassée.

Nous noterons Q¢[d] les objets indécomposables dans ‘J'g, ol s est la quasi-longueur de Q7.
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Etant donné i, un rayon est une suite sectionnelle infinie de morphismes irréductibles
Qild] — QFld] — Q[d] = Qild] — ...,

et un corayon est une suite sectionnelle infinie de morphismes irréductibles
= QLyfd] = Qld) — Q2 [d) — QU[d).

Pour les m-diagonales de type 2 nous définissons F(Oim jm+2[d]) = Q![d]. Nous faisons de

méme avec les m-diagonales de type 3, qui correspondent aux objets dans les tubes de rang q.

Ensuite, nous avons les résultats suivants :

Proposition 3.8. [29] La composante S du carquois d’Auslander-Reiten de Cy, est iso-
morphe & la composante 8¢ du carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie m-amassée Cpy,

de type &p,q; pour tous les entiers d, avec 0 < d < m.

Proposition 3.9. [29] Les composantes T;l et T7 du carquois d’Auslander-Reiten de C},

sont isomorphes a ‘Tg et T, respectivement dans le carquois de la catégorie m-amasssée.

Nous savons que le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie m-amassée a des tubes de
rang 1 contenant des objets homogénes non-rigides. Donc, le foncteur F' n’est pas dense.
Cependant, si €' est la sous-catégorie pleine de la catégorie m-amasssée C,, constituée de
I'ensemble des objets qui sont dans I'union des composantes 8¢, ‘J'g et ‘J'g, avec 0 < d < m,
on obtient le foncteur induit G : CJ%, — €. Alors, G est dense et fidéle. Le foncteur n’est
pas plein, puisque nous n’avons pas tous les morphismes en C’;’fq entre les objets dans des

composantes différentes dans le carquois d’Auslander-Reiten : il n’y a pas de morphismes

correspondant aux morphismes dans le radical infini.

Le théoréme suivant récapitule.

Théoréme 3.10. 29| Le foncteur G induit un isomorphisme de carquois entre le carquois
d’Auslander-Reiten de C}, et le carquois d’Auslander-Reiten de C' C C,,. En outre G est

dense et fidéle, et nous avons que G(a[s]) = G(a)[s], pour toute m-diagonale o et pour tout

entier s.
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3.4 Carquois colorés et mutations de carquois colorés

La mutation de carquois a été définie par Fomin et Zelevinsky dans leur travail avec des
algébres amassées [18]. Buan et Thomas dans [14] ont étendu cette notion a une classe de
carquois colorés (également définie par eux) pour modeler les mutations dans la catégorie

m-amassée.

Les carquotis m-colorés sont des carquois ou les fleches entre les sommets ont des couleurs

choisies dans I'ensemble {0, 1,2, ..., m} de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites.

— Il n’y a pas de boucles.
S’il y a une fleche entre 7 et j avec la couleur c, alors il n’y a pas de fléches entre 7 et j
avec une couleur ¢ # c.

— S’il y a r fléches entre 7 et j de la couleur ¢, alors il y a r fleches entre j et @ de la couleur

m — cC.

La mutation du carquois coloré () au sommet j est définie comme le carquois 1;(Q)
obtenu comme suit.

1. Pour chaque paire de fléches i&j O k,oui#ketce{0,1,..,m}, ajouter une

fleche de ¢ a k de la couleur c et une fleche de £ a ¢ de la couleur m — c.
2. S’il existe des fleches de différentes couleurs d’'un sommet ¢ & un sommet k, annuler le

méme nombre de fléeches de chaque couleur jusqu’a ce que il n’y a que des fleches de la

méme couleur de 7 a k.

3. Ajouter un a la couleur de toutes les fléches entrantes & j, et  soustraire un a la

couleur de toutes les fleches sortantes de j.

Buan et Thomas ont montré en [14] que la mutation de carquois colorés garde la trace de

I’échange des facteurs indécomposables des objets inclinés m-amassés.

Proposition 3.11. ([14], Corollary 7.2) Soit C,, une catégorie m-amassée correspondant au
carquois acyclique Q. Alors, tous les carquois des algébres inclinées m-amassées de type Q)

sont donnés par des mutations colorées répétées de Q).
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En outre, le sous-carquois du carquois coloré donné par les fleches de la couleur (0) est le

carquots ordinaire de ’algebre inclinée m-amassée.

3.5 Le carquois coloré associé & une (m + 2)-angulation

Pour n’importe quelle (m+2)-angulation A de P, ,,, Torkildsen définit dans [29] le carquois
coloré Qa correspondant de la maniére suivante. Les p + ¢ sommets sont des m-diagonales
et il y a une fléche entre deux sommets i et j si les m-diagonales entourent un (m + 2)-gone
en commun. La couleur de la fléche est le nombre d’arétes formant le segment de la frontiére

du (m + 2)-gone qui se trouve entre i et j dans le sens horaire a partir de 1.

Exemple 3.12. Les carquois suivants sont des carquois colorés associés aux 4-angulations
de P27272.

@ ©

(0) B ff Yo)

(0)

FIGURE 3.13 — Exemples de carquois 2-colorés de type A272-

On peut observer que cette définition est la méme qui a été donnée par Buan et Thomas [14]

pour le cas Dynkin A.
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Il est immédiat que tout tel carquois vérifie les conditions de [14]| pour les carquois colorés.

Remarque 3.13. [29| Tout carquois coloré de type Ap’q peut étre obtenu a partir d'une
(m + 2)-angulation de P, ,,, et réciproquement, tout carquois coloré correspondant a une

(m+2)-angulation de P, ,, est le carquois coloré d’une algébre inclinée m-amassée de type
Ap’q'

3.6 Interprétation des objets inclinants m-amassés

D’abord rappelons qu’un objet M dans la catégorie m-amassée est dit rigide si Extiem (M, M) =
0 pour tout ¢ = 1,--- ,m. Une collection finie {X;} d’objets rigides est dite Ezt-compatible
si la somme directe € X; est rigide. D’aprés Zhu [31] un objet inclinant m-amassé 7" est un
objet rigide maximal. C’est a dire, que les facteurs directs indécomposables de T' forment un

ensemble Ext-compatible maximal.

La construction décrite ci-dessus a également un élément supplémentaire important. C’est la
correspondance entre les objets indécomposables dans la catégorie m-amassée de type Ap,q
et les objets dans la catégorie des diagonales de P, ,,. Cette correspondance est définie de
sorte que deux objets indécomposables X et Y sont Ext-compatibles si et seulement si les
m-diagonales dx et dy correspondantes ne se croisent pas. Comme un ensemble maximal de
diagonales qui ne se croisent pas est une (m + 2)-angulation et un ensemble maximal d’objets
Ext-compatibles est un objet inclinant m-amassé, nous avons que les (m + 2)-angulations

correspondent bijectivement aux objets inclinants m-amassés de C,,.

Si on enléve une m-diagonale d’une (m + 2)-angulation, nous pouvons la remplacer par
m + 1 m-diagonales différentes pour obtenir un autre (m + 2)-angulation. Cela correspond
au remplacement d’un facteur indécomposable T}, d’un objet inclinant m-amassé T' = &;T;

par un des compléments de @;.,T; différents de Tj.
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Chapitre 4
Algébres inclinées m-amassées de type A

L’objetif de ce chapitre est de généraliser le résultat de Murphy [24] dans lequel il donne une
description des algébres inclinées m-amassées de type A en termes de carquois avec relations.
Pour ce faire, il travaille avec la réalisation géométrique de la catégorie m-amassée de type
A faite par Baur et Marsh dans [6]. Nous ferons de méme en utilisant le modéle géométrique
proposé par Torkildsen dans [29] pour le type A (que nous avons présenté dans le chapitre

antérieur).

L’idée de ce chapitre est de montrer que toutes les algebres inclinées m-amassées de type
A sont données par une (m + 2)-angulation A du polygone P, de telle facon que le car-
quois ordinaire de l'algébre est le carquois QOA et les relations sont aussi déterminées par
la (m + 2)-angulation. Cette description nous permet en plus de prouver que les algébres

inclinées m-amassées de type A sont aimables.

4.1 Quelques résultats sur les morphismes nuls dans C,,

Pour commencer ce chapitre nous allons rappeler la propriété (m + 1)-Calabi-Yau de la ca-
tégorie m-amassée C,, et exposer quelques résultats sur les morphismes dans C,, que nous

pouvons déduire facilement de cette propriété et de la définition des morphismes sur C,,.

Théoréme 4.1. [12] La catégorie m-amassée C,, est Calabi-Yau de CY-dimension m + 1

(bricvement m + 1-Calabi-Yau ou (m+1)-CY), c’est a dire qu’il existe un isomorphisme
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bifonctoriel
Home,, (X, 7Y[1]) = D Home,, (Y, X)

Lemme 4.2. Soit H une algébre héréditaire. Si m > 2 alors Home,, gy(M, N[2]) = 0 pour
tout M, N € modH .

Démonstration.

Home,, (i) (M, N[2]) = @D Homps ) (M, F*N[2))

Tous les termes Hom po gy (M, 77 N[im+-2]) avec im+2 < 0 sont nuls parce que les objets M
et 77'N se trouvent dans (modH)[0]. En plus, tous les termes Hompe (g (M, 7" Nlim + 2])
avec im + 2 > 2 sont zéro puisque H est héréditaire. Pour conclure, comme m > 2, on ne

peut pas avoir im + 2 = 0 ou im + 2 = 1 et alors Home,, () (M, N[2]) = 0.

Par la suite, nous allons fixer la numération et I'orientation suivantes du carquois A :

oup,q>1.

Rappellons que si H est une algébre héréditaire de type 1&, alors le carquois d’Auslander-
Reiten de DP(H) contient des composantes transjectives Cy4, des composantes tubulaires ‘Tg

de rang p, des composantes tubulaires ‘Tj de rang ¢ et des composantes tubulaires de rang 1.
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Lemme 4.3. Soit X un objet dans la composante tubulaire T et soit Y un objet dans la

composante tubulaire T, avec p # q. Alors, Home,, (X, Y[1]) = 0.

Démonstration. En utilisant la propriété m + 1-Calabi-Yau de C,, on obtient

Home, (X,Y[1]) = DHomeg, (77'Y, X)
= DHome, (Y, 7X)
= 0

car il n’y a pas de morphismes entre tubes différents.

4.2 Morphismes non nuls entre les facteurs d’un objet

inclinant m-amassé T

Définition 4.4. Soit C une composante transjective du carquois d’Auslander-Reiten de C,,

et soit M un objet dans C. Alors on définit les sous-ensembles suivants :

M" = {N € C tels que Home, (M, N) # 0}

M' = {N € @ tels que Home,_ (N, M) # 0}

Etant donné un objet M dans C l’ensemble M\ (17*M)" détermine deuz rayons qui com-
mencent en M. Par convention on appellera M™ le rayon qui se trouve en haut et M le

rayon en bas.

De méme 'ensemble M'\ (tM)' détermine deuz rayons qui se terminent en M. Par conven-

tion on appellera M™ le rayon qui se trouve en haut et MY le rayon en bas.
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FIGURE 4.1 Les ensembles M¥" M4 M M4 M" et M.

Convention 4.5. Soit P, le projectif associé au sommet p. Nous convenons que Pz‘fr est le

rayon

P—PFP, 1= =P =

et que BJ" est le rayon

P,— Py — = Pop1 = Py

Remarque 4.6. Observons que dans la composante de G, isomorphe a 8° les rayons pa-
ralleles & P, — P,y — --- — P, — B, sont en bijection (par le biais de F~1) avec les

diagonales qui partagent un sommet dans le polygone intérieur.

De fagon analogue, les rayons paralleles & P, — P,1,-1 — --- — P,41 — F sont en bijection

(par le biais de F'7!) avec les diagonales qui partagent un sommet dans le polygone extérieur.

Dans les lemmes qui suivent nous verrons la relation existant entre deux facteurs indécom-

posables d'un objet inclinant m-amassé 7' s’ils sont dans la méme composante.
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Lemme 4.7. Soit T' un objet inclinant m-amassé et soient M, N deuzx objets dans une des

composantes transjectives. Alors,
1. Si M € add(T), alors 7'M ¢ add(T) pour tout i € N*.
2. Si M,N € add(T) et il existe un morphisme non nul M — N, alors N € M*" U M.

Démonstration. (1) Dans la catégorie inclinée m-amassée on a que [m| = 7. Par conséquent,

pour tout ¢ € N* on a :
Home,, (M, 77" M[m]) = Home,, (M, 7~V M) # 0.

Alors 7'M ¢ add(T).

(2) Comme il existe un morphisme non nul M — N, nous savons que N € M". Supposons
que N ¢ M“ UMY, Alors N = 77N avec N' € M* UM% ou N = 77°M, i € N*,
En vertu de 1 nous savons qu’il est impossible d’avoir N = 77°M. Donc N = 77*N’ avec

N' € M* U M et nous avons :
Home, (M, 7 N'[m]) = Home, (M, 7 "YU N'") #£ 0.

Par conséquent N = 77'N’ ¢ add(T), qui est une contradiction.
[

Lemme 4.8. Soit T un objet inclinant m-amassé et M € add(T') un objet dans une compo-

sante tubulaire de rang p. Alors, M se trouve dans les p — 1 premiers niveauz du tube.

Démonstration. Observons que si dy; est une diagonale de type 2 telle que F'(dy) = M alors
dy est de la forme O, g2, o1t k est le niveau de la diagonale dans le tube T),. Si k > p,
km + 2 > pm + 2. Ensuite, la diagonale s’auto-intersecte et ne peut pas faire partie d'une
(m + 2)-angulation. En conséquence M ne peut pas étre un facteur d’un objet inclinant

m-amasseé. ]

Lemme 4.9. Soit T un objet inclinant m-amassé et soient M, N deux objets dans une
composante tubulaire de rang p. Si M, N € add(T) et il y a un morphisme non nul M — N,
alors N € M" UM% N { les p— 1 premiers niveaur du tube }.

Démonstration. De méme que dans le lemme 4.7 on montre que N € M* U M. 1l nous
reste a prouver que N appartient aux p — 1 premiers niveaux du tube, mais cela suit du

lemme antérieur. ]
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Maintenant, nous voulons étudier les relations existant entre deux facteurs d’un objet incli-

nant m-amassé quand ils sont dans des composantes différentes.

Lemme 4.10. Soit T' un objet inclinant m-amassé. Supposons que P, € add(T) et 7" B[1] €
add(T). Alors, Home,, (P,, 7" B,[1]) = 0.

Démonstration. Comme P,, 7" Fy[1] € add(T') et T est un objet m-inclinant on a que

0 = Home,, (7" Py[1], P,[1]) = Home,, (Py, 7" P,)

et alors 77" P, ¢ P]. Par ailleurs, si 0 # Home,, (P,, 7" P[1]) en utilisant la propriété m + 1-
CY de C,, on obtient 0 # D Home,, (7" Py, 7P,) = DHome, (P, 7" "F,) et (1t "F,) € P/,

ce qui est absurde. O

Pour continuer nous avons besoin des définitions suivantes.

Définition 4.11. Soit C une composante tubulaire du carquois d’Auslander-Reiten de C,, et

soit M un objet dans C. Alors on définit les sous-ensembles suivants :

M™* ={N € @ tels que Home, (M, N) # 0 et N appartient aux p — 1 premiers niveaux}

M~ ={N € C tels que Home_ (N, M) # 0 et N appartient aux p — 1 premiers niveaux }

De maniére analogue nous pouvons définir les mémes sous-ensembles si € est une composante

dans la catégorie des m-diagonales C7',.

62



FIGURE 4.2 Les sous-ensembles M+ et M~

Remarque 4.12. Observons que la définition contient la supposition que la composante C

est tubulaire.

Nous allons fixer la notation suivante pour les éléments sur la bouche des tubes de rang p
(de degré 0).

et
Mk::Sp,k if 1<k<np.

Définition 4.13. Soit M un objet dans la bouche d’un tube de rang p. Nous définissons le

cone M de M comme étant l’ensemble

M= ( U N ﬂ{p — 1 premiers niveauz}

NeMdr
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FIGURE 4.3 — Le cone de Mz

Remarque 4.14. Soit M un objet indécomposable dans le méme tube que S;.
Siiell,---,p—1],

1, si MeS,;
dim Home, (P;, M) = o
0, sinon.
Sii€{0,p,p+1,--- ,p+q—1},
1, siMe M;
dim Home, (P;, M) = o ’
0, sinon.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le simple S; apparait seulement une fois en tant
que facteur de composition de M si M & §, et aucune fois en dehors du cone SA’Z Pour
I'élément quasi-simple My, ce sont les simples Sy, S, et S; (avec j € [p+1,--- ,p+¢—1]) qui
apparaissent une fois dans le cone ]\//To et aucune fois dans le complément. Les autres simples

n’apparaissent pas. O

Lemme 4.15. Soit T' un objet inclinant m-amassé et soient Py, N € add(T) avec N un

objet dans la composante tubulaire T,. Supposons que Home, (Py, N) # 0, alors N € M3 o4
p—>b, sibel[l,---,p—1];

k =
0, SINON.
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Démonstration. Comme Home, (P, N) # 0, en vertu de la remarque 4.14, nous savons que
p—>b, sibel[l, - ,p—1];

0, sinon.

N € M, ot % = {
En plus, comme P, N € add(T'), on a que 0 = Home, (N, P,[1]) = D Home, (P, 7). Alors
TNeEM et Ne (T‘ll\Z)C = (]\7;)0 Par conséquent N € M, N (]\7;)6 = M2 O

Lemme 4.16. Soit T un objet inclinant m-amassé et soient N, 7"Py[1] € add(T) avec N
un objet dans la composante tubulaire T,. Supposons que Home, (N, 7"Py[1]) # 0, alors

N e M, avec * comme dans le lemme antérieur (et on calcule * — 1 + 1 modulo p).

Démonstration. Car 0 # Home, (N, 7"P[1]) & D Home, (7" P,,7N) = D Home, (P, 7'7"N)
on sait que 7(77"N) € M.,. En outre, comme 7" By[1], N € add(T) on a que

0= Hom@m (TTPb[l], N[l]) = HOIH@HI(Pb, T_TN)

Donc 77"N € (]Tf*)c En conséquence 77"N € (]\/4\*)‘3 Nr1M, = M, et N € 7"M¥, =
Mgﬁl—i—r‘ [

La définition suivante sert seulement a simplifier la notation dans le lemme qui suivra.

Définition 4.17. Soit B un objet dans un tube de rang p qui se trouve au niveau v €
[1,---,p—1] du tube. On définit l’indice o(B) de B par

a(By=p—1—v

Lemme 4.18. Soit T' un objet inclinant m-amassé et soient B, D € add(T) tels que B € ‘J‘;
et D € T, Alors Home,, (B, D) # 0 si et seulement si D € (B~ (7B)[1])" N { les o(B)

premiers niveauz du tube } et le niveau v de B es différent de p — 1.

Démonstration. Comme D € U‘;“ il existe D’ € ‘J’; tel que D = D’[1]. En outre, puisque
B,D = D'[1] € add(T) on a

0 = Home, (D'[1], B[1]) = Home,, (D', B)

et
0 = Home,, (D'[1], B[2]) = Home,, (D', B[1]) = D Home,, (B, 7D")
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En conséquence D' € (B~ U (77'B)™)¢. Si en plus nous voulons que
Home, (B, D) = Home, (B, D'[1]) & D Home, (D', 7B)

soit non nul, nous avons que D' € (rB)~ \ (B~ U (77 'B)") = (B~ (7B))* N { les a(B)

premiers niveaux du tube }. [

4.3 Des objets dans les composantes tubulaires

Par la suite, nous allons également fixer une notation pour les diagonales de type 2 (ou 3)
en fonction du degré d du tube Tl‘f (ou Tj) et du niveau k qui a la diagonale dans le tube
correspondant. Donc, les p (ou ¢) diagonales qui sont dans le niveau k du tube Tl‘f (ou qu)

sont paramétrées par Opg—(d41)kmt2 avec © € [1,--- plet k> 1.

Afin d’alléger la notation, étant donné que les valeurs de d et m sont fixées, on notera aussi

la diagonale Oz (d11)km+2 Par la paire (z, k).

Remarque 4.19. Avec la notation que nous avons fizée précédemment pour les éléments

sur la bouche du tube, nous avons :
F(Omxfl,m+2) = M:p+1

et

F(Omm—(i+1),m+2) = F(Omxfl,erZ[Z’]) = Mm+1[i]7

(ot on calcule le sous-indice toujours modulo p).

Démonstration. Etant donné qu’il y a un morphisme dans €, entre les objets P, ; et S, ;
et que en plus P,_y est en bijection (par le biais du foncteur F~1) avec la diagonale ap_1
de type 1, on a que S,_; correspond a l'unique diagonale de type 2 qui est au niveau zéro

et se termine au sommet t(a,_1) = O,,. En conséquence S, ; correspond a la diagonale

Ompfl,m+2-
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O Opm-1

On O

Pour le reste des objets dans les bouches des différents tubes on observe que 70,,,_1 m12 =
Oma—1,m+2lm] = Om(e—1)—1,m+2, TMy = M,_1 (o z est calculé modulo p) et le foncteur F'
commute avec T.

]

Exemple 4.20. Etant données d,d € T, la figure suivante nous montre dim(Homegfq (d',d)).

Alors, st d = Opy(z—1)—(r41),kmt2 = (x — 1, k) la zone marquée dans la figure suivante est d- :
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et nous pouvons la paramétrer comme

ielj—k+1,---,4], st jek+1,--,p—1].

{(z —1),7)} avec {

m

A chaque diagonale d dans une composante tubulaire de Corys

on va associer deux diagonales

(qui peuvent coincider) dans la bouche du tube selon la définition suivante.

Définition 4.21. Soit d une diagonale de type 2 ou 3. On définit B(d) comme étant ['unique
diagonale qui se trouve a lintersection de d“" et de la bouche du tube. De méme on définit
B~(d) comme étant l'unique diagonale qui se trouve & lintersection de d* et de la bouche

du tube.

De la méme maniére on définit B(T) et B~(T) si T est un objet dans une composante

tubulaire de C,,.
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FIGURE 4.4 — La diagonale d et les objets B(d) et B~(d).

La proposition suivante (et sa duale) montrent I'importance des objets qu’on vient de définir.

Proposition 4.22. Soit d' une diagonale de type 1 et soit d une diagonale de type 2 (ou 3).
Si Home, (F'(d'), F(d)) =0, alors Home,, (F(d'), FB(d)) = 0.

Démonstration. 11 suffit de prouver que nous pouvons factoriser le morphisme F(d') —
F(B(d)) par le morphisme F(d') — F(d). On va le faire par récurrence sur le niveau k
de la diagonale d = O, 42 (ou son image F(d) ) dans le tube 7, (ou T,). Si k =1 la
diagonale se trouve dans la bouche du tube et alors B(d) = d. Supposons que I’énoncé est
vrai pour tout £ < n. Soit d une diagonale dans le niveau n+1. Nous nommerons les éléments
dans le rayon d*" d % B"!(d) Tz B"2(d) S B(d) % B(d) (o I'indice s est le

niveau dans le tube moins 1). Nous avons la situation suivante dans le tube :
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- BY(d
. (@)
d// - . e - .
7B"Y(d) B"Y(d)

A

Soit j = jao---07,_1. En vertu de 'hypothése de récurrence nous avons qu’il existe ¢ : d' —

B"1(d) tel que le diagramme

d - B(d)

Je N ioj

B"(d)

commute.

(e v)

nous avons qu’il existe un morphisme ( . ) cd > d"®dtelquec=(a v)o ( " >

a b
En plus, puisque 0 — 7B" 1(d) — d" ®©d * — * B"'(d) est une suite presque scindée,

h/
De plus, si nous appliquons I'hypothése de récurrence a la diagonale d”, nous obtenons qu’il

existe f :d — d” tel que le diagramme

commute. Alors, on a le diagramme commutatif suivant :
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et la factorisation

iojoc

h/ d" D d )

qui est en fait la factorisation

parce que 70 g = 0.

]

Remarque 4.23. Observons que la réciproque n’est pas valide. Soit A ’algébre de type 1&272

donnée par le carquois :

1/0\3
N,/

Alors un des tubes de rang 2 du carquois d’Auslander-Reiten de modA est le suivant
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\/\/
/\/\

0

Il est clair que le morphisme (2 — 1) est nul mais le morphisme (2 — 3 1) ne lest
2

pas.

4.4 Le carquois ordinaire de I’algébre Ende_(F'(A))

Si A ={di, - ,dpi} est une (m + 2)-angulation, alors nous notons F(A) := F(d;)®--- @

F(dpy+,) V'objet inclinant m-amassé correspondant.

L’idée maintenant est de comparer le sous-carquois de couleur zéro du carquois coloré associé

a une (m + 2)-angulation A avec le carquois de I'algébre d’endomorphismes Ende,_ (F'(A)).

Définition 4.24. Soit x un sommet du polygone extérieur. Nous définissons d,~ comme

étant ’ensemble de toutes les m-diagonales de type 1 qui commencent au sommet x.

Remarque 4.25. Soit x un sommet du polygone extérieur (alors 0 < x < mp — 1) tel que

x =0 (mod m). Donc, il existe y € {1,--- ,p} tel que v =m(p —y) et
1. la diagonale o, appartient & dy- et d,~ appartient a la composante S°.

2. F(don) = {m" Py sik = j (mod p), j € {~y,--- ,p—y} } U4 P; 1 k €

Démonstration. 1existence de y est claire. Ensuite, pour 1 on observe simplement que la

diagonale a,_, (siy € {1, - ,p}) est par définition une diagonale avec nombre de tours 0 a
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partir du sommet Oy, (,—,)—, et se terminant au sommet /j et elle appartient a la composante

S9. Alors F(d,~) est le rayon infini suivant qui contient 'objet F(a,_,) = P, :

Par conséquent, F(d,~) = {7"Py_y)—;sik = j (mod p), j € {—y, - ,p—y} } U{T V" P,4;
[

Remarque 4.26. En général, si x = m —1i (mod m) avec i € {0,--- ,m— 1} alors, il existe
ye{l,-- ,p}tel quex =m(p—y) —iet:
1. d,. appartient ¢ la composante S°.

2. Fd,~) = {TkP(p,y),j[i] sik=j (modp),je{~y,-,p—y} }U{Tv*PB, i :
ke Zje{0,---,q}}

O]
Nous noterons QOA le carquois associé a la (m + 2)-angulation A dans lequel nous tenons

seulement compte des fléches de la couleur 0. Puis nous voulons montrer le résultat suivant :

Proposition 4.27. Soit A une (m + 2)-angulation de P, ,,,. Le carquois QEndem(F(A)) as-

socié a lalgebre Ende, (F(A)) est égal au carquois Q% associé a la (m + 2)-angulation A.

Démonstration. Si d; est une diagonale dans la (m + 2)-angulation de P,,,,, on note T;
I'objet indécomposable de C,, tel que F(d;) = T;.
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Si deux diagonales d; et dy partagent un sommet, il existe un chemin entre d; et dy dans

QY. Supposons que le chemin est orienté de d; vers ds.

Commencons en supposant que les deux diagonales se trouvent dans le méme (m + 2)-gone
et supposons que d; et dy sont toutes les deux diagonales du méme type 1 (2 ou 3) qui
partagent un sommet. Alors d; et dy appartiennent a la méme composante S? (T;l ou qu).
Alors, comme on a une fléeche d; — ds et les deux diagonales ne se croisent pas, on sait
que dy € di" U dcf’". En vertu de 'isomorphisme entre les composantes S? et 8 on a que
Ty, € TP UTI. Alors, il est clair qu’il existe un morphisme T} — Tb dans €,,.

Maintenant voyons le cas ot d; et ds se trouvent dans deux (m + 2)-gones différents. Comme
elles partagent un sommet de P, ,, il doit exister une troisiéme diagonale d3 qui a en com-
mun le méme sommet. Alors, on a les fleches d; — dz — dy dans Q4. Supposons que d3 est du
méme type que d; et do. Puisqu’on a les fléches dy — d3 — dy on connait que Ty € T UTI
et Th € T¥" UTr. Supposons (sans perte de généralité) que Tp € T3 Alors, si T3 € T on a
que Ty ¢ T U TS qui est une contradiction. En conséquence, T, et Ty appartiennent a 77"
Ainsi Ty, Ty et Ty sont dans le méme rayon de la composante 8 et il est clair qu’il existe des

morphismes 77 — T3 — 15 dans C,,.

Continuons avec le cas ot d est une diagonale de type 1 et dy est une diagonale de type 2 (ou
3) et qu’elles font partie du méme (m + 2)-gone. Pour simplifier la notation nous supposons
que toutes les diagonales sont en degré 0. Alors, on peut écrire di = d,, ou x = s(dy),
z=1(dy) et z =0 (mod m) et dy = Oppy—1m+2 avec y € [1,--- plet ke [1,---,p—1].
Puisqu’on a une fléche d; — ds, on sait que d; précede dy et que t(dy) = x. Donc, t(ds) =
my — 1+ km+1 = 2 (mod mp) et alors m(k + y) = « (mod mp). De plus, z = 0 (mod
m) (car d; € SY), donc x = my’ avec v € [0,---,p — 1]. Des deux derniéres équations

/

on obtient m(k +y —y') = 0 (mod mp) et alors k +y = 3 (mod p). En conséquence

B(ds) = Om(ysk—1)-1,mt2 = Om(y—1)—1,m42 €t
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+1
b , siy' =0 (mod p);

F(B(dy)) = My =

Sp—y, sty #0 (mod p).

On veut montrer qu’il y a un morphisme non nul 77 — 75 in €,,. En vertu de la proposition

\

4.22 il suffit de montrer qu’il existe un morphisme non nul 77 — F(B(ds)).
T, € F(dmm) ou
F(dy~) ={"P, y_ssi k=i(mod p)}U{r ¥ **P, . kecZ jec0,--,q]}

Soit s :=p —y' —i avec k =i (mod p). Ensuite, nous avons les possibilités suivantes :

- Siy =0 (mod p) :

Homeg, (TkPS, My) = Home, (Ps, T’k]\/[o)
= Hom@m (PS, Mk)
= Hom@m(Ps, Sp_k) #0

carp—k=p—1=s.

sijel0,---,q,keZ:

Home,, (7" Py, My) = Home, (Pyrj, 7 M)
- Homem (PP-I-J? MO) # O

) .
parce qu’on a un monomorphisme P, ; < Mj.

- Siy #0 (mod p) :

Homem (TkPS? My,) = Homem(P87 T_kMyl)

= HOIII@m (Ps, Mk+y’>
= Homem (PS, Sp,k,y/) 7é 0
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carp—y —k=p—y —i1=s.

Sijel0,---,q,k€Z:

— ! _
Home, (17Y " P,,;, M,,) = Home, (Pyy;, 7V " M,)
= Home,, (Pp+js My —y+ip)

= Home, (Pyj. Mo) #0

puisqu’on a un monomorphisme P, ; < M.
Par conséquent, dans tous les cas vus ci-haut on a un morphisme 7; — 715 dans C,,.
Maintenant voyons le cas ot d; et dy se trouvent dans des (m + 2)-gones différents. Comme
avant, étant donné qu’ elles partagent un sommet de P,,,, il doit exister une troisiéme
diagonale d3 qui a en commun le méme sommet. Alors, on a les fleches d; — d3 — dy dans
Q4.
D’abord, supposons que ds est une diagonale du méme type que ds et que les deux diagonales
partagent un sommet. Alors, si x := t(dy), nous avons que z = t(d3) aussi car si par contre
x = s(ds) il est impossible pour la diagonale d3 d’étre dans le milieu de d; et dy. Puis ds
et ds partagent le sommet final et en conséquence dy € dy". Supposons que F(dy) = P,
(si ce n’est pas le cas on applique la composition 7¢ nécessaire). Alors, comme il existe un
morphisme non nul 7; = P, — T3, en vertu du lemme 4.15 on a que 73 € M, ou * = 0 si
a€lpp+l,---,p+tgq—10oux=p—asiacl,--,p—1]. Comme dy € dy" on a que
Ty, Ty tous les deux appartiennent au méme rayon M.

Siaell, - ,p—1] le rayon M est

0 0 0
1 p+1 a 1 p+1 a p+1 a
— : -, : —
p+qg—1 p—1 p+qg—1 p—1 pt+qg—1 p—1
P p p
a
a—+ 1
a
- —a
a—+1
p—1

d’ou on déduit facilement que la composition P, — T3 — T5 est non nulle. Comme, en vertu
de la remarque 4.14 dim(Home,_ (P,,75)) = 1 on a que le morphisme P, — T5 se factorise

par T3. Le calcul est totalement analogue si a € [p,p+1,--- ,p+¢q— 1,0].
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Finalement, supposons que d3 est une diagonale du méme type que d; ( type 1). On veut
montrer que le morphisme 7} — T, se factorise par 75. Comme d; est une diagonale de

type 1 on peut supposer que T} = P avec P projectif dans mod H. On sait qu’il existe un

morphisme d; — ds alors d3 € d{" et de facon équivalente 73 € T7"". Si T} = P,y. avec
z € [0,---,¢—1] on a que T3 doit étre P, ., avec 0 < 2’ < z. Par contre, si T} = P,_,
avec y € [1,---,p] on a que T5 = 7 "P,_y4, avec r € [1,--- ,y — 1] ou Ty = 77YP,,, avec
xz €[0,---,q— 1]. Voir figure ci-dessous.
_______ Br — — — — o — —
Pp+1
Pp+.q—2
/?qu ............................................ T Ppw 1
PZ\ ......................................... TP,
Pp#l .............................. T—f;u—l)P .
) T ";Pp;w,
H’&/T(lp;)lﬂrl
Pp\
o

Dans tous les cas le morphisme T} — T3 est I'inclusion de 77 dans T3, alors si f est le
morphisme non nul 73 — T3, la composition T} — T3 — T5 est la restriction f |p, qui
clairement est non nulle. Comme, en vertu de la remarque 4.14, dim Home_ (77,75) = 1 on

a que f |, est le morphisme 77 — 75 comme on voulait montrer.
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4.5 Quelques résultats sur les (m + 2)-angulations

Lemme 4.28. Soient d;, d; et di, des m-diagonales qui font partie d’un méme (m + 2)-gone
dans la (m + 2)-angulation A. Supposons qu’elles sont disposées de telle sorte que d; et d;
partagent un sommet de P, 4m, d; et di partagent un autre sommet de P, .., mais d;, d; et
di n'ont pas de sommets en commun (Voir figure au-desouss). Alors d;, d; et dy ne peuvent

pas étre toutes les trois des m-diagonales de type 1.

Démonstration. On suppose que d; Nd; = {z} avec x un sommet du mp-polygone extérieur.
Comme les trois diagonales délimitent un (m + 2)-gone, les diagonales d; et dj, partagent un
sommet mais il ne peut pas étre . Puis, d; Ndj, = {2’ = t(d;)} avec 2’ dans le mg-polygone
intérieur. Alors t(dg) = 2’ et s(dy) = a’ avec 2’ # x. Nous avons deux possibilités pour la

diagonale d; dépendant de la direction qu’elle prend.
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FiGURE 4.5 Les trois diagonales ne peuvent pas étre de type 1.

Si dj, est une diagonale entre 2’ et 2’ dans le sens horaire, il est clair que d, Nd; # 0, ce
qui est impossible. Si par contre dj, est une diagonale entre 2’ et 2’ dans le sens anti-horaire
nous aurons une fleche d, — d; au lieu d’une fleche d; — dj, dans QOA. En conséquence, il est
impossible que les trois diagonales soient de type 1.

]

Lemme 4.29. Soient d et d' des m-diagonales de type 2 (or 3). Si d appartient & la compo-

m

moet d est telle que la source s(d') de

sante T (ou T, ) de la catégorie des m-diagonales C

d' est le méme sommet que le but t(d) de d, alors d' appartient a la composante T;’l.

Démonstration. Comme d € ‘J'Ii,, d = Oma—(i+1)kmt2 avec © € {1,--- p} et k > 1. Alors,
s(d)=mx—(i+1)et t(d) =maz—(i+1)+km+1=m(x+k)—i Sis(d)=t(d)ona que
d" = Opm(z+k)—iym+2 avec k' > 1. Ensuite d' € ‘J’;‘l comme nous voulions. O

Une conséquence facile de ce lemme est la remarque suivante.

Remarque 4.30. Soient d et d' deuz m-diagonales de type 2 (ou type 3) qui appartiennent
a la méme composante du carquois d’Aulander-Reiten de la catégorie des m-diagonales CJ',.

Alors, le but de la diagonale d ne peut pas étre la source de la diagonale d' et vice-versa.
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4.6 Les relations du carquois associé 4 une (m + 2)-angulation

A la lumiére des résultats précédents, nous savons comment trouver les carquois de toutes
les algébres inclinées m-amassées de type A, .. Notre probléme est maintenant de trouver les

relations dans le carquois associé.

Nous allons définir un idéal I, associé a une (m + 2)-angulation A de P, ,,, comme suit :

(Notez que c¢’est la méme définition donnée par Murphy dans le cas A).

Définition 4.31. Soient i, j, k les sommets dans (QY)o associés auz diagonales d;, d; et dj,
respectivement. Etant données deuz fleches consécutives i — j 2k dans Q\, on définit
Ba = 0 si les diagonales d;, d; et dy appartiennent au méme (m + 2)-gone de la (m + 2)-
angulation A. Notons In ['idéal dans [’algebre de chemins kQOA qui est engendré par ces

relations.
Proposition 4.32. L’ algebre kQ /I est isomorphe a lalgebre inclinée m-amassée Ende, (F(A)).

Démonstration. En premier lieu nous montrerons que toutes les relations dans I'idéal I sont
aussi des relations dans Ende, (F'(A)). Supposons que d;, d; et dj, sont des m-diagonales qui
font partie du méme (m + 2)-gone et supposons en plus qu’elles sont disposées de telle sorte
que d; et d; partagent un sommet de B, ., d; et dj partagent un autre sommet de P,

pendant que d;, d; et di n’ont pas un sommet en commun.
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En vertu de la définition de Q% nous avons des fleches d; — d; et d; 2 dy dans QX qui
sont en bijection avec les fleches T; — T; et T; — T}, entre les facteurs indécomposables de
T := F(A). Nous voulons montrer que la composition T; — T; — T}, est zéro dans C,,.

Nous allons séparer la preuve en plusieurs cas, en fonction du type des diagonales. D’abord,
on observe qu’en vertu du lemme 4.28 les trois diagonales d;,d; et d, ne peuvent pas étre

simultanément de type 1. Ensuite, nous avons les cas suivants :

(a) Les trois diagonales sont de type 2 (ou 3) : Voyons les sous-cas possibles.

1. Les sources de d; et dj sont la méme : Puisque d;, d; et dj font partie du méme (m+2)-

gone, il est impossible d’avoir d; N d; = s(d;) = s(dy). Alors d; N d; = t(d;).

Hd,) = s(d)

s(dj) = s(dy)

Comme les sources de d; et dj, coincident, les deux diagonales ont degré égal (supposons
r), et comme en plus il existe un morphisme non nul d; — dj on a que dj, € d;-l’". Alors,
en vertu du lemme 4.29, la diagonale d; a degré r — 1. En appliquant le lemme 4.18 au
morphisme induit 7; — T} nous obtenons que Tj € (B~ (71;)[1])* N { les a(T}) premiers
niveaux du tube }. Si Home, (7}, Tx) # 0, en vertu du méme lemme, nous aurions que
T}, appartient au méme ensemble que 7. Mais, si ¢’était le cas, on ne peut pas avoir

Ty € Tjd’" comme on a vu ci-haut. En conséquence la composition 7; — T — T}, est zéro.

2. Le but de dj, est égal a la source de d; : Comme il y a un morphisme non nul d; — d;
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on a que t(d;) = t(d;) ou s(d;) = t(d;). Dans le premier cas il est clair que les trois
diagonales ne peuvent pas délimiter un méme (m + 2)-gone. Alors s(d;) = t(d;). Sup-
posons que dj, € T}, donc comme t(dy) = 5(d;) le lemme 4.29 implique que d; € T.~".
Le méme lemme appliqué aux diagonales d; et d; nous donne que d; € T;_Q. On veut
montrer que Home,, (7;,T;) = 0. Si m > 2 soit T}, € T, tel que Ty := Ty[2] , alors
Home,, (T}, Tx) = Home,, (T;, T, [2]) = 0 en vertu du lemme 4.2. Si par contre m = 2 les
deux diagonales d; et dj, appartiennent au méme tube, disons T et d; appartient au tube
T'. Donc, I'unique maniére d’avoir un morphisme non nul d; — dj, est que les deux dia-
gonales partagent un sommet. C’est a dire que s(d;) = s(dy) ou t(d;) = t(dy). Supposons
que s(d;) = s(dy), alors comme t(d;) = s(d;) nous avons que t(d;) = s(dj). Rappelons
que nous sommes dans le cas ou s(d;) = t(dy), par conséquent les diagonales d; et dy,
partagent les mémes extrémités et alors il n’est pas possible d’avoir une diagonale d;
du méme type de fagon que les trois diagonales délimitent un méme (m + 2)-gone. Si
t(d;) = t(dy) un calcul analogue nous donne que les diagonales d; et d; partagent les
mémes extrémités et alors il n’est pas possible d’avoir une diagonale d; du méme type
de fagon que les trois diagonales délimitent un méme (m + 2)-gone. Par conséquent il

est impossible d’avoir un morphisme non nul 7; — Tj.

3. Les buts de d; et dj sont égaux : Voyons les possibilités pour d;. Si t(d;) = s(d;) les
trois diagonales ne peuvent pas délimiter le méme (m + 2)-gone. Alors s(d;) = s(d;)
et par conséquent T € T4, Puisque les trois diagonales se trouvent dans le méme
tube, en vertu du lemme 4.9, pour montrer que Home, (7}, T;) = 0 il suffit de voir que
Ty ¢ TP U T . Cela se déduit directement de ce que T; € T et comme ¢(d;) = t(dy),
Ty €T

(b) 11y a une diagonale de chaque type : Comme d; N d; est un sommet dans le polygone

intérieur (extérieur) et d; N dj est un sommet dans le polygone extérieur (intérieur), la
diagonale d; doit étre la diagonale de type 1. Supposons que d; € S* et que d; € T est
la diagonale de type 2 et dy € T? est la diagonale de type 3. Puisqu’il existe des fleches
di — dj — dp on a que z =y = x + 1. Alors, si on prend Ty € T3 tel que T}, = Tj.[1], en
vertu du lemme 4.3 on a que Home, (7}, 7)) = Home,, (T}, T [1]) = 0.

(¢) Deux diagonales sont de type 1 et I'autre est de type 2 (ou 3) : Etudions les sous-cas pos-
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sibles.

1. d; et d; sont de type 1 et dj est de type 2 (ou 3) : Soit d; Nd; = {z}. Supposons
que z appartient au polygone extérieur. Puisqu’il y a un morphisme d; — dj avec
dj, une diagonale de type 2, nous avons d; N d, = {y} avec y aussi dans le polygone
extérieur. Comme d; est une diagonale de type 1, elle a un seul sommet dans le polygone
extérieur, et alors © = y et dy commence ou se termine au sommet z. En conséquence
d; Nd;Nd, = {x} et il est impossible pour les trois diagonales de délimiter le méme
(m 4+ 2)-gone. Puis nous sommes dans le cas ou z appartient au polygone intérieur, les
deux diagonales de type 1 se terminent au sommet z et les diagonales d; et dj;, partagent
le sommet y du polygone extérieur. Ensuite d; € di" c’est a dire Tj € T¢". Sans perte de
généralité, comme T} appartient a la composante transjective 8° nous pouvons supposer
que T; = P[0]( = P par abus de notation) avec P un projectif dans mod H. (Si T; n’est
pas projectif on peut appliquer la composition 7° jusqu’a trouver un projectif). Donc,
T, e By"U Pgr ou P, est le projectif associé au sommet p du carquois.

SiT; e Pgr alors T; = P, avec a € [1,--- ,p] et Tj = P, avec 0 < b < a < p. Comme
il existe un morphisme non nul 7; — T}, le lemme 4.15 implique que 7}, € S;jl. Si
la composition T; — T} est non nulle, le méme lemme appliqué a 7; nous donne que
Ty, € S¥. Clairement S% £ S et par conséquent Home,, (T}, T},) = 0.
Si par contre T; € Py \ {P,}, T; = Py, ou T; = 77%F, (avec z € [1,--- ¢ — 1] et
a€l0,--,p]). Comme T; € T ona que Tj =7 "Pyopr avecr >0et 1 <2< g—1
dans le premier cas ou 7; = 77 *F, dans le deuxiéme. Si la composition 7; — T — T},
n’est pas nulle, en vertu du lemme 4.15, nous avons que T} € M. Voyons le premier
cas. Comme 0 # Home, (7},T;) = Home, (77" Pyissr, Ti) = Home, (Ppioir, 71}) le
méme lemme nous donne que T} € T_TMSH = M. Alors, M = M(‘]ﬂ et par conséquent
r =0 (mod p) et de facon équivalente r = kp avec k € Z. Comme d; est la diagonale
en bijection avec le projectif P, . et d; la diagonale en bijection avec 77" F,, ., nous
avons que d; est la diagonale entre les sommets Oy et I, avec nombre de tours zéro et
; = 7 "d avec d la diagonale entre les sommets O et [, avec nombre de tours zéro et
y > x. Alors d; = 77"d = d[—rm| = d[—kpm] et en conséquence d; est une diagonale
entre les sommets Oy et I, et il n’est pas possible d’avoir une diagonale dj, de type 2

entre les deux. Le calcul pour le deuxiéme cas est identique.
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2. d; est de type 2 (ou 3) et dj, et d; sont de type 1 : C’est le cas dual de 1.

3. d; et djy sont de type 1 et d; est de type 2 (ou 3) : Supposons que d; Nd; = {x} et
d; Nd, = {y} avec z,y dans le polygone extérieur de telle maniére que s(d;) = y et
t(d;) = x. En particulier  # y et = y + km + 1 (mod mp) avec k > 1. Supposons
d; € 57, alors x = m —r (mod m) et ensuite y =z —1=m — (r+ 1) (mod m). Puis
dp € S et dj € T). Comme d; € S” et dp € S"" il existe s,5' € Z et P, P’ objets
projectifs (dans modH) tels que Ty = 7°P[r] et T, = 7 P'[r + 1]. Donc :

Home, (T;,Tx) = Home, (7°P]r], P [r+ 1))
~ Home, (7°P, TS,P,[l])
= Home, (P, 7' P'[1]) =0

en vertu du lemme 4.10.

(d) Deux des diagonales sont de type 2 (ou 3) et 'autre est de type 1 :  D’abord voyons

que d; ne peut pas étre la diagonale de type 1. Si c’était le cas, comme il y a des fleches
d; — d; et d; — dy les trois diagonales doivent partager un sommet du polygone extérieur
J J g g ye
intérieur si d;, dp sont de type 3), mais de cette facon il est impossible que les trois dia-
y G
onales délimitent le méme (m + 2)-gone. Alors, supposons que d; et d; sont de type 2 et
g g , SUpp q J yp
dj, est de type 1. Si s(d;) = s(d;) les diagonales possibles d;, de type 1 soit se croisent avec
yp J g p yp

d; U d; soit ne délimitent pas le méme (m + 2)-gone. (Voir figure 4.6).
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FIGURE 4.6 Les possibles dj, si s(d;) = s(d;).

Ensuite, t(d;) = s(d;) et si d; € T" alors d; € T"! en vertu du lemme 4.29. En outre
dy € S™. Sim > 2 soit dj, € S telle que d, = d}[2]. En conséquence, le lemme 4.2
implique que Home, (T3, T;) = Home,, (7}, T}[2]) = 0. Si m = 2 nous pouvons supposer que
di €T° d; € T" et dy € S°. Alors

Hom@m(,-rika> = @HOme(H)(E,F]Tk)

= @HOHIDZJ(H) (E7 T_]Tk[zj]>

Tous les termes Home(H)(ﬂ,T_ka [27]) avec j < 0 sont nuls parce que les objets T; et
79T}, se trouvent dans (mod H )[0] et il n’y a pas de morphismes vers Parriére dans la
catégorie dérivée D (mod H). Si 2j > 2 tous les termes Hom pe gy (T3, 777 T;[27]) sont nuls
parce que H est héréditaire. Pour conclure, quand j = 0 le terme Hom ps (g (75, Tx,) = O car
il n’y a pas de morphismes d’un objet dans le tube T° vers un objet dans la composante

8Y. En conséquence, Home, (T}, T}) = 0.

Jusqu’ici nous avons vu que toutes les relations dans I'idéal I sont aussi relations dans

Ende,, (F(A)). Pour finir, il nous reste & montrer qu’il n’y a pas des autres relations possibles
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dans Ende, (F(A)). C’est a dire que il n’y a pas de relations de longueur (minimale) plus

grand ou égal a trois ni de relations des types commutatives

B
fi fi
T2 62 f2
: @
By

ou une combination linéaire des compositions f;f/ est 0 et ¢ > 2 ou

0 ————

fi 52 92 f1

—— [

/ f2

v ) : : o

gt

o ———= [
ou une combination lineaire des compositions f;g;f/ est 0, t > 2 et les chemins g; peuvent

avoir longueur arbitraire.

Commencons par voir qu'il n’y a pas de relations de longueur (minimale) plus grande ou
égale a trois. Soit (A > B Lo D), ou yBa = 0, une relation de longueur r > 3. Les
fleches (A — B) et (C' — D) sont de longueur 1 et le chemin (B ~+ C) peut avoir longueur
arbitraire. De plus, supposons que les compositions (A — B ~» (') et (B ~» C' — D) ne sont
pas nulles. Soit d, la m-diagonale telle que F'(d.) = * avec * € {A, B,C, D}. Nous pouvons

séparer la preuve en plusieurs cas.

(a’) Les 4 diagonales sont de type 1. Selon le lemme 4.10 il n’y a pas de morphismes non

nuls entre les composantes S? et S+, Par conséquent les quatre diagonales doivent étre
dans la méme composante S? et alors dans le rayon d, ou le rayon d . Ensuite, la

composition (A 5B 2 c > D) ne peut pas étre nulle, ce qui est absurde.

(b’) Trois diagonales sont de type 1 et une est de type 2 (ou 3). D’aprés la discussion dans

le cas précédent, nous avons que les trois diagonales de type 1 doivent appartenir a la méme
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composante S¢. Ensuite, nous pouvons supposer que d,dg et dc sont de type 1 en SO et
dp est de type 2 dans un tube. Comme le morphisme (C' — D) n’est pas nul, nous savons
que dp partage avec dc le sommet dans le polygone extérieur. En conséquence, dp € T°
et tous les objets sont dans le méme degré 0. Ensuite, nous pouvons y penser comme étant
dans le cas m = 1 et puisque les algebres inclinées 1-amassées de type A sont aimables,

nous obtenons qu'il n’est pas possible d’avoir la relation (A = B Lol D) =0.

(¢’) Deux diagonales sont de type 2 (ou 3) et deux sont de type 1. En vertu du lemme 4.10,

nous avons que les deux diagonales de type 1 sont consécutives dans la méme composante
S?% ou une diagonale est d4 et 'autre est dp. D’abord supposons que nous sommes dans

le premier cas. Alors, nous avons les sous-cas suivants :

1. Sidy et dg appartiennent & S° et de et dp sont dans le méme tube 7, nous pouvons
y penser comme étant dans le cas m = 1 et conclure que ce n’est pas possible. Si par
contre, dc est dans le tube T et dp est dans le tube T, le calcul fait dans la partie

(d) précédente montre que (B Lol D) =0, ce qui est absurde.
2. Si d¢ et dp appartiennent a S!, nous avons le cas dual au cas antérieur.

3. Si dp et dc appartiennent & S°, la diagonale dp appartient a 7. Ensuite, le calcul
fait dans la partie (¢) antérieure nous donne que (B Lo D) = 0, ce qui est

absurde.

Finalement, supposons que d4 et dp sont les diagonales de type 1. Donc, nous avons deux

sous-cas :

1. Si dp et dc sont dans le méme tube nous pouvons supposer que les objets B,C
appartiennent au tube T% et I'objet D appartient a la composante 8%+, Supposons
que A =P, et D =7"BJ[l]. Si (A - B ~ (') = 0 nous avons une contradiction ;

sinon, en vertu du lemme 4.15 nous avons que B,C € M% avec

{p_b7 Sla€[177p_1],
k =

0, sinon.
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Comme (C' — D) # 0 le lemme 4.16 implique que C' € T’"‘lMﬁd” = Mﬁd};rfl avec

0, sinon.

ﬁ_{p_bv Sle[l,,p—l],

Ensuite {C} = M, , N M¥. Si (B — D) était non nul alors on aurait que
Be M, ;N M ={C}, ce qui est absurde.

2. Si dp et do sont dans tubes différents, le calcul fait dans la partie (d) antérieure

montre que (B Lol D) =0, ce qui est absurde.

(d’) Trois diagonales sont de type 2 (ou 3)et une est de type 1. Voyons les différents sous-

cas possibles.

1. Supposons que d4 et dg appartiennent a 7°, d appartient a S* et dp & T". Alors on
peut supposer que C' = 7" P.[1] et comme (A — B — C) # 0, le lemme 4.16 implique
que A, B € MfﬁHr avec

{p_ca SICE[177p_1]a
Xk =

0, sinon.

Si (B ~ C — D) # 0, le niveau de B est différent de p — 1 et par conséquent
a(B) # 0. Le lemme 4.18 nous donne que D € (B~ (rB)[1))%* = (+B~(B)[1])¥ =
(TM, 1 1) = (M,_1 1 1[1]))¥. D’un autre coté, comme (C' — D) # 0, on a que
77D € (M,[1])% et par conséquent D € (M, [1))*N(M,;,_2[1])¥ = 0 sauf si p = 2.
Mais, pour p = 2 ce cas n’est pas possible puisqu’on ne peut pas avoir deux facteurs
de T" dans la bouche du tube.

2. Supposons que dy et dg appartiennent a T°, de appartient & T et dp a S2. Comme
le morphisme (C' — D) est non nul, nous avons que la diagonale dp et la diagonale
dc partagent la source de dg. Ensuite, le calcul fait dans la partie (d) précédente

nous donne que (B 2, c D) =0, ce qui est absurde.

3. Supposons que les trois diagonales de type 2 sont une dans le tube T et les deux

autres dans le tube 79", Alors, le calcul fait dans la partie (a) — 1 précédente nous
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donne que la composition des morphismes entre ces trois diagonales est zéro. Ce qui

est absurde.

4. Supposons que chaque diagonale de type 2 est dans un tube différent. Alors, par
exemple, dy € T°, dg € T' et d € T? et le calcul fait précédemment dans la partie

(a)2, nous montre que (A — B ~» C) = 0, ce qui est une absurditeé.

5. Supposons que d4 appartient a 7°, dp appartient a 7" do a S? et dp a T?. Alors,
les trois diagonales d4,dp et dc sont dans la situation du cas (d) antérieur et par

conséquent, la composition (A — B ~» (') = 0, ce qui est une absurdité.

6. Supposons que les trois diagonales d,dp et dc sont dans le tube T° et dp est dans
la composante S!'. Alors, on peut penser a ce cas comme étant dans m = 1 parce
que toutes les diagonales se trouvent dans le méme degré. Comme on sait que pour

m = 1 il n’y a pas de relations de longueur plus grande ou égale a 3 on a fini.

(e’) Les quatre diagonales sont de type 2 (ou 3). Voyons les sous-cas possibles qui ne se trouvent

pas dans les possibilités étudiées dans le cas (d') pour les trois diagonales de type 2.

1. da et dg sont dans le tube T° et d¢ et dp sont dans le tube 7. Alors, on a deux
options pour les objets C' et D. Soit D € C", ou soit D € C9. Supposons que
D € C". Soient C" et D' tels que C'[1] = C et D'[1] = D, donc D' € C".
Comme (A — C) et ( B — D) ne sont pas nuls, la propriété m + 1-CY de C,,
nous donne que 0 # Home,, (A, C'[1]) =2 D Home,, (C',TA) et 0 # Home,, (B, D'[1]) =
D Home,, (D', 7B). Alors, C" € (TA)” et D' € (tB)~. Le méme calcul appliqué au
morphisme nul (A — D) nous donne D" € ((TA)7)°. En outre, comme il existe un
morphisme non nul (A — B) il faut que les sources de d4 et dp soient le méme
sommet. Ensuite, B € A% et de facon équivalente 7B € (7A)%. Par conséquent,
D' e C™" N ((rB)” \ (tA)7) =0, et ce cas n’est pas possible. Pour conclure, suppo-
sons que D € O alors s(dc) = s(dp) et le calcul fait dans la partie (a) précédente

nous donne que (B ~ C' — D) = 0.

2. dya, dg et do sont dans le tube TV et dp est dans le tube 7. Observons que A, B et
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C sont dans le méme rayon, qui est le rayon C% ou A%. Si A, B et C' appartiennent
au rayon C% alors B~ (7C) # B~ (7B) et comme (C — D) # 0, D € (B~ (7C)[1])% #
(B=(7B)[1))%. En conséquence, le lemme 4.18 implique que (B — D) = 0.

Si par contre A, B et C' appartiennent au rayon A% nous avons que B~ (7C) =
B~(TA). En outre, comme on a les morphismes A — B — C' dans le méme rayon il
est impossible que le niveau de A soit p — 1, et alors o(C) < a(A) # 0. Puisque
(C — D) # 0on aqueD € (B (rC)[1))% N { les a(C) premiers niveaux du
tube} C (B~ (7A)[1))¥ N { les a(A) premiers niveaux du tube }. En conséquence, le
lemme 4.18 implique que (A ~» D) # 0, ce qui est une absurdité.

Observons que dans tous les cas sauf les cas (a’), (b’), les deux derniers sous-cas du cas (¢’)
et le sous-cas (e’).2 nous n’avons pas utilisé le fait que la composition A — B ~» C — D
était nulle et nous sommes arrivés a montrer qu’une des sous-compositions A — B ~» C' ou

B ~ C' — D était nulle.

Ensuite, voyons que nous ne pouvons pas avoir de relations de la forme

ot une combination linéaire des compositions f;g;f/ est 0, t > 2 et les chemins g; peuvent
avoir longueur arbitraire. 1’idée est de montrer que toutes les compositions f;g;f/ sauf au
plus une sont nulles. Alors on peut supposer que ¢t = 2 et on voit que nous ne pouvons pas

avoir une relation du type

Vi B - ¢ f1
A N
13 f2
\B/ . C,/

Relation de commutativité (x)
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ol une combination linéaire des compositions f;g; f/ est nulle.

La remarque qu’on vient de faire nous permet de montrer que quand les diagonales d 4, dg, d¢
et dp ne se trouvent pas dans les cas (a’), (b’), les deux derniers sous-cas du cas (¢’) et le
sous-cas (e’).2 on ne peut pas avoir un tel type de relation. Alors, il nous reste a voir seule-

ment ces quatre cas.

(a”) Les quatre diagonales da,dp,dc et dp sont de type 1. Selon le lemme 4.10 il n'y a pas

de morphismes non nuls entre les composantes S? et S?!. Par conséquent les quatre dia-
gonales doivent étre dans la méme composante S? et alors dans le rayon d " ou le rayon
d . Le méme argument appliqué aux diagonales d4,dp/,dcs et dp nous donne que ces
quatre diagonales doivent étre dans le rayon d " ou le rayon d & . Alors, D doit étre le
dernier objet des deux rayons A“" et A" et nous pouvons supposer que A = P, et D = P,.

Cependant, si c’est le cas on ne peut pas avoir la relation de conmutativité (x).

(b") da,dp et dc sont de type 1 en S et dp est de type 2 dans T°. Le méme argument uti-

lisé dans (&') nous permet de voir que les diagonales dp et d¢ sont aussi de type 1 en S°.
Ensuite, nous pouvons y penser comme étant dans le cas m = 1 et puisque les algébres
inclinées 1-amassées de type A sont aimables, nous obtenons qu’il n’est pas possible d’avoir

la relation (x).

(¢”) Les deux derniers sous-cas du cas (¢’). Comme la composition A — D ne peut pas étre

nulle, nous n’avons pas ces sous-cas.

(€”) da, dp et dc sont dans le tube T° et dp est dans le tube 7. Supposons que A, B et C

sont dans le rayon A"". Alors, B’ et C’ doivent étre dans le rayon A% . Ensuite, le calcul
fait dans la partie (e’).2 nous dit que la composition B — D est nulle. Ce qui est une

absurdité. En conséquence on ne peut pas avoir la relation (x).

Finalement il nous reste a voir que nous ne pouvons pas avoir de relations de la forme
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/\\

ou la somme des compositions f;f; est 0 et t > 2.

L’idée est de montrer qu'une des compositions f;f/ doit étre nulle. Alors on peut supposer

que t = 2 et soit

B
A D
C
une relation de commutativité.

D’abord nous observons que si les quatre facteurs A, B,C et D de F(A) sont dans la méme

composante 8 le calcul fait dans (a”) montre qu’il n’y a pas une relation de commutativité.

Observons que si A € 8 et B,C, D € ‘Ig les trois objets B, C, D doivent étre dans le méme
rayon et alors quand on regarde 'algébre d’endomorphismes de F(A) on n’aurait pas la
relation de commutativité désirée. Comme en plus il n’y a pas de morphismes non nuls entre
S9 et S, I'unique cas possible est le suivant :

A,B,C € 8% et D € T). Nous pouvons penser a ce cas comme étant dans m = 1 et comme

les algébres inclinées 1-amassées sont aimables on sait qu’il n’y a pas une telle relation de

commutativité.

Pour conclure nous avons vu que les uniques relations possibles dans I'algébre d’endomor-

phismes Ende, (F'(A)) sont les relations données par I'idéal Ia.
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Exemples 4.33.

1. La figure suivante montre une 4-angulation A\ de P32 et son carquois correspondant QOA.

P32

FIGURE 4.7 Le carquois QOA associé a la 4-angulation A de Pia; 9.

Selon la définition /.31 on peut associer aussi un idéal In a la 4- angulation A. Alors, le

carquois lié qu’on obtient est le suivant :
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FIGURE 4.8 — Le carquois lié¢ associé a la 4-angulation A de P9 .

2. La figure suivante montre une 4-angulation A’ de Ps 19 et son carquois correspondant QOA/.

Pg 2

FIGURE 4.9 Le carquois QOA, associ¢ a la 4-angulation A" de Py o.

Et le carquois lié qu’on obtient est le suivant :
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FIGURE 4.10 — Le carquois lié associé¢ a la 4-angulation A’ de Py ».

4.7 Les algébres inclinées m-amassées de type A

Le but de cette section est de montrer que les algébres inclinées m-amasseés de type A sont

aimables et en plus trouver une caractérisation de son carquois lié.

4.7.1 Les algébres inclinées m-amassées de type A sont aimables

Murphy dans son article [24] a prouvé que les algébres inclinées m-amassées de type A sont
aimables pour tout m > 1. Nous voulons montrer le méme résultat pour le type A. Pour
m = 1 le résultat est montré dans |2]|. D’aprés la proposition 4.32 nous sommes en mesure

de montrer facilement le résultat pour tout m > 2 :
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Proposition 4.34. Les algébres inclinées m-amassées de type A sont aimables pour tout

m > 2.

Démonstration. Le résultat découle des subdivisions possibles de P, ;. Les figures suivantes
nous montrent clairement les propriétés requises.
La premiére figure montre que pour chaque sommet ¢ de Q% il y a au plus deux fleches de

source ¢ et au plus deux fléches de but <.

Il y a au plus deux fléches de source 1. Il y a au plus deux fléches de but <.

La deuxiéme figure montre que pour chaque fleche 5 de Q% les propriétés 2 et 3 de la

définition de carquois aimable sont satisfaites.

96



7/
'.
Il y a au plus une fleche v, telle que Il y a au plus une fleche oy telle que
7B ¢ I et une fleche v, telle que 13 € 1. Pay ¢ I et une fleche ay telle que Sas € 1.

Finalement la propriété 4 suit directement de la définition de I'idéal 4.

4.7.2 Le carquois lié des algébres inclinées m-amassées de type A

Dans cette sous-section nous verrons une caractérisation du carquois lié d’une algébre incli-

née m-amassée de type A.

Rappellons qu'un cycle m-saturé est un cycle orienté de longueur m + 2 ot la composition
de deux fléches consécutives quelconques dans le cycle est zéro. Aussi rappellons que deux
relations r et ' dans le carquois lié (Q, ) sont dites consécutives §'il existe une marche
v =wr = r'w dans (Q, I) telle que r et 7’ pointent dans la méme direction et partagent une
fleche.

Pour la définition suivante nous fixons un naturel m > 2.
Définition 4.35. Soit C un cycle sans relations (qui peut étre orientée ou pas) et fixons

97



une orientation o ses fleches. Nous dirons qu’une algébre A = kQ/I est une algébre avec

racine C si son carquois lié peut étre construit comme suit :

1. Nous ajoutons au cycle C des carquois aimables de facon que le carquois résultant reste
atmable et soit connexe. Ces carquois aimables que nous avons ajouté les seuls cycles

qui peuvent avoir sont des cycles m-saturés. Nous appellerons ces carquois rayons.

2. Nous pouvons ajouter de relations dans le cycle C. Sile cycle C est orienté il doit avoir

au moins une relation.

Aussi, nous nous référerons au cycle C comme le cycle racine.
Dans ce qui suit soit € un cycle non saturé et A = k@ /I une algébre avec racine C.

Définition 4.36. Soit ¢ un sommet dans Q) (qui n’est pas dans un cycle m-saturé) dans
un rayon. On dira que c est le sommet d’union du rayon, si ¢ appartient aussi au cycle

racine.

Exemple 4.37. Soit A l'algébre donnée par le carquois li€ suivant.
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Alors, il existe deux cycles dans le carquois de A de sorte que A est une algébre avec racine.

Les sommets ¢y, ca, C3, ¢4 €t c5 sont sommets d’union.

Remarques 4.38. Soit € un cycle et A une algébre avec racine e.

1. Chaque rayon de A peut partager avec le cycle € un sommet ou au plus m+2 sommets.
Si partage seulement un sommet, ce sommet est le sommet d’union du rayon. Si partage
plus de un sommet est parce que le rayon et le cycle € sont connectés par I'intermédiaire

d’ un cycle m-saturé.

2. Dans chaque sommet d’union doit avoir au moins une relation impliquant au moins
une fleche de C.

Définition 4.39. Soit a un sommet d’union et p la relation dans le cycle racine l'impliquant.
La relation p est dite :
a) relation d’union interne du rayon si les deuz fleches de la relation appartiennent au

cycle racine.

b) relation d’union externe du rayon si une seule fleche de la relation appartient au cycle

racine.

Exemple 4.40. Soit A l'algébre de Uexemple antérieur. Les relations impliquant les som-
mets ¢y et cq sont des relations d’union externes et les relations impliquant les sommets ¢y, c3

et cs sont des relations d’union internes.

Maintenant nous allons assigner un sens a chaque relation dunion.

Définition 4.41. Soit p une relation d’union. Nous dirons que p est horaire (anti-horaire)

st la ou les fleches l'impliquant qui appartiennent au cycle racine sont orientées dans le sens

horaire (anti-horaire).

Exemple 4.42. Dans 'exemple antérieur les relations impliquant les sommets c1, co et ¢4
sont des relations d’union anti-horaires et les relations impliquant les sommets c3 et c; sont

des relations d’union horaires.

La proposition 4.32 nous permet de faire les remarques suivantes.
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Remarques 4.43. Soit A = kQ/I une algébre inclinée m-amassée de type A connexe.

1. Elle ne contient pas de cycles non saturés ou il existe un cycle € non saturé dans Q de

facon que A est une algébre avec racine e.
2. Dans le premier cas les uniques cycles possibles sont des cycles m-saturés.

3. Sim # 1, il peut y avoir des relations en dehors des cycles m-saturés, mais avec la
restriction suivante : il peut exister au plus m — 1 relations consécutives en dehors d’un

cycle m-saturé.

En particulier la remarque précédente nous dit qu’il n’y a pas d’unicité de type dans le cas
des algebres inclinées m-amassées puisque toutes les algébres inclinées m-amassées de type
A qui n’ont pas un cycle non saturé sont a la méme fois algébres inclinées m-amassées de

type A. L’exemple suivant ilustre cette remarque.

Exemple 4.44. Soit (Q), 1) le carquois lié associé a la 4-angulation A de P2 suivante.

Alors lalgébre kQ /1 est une algébre inclinée 2-amassée de type 1&2,2 et aussi de type Ay.

Par la suite nous considerons le cas ou I'algébre inclinée m-amassées de type A contient au
moins un cycle non saturé et par conséquent il y a au moins un cycle racine. Nous allons

choisir un et le fixer.
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La remarque suivante prend en compte les relations dans le cycle racine.

Définition 4.45. Soit p une relation dans le cycle racine. La relation p est dite relation
strictement interne si les deux fleches de la relation appartiennent au cycle racine, mais
elles n’appartiennent pas a aucun cycle m-saturé. En plus, on dira que la relation strictement
interne est horaire (anti-horaire) siles deux fleches l'impliquant sont orientées dans le

sens horaire (anti-horaire).

Soit «y, le nombre de relations strictement internes dans le sens horaire et «, le nombre dans

le sens anti-horaire.

Remarque 4.46. Soit C un cycle m-saturé qui partage au moins deuxr sommets i et j avec
le cycle racine. Alors, lorientation du cycle racine induit une orientation dans les fléches
du cycle C. C’est a dire qu’ il y a k fleches entre les sommets i et j orientées dans le sens

horaire et m 4+ 2 — k fleches orientées dans le sens anti-horaire.

Définition 4.47. Etant donné un cycle m-saturé C ayant au moins deuz sommets en com-
mun avec le cycle racine nous noterons [3,(C) le nombre de fleches de C qui ont l’orientation
induite anti-horaire moins un et B,(C) le nombre de fleches de C qui ont l'orientation induite

horaire moins un.

Observer que pour tout tel cycle C, 5,(C) 4+ 5i(C) = m.

Remarque 4.48. Soit C un cycle m-saturé comme dans la remarque précédente. Alors au

moins une des conditions suivantes est satisfaite.

1. il existe au moins k — 1 = [,(C) relations strictement internes anti-horaires dans le

cycle racine.

2. il existe au moins m — k + 1 = (,(C) relations strictement internes horaires dans le

cycle racine.

3. il existe un autre cycle m-saturé €' avec Bp(C") = B.(C) et Ba(C") = Br(C).
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Démonstration. Supposons que nous avons un tel cycle € avec k fleches entre les sommets
7 et j orientées dans le sens horaire et m + 2 — k fléches orientées dans le sens anti-horaire.

Alors, dans la (m + 2)-angulation correspondant nous avons la situation suivante.

(Pour simplifier la notation nous regardons les sommets des polygones extérieur et intérieur

modulo m).

Si nous voulons avoir un cycle non saturé impliquant les sommets 7 et 7, nous devons trou-
ver une partition de la région de P, ,, délimitée par la diagonale 7, le bord du polygone
extérieur qui se trouve entre les sommets 0 et kK — 1 dans le sens horaire, la diagonal j et le

bord du polygone intérieur qui se trouve entre les sommets £—1 et 0 dans le sens anti-horaire.

Ajouter un fléche au cycle non saturé dans n’importe quel sens correspond avec les sous-

angulations suivantes.
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m—1

m—2

fléche anti-horaire fléche horaire

Alors, quand on ajoute des fleches les nombres des sommets modulo m du polygone extérieur

et intérieur ne changent pas.

On a la méme situation quand on ajoute un cycle m-saturé qui partage seulement un fléche

avec le cycle racine (la fléche entre les sommets a et b). Voir la figure au-dessous.
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m—1

FiGURE 4.11  Cycle saturé anti-horaire

Quand on ajoute une relation dans le sens horaire on ajoute un a la valeur du sommet du
polygone extérieur et on soustrait un a la valeur du sommet du polygone intérieur. Voir la

figure suivante.

m—1

FI1GURE 4.12 Relation horaire

104



On a le cas dual si on ajoute une relation dans le sens anti-horaire. C’est a dire qu’on sous-
trait un a la valeur du sommet du polygone extérieur et on ajoute un a la valeur du sommet

du polygone intérieur.

Alors, si on ajoute m — k + 1 relations horaires le sommet du polygone extérieur va prendre
la valeur k —14+m —k+1=m = 0 (modulo m), et le sommet du polygone intérieur va
prendre la valeur k —1 —(m —k+1)=k—1—(k—1) =0 (modulo m).

D’aprés ces considérations on peut voir que les uniques fagons "de fermer" le cycle non saturé
(racine) qui contient les sommets i et j est de ajouter m — k + 1 relations internes dans le
sens horaire ot k£ — 1 relations dans le sens anti-horaire ot un autre cycle m-saturé avec k

fleches dans le sens anti-horaire et m — k + 2 fléches dans le sens horaire.

Cette remarque nous permet de faire la définition suivante.

Définition 4.49. Soit C un cycle m-saturé qui partage au moins deux sommets avec le cycle
racine. Nous dirons que le cycle C est horaire (anti-horaire) si la condition 1 (2) est
satisfaite. Si 3 est satisfaite ou 1 et 2 sont satisfaites simultanément, nous dirons que C est

horaire si B,(C) < B4(C) ou anti-horaire sinon.

Nous fixons la notation suivante, soient €, I’ensemble de tous les cycles m-saturés horaires

et €, '’ensemble de tous les cycles m-saturés anti-horaires.

Exemple 4.50. Soit C le cycle 3-saturé du carquois lié suivant et fizons comme cycle racine

le cycle de longueur 10.
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Alors, Bu(€) =1 et Bu(C) = 2. Comme oy, = 3 > B,(C), oy = 1 = B1(C) et Br(C) < Bu(C);

le cycle C est anti-horaire.

Définition 4.51. Nous définissons le nombre de relations internes horaires r, comme

De fagon analogue on peut définir le nombre de relations internes anti-horaires r,. Alors,

e = Qg + Z Ba(e>

Ced,

Exemple 4.52. Dans l’exemple antérieur le nombre de relations internes horaires est vy, = 3
et le nombre de relations internes anti-horaires est r, = 1+ 2 = 3. Alors v, = r, modulo

m = 3.
En général, nous avons la propriété suivante.
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Proposition 4.53. Soit A une algébre inclinée m-amassée de type A connexe avec un cycle
racine. S’il y a de relations internes dans le cycle racine, alors il y a le méme nombre
modulo m de relations internes horaires que de relations internes anti-horaires. C’est a dire

que 1, = 1rq modulo m.

Démonstration. D’abord, supposons que 'ensemble €,UC;, est vide. Alors, la discussion faite
dans la remarque 4.48 nous dit que chaque fois qu’on ajoute une relation horaire on doit, pour
pouvoir fermer le cycle racine, ajouter aussi une relation anti-horaire. De la méme remarque
on déduit que si on ajoute un multiple de m relations dans n’importe quel sens la valeur
des sommets des polygones extérieur et intérieur ne change pas. Maintenant supposons qu’il
y a un cycle € dans €,. Alors, il existent [5,(C) relations strictement internes anti-horaires.
Ensuite, o, = o), + B1(C) avec o, = a5 modulo m. Par conséquent, r, = o + [,(C) et
rn = ap + Br(C). Clairement 1, = r, modulo m. La méme ideé se généralise si on a un

nombre arbitraire de cycles m-saturés horaires et anti-horaires.

]

Exemple 4.54. L’algébre associée au carquois lié suivant est une algébre inclinée m-amassée

de type A.

)
A
\/

ouilyar=tim—1)+s (avec s <m —1 ) relations situées comme suit :

c%4>4>—> iy L e .
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dans le sens horaire et 7' =t'(m—1)+5" (avec s <m—1 et " =r mod m) relations situées

comme suit :

0=t =R 2 et el oy e dy —.

dans le sens anti-horaire. C’est 4 dire qu’il y a t > 0 (t' > 0) groupes avec m — 1 relations
consécutives et au plus un groupe avec s < m—1 (s < m—1) relations consécutives dans le

sens horaire (anti-horaire).

Le nombre des fleches entre le sommet by et le sommet e et entre le sommet dg et le sommet

f peut étre différent. De méme pour le nombre de (m + 2)-cycles dans chaque sens.

Pour finir ce chapitre nous résumons dans le corollaire suivant les résultats obtenus sur le

carquois lié d'une algébre inclinée m-amassée de type A.

Corollaire 4.55. Soit (Q, 1) le carquois lié d’une composante conneze d’une algébre inclinée

m-amassée A de type A. Alors (Q, I) satisfait les conditions suivantes :

(a) il est aimable.

(b) il existe un cycle non saturé C de facon que A est une algébre avec racine C.

(¢) s’il y a d’autres cycles, alors ils sont tous des cycles m-saturés.

(d) il peut ezister au plus m — 1 relations consécutives en dehors d’un cycle m-saturé.

(e) s’il y a des relations internes dans le cycle racine, alors il y a le méme nombre total

modulo m de relations dans le sens horaire que dans le sens anti-horaire.

]

Exemple 4.56. L’algebre donné par le carquois lié suivant est une algebre inclinée 2-amassée

de type 1&671.
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FIGURE 4.13 — Le carquois lié (Q, I) d’une algébre inclinée 2-amassée de type :ASGJ.

En fait, elle vient de la 4-angulation A de Py ;2 sutvante :

FIGURE 4.14 — La 4-angulation A de Fg 2.
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Chapitre 5

Algébres dérivées équivalentes a des

algébres inclinées m-amassées de type A

Comme dans le cas des algébres inclinées m-amassées de type A, la classe des algébres incli-
nées m-amassées de type A n’est pas stable sous I'équivalence dérivée : il est possible qu’une
algeébre inclinée m-amassée de type A soit dérivée équivalente a une algébre qui n’est pas

inclinée m-amassée de ce type. Nous verrons des exemples plus tard.

Egalement les algébres inclinées m-amassées de type A peuvent ne pas étre connexes. Désor-
mais nous travaillerons avec la composante connexe qui contient le cycle non saturé. Toutes
les autres composantes ont la méme forme que les algébres inclinées m-amassées de type
A, et par conséquent nous connaissons bien la classe d’équivalence dérivée de chacune (Voir

chapitre 2).

Notre objectif est de classifier toutes les algébres qui sont dérivées équivalentes a une algébre
inclinée m-amassée A de type A. Donc, ce qui nous reste a faire est de trouver toutes les
algébres connexes qui sont dérivées équivalentes a la composante connexe qui contient le

cycle non saturé.
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5.1 Algébres A-branchées

Rappellons qu'un cycle m-saturé est un cycle orienté de longueur m + 2 ou la composition

de deux fléches consécutives quelconques dans le cycle est zéro.

Dans ce qui suit nous devons fixer un plongement dans le plan. Ainsi, nous pouvons parler
de fléches orientées dans le sens horaire ou anti-horaire . Mais nous devons considérer que
cette notation est unique seulement au plongement prés, c’est a dire a ’échange des roles

des fleches dans le sens horaire et anti-horaire.
Maintenant nous sommes préts a définir le nombre de fléches horaires ou anti-horaires.

Soit 8§ I'ensemble de toutes les fléeches du carquois d’une algébre avec racine qui n’appar-

tiennent pas aux cycles m-saturés.

Définition 5.1. Le nombre de fléches libres horaires dans S est égal au nombre de fleches
horaires dans le cycle racine qui ne sont pas impliquées dans une relation d’union interne
plus le nombre de relations d’union internes horaires plus le nombre de fleches qui sont dans

les rayons associés aux relations d’union (internes ou externes) horaires.

Dualement on définit le nombre de fléches libres anti-horaires.

Nous conjecturons que les algébres qui satisfont a la définition suivante sont les algébres que

nous cherchons.

Définition 5.2. On dit qu’une algébre connere B = kQ/I est A-branchée si B satisfait

les conditions suivantes :

(a) il existe un cycle C dans Q) de sorte que B est une algébre avec racine C.

(b) dans le cycle racine le nombre total de relations dans le sens horaire 1), est le méme
modulo m que le nombre total de relations dans le sens anti-horaire r,.

(c) si|rp—ry =r=alm—1)47 (avec f < m—1), alors il doivent exister r+1+¢ fleches
libres qui n’appartiennent pas aux cycles m-saturés dans le sens horaire si v, > r, ou dans

le sens anti-horaire sinon, ot
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a—1, si f=0;
a, si B#£0.

Dans les exemples suivants on considére m = 2.

Exemple 5.3. L’algébre suivante est A-branchée.

Exemple 5.4. De méme, l’algébre suivante est A-branchée.
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[La remarque suivante suit de la proposition 2.35.

Remarque 5.5. Soit R un rayon du carquois lié associé a une algébre A-branchée.

Alors, I'algébre associé a chaque rayon est une algébre dérivée équivalente & une algébre

A-branchée. En effet elles sont équivalentes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons.

Lemme 5.6. Les carquois liés aimables

o by cp o - b cL .
rrrrrr / \ / \ Z / > b— c/ \
N AR

sont équivalents pour les inclinaisons et les co-inclinaisons, respectivement auz carquois liés

aimables
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ot tous les cycles sont m-saturés, le sommet z est le sommet libre du rayon et le sommet a

est le sommet d’union.
Démonstration. On applique a chaque carquois la transformation V.. O

Remarque 5.7. Le lemme précédent nous permet de supposer que tous les cycles m-saturés
d’un rayon (quand ils existent) se trouvent a l’extrémité opposée au sommet d’union. Donc,

chaque rayon a la forme suivante :

NN /N

ol le sommet a est le sommet d’union.

PN s

Observons qu’ici 'orientation de la partie linéaire n’est pas fixée comme dans la forme nor-

male des algébres inclinées m-amassées de type A.

5.1.1 Algébres solaires

Comme dans ce qui suit nous allons travailler avec les algébres qui satisfont aux carac-

téristiques décrites dans la remarque précédente, nous introduisons la sous-classe suivante

d’algébres A-branchées.
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Définition 5.8. On dit qu’une algébre B = kQ /I est solaire si B est une algébre A-branchée

dans laquelle chaque rayon du carquois lié associé est A-branché de la forme de la remarque
5.7.

Remarque 5.9. Il suit des remarques précédentes que toute algébre A-branchée est équi-

valente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algéebre solaire.

Exemple 5.10. L’algebre suivante est solaire.

FIGURE 5.1 — Algébre solaire

Définition 5.11. On considére un rayon R dans une algébre solaire. Soit a son sommet
d’union et « la fleche qui lui est adjacente. On dira que le rayon R est :
a) entrant dans le cycle racine si t(a) = a.

b) sortant du cycle racine si s(a) = a.

Exemple 5.12. Soit A l'algebre de I’ exemple antérieur. Les rayons contenant les sommets

c1,Co et cg sont entrants et les rayons contenant les sommets cs et ¢y sont sortants.
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5.2 Relations d’union

Rappellons que nous avons fixé un plongement dans le plan. Ainsi, nous pouvons parler de

fléches orientées dans le sens horaire ou anti-horaire.
Définition 5.13. Dans ce qui suit on dira qu’une algébre dont le carquois lié associé a la

forme Ny, ki no kor SUtvGNEE

1—>=2—>3—> g =l L sl ——>

1 —> 92 —> 3 —> sy ]

\J

avec ni,ng € N*, ki, ks € N et r € Z a la forme normale non orienté.

(o tous les cycles orientés sont m-saturés)

— ny est le nombre des fleches dans le sens anti-horaire.

— ky est le nombre des cycles m-saturés dans le sens anti-horaire.
ny est le nombre des fleches dans le sens horaire.

— ko est le nombre des cycles m-saturés dans le sens horaire.

— 1 est le nombre des relations dans le sens horaire si v > 0 ou dans le sens anti-horaire si
r < 0.

7| = 0 modulo m.

Selon la notation du dessin no =r+s+1+kyet ngy =n+ 1+ ky.
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Définition 5.14. On dira qu’une algébre dont le carquois li€ associé a la forme By, ,, ¢ suivante

1
et T
On+4t—1
n+t—1 n—+t o

1
vt

n+i .

Qn
73
’ m—+1
Otn+t+k—l/ X
0
/

ﬁnx b $

¥

™

3

L
—3

avec k,n,t € N* et n > 1 a la forme normale orienté.

Bint a k cycles m-saturés, n — 1 relations B;5;—1 (i € {1,--- ,n —1}) consécutives et n+t

fleches qui n’appartiennent pas auz cycles m-saturés.

L’ idée est de construire une suite d’équivalences dérivées permettant d’effacer successivement
les relations (quand c’est possible) des algébres solaires qui sont en dehors des cycles m-
saturés, nous amenant ainsi a une algébre de la forme normale (orienté ou non orienté).

Comme nous verrons dans cette section, toutes les relations d’union externes peuvent étre
éliminées mais les relations d’'union internes ne peuvent étre éliminées que par paires, une
dans le sens horaire et 'autre dans le sens anti-horaire, comme pour les algebres inclinées

iterés de type A.

Le lemme suivant sera utile par la suite et nous permet de supposer que deux cycles m-

saturés quelconques peuvent étre collés au sommet que nous choisissons.
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Lemme 5.15. Soient B et C deux cycles m-saturés. Supposons qu’ils sont collés au sommet
c. En appliquant la transformation V! on déplace le sommet ot le cycle B est collé avec le

cycle C un cran dans le sens du cycle B.

Démonstration. On applique la transformation V.

bny1 B :bs bmﬂ B rrb3 C3HC4V

bml+2 bl V! bm{Lz T/ C

> B \C/C\b —c
/ N 2 2 ¢ Cm+2

5.2.1 Relations d’union externes

Soit p une relation d’union externe et R le rayon correspondant. La proposition suivante (et
sa duale) nous permettent de supposer que la partie linéaire du rayon est orientée dans le

méme sens que la fleche qui est adjacente au cycle racine.

Supposons que le rayon sort du cycle. Alors nous sommes dans le cas suivant :

Lemme 5.16. Soit v la premiére fleche du rayon orienté dans le sens contraire a la fleche

adjacente au cycle racine. Alors, le carquois lié aimable

L~
d
o
. Cy o Cp<~—-C<~—D
i

N
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(ou les sommets d,b et a appartiennent au cycle racine)

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

Cq Co Cpo1 <—20Cp, - C

Démonstration. On applique la composition de transformations V., ---V, pour déplacer de
n crans a droite la fléeche ~. Finalement on applique la transformation V. pour faire rentrer
la fleche v dans le cycle racine.

O]

Dualement, si le rayon est entrant au cycle nous pouvons appliquer la composition de tran-
formations V/V/ --- V! pour déplacer la fleche dans le sens inverse a l'intérieur du cycle

racine.

Donc, on peut supposer que toutes les fleches du rayon sont orientées dans le sens de la fléche

adjacente au cycle racine.

5.2.2 Comment éliminer les relations d’union externes

Maintenant, nous sommes préts a voir comment éliminer les relations d’union externes. Com-
mencons par une relation d’union externe dont le rayon correspondant est sortant. Si le rayon

est entrant le processus est dual.

Lemme 5.17. Le carquois lié aimable
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a

|

1 <—Co Cpo1=<=—Cp=<—0b
by

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

Démonstration. On applique la composition de transformations V,, --- V. pour déplacer les

fléches a l'intérieur du cycle racine.

]

Finalement pour éliminer la relation d’union externe on applique le lemme suivant.

Lemme 5.18. Le carquois lié aimable
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est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

by
o

Démonstration. On applique la transformation V. pour éliminer la relation en méme temps

qu’on déplace la fleche impliquée a 'intérieur du cycle racine.

]

Par conséquent, si on a une relation d’union externe p dont le rayon correspondant n’a pas
de cycles m-saturés, une application des lemmes 5.17 et 5.18 donne une nouvelle algébre
qui est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a la forme originale d’ot nous
avons éliminé la relation p et déplacé le rayon a l'intérieur du cycle racine. Il reste & montrer
comment éliminer une relation d’union externe quand il y a des cycles m-saturés dans le

rayon correspondant.
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Lemme 5.19. Le carquois lié aimable

N
e

CCp=—0C

c<——9»

by

N

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

—

a
Cm+1
Cm—1 > Cm
c
/ b
p=—201
b
ou les cycles orientés sont m-saturés.
Démonstration. On applique la composition de transformations V, . V.. O

Jusqu’ici nous avons vu que toute algébre A-branchée est équivalente pour les inclinaisons
et les co-inclinaisons a une algébre solaire sans relations d’union internes. Pour arriver a une
algebre avec la forme normale (orienté ou non orienté) nous avons besoin de déplacer tous

les rayons correspondant aux relations d’union internes sur le cycle racine.
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5.2.3 Relations d’union internes

Maintenant on cherche a voir que pour les relations d’union internes on peut supposer que
la partie linéaire du rayon est orientée dans le méme sens que la fléche qui est incidente au

cycle racine.

Soit p une relation d’union interne et R le rayon correspondant. Supposons que le rayon est

entrant au cycle. Donc nous sommes dans le cas suivant :

Lemme 5.20. Soit v la premiére fleche du rayon orienté dans le sens contraire a la fleche

adjacente au cycle racine. Alors, le carquois lié aimable

| ,y

(ou les sommets x,c et z appartiennent au cycle racine)

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

Gl Cy Cn-1 Cn

Démonstration. On applique la composition de transformations Vc’1 --- V! pour déplacer la
fleche v de n crans vers la gauche. Finalement on applique la tranformation V. pour déplacer

la fleche v a l'intérieur du cycle racine.
O

124



Maintenant, nous sommes préts a voir comment déplacer le rayon R a 'intérieur du cycle

racine.

On commence avec le cas ou le rayon R a une partie linéaire non vide (d’aprés le lemme

précédent on peut supposer qu’elle est toute orientée dans le méme sens).

Lemme 5.21. Le carquois lié aimable

-~
T
cp o R
—_—— Oy
Cm+1 . . . e
z
-/
(o les cycles ©; sont m-saturés pour tout i € [1,--- n| et les sommets x,a; et z appar-

tiennent au cycle racine)

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable
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Démonstration. On applique la composition de transformations V,, , ---V,, pour déplacer
a I'intérieur du cycle racine la partie linéaire du rayon. Finalement on applique la transfor-

mation V, pour déplacer le cycle m-saturé C; a l'intérieur du cycle racine.

Une itération du lemme suivant nous permet de déplacer aussi les cycles Cy,--- ,C, a I'inté-

rieur du cycle racine.

Observons auparavant qu’en vertu du lemme 5.15 on peut supposer que les cycles C; et Cs

sont collés au sommet ¢,,.

Lemme 5.22. Le carquois lié aimable
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(p—1

an+2

Qn+1

(ou les cycles Cy et Cy sont m-saturés et les sommets x et z appartiennent au cycle racine)

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable
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G,
Qp, \
bm+2
Cmt1
z
e

Démonstration. On applique la transformation V! pour déplacer le cycle m-saturé Cy a

I'intérieur du cycle racine.

]

Remarque 5.23. Observons que d’aprés le lemme precédant quand on déplace les cycles
m-saturés a l'intérieur du cycle racine tous les cycles m-saturés partagent seulement une

fleche avec le cycle racine.

Il nous reste a voir le cas particulier ou le rayon R n’a pas une partie linéaire, c’est a dire

quand le rayon a seulement des cycles m-saturés.

Lemme 5.24. Le carquois lié aimable
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b 1%()

b14>62

a
b
c
est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a un carquois lié aimable ou le cycle
C partage une fleche avec le cycle racine.

Démonstration. 1l faut discuter les différents cas.

1. S’il n’y a pas de relation (interne) impliquant le sommet @ : on applique la transfor-

mation V, pour obtenir le carquois lié

\ /blg)bgr

bm — bm—l

— S — R

\%5 :

2. S’il n’y a pas de relation (interne) impliquant le sommet ¢ : on applique la transforma-

tion V} pour obtenir le carquois lié

bg‘)bg

\QH@%F(—@J

berl — bm
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3. S’il y a des relations impliquant les sommets a et ¢ : pour commencer, nous SuUpposerons
qu’au sommet ¢ il n’y a pas un autre cycle m-saturé € collé en c. Si c¢’est le cas on
travaille avec le cycle €' & la place du cycle C.

Puisque le cycle contenant les sommets a,b et ¢ est non orienté et non saturé, il ne
peut pas y avoir de chemin orienté de ¢ jusqu’au sommet a avec relations internes
impliquant chaque sommet. Donc, il existe un sommet ¢, ou le chemin qui commence

en ¢ arréte d’avoir des relations internes. C’est a dire :

c — C1 — Cpn—2 — Cn—1— Cp —

Maintenant on déplace le cycle C jusqu’au sommet ¢, en appliquant n fois la transfor-

mation V} :

bm+1 A— bm )

—\a

\

- 0y
~, |
b

l

' 614)b2"

%S%Q%@%@j

C;nfl C;rL—l
| 1
Cn co
_ %

et on arrive 4 une situation comme dans le cas 2.

5.2.4 Rayons sans relations d’union

Maintenant voyons le cas ou les rayons sont collés au cycle racine sans une relation d’union.

C’est a dire au moyen d’'un cycle m-saturé.
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Une itération du lemme suivant (et son dual) et du lemme 5.22 nous permet de déplacer un

tel rayon dedans le cycle racine.

Lemme 5.25. Le carquois lié aimable

(ou le cycle est m-saturé et les sommets ¢ et a appartiennent au cycle racine)

est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois lié aimable

~ b14>b27

A

by — b1

\Q%@—)Q/
s

Démonstration. On applique la transformation V; pour déplacer la fleche b — b, a l'intérieur

du cycle racine.
O

Observer que la méme preuve marche si les sommets by, --- ,b; (1 <7 < m—1) appartiennent

au cycle racine.

5.2.5 Comment rassembler les cycles saturés

Lemme 5.26. Soit (Q, 1) un carquois lié solaire sans rayons et avec des cycles m-saturés

de sorte que chaque cycle m-saturé partage seulement une fleche avec le cycle racine. Alors
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(Q,I) est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a un carquois lié ot tous les

cycles m-saturés sont collés deux a deu.

Démonstration. Supposons que nous avons deux cycles m-saturés C et B séparés par une

partie linéaire. Si dans la partie linéaire il n’y a pas de relation impliquant la premiére fléche

alors nous sommes dans un des cas qui se trouvent a gauche et la suite de transformations

les transforment dans les carquois a droite :

Cm C1 m+1 by

/N /\

e——c—d

Cm 1 Cl b1 bz
ViV, VIV VD) / \ / \
—
Cp — C——d
\ | \
02 Cm+1
Vi
S Y / \

cg—>c<~——d m+1

(les cycles qui sont dessinés sans orientation peuvent étre orientés arbitrairement).

Si par contre, dans la partie linéaire il y a une relation impliquant la premiére fléche alors

nous sommes dans un des cas qui se trouvent a gauche et la suite de transformations les

transforment dans les carquois

C2 Cm+1

[\

cl<70‘>a‘>

& droite :

/ \

/\/\

m+1 b——c<~—co~—0
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Cm Cl Cm, Cl a Am—1

/N ANCVAYA

Cmp1 ————¢C dﬂa;’b<—am+l Cmp1 ———C b= Oy — A1

(les cycles qui sont dessinés sans orientation peuvent étre orientés arbitrairement).

Si c’est nécessaire on peut déplacer les relations de la partie linéaire en utilisant :

Aj—2 —0j-1 aj = Aj41 7 G2 T4 T A aj+1

Alors, une itération de la procédure décrite pour chaque cas (et ses duals) nous donne
I’énoncé.

]

5.2.6 Comment faire que tous les cycles saturés partagent seule-

ment une fléche avec le cycle racine

Comme nous avons vu jusqu’ici, si les cycles m-saturés se trouvent dans un rayon quand
on déplace le rayon dedans le cycle racine on le fait de telle sorte que les cycles m-saturés
partagent seulement une fléche avec le cycle racine. Il nous reste a voir le cas particulier o1 il
y a des cycles m-saturés qui sont collés directement au cycle racine mais qui partagent avec

lui plus d’une fleche.

Selon la remarque 4.48 nous savons que si un cycle m-saturé partage avec le cycle racine
k — 1 fléches orientées dans le sens anti-horaire et m + 2 — k + 1 fléches orientées dans le sens

horaire, alors on est dans un des cas suivants.

(a) il existe au moins k — 2 relations strictement internes dans le sens horaire ou au moins

m + 2 — k relations strictement internes dans le sens anti-horaire.
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(b) il existe un autre cycle m-saturé qui partage avec le cycle racine k — 1 fléches orientées

dans le sens horaire et m + 2 — k + 1 fléches orientées dans le sens anti-horaire.

Si ¢’est la condition (a) qui est satisfaite, aprés avoir déplacé certaines fléches et certaines

relations, comme on a vu précedentement, on peut supposer qu’on a la situation suivante :

bk_l H bk:_24)bk_3 b2 - V bl - Cl 0\2 C3 VVVVVVVV | Ck_2 y Ck:

ou les sommets by_1 et ¢; appartienent au cycle racine.

Alors, une itération du lemme suivant nous donne le résultat cherché.

Lemme 5.27. Le carquois lié aimable

bt byl e et

ot le cycle est m-saturé, est équivalent pour les inclinaisons et les co-inclinaisons au carquois

l1ié armable

b1 —bg—2— b3 bp—— o c1 Cg Ch—2 & Cp—1 ¢ Ck

N

by —=Cmi2 - Crpa

ot le cycle est m-saturé.
Démonstration. On applique la composition de transformations V., V,,.

]

En vertu de (I'itération de) ce lemme on peut toujours supposer que tous les cycles m-saturés,
qui sont collés au cycle racine, et qui satisfont a la condition (a) partagent avec lui seulement

une fléche.

Pour le cas (b) on peut supposer que les deux cycles m-saturés partagent un sommet. Alors

une itération du lemme 5.15 nous donne le résultat cherché.
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5.3 Algorithme pour arriver a la forme normale

Proposition 5.28. Si A est une algébre A—bmnche’e, alors elle est équivalente pour les

inclinaisons et les co-inclinaisons a une algebre de la forme Ny, gy nokor-

Démonstration. Le résultat suit de I'éxécution de I'algorithme suivant :

lére étape Pour chaque relation d’'union externe déplacer le rayon correspondant a I'inté-
rieur du cycle racine au méme temps qu’on élimine la relation au moyen des lemmes

5.16, 5.17, 5.18 et 5.19.

2éme étape Pour chaque relation d’union interne déplacer le rayon correspondant a I'inté-

rieur du cycle racine au moyen des lemmes 5.20, 5.21 et 5.22.

3éme étape Pour chaque rayon sans relation d’union déplacer le rayon a I'intérieur du cycle

racine au moyen des lemmes 5.25 et 5.22.

4éme étape Rassembler tous les cycles m-saturés au moyen du lemme 5.26. Cela nous

donne aussi un rassemblement de la partie linéaire.

5éme étape Rassembler tous les cycles m-saturés horaires. Cela nous donne aussi un ras-

semblement des cycles anti-horaires :

am al Cm Cl am CL1 Cm Cl

/\/\/\ Lﬂ%/\/\/\

6éme étape Rassembler toutes les fléches dans le sens horaire :

a b c d »Lbl> a b c d

7éme étape Déplacer les relations :

asi_o aj—1 a; — Aj41 — aj—2 a; — a1 Qj4+1



8éme étape Aprés avoir itéré les étapes 6éme et 7éme autant de fois que nécessaire, on

peut supposer que la partie linéaire a la forme suivante

N

et éliminer les relations internes par paires (une dans le sens horaire avec une dans le

sens anti-horaire) :

c c
7N VRN
by by by by
S B | |
Q2 CL} Q2 a1

Observons qu’il n’est pas nécessaire qu’on ait le méme nombre de relations dans le sens
horaire que dans le sens anti-horaire. Donc, si «y est le nombre de relations internes
dans le sens horaire et «, le nombre de relations dans le sens anti-horaire on aura

finalement |ay, — | relations dans le sens ou le nombre est le plus élevé.

Exemple 5.29. Soit A l'algebre inclinée m-amassée de 'exemple 4.33-2. Alors si on
applique Ualgorithme vu ci-haut & A avec le cycle de longueur plus petite comme le

cycle racine on obtient l’algébre B donnée par le carquois lié suivant :

136



qui a deux relations dans le sens horaire et aucune relation dans le sens anti-horaire.

O

Le corollaire suivant justifie pourquoi notre algorithme finit quand on arrive a une algébre

de la forme Ny, ki .no ko OU Byt

Corollaire 5.30. Si A est une algébre A—bmnchée, alors elle est équivalente pour les incli-

naisons et les co-inclinaisons a une algébre inclinée m-amassée de type A.

Démonstration. Nous savons que A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons
a une algébre N avec la forme normale (orienté ou non orienté). Soit r le nombre de relations
consécutives que l'algébre N contient. On peut écrire r = a(m — 1) + § avec § < m — 1.
La condition (¢) de la définition de A-branchée nous dit que il y a 7 4 1 + ¢ fleches qui

n’appartiennent pas aux cycles m-saturés ou

a—1, si §=0;
E =
a, sif#0.

Alors en utilisant la procédure décrite dans la 7éme étape de I'algorithme antérieur on peut
déplacer les relations de facon a former « groupes avec m — 1 relations consécutives et un
dernier groupe avec (3 relations consécutives. En plus on peut séparer chacun de ces groupes
par seulement un sommet sans relations I'impliquant. Ces algébres sont toujours inclinées

m-amassées de type A. [
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Remarque 5.31. Nous avons vu dans la démonstration antérieure que les algébres de la
forme Ny, k) nokor €t Bin e sont équivalentes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons aux

algébres inclinées m-amassées de type A.

Un des principaux objectifs de ce chapitre est de montrer que la réciproque du corollaire
5.30 est également vraie. Ceci signifie que les algébres qui sont dérivées équivalentes a la
composante connexe des algébres inclinées m-amassées qui contienent le cycle non saturé
sont précisément les algebres A-branchées. Pour les autres composantes nous savons déja

que sont les algébres branchées (ou plus précisément A-branchées).

Rappelons qu’étant donné une paire (a,b) € Nx N, on note (a, b)* la fonction caractéristique
de I'ensemble {(a,b)} C N x N.

Proposition 5.32. Soit N = Nt ko ko la forme normale non orienté définie dans la

section 5.2. Alors, si ¢y est la fonction d’Avella-Alaminos et Geiss, nous avons :

¢N = ((m— 1)]€1 —i—n1 +7’,n1 — /{31)* + ((m— 1)]{32 +7L2 — T, Ny — kz)* + (]{31 +k2)(0,m+2)*

Démonstration. Soit (Q, I) le carquois lié associé a la forme normale non orienté. Nous allons

étiqueter les fleches de ) comme suit.

Soient By, B1, ..., Bnik, les fleches du cycle non orienté irréductible dans le sens anti-horaire,
ou la source de [y est 0, I'unique source du carquois, et (3,1, ... 3150 n’appartient pas a
I. En outre, soient ag,a,...,Qy151k, les fléches dans le sens horaire, ou la source de ay
est aussi 0, 451k, - - - 10 Nappartient pas a I et par contre o;a; 1 appartient a I pour
tout ¢ € {1,---,7}. Pour chaque j € {1,2...,ky} soient 7,77, ... ,’y]mﬂ,oz;ﬁﬂ les m + 2
fleches du 7™ cycle orienté dans le sens horaire et pour chaque j € {1,2...,k}, soient
0;,0%,... ,5;”“,6?” les m + 2 fleches du j¢™¢ cycle orienté dans le sens anti-horaire. Voir
ci-dessous.
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. . . Qr4s+1 m+1 .
/. 77“2/
[e7s)
1
Ve
Qrtstko
ﬁ’n-‘rkl
1
61@1
Bo = \

8 o
n+1 1

B B B B

+1 1
57" i

Le terme (k1 + k2) - (0, m + 2)* suit de I'étape (3) de I'algorithme 1.13. Avant de poursuivre,

rappelons que le nombre total des fleches dans le sens horaire est

no=1r+s+1+ ks

et le nombre total de fleches dans le sens anti-horaire est

n1:n+1—|—k‘1

On commence 'algorithme avec le fil permis Hy = hyg,), alors Iy = (3, et le fil permis qui
commence ot le fil interdit 1l commence est H; = ap. On peut résumer 'algorithme dans

le tableau suivant :
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Ho = hu(go)
Hy = ag
Hy = oy
H, = a,

— 51
HT+1 - 5k1 C Otk QO
Hr+2 = 6]6%

Hr+m - 5]21

1
_ 51 m+1
Hyymi1 = 6k1—1 ’ 51

_ 52
Hr+m+2 - 5k1_1
Hr+2m = 52;_1

Hyg (g~ 1yms1 = 01 - 65+

Hr+(k171)m+2 = 5%

Hr+k1m - 5?
_ cm+1
Hr+k1m+1 - 51

Hr+k1m+2 = hs(ﬂn)

= hs(52)
Hr+k1m+n+1 = hs(ﬁl) = H,

Hr+k1m+n

]-_—[0:60

Iy = pi(ao)
Iy = pyay)
HT = Pt(ar—1)

1 = Pyt )
2 = pyaz )

HTer = pt(&z)
Wytme1 = Pyst )
Wrpmiz = pisz )

Hr+2m = pt(d;”l )

Hrg (k1 —1ym+1 = Py(sty

Hr+(k1—1)m+2 = Py(s2)
Hr—i—klm = Do)
Hr+k1m—|—1 = /Bn

Hr+k1 m+2 — 571— 1

Hr+k1 m+n — Bl

Les uniques fils interdits de longueur différente de zéro sont les fléeches (. Puis, nous avons
la paire (r + kym +n + 1,n + 1), et comme n + 1 = n; — ki, nous obtenons la paire

(r+ (m— 1)k +nqy,ny — k).

Puisque tous les fils permis n’ont pas été utilisés, nous continuons l'algorithme avec le fil

permis Hy = 7%25%;91 - -+ Bp. Le tableau suivant résume cette partie de I’algorithme.
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Hy = %};Qﬁmrkl -~ Bo
Hy = %%2

Hm—l - '7]?;
_ Al m+1
Hm - ’ykgfl ' ’ykz

2
Hpy1r = Via—1

Hm+(m71) - 72;71

_ A1 m—+1
Hyp = V-1 N

Hgy—tym = 71 -5

Hgy—tymy1 = 7%

Hky—1ymt(m—1) = 11"

o = pyp )
= piesp,)

Hm—l = pt('yfc';)
W = Piyi )

W1 = piiyz )

Hm+m—1 = pt(éﬁ)

H?m - pt(%il—l)

Wiy —1ym = Pecap)

H(kz—l)m—i-l - pt(vf)

Hkgm—l = Olpgg

Hkgm - hs(ozH_S) Hkgm = Opgs-1
Hk:ngrsfl - hs(aT+2) Hkngrsfl = Q41
Hkgm—l—s = hs(ar+1) szgm-‘,—s = QO

Hyymts+1 = Hy
Les uniques fils interdits de longueur différente de zéro sont les s fleches «,.; avec ¢ €
{1,---,s} de longueur 1 et le chemin «, - --ay de longueur r + 1. Alors on obtient la paire
(mky+ s+ 1,s+r+1). En utilisant 'equation s+ 7+ 1 = ny — ko on peut réécrire la paire

comme ((m — 1)ky +ny — 7,19 — ko).

Puisque chaque fil permis a été utilisé, I’algorithme est fini.
m

Corollaire 5.33. Soient N = N, ki nokor €t N' = Nyt w1 pr 10 0 deuz formes normales qui
1,71,N2,Rk2, 1,701, M9,Rg,

sont dérivées équivalentes. Alors |r| = |r'| (mod m).

Démonstration. Comme N et N’ sont dérivées équivalentes on a que ¢y = ¢n/. De ¢y on
obtient, en particulier, les paires ((m — 1)ky +ny +7,ny — k1) = (mky +7r+n+1,n+1)
et ((m —1)ky +ng —r,ng — ko) = (mha + s+ 1,7+ s+ 1) et par conséquent, les nombres

141



mki+r4+n+1—(n+1) = mky+r et mka+s+1—(r+s+1) = mky—r. En faissant le méme
avec ¢ys on obtient les nombres mk] + r’ et mkj, — 1’. Si on regarde ces nombres modulo
m on obtient I'ensemble {r, —r} pour N et I’ensemble {r',—r'} pour N’. En conséquence,

|| = || (mod m) comme on voulait. L

Proposition 5.34. Soit By, la forme normale orienté définie dans la section 5.2. Alors,

OB, = =10+t +mk+1Ln+t)" +k-(0,m+2)"

Démonstration. Soit (Q,I) le carquois lié associé a la forme normale orienté.

+1
Ve T
Qpt—1
) n+t—1 n+t it

m—+1

Yo .
+1 /
Qn

7

n . o
T Ocn+t+k1/ X
— VVV 0 T
671,—2 I// BO :

. B1
N
Alors (@, I) a k cycles m-saturés, n — 1 relations ;6,1 (i € {1,--- ,n — 1}) consécutives et

n + t fléches qui n’appartiennent pas aux cycles m-saturés.

On commence l'algorithme avec le fil permis Hy = By itik—1 - @ fBn_1. Alors,

Hy = Boonttsk—1- - onfBn1  Ilo=p

Hy =B I} = po
Hn72 = ﬁnf2 Hn72 = Pn-1
H, 1 = Hy
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et on obtient la paire (n — 1,0).

On continue ’algorithme avec le fil permis Hy = h,,. Donc,

HO - hn

Hy =7

Hy = V%

H,, = "

Hm+1 - 721 : 7T+1 s O
Hm+2 = '722

Hopm = 73"

| m+1
Hop = V3 Yo

He—tyms1 =7 - iy

H—1yms2 = 713

_ . m+1
Hymer =,

Hkm+2 = hn+t— 1

Hkm-l—t - hn+1
Hkm+t+1 - hn - HO

o= B 5o
L = Py
Iy = Di(+3)
I = oy

Hm—H - pt(’le)

Hm+2 - pt(vg)

Hom = Petyy)

Hom41 = Pyt

H(k—l)m+1 = Pt(v})

He—1ymt2 = Pe2)
I, = Pty
i1 = Qg1

Hkm+2 = Optt—2

Hkm+t = Oy

Les uniques fils interdits de longueur différente de zéro sont les ¢ fleches «,,.; avec @ €

{0,--- ,t—1} de longueur 1 et le chemin §,_1 - - Sy de longueur n. Alors on obtient la paire

(t+mk+1,n+t).

Puisque chaque fil permis a été utilisé, cette partie de I'algoritme est finie.

Le terme k - (0, m + 2)* suit de étape (3) de l'algorithme.

Corollaire 5.35. Les algebres correspondants aux formes normales By 1 €t Ny, iy no kor NE

sont pas dérivées équivalentes.
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Démonstration. Si By, est dérivée équivalente & N = Ny, 1, n, ko les fonctions ¢y et ¢p, , ,

doivent étre identiques. On verra que cela est impossible. Supposons que

((m—l)k‘1+n1+r,n1—k1):(t+mk+1,n+t)
((m—=1)ky +ng —r,n9 — ko) = (n—1,0)
k-(0,m+2)= (ki +k2)-(0,m+2)

En outre, comme le nombre des fleches est aussi un invariant dérivé, on a I’équation
ni+ng =n+t+k(m+2)

Alors, on a (m—1)ky+n,+r = t+mk+1 = ny+ny—n—2k+1 et r = no—n+1-2ky—(m+1)k;
d’ott on obtient n — 1= (m — 1)ky+ng —r=(m~+1)(k; + ko) +n — 1 et (m+ 1)(ky + k2)
doit étre zéro. Donc, k1 = ks = k = 0 et comme ny — ky = 0 nous obtenons ny = 0, ce qui

est absurde.

Si par contre nous supposons que

((m =Dk +n14+r,n —k)=(n—1,0)
(m = 1)ky +ny —1,m9 — ko) = (t +mk +1,n +1)
k-(0,m+2)= (ki +k2)-(0,m+2)

un calcul analogue nous donne ’absurdité n; = 0. O]

Proposition 5.36. Soit B une algébre connexe avec un cycle racine qui est dérivée équiva-

lente a une algébre inclinée m-amassée de type A, alors B est A-branchée.

Démonstration. Comme B est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-amassée de type
A, nous savons que B est aimable et dérivée équivalente & une algébre N = Ny, k1 g ko OU
Byt ot |r| = 0 modulo m dans le premier cas et n — 1 = 0 modulo m (mais n — 1 # 0)

dans le deuxiéme cas.

Supposons que la difference entre le nombre de relations internes horaires et anti-horaires
pour B est r’. Alors, si on applique I'algorithme de la proposition 5.28 on obtient que B est
dérivée équivalente a une algébre de la forme anl Ky kS le cycle racine est non orienté
ou a une algebre de la forme By 1414 s'il est orienté. Ensuite, si B est dérivée équivalente

a une algebre de la forme Ny s 1s v, le corollaire 5.33 nous donne que [r'| = |r| modulo
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m et comme N est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-amassée de type A, nous
savons que |r’| = |r| = 0 modulo m. Maintenant supposons que B est dérivée équivalente a
By y141¢. 11 nous reste a voir que le cycle racine de B contient au moins une relation. Cela

suit directement de I'égalité ¢p = ¢p, , ,-

Finalement, soit ' = a(m — 1) + 5 (avec f <m — 1) et

a—1, si f=0;
E =
a, sif#0.

et supposons que 7" > 0 (Alors, les relations se trouvent dans le sens horaire). Si on n’a pas
au moins 7’ + 1 + ¢ fléches qui n’appartiennent pas aux cycles m-saturés dans le sens horaire
du cycle racine, alors les 7’ relations ne peuvent pas étre séparées dans groupes avec au plus
m — 1 relations consécutives. En conséquence, B ne peut pas étre dérivée équivalente a une

algébre inclinée m-amassée de type A.
O

Finalement nous arrivons au résultat principal de ce chapitre lequel classifie toutes les al-
gébres connexes qui sont dérivées équivalentes a la composante connexe qui contient le cycle

racine, des algébres inclinées m-amassées de type A.

Théoréme 5.37. Soit A une algébre connexe avec un cycle racine dans son carquois, les

conditions suivantes sont équivalentes

(a) A est une algebre A-branchée .

(b) A est équivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a une algeébre de type Nnhkhna,kw
ou By 4.

(¢) A est dérivée équivalente a une algébre de la forme Ny, k) nokor 0U Bint.

(d) A est dérivée équivalente a une algébre inclinée m-amassée de type A.

Démonstration. (a) implique(b) Cela suit du corollaire 5.30.

(b) implique (c¢) Il a été prouvé par Happel dans [21] que, si A et B sont équivalentes pour
les inclinaisons et les co-inclinaisons, alors elles sont dérivées équivalentes.

(¢) implique (d) En vertu de la remarque 5.31, on sait que les algeébres de type an,k17n2,k2/’“
ou By, sont équivalentes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons a des algébres inclinées
m~amassées de type A

(d) implique (a) Suit du corollaire 5.36.
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Maintenant voyons un exemple qui montre que I'invariant ¢ d’Avella-Alaminos et Geiss n’est
pas un invariant complet dans I’ensemble des algébres A-branchées. Rapellons que dans le

théoréme 2.41 du chapitre 2 nous avons montré que pour les algebres branchées c’était le cas.

Exemple 5.38. Soit m = 2 et soient A et B des algébres A-branchées qui ont la forme
normale ]%74,573,1 et ]V7757472,_1 respectivement. Alors ¢o = ¢p mais clairement A et B ne

sont pas dérivées équivalentes.

Nea5,31 Nrsao -1

Finalement voyons I’exemple suivant.

Exemple 5.39. Soit A l'algébre solaire (en particulier A—bmnche’e} donnée par le carquois

lié suivant.
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On peut éliminer la relation d’union externe en appliquant ’étape 1 de algorithme 5.28.

Alors nous obtenons ’algebre A" donnée par le carquois lié suivant.

Deuzxiement on peut déplacer le rayon correspondant a la relation d’union interne en appli-
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quant I’étape 2 de ’algorithme 5.28. Alors, nous obtenons l'algébre A” donnée par le carquois

lié suivant.

Apres nous rassemblons toutes les fleches dans le sens horaire et anti-horaire et les trois
cycles. Finalement, nous déplagons les relations internes (il y a une dans chaque sens) jus-
qu’aux sommets qui sont les buts des deuz fleches qui sortent de 'unique source du carquois.

Pour conclure, nous éliminons les relations internes pour obtenir l'algébre A" donnée par le

carquois lié sutvant.
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Clairement A" est une algebre inclinée 2-amassée de type A.
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Conclusion

Les théoremes principaux de cette thése donnent une caractérisation des carquois liés des
algébres de dimension finie qui sont derivées équivalentes a des algébres inclinées m-amassées
des types A et A. Notamment, nous avons vu que tous ces carquois liés sont aimables. Il
serait intéressant de montrer que, comme dans le cas m = 1, ces types sont les uniques types

pour lesquels les algébres inclinées m-amassées sont aimables.

Dans [16] nous avons étudié la cohomologie de Hochschild de la classe des algébres dérivées
équivalentes a des algébres inclinées m-amassées de type A. D’une facon semblable on pourra
calculer la cohomologie de Hochschild pour la classe des algébres derivées équivalentes a des

algébres inclinées m-amassées de type A.

Aussi, avec la caractérisation en termes de carquois liés que nous avons trouvé il semble facile
d’étudier la 7-complexité des algébres branchées et A-branchées dans le but de généraliser

les résultats de Purin [25] pour les algébres inclinées amassées.

Finalement, il reste encore le probléme ouvert de trouver les algébres inclinées m-amassées
des types D, ]15, E, et E et la classe des algébres qui sont dérivées équivalentes a elles.
L’approche doit étre différente de celle que nous sommes utilisée ici parce que, comme les
exemples le montrent, ces algébres ne sont généralement pas aimables. En particulier on doit
utiliser des invariants dérivés comme le déterminant de la matrice de Cartan qui rendent les

calculs plus compliqués que l'invariant ¢ que nous avons utilisé.
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