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RESUMEN DEL ARTÍCULO: “Linearly implicit splitting methods for higher space-dimensional parabolic differential equations”.

1-INTRODUCCIÓN
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El problema considerado es resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales parabólicas de la forma:

en un intervalo de t, conociendo el valor de u(t0 ,x) y siendo constante u(t ,x) en la frontera de la región acotada

determinada por  x = (x1 ,x2 ,...,xr).  Se supone, además, que los operadores Gi son lineales.

De la discretización del problema mediante diferencias finitas se obtiene el siguiente sistema de EDOs:
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, donde las fi (splitting function) corresponden a cada Gi , mientras que f es la llamada splitting formula y m es la cantidad de divisiones de la grilla.

Como en general, el sistema anterior es rígido, se requieren una mayor cantidad de operaciones para resolverlos. Más adelante se considerarán operator splitting methods basados en las anteriores fi , en cuyo caso se obtienen Jacobianos tridiagonales, los cuales son menos costosos para computar y operar.

2-SPLITTING FORMULAS

Para el sistema de EDOs de la sección anterior se presenta una splitting formula general de s iteraciones:
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vn: solución calculada en t = tn

(n: paso del t
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Como ejemplo, se muestran splitting formulas conocidas.

La primera es ADI (alternating direction implicit method) y tiene consistencia de orden 2.
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La segunda es LOD (locally one-dimensional method de Yanenko) que tiene consistencia de orden 1.

[image: image39.wmf](

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

=

+

=

=

+

+

+

+

+

+

-

-

+

+

+

+

-

+

-

+

+

+

)

2

(

1

1

)

(

1

1

1

2

1

)

1

(

1

)

(

1

)

1

(

1

2

1

)

1

(

1

)

(

1

)

0

(

1

,

,

r

n

n

j

r

n

n

j

r

n

j

r

n

j

r

n

i

n

n

i

n

i

n

i

n

n

n

v

v

v

t

f

v

v

v

t

f

v

v

v

v

TRAPSP

t

t

La última es  TRAPSP (trapezoidal splitting method) de consistencia de orden 2.

Para el estudio de estabilidad se asume que el sistema de EDOs se puede escribir como una transformación lineal: 
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 (Problema test)

Se asume, además, que para las normas de las matrices logarítmicas de las Ai , se cumple ( [Ai] ( 0. 

Por lo tanto, la solución del PT cumple: 
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Aplicando la splitting formula general al PT se obtiene (con paso constante (): vn+1 = R(( A1,...,( Ar) vn, donde R es llamada matriz de amplificación que define la función de estabilidad de la splitting formula. Entonces, lo que se exige al método para que se cumplan (2.1) y (2.2) es: 
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En general, para un método cualquiera, se define la función matriz de amplificación como:
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Se definen dos conjuntos de splitting formulas:

· U  = 
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· UC = 
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Se definen la A-estabilidad y la L-estabilidad como sigue:

· Una splitting formula es A(AC)-estable si pertenece a U (UC) y su matriz de amplificación verifica la ecuación (2.3).

· Una splitting formula es L(LC)-estable si pertenece a U (UC) y su matriz de amplificación verifica la ecuación (2.4).

Suponiendo que la matriz de amplificación puede factorizarse como 
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, y utilizando un resultado que acota la norma de una matriz, se obtienen los siguientes resultados:

· Si la splitting formula pertenece a UC , se tiene para la matriz de amplificación:
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Entonces, si 
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· Si la splitting formula pertenece a U , se tiene para la matriz de amplificación:
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Entonces, si 
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Para el método ADI, la matriz de amplificación es: 


[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

1

2

1

2

1

2

2

2

1

,

A

I

A

I

A

I

A

I

A

A

R

t

t

t

t

t

t

+

-

+

-

=

-

-

, donde el segundo y el cuarto factor no están acotados por 1, por lo que ADI no es A-estable. 

Pero conmutando estos factores resulta: 
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, donde cada expresión entre paréntesis rectos está acotada por 1, por lo que ADI es AC –estable.

Para el método LOD, la matriz de amplificación es: 
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, por lo que el método es A-estable para ( ( ( y L –estable para ( = 1.

Para el método TRAPSM, si las Ai conmutan, la matriz de amplificación puede escribirse como:
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, por lo que el método es AC –estable.

En resumen, existen splitting formulas L-estables de consistencia de orden 1 o sólo AC –estables de consistencia de orden 2.

3-SPLITTING FORMULAS LINEALES IMPLÍCITAS

Se buscan ahora splitting formulas L-estables de consistencia de orden 2, en las que sólo haya que resolver ecuaciones lineales. Los métodos presentados a continuación se basan en los métodos RK adaptativos, en los que sólo se resuelven ecuaciones lineales implícitas.

Se define una  locally one-dimensional, linearly implicit splitting formula (LISM) así:
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con 
[image: image19.wmf](

)

{

}

{

}

1

2

,...,

0

,

,...,

1

,

,

)

(

1

)

(

1

-

Î

Î

-

+

=

+

+

r

j

r

i

v

T

v

c

t

f

K

j

n

i

j

n

j

n

i

ij

t


Estabilidad

Por razones de estabilidad, las matrices Ts son aproximaciones del jacobiano 
[image: image20.wmf]w
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; as , cs y bi j son parámetros, mientras que R0(*) y R1(*) verifican 
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, donde R0(*) es una aproximación de ez de  al menos orden 1. Además, se supone que las últimas r iteraciones son linealmente implícitas.

Como ejemplo, si se aplica LISM a la clase U , eligiendo Ts = As y R0(*)(z) = (1 –z)-1 , se obtiene L-estabilidad pero no se alcanza consistencia de orden 2 con esta elección.

Consistencia

Ahora, para forzar al método a que tenga consistencia de orden 2, se hace el desarrollo de Taylor de la solución exacta de la ecuación y se fijan los parámetros según Ts sea o no una aproximación del jacobiano 
[image: image22.wmf]w
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. Siempre es posible resolver este sistema de condiciones de orden, el cual es indeterminado, lo que permite fijar algunos parámetros de modo de reducir otros costos computacionales.

Como ejemplo de métodos linealmente implícitos se consideran las siguientes opciones para R0(*) :

· F1: 
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· F2: 
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· F3: 
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· F4: 
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Dependiendo de si Ts es una aproximación del jacobiano 
[image: image27.wmf]w
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 o es arbitraria se denotan los métodos:

· LISM1: Ts es una aproximación del jacobiano

· LISM2: Ts es arbitraria

Al combinar ahora LISM1 o LISM2 con la función racional F1, se obtienen los métodos L-estables LISM1F1 y LISM2F1. Por otro lado, al combinar con F2, se obtienen los métodos A-estables LISM1F2 y LISM2F2.

Otra opción es el método LTRAP: usar F3 para los r primeros pasos y F4 para los r últimos.

B-consistencia

Los estudios anteriores de consistencia se llevaron a cabo utilizando el desarrollo de Taylor sin considerar la rigidez del problema, lo que provoca que el orden de consistencia que alcanza el método es menor de lo esperado debido a que aparecen derivadas muy grandes.

Se supone además que la solución w(t) satisface 
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, con Mk y Li constantes reales independientes de la rigidez del problema.

Para eliminar estas derivadas grandes se define un método B-consistente de orden q para un problema que satisface la condición de Lipschitz a uno que cumple que el error local está acotado por C(q+1.

De la definición anterior se llega a que un LISM para r = 2 es B-consistente de orden 1 para problemas lineales con  f perteneciente a UC si su matriz de amplificación tiene la forma:

· 
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Éstos también son AC –estables.

El resultado anterior también es aplicable para problemas con condiciones de borde no homogéneas.

En general no es aplicable para r = 3.
Los métodos LISM1F2, LISM2F2 TRAPSP y LTRAP  son también B-consistentes de orden 1.

4-RESULTADOS NUMÉRICOS

En esta sección se comparan los resultados obtenidos mediante TRAPSP y los métodos LISM presentados en la sección 3, todos con control de avance. Para resolver las ecuaciones implícitas en TRASP se utilizó el método iterativo de Newton. Al finalizar cada método se compararon los resultados hallados con la solución exacta en cada punto de la grilla.

Ejemplo 1:

· 
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, de 0 a 1 en [0,1]2.
Como la solución exacta es un polinomio en x y y , no hay error en la derivada espacial al reolver el sistema de EDOs.

Para ( = 0, A1 y A2 conmutan, por lo que LISM1F1 (L-estable) y LISM1F2 (A-estable) se comportan mejor que TRAPSP y LTRAP (AC –estables).

Para ( = 100, A1 y A2 no conmutan, por lo que LTRAP  y TRAPSP no se comportan tan bien como LISM1F2. En este caso, la L-estabilidad de LISM1F2 hace que se comporte mejor que los otros métodos.

Ejemplo 2:
· 
[image: image33.wmf])
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, de 0 a 10 en [0,1]2.
En este caso, el método LISM1F1 (L-estable) se comporta mejor que TRAPSP (AC –estable).

Ejemplo 3:

· 
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Los métodos LTRAP y TRAPSP se comportan mejor que LISM1F1, y esto puede ser que ocurra porque el orden de  B-consistencia de LTRAP y TRAPSP en este tipo de problemas con condiciones de borde no homogéneas.

5 CONCLUSIÓN

Los métodos derivados aquí tienen consistencia orden 2, son A y L-estables y tienen en general B-consistencia de orden 0. Por otro lado, el trapezoidal splitting method es sólo AC –estable pero B-consistente de orden 1.

Los resultados numéricos muestran que, dependiendo del problema, la L-estabilidad es más importante que la B-consistencia.
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