METODOS RUNGE-KUTTA IMPLICITOS-EXPLICITOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DEPENDIENTES DEL TIEMPO (RESUMEN)

Uri M. Ascher, Steven J. Ruuth, Raymond J. Spiteri  -  13 Marzo 1997

Los esquemas de discretización en el tiempo multipaso lineales implícitos-explícitos (IMEX) para resolver ecuaciones diferenciales parciales han sido probados con buenos resultados en muchas aplicaciones. Sin embargo, muchas veces tienen restricciones indeseables en los pasos de tiempo cuando se aplican en problemas de convección difusión, salvo que la difusión domine fuertemente donde es mejor utilizar un esquema de diferenciación hacia atrás. En este artículo se desarrolla el método IMEX de Runge-Kutta que tiene regiones de estabilidad mejores que otros métodos conocidos para un amplio rango de parámetros.

INTRODUCCION

Los esquemas de discretización en el tiempo implícitos-explícitos (IMEX) son un ejemplo de la utilización de discretizaciones diferentes cuando los términos de una ecuación diferencial parcial son de diferente tipo. Estos esquemas se estudian desde hace tiempo, por ejemplo se han aplicado a la ecuación incompresible de Navier-Stokes y en estudios de modelación del ambiente. 

En este trabajo se consideran problemas del tipo convección difusión (ecuaciones hiperbólicas parabólicas), como por ejemplo:
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La discretización de las derivadas espaciales (por ejemplo con diferencias finitas, elementos finitos o métodos espectrales) produce un largo sistema ODE en el tiempo,
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En donde f corresponde al término de convección (hiperbólico) 
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 y g corresponde al término de difusión (parabólico) 
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. El esquema IMEX consiste en aplicar una discretización implícita para resolver g y una discretización explícita para f. 

Para los problemas en donde la difusión es dominante, al utilizar los métodos de diferenciación hacia atrás (BDF) para la función g se obtienen propiedades amortiguadoras óptimas. El esquema IMEX correspondiente es el semi-explícito con diferenciación hacia atrás (SBDF). Sin embargo cuando no domina la difusión la elección del método es más complicada. Idealmente, se quiere un método disipativo para el término hiperbólico por lo que el método IMEX resultante deberá tener buena estabilidad y propiedades suaves, independiente de la función 
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La mayor dificultad de los esquemas multipaso IMEX es la posibilidad de que pasos de tiempo relativamente pequeños sean necesarios por las restricciones de estabilidad. Algunas restricciones se vuelven peores cuando se trabaja con el esquema multipaso de orden alto como se ha demostrado en otros artículos anteriores. Por otro lado, la región de estabilidad para el método explícito de Runge-Kutta aumenta ligeramente cuando se consideran esquemas de tres y cuatro pasos. 

Cuando el sistema (1) es un EDP con más de una variable espacial, lo más importante es la discretización de la parte implícita en cada paso de tiempo pues esto condicionará la simplicidad y la eficiencia al resolver la ecuación algebraica. 

En este artículo se estudian los esquemas implícitos Runge-Kutta diagonales (DIRK) para 
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 y se les da particular atención a sus propiedades atenuantes. Se construyeron numerosos esquemas IMEX para esta clase y se investigaron sus propiedades. No se espera que los métodos Runge-Kutta sean competitivos con los SBDF (métodos semi-explícito con diferenciación hacia atrás) cuando 
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 es dominante y fuertemente rígido. Sin embargo, los esquemas Runge-Kutta han demostrado tener propiedades excelentes para otro rango de parámetros. 

El esquema (1) puede suponerse como un sistema dividido:
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Con  
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En el artículo se desarrollan varios métodos IMEX Runge-Kutta de hasta cuatro pasos y de hasta tercer orden de exactitud. Los métodos se dividen en dos clases, aquellos en donde el último paso interno se identifica con la solución en la próxima instancia de tiempo y aquellos en donde se usa una función cuadrática adicional al final de cada paso. La primera clase es particularmente buena para problemas muy rígidos, pero es la segunda clase la que parece ser una variante prometedora para un amplio rango de parámetros, particularmente el método (3,4,3), o sea 3 pasos internos para la fórmula implícita, 4 pasos para la explícita y una aproximación combinada de orden 3.

En el resto del artículo se investiga el comportamiento de varios de los métodos para una ecuación test simple desarrollada del análisis de Von Neuman para una ecuación de advección difusión.

METODOS IMEX RUNGE-KUTTA

En este capítulo se desarrollan algunos métodos IMEX Runge-Kutta. 

Para g se considera un método DIRK implícito de s pasos con coeficientes 
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 (en la notación de Butcher). Sea 
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. Para f se considera el método explícito de (s+1) pasos con 
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 y coeficientes 
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.  Para que el método DIRK sea de (s+1) pasos, se puede rellenar con ceros obteniéndose el cuadro siguiente formado por los coeficientes 
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Un paso entre tn-1 y tn=tn-1+k en el método IMEX esta definido de la forma siguiente:

Para i = 1......s de calcula:
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Finalmente, 
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Se consideran dos casos especiales, los cuales forman dos subfamilias de métodos:

1- En el caso de que 
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 (y particularmente 
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), se tiene para 
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2- En el caso de que 
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, entonces 
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 no se necesita evaluar. Además si se cumple que :
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     Entonces al calcular 
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 se obtiene que:
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A continuación se muestran algunos de los métodos IMEX Runge-Kutta. Se usa 
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 para identificar el método general, en donde s es el número de pasos del esquema implícito, 
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es el número de pasos del esquema explícito (en el tipo 1 
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 y para el tipo 2 
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) y p es el orden del método combinado.

Euler hacia atrás y hacia delante (1,1,1)

Los métodos de Euler hacia atrás (implícito) y hacia adelante (explícito) escritos en la notación común son:
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Que pueden rellenarse y leerse de la forma: 
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Aplicando las fórmulas del método general, estos dos métodos producen el IMEX lineal de un paso, que cumple con la condición de los métodos tipo 2.
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Euler hacia atrás y hacia delante (1,2,1)

La forma anterior del método de Euler satisface la condición de los métodos tipo 2, o sea que 
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. La variante entonces es cambiar el esquema anterior por:
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Para el cual las ecuaciones del método IMEX quedan:
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Este esquema exige una evaluación mas de la función f por paso, comparado con el método anterior.

Punto medio implícito-explícito (1,2,2)
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El par Euler tiene un orden de aproximación y el esquema (1,1,1) presenta desventajas cuando g = 0. El método implícito-explícito siguiente corresponde a aplicar punto medio explícito a f y punto medio implícito a g:

Es un método de segundo orden de aproximación porque ambos esquemas que lo componen tienen dos ordenes de aproximación y 
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Combinación de tercer orden (2,3,3)

Con dos pasos, el esquema DIRK de tercer orden con las mejores propiedades amortiguadoras es el esquema siguiente:
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Con
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El correspondiente método de Runge-Kutta explícito de tercer orden (ERK) es:

La combinación IMEX resultante de tercer orden de aproximación, tiene cierta disipación cerca del eje imaginario (como todos los métodos ERK de tres pasos y de tercer orden) y tiene cierta amortiguación en la función de estabilidad en el infinito.

DIRK L-stable, dos pasos, segundo orden (2,3,2)

Para algunos problemas, la amortiguación de los métodos anteriores puede no ser suficiente. Un método DIRK de dos pasos y de segundo orden con rigidez exacta es:
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Con 
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El esquema explícito de Runge-Kutta correspondiente de tres pasos y de segundo orden es:
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Variando  para alcanzar la región de estabilidad, se logra para 
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 una región de estabilidad para el método de Runge-Kutta explícito de tres pasos y de tercer orden. El método IMEX resultante de la combinación es de segundo orden de aproximación.

DIRK L-stable, dos pasos, segundo orden (2,2,2)

[image: image102.wmf]0

0

0

0

g

g

0

0

1

d

1-d

0

0

1-g

g

[image: image103.wmf]g

g

0

1

1-g

g

1-g

g

Se usa la misma forma que en el esquema IMEX previo, con el mismo  pero con un  no especificado, pero exigiendo que el método sea del tipo 2 en vez de tipo 1, o sea que 
[image: image44.wmf]1

b

d

Ù

=

,  
[image: image45.wmf]2

1

b

d

Ù

=-

,  
[image: image46.wmf]3

0

b

Ù

=

. Esto resulta el esquema de segundo orden correspondiente:

Con 
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DIRK L-stable, tres pasos, tercer orden (3,4,3)

El esquema implícito DIRK de tres pasos, de tercer orden con rigidez exacta es:
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En donde  es la raíz media de 
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El método explícito Runge-Kutta correspondiente de cuatro pasos, de tercer orden es:
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Tomando como grados de libertad a a42 y a43, las expresiones son:
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Seleccionando valores particulares para a42 y a43, igualando los términos en la función de estabilidad de más de cuatro ordenes se obtuvo el método siguiente con lo cual la combinación IMEX resultante es de tercer orden de aproximación.
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Combinación de cuatro pasos de tercer orden (4,4,3)

No se puede obtener ningún método combinado de tercer orden de aproximación a partir de un método DIRK de tres pasos, L-stable y de un método ERK de cuatro pasos cumpliendo con la condición de tipo 2. Para obtener una fórmula que cumpla la condición de tipo 2 de tercer orden, se necesita utilizar un método DIRK L-stable de cuatro pasos de tercer orden acoplado con un método ERK de cuatro pasos. Luego de analizar, el método al cual se llegó es:
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ECUACION TEST PARA CONVECCION-DIFUSION

Como se ha mostrado en otros artículos, usando un esquema de discretización centrada para las derivadas espaciales del sistema EDP de advección difusión, el análisis de Von Neumann muestra que una simple ecuación test apropiada es la EDO escalar:
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en donde a y b son constantes reales, usualmente 
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Para un paso de tiempo k se puede definir:
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El paso IMEX se escribe a partir de sus ecuaciones:
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en donde:
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i = 1.......s

Considerando los dos métodos de Euler, para las ecuaciones del método (1,1,1), la ecuación anterior implica:
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En el eje imaginario,   
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  y el método es incondicionalmente inestable para todo 
[image: image66.wmf]0

y

¹

. 

Para el método (1,2,1), se obtiene:
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Tomando x=0 inicialmente, se obtiene a lo largo del eje imaginario:  
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 y se alcanza la estabilidad para 
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Se vio con esto que la variante (1,2,1) tiene características de estabilidad que son preferibles respecto al método usual de Euler hacia atrás-adelante en el límite hiperbólico y peores en el límite parabólico.

Se estudio luego que pasa dada una razón fija 
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 cual es el máximo y>0 para el cual el método es estable, o sea que R(z)<1. Esto da la restricción de estabilidad al tamaño del paso para cada problema dado. Del estudio de los métodos se vio que es común para los métodos vistos (1,2,1), (1,2,2), (2,3,3), (2,3,2), (3,4,3), que son del tipo 1, que para 
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la restricción del paso de tiempo envuelve a , típicamente es k.<1. En contraste no se da ninguna restricción para los métodos del tipo 2, (1,1,1), (2,2,2) y (4,4,3).

APROXIMACION POR DIFERENCIAS FINITAS EN 1D

El problema lineal

Se considera el problema en una dimensión:
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(4.1)

Sujeto a la condición límite periódica en el intervalo [0,1] y la condición inicial:

Se usa diferencia centrada, de segundo orden, para las derivadas espaciales. Debe notarse que la solución es amortiguada en todo 
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Ejemplos de alta viscosidad

Para examinar el comportamiento de los métodos IMEX Runge-Kutta para grandes viscosidades (números de Reynolds bajos), el problema modelo 4.1 se aproxima usando el paso de tiempo 
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Para las derivadas espaciales, se toma un espacio de grilla con 
[image: image76.wmf],/2,/4,/8

oooo

hhhhh

=

. Utilizando varios métodos, se calculó la solución para el tiempo t=2 tomando viscosidades en el rango 
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, estos valores corresponden a números de Reynolds R en el rango 
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. Para valores de h menores, R es también menor.  

El error relativo medido como la norma máxima se graficó en función del valor de la viscosidad. En esa gráfica se observó que los errores para los métodos de tres y cuatro pasos se omitieron pues siempre son un factor de 2, de los métodos de dos pasos y de segundo orden (2,3,2). Se espera de la teoría desarrollada en la sección anterior, que el método DIRK de tres pasos (3,4,3) y los métodos que son de tipo 2, permitan largos pasos de tiempo estables cuando la viscosidad es grande.

Cuando h decrese, manteniendo el valor de k fijo, los métodos analizados (1,2,2), (2,3,3) y (2,3,2) se vuelven inestables para todo el rango de viscosidades representadas. Entre los métodos estables, el orden de aproximación alto de los métodos (3,4,3) y (4,4,3) se nota más cuando el error espacial disminuye dominando el error temporal. Para 
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, solo los métodos que son del tipo 2 son estables. Se vió que no hay una reducción efectiva del error para estos valores de h y k.

Doblar el paso de tiempo cuando 
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se mantiene, solamente causa que los métodos de dos pasos estudiados (2,3,2) y (2,3,3) se vuelvan inestables para todo el intervalo de viscosidad considerado. Sin embargo, los métodos de tres y cuatro pasos se mantienen estables a lo largo de todo el intervalo y el método (2,2,2) se vuelve estable en la mayoría del intervalo. Si se prefiere triplicar el paso de tiempo, los métodos de tres y cuatro pasos son apropiados para aproximar los flujos fuertes. 

Ejemplos de baja viscosidad

Para examinar el comportamiento de los métodos IMEX Runge-Kutta para números de Reynolds grandes, el problema 4.1 se aproxima usando pasos de discretización en el espacio de tamaño 
[image: image82.wmf]1
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 y pasos de discretización en el tiempo 
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. Se aplicaron varios de los métodos IMEX, para t=2 para valores de viscosidad en el rango 
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. Estos valores corresponden a números de Reynolds en el rango 
[image: image85.wmf]12.31.23

R

³³

. 

El error relativo obtenido para estos casos se gráfico también en función de la viscosidad para estudiar el comportamiento. Se encontró con esto, que el error para los métodos de tercer orden y dos pasos, DIRK de segundo orden (2,3,2) son muy semejantes a medida que aumenta predominantemente la discretización espacial. 

MULTIGRILLA EN 2D DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Se considera el problema de convección difusión en dos dimensiones:
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(5.1)

Se realiza el cálculo en el cuadrado 
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, se consideran condiciones de borde parabólicas y condiciones iniciales:
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Para la discretización espacial, se utilizó la diferencia centrada estándar de segundo orden. Para el paso de tiempo se utilizaron varios de los métodos IMEX Runge-Kutta (el término de la convección, 
[image: image90.wmf](
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, se toma explícito y el término difusivo, 
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, implícito). Estos produce un sistema definido positivo, simétrico y lineal que se resuelve en cada paso. 

El problema modelo 5.1 se aproxima utilizando un tamaño 
[image: image92.wmf]1
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 y una tolerancia residual TOL=0.003 en cada paso. El paso de tiempo seleccionado fue k=0.00625 para lograr resultados estables. Para algunos métodos IMEX Runge-Kutta se calculó el número promedio de iteraciones en cada paso de tiempo para una grilla fina y los resultados se presentan en la tabla siguiente.
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De ese calculo se observó que el método fuertemente amortiguador L-stable requiere de menos iteraciones por paso en la grilla fina para problemas de viscosidad grande. Los métodos menos amortiguadores requieren mas esfuerzos para resolver las ecuaciones implícitas con exactitud. Esto se ve especialmente para el método implícito explícito de punto medio (1,2,2) en donde se requieren mas de tres iteraciones por paso para viscosidades mayores a 0.03. 
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