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Resumen: En el presente trabajo se analiza el planteo general de las
ecuaciones de Maxwell que intervienen en magnetoestatica y en particular
en aplicaciones 2D. El objeto final es tomar conocimiento del estado del
arte en cuanto a las herramientas de calculo de los esfuerzos estaticos en
los bobinados de un transformador de potencia eléctrica de mudltiples
arroyamientos. Dentro de este marco se analiza el papel que juegan las
Diferencias Finitas, la forma de plantear el sistema de ecuaciones
implicitas que resuelven la ecuacion eliptica de Poisson y las condiciones
de frontera de Neumann que aparecen en magnetoestatica. Asimismo se
analiza la estabilidad de la solucion y si existe a priori una forma de
seleccionar la grilla de calculo. Como resultado de este analisis se intenta
contestar en primera instancia la pregunta ¢qué es lo que se usa en la
actualidad?. Como ejemplo particular se analiza una herramienta de
calculo académica/comercial que desde el punto de vista practico termina
contestando satisfactoriamente la motivacion y objeto de este trabajo.

1 Introduccién

Las ecuaciones de Maxwell [1][2] resumen las leyes del electromagnetismo clésico.
Béasicamente son ecuaciones en derivadas parciales (PDE) y en su forma mas genera
involucra las tres dimensiones y el tiempo. Desde sus origenes han surgido diversos
métodos de anadlisis y calculo basados en formulaciones matematicas de elevada
complgjidad, ya sea en el dominio del tiempo o lafrecuencia.

Sin embargo, con el advenimiento de las potentes computadoras y sus posibilidades de
caculo, la resolucion con métodos numeéricos de las ecuaciones de Maxwell han
evolucionado explosivamente.

Como métodos por excelencia se pueden individualizar e método de los Elementos
Finitos (FE) y las Diferencias Finitas (FD). En los casos planos y en particular
estacionarios, la FE han dominado el mercado. En los casos tridimensionales, ya sea en
el dominio de las frecuencias o en e dominio del tiempo, las FD estdn en franca
competenciacon los FE.

En particular se puede decir que € método de las FD en e dominio del tiempo
(FDTD)[3][4][5] [6] es ya un estandar. Basan su suceso en la simplicidad de
formulacion. Bésicamente son aproximaciones de segundo orden de las ecuaciones en
derivadas parciales en grillas desfasadas en el tiempo y en el espacio paralas 2 variables
independiente del sistemna el ectromarnético (el campo magnético B y € campo eléctrico
E). El efecto de este deslocamiento temporal y espacial permite sistemas de ecuaciones
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explicitos que a partir de condiciones de borde conocidas permite desarrollar los
célculos en forma secuencial.

El estado del arte actual indica que los esfuerzos se estan volcando hacia un mejor
aprovechamiento de la memoria durante € célculo y la adopcion de estrategias de
procesamiento paralel o adecuadas dadala multigrilla adoptada [4] [13].

Si nos atenemos al objeto inicia de este trabajo y se analizan, por gjemplo, |os métodos
de céalculo de los esfuerzos estéticos dentro de transformadores, encontramos cuatro
métodos de calculo. El método de Rogowski , €l método de Rabins (Serie Simple de
Fourier cuyos coeficientes son funciones de Bessel y Struve), el Método de Roth (Serie
Doble de Fourier), el método de las Imagenes y finalmente el ya mencionado FE [7][8].

Queda por tanto planteada las duda de s las FD son adecuadas o0 no para resolver
problemas magnetoestaticos (0 sus anal 0gos €l ectroestaticos)

Respecto a las PED que aparecen en Electromagnetismo se puede decir que son
generamente ecuaciones Elipticas que se reducen a los tres tipos basicos de Laplace,
Poissony Helmholtz [9][10][11] [12][13].

En cuanto alas condiciones de borde, existen casos de |los tres tipos Neumann, Dirichlet
y, Mixtas [9][10][11] [12][13]. En temas magnéticos generalmente hay condiciones de
borde en las que e campo magnético es perpendicular a una determinada frontera, por
lo que la condicion de borde termina siendo que alguna derivada parcial se anule
(Neumann). En cambio para casos en |os que intervienen temas Eléctricos (potenciales
eléctricos), las condiciones terminan siendo imponer un valor en la frontera (Dirichlet).
Finalmente en problemas mixtos en donde queremos considerar campos magnéticos y
€l éctricos aparecen natural mente condiciones de borde mixtas.

2 Magnetoestética

Las ecuaciones de Maxwell que intervienen en temas magnetoestaticos son las
ecuacionesde Ampere y Gauss

®
~ @ © 4D HIERRO BT: Baatensién
NUH = J+7ﬂt Ampere AIRE AT: Altatension
~ ® .

N B=0 Galss Bobinado BT 1
donde Bobinado BT 2

H eslainduccion magnética _

B es el campo magnético
D esel desplazamiento eléctrico Bobinado AT 2
Jesladensidad de corriente eléctrica

®
El vector NUH esel ROTOR de H
- ®
El escalar N~ B =0 eslaDIVERGENCIA del campo magnético B

Figura 1: Corte de un transformador de varios bobinados
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®

1D

Si no hay desplazamiento de cargas libres, o =0, por lo que la ecuacion de Ampere

. . ® ®
gueda NUH =J
®

Por otra parte, de la ecuacion de Gauss setiene * queexiste A tal que

® . . ®

B=NUA

® . . ®

Donde A sedefine como €l potencial vector de B

® ®
Por otraparte en el airesetieneque B =m, J por lo tanto
- < o~ ® ®
NUNUA) =m,J

2.1.1 Caso particular a estudiar

Desarrollando esta expresién para problemas con simetria plana (2D), como por
gjemplo transformadores del tipo “Core Type’ y “Shell Type’ cuyo corte podria ser €
gue nuestrala Figura 1, setiene que

) r |
I J k
roRoany=Ro T T T _goEAT_ IAxY) 1o
> Ty 9z g 1\ x ﬁ
0 0 AXY)
] rok
1 1T 1 eﬂA(xy) ‘ITA(Xy)
NUNUA =NU — | =- k J X, k
TAKX,Y)  TA(X,Y) 0
Ty x

Por o que se obtiene asi |a Ecuacion de Lapl ace-Poisson en coordenadas cartesianas:

TAxY) , T°AXY)
+ =-mJ(X,
e y? myJ(x,y)
gue es una Ecuacién en Derivadas Parciales Eliptica.

La densidad de corriente eléctrica J es un dato del problemay se determina en funcién
de las corrientes que recorren los bobinados del transformador. Si J es nulo, la ecuacion

~ - . ® ®
! Sepuededemostrarque N (NUA)=0" A
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se denomina de Laplace y para el caso de que J sea no nulo, la ecuacion se denomina
como de Poisson.

Luego de calculado A, €l campo magnético B se determinard de laformulayavista

FAX,Y) I TAXY) 10
- I=
Ty X g

® . _®
B=NUA=

por lo que si tenemos en cuenta que el GRADIENTE de A es

§- A= TA YT TAKY) ry TAY) § _ TAY) T TA(XY) r
fix Ty 1z fix Ty
resulta para este caso particular que

D> D~

® 0O 1. ©
B = {R A
1 oH

@

2.1.2 Condiciones de borde para nuestro caso particular

Para el hierro, se supone que ¥, por lo cua se puede demostrar [1][2] a partir de las
propias ecuaciones de Gauss y Ampere que € campo magnético B del lado del aire en
las interfaces hierro-aire, es perpendicular a las mismas, hecho que debe ser tenido en
cuenta como condicién de borde en laresolucion de la ecuacion diferencial.

Por g emplo, en e problema 2D planteado tenemos que

A=A Y)ETAY) O
Ty ™ ‘5

B=NU

por lo que, por gemplo, la condicion de borde en una frontera vertical sera que la
componente vertical de campo B seanula, resultando

g = JA(%.Y)

=0
y ﬂX

|o cual resulta en una condicion de borde de Neumann.

3 Diferencias finitas aplicadas a la magnetoestatica

Como ya se ha presentado, estudiaremos el caso particular de la ecuacion de Poisson
con condiciones de borde de Neumann en una grilla rectangular. Otras condiciones de
borde como ser las de Dirichlet son de méas facil resolucion y no son las que
normal mente aparecen en magnetoestatica.

Como se vera, tendremos que discretizar en lagrilla(n x m) detres formas diferentes

aq Dentrodelagrilla. Tendremos (n-2)* (m-2) ecuaciones
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a Enlosbordessin contar los vértices. Tendremos 2* (n-2)+2* (m-2) ecuaciones
a Enlosvértices. Tendremos 4 ecuaciones

Por lo tanto tendremos (m-2)* (m-2)+2* (n-2)+2* (m-2)+4=nm ecuaciones

3.1 Discretizacion dentro de la grilla

j=m

oy o

Figura2. Discretizacion dentro delagrilla

Tomando como célula de calculo la mostrada en la figura, la aproximacion de las
derivadas parcial es de segundo orden resulta, por g emplo parax

ﬂZA‘ _ A.i-2A; A
2

x? Dx T O(DXZ)

ij
Sustituyendo estaexpresion en la ecuacion de Poisson, resulta

A—l,j - ZA,j +A+1,j + A,j-l - 2A,j +A,j+1
Dx2 Dy2

=-mJ(xy)

Esta ecuacién como ya se ha establecido se puede aplicar en los [(n-2)* (m-2)] puntos
interiores de la grilla resultando una serie de ecuaciones que vinculan las incognitas A .
Por tanto se tiene un sistema de ecuaciones implicito (resultado de la forma en que se
construyen las células de célculo de diferencias finitas).

Si definimos el vector S como una columna de dimension mn con las incognitas Aij
ordenados por lasfilasdelagrillatal como sigue

k7
&

con

N7
1
> (D> (D> D> (D> D> D~
> .
oNo\nooooc

e

0p]
1
> (D> (D> D> (D> D> D~
wn -
(@Y ey e el ety any end

il

it
Por tanto podremos ir formando la matriz Q (mn x mn) que determina el sistema de
ecuaciones a resolver tal que QS=G siendo G € término independiente de la

ecuacion de Poisson (-moJ(X,y)).
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Por gemplo, para cada punto interior de la grilla (i,j), se aplica la discretizacion vista.
Tal como fue definido S, resulta que para cada punto (i,j) queda definida lafila k=i+n(j-
1) en laque se calcularan los términos de lamatriz Q.

Para simplificar la notacién definiremos

1 bzl

a:DX2 [)yZ

g=-2@ +b)

Si observamos la discretizacion se puede inferir que, por egemplo, tendremos la
incégnitaAi.1; multiplicadapor a, por lo que en laposicion h=i-1+n(j-1) delafilak de
la matriz Q tendremos dicho valor a. Luego la incognita Aj; que corresponde a la
coordenada (k,k) de la matriz Q esta multiplicada por g En €l caso de Ai:1; estara
multiplicada por a y corresponde a la columna h=i+1+n(j-1). Paraelamente, €l
multiplicador de A .1 serab y estara en la columna h=i+n(j-1-1)=k-n y el multiplicador
de A j+1 seranuevamente b y estara en la columna h=i+n(j+1-1)=k+n.

En resumen, para cada elemento interior de la grilla (i,j) tendremos que se definen
algunos elementos de lafilak=i+n(j-1) de lamatriz Q, siendo los demés nul os.

k-n k k+n

: WAL 6 y
é e u é u
é e u é G
k€D (BA ; U=8& mJ(i, j)u
& ® a e 0
: & U e G
8 -H 8 f

Al recorrer todos los elementos de la grilla, se ve como se va delineando una matriz Q
tridiagonal .

3.2 Discretizacion de las condiciones de borde
Anaicemos el caso delafronterainferior tal como muestrala Figura 3.

En este caso podemos hacer una aproximacion de primer orden del valor de A, dela
siguiente forma

A,=A, +'"A- Dy + TITT;?M'D;Z +opy?) b
1A _ Z(A'Z - A'1)+O(Dy)
ﬂyZ " WZ

Luego, la discretizacion segin x eslamismaya vista, por 1o que la ecuacion de Poisson
discretizada aproximada queda
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A-1,1 - 2A,1 + A+1,1 +2 (Az - Al)
Dx2 Dy2

=-mJ(xy) =-mJ(.)

j=m

=1

11
—o—

i
Figura 3. Condiciones en lafronteraj=1

Por tanto podemos determinar para los (n-2) puntos en consideracion perteneciente a
dicho borde, las filas de la matriz Q que quedan determinadas. Como j=1, las filas que
estaremos determinando son lasfilas k=2 .. (n-2) del vector S1.

k k+n

... i-1 i i+1..n| [L.i..n|...[J1n]

¢ UALU € 0

é € a e ¥

é e u é u
k €0 (€A, U=8& mJ(ilu

é € a e ¥

e e a ¢ @

& EA.H € H

En el Apéndice 1 se puede ver como quedan y donde contribuyen en la matriz Q las
otras tres condiciones de borde.

q Lafronteraj=malasfilasinterioresde Sn,

q Lafronterai=1alasprimerasfilasde Sy, Ss..., Sp1.

g Lafronterai=nalasultimasfilasde S;, Ss..., Sma
3.3 Discretizacion de los vértices

Tomemos por gjemplo €l vértice 1,1 tal como muestralaFigura4.

En este caso se puede hacer una aproximacion de primer orden en x e y obteniéndose
como resultado

Aos- AL, (AL - AL

2 DXZ WZ -

-mJ(xy) =-mJ (LD

gue contribuye alaprimer filade Q
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-

=1

i=n

=1

Figura 4. Discretizacion del vértice 1,1

Kk k+n
[1 2. n][l ....... n] ........... [1..n]
k=1ég 2a 0..02b O....ccceeevnee. OuéA;;0 & mJ(LDu
é e 0 é a
é e u é a
é e u=¢é Y
é e u é a
¢ e ué u
& Al € H

En el Apéndice 2 se pueden ver las contribuciones a Q de los restantes tres vértices
resultando:

q Elvérticei=1, j=m serdlaprimerafilade Sm
q Elvérticei=n, j=1seraladltimafilade S;
a Elvérticei=n, j=m serdlaultimafiladelamatriz Q

Como resumen se podria ver a que lugares de la matriz Q contribuye cada zona de la
grilla

1 | @VERTICEQDa o | €A 0 U 1T émdu

i 8 a1 L gy gl

k=i i @BORDE(j=Dy ; 1 &Mg i i & Mg i

. I @VERTICE(MnDY 1 &AL ¢ &Ml g

n+l € BORDE(=D) o i €A 0 i &ml,u
k=i+n | ORILLA INTERORGT | gA.5 1 1 & md.g |

| | . A oo . A

2n i 8 BORDE(i=n) fy T BAM T T & mJH T

1 i N [ M !
k=1+n(j-1) 1 ¢ BORDE(=1) uf Peajul D emajo!
k=i+n(j-1) | SGRILLA INTERIORU b x | €A at_te 5 atl
=09 § QY XL 8AIGY=E & ™Gy
k = n+Mn(J -0 i B BORDE(i =n) ¢ : i gANn, jg i i & myJn, jg i
k=1+n(m- 2); ¢ BORDE(I=1) uj 1 €éA 07 | &md,.ui
_ e TR g il
k=i+n(m-2). SGRILLA INTERIOR} P Amaay § & Mgy
K=n+n(m-2) g BORDEG=n) §i 1 gAnMi 1 & Ml
nm- n+1 boevermceamu I T oea ol Toemg ol
k=irnm-Dy o gorDE(i=my 1 1 &4 01 1 Emy,di
nm i P | [ -0

| ERTICEMME 1 8§ b & mId
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3.4 Resolucion del sistema de ecuaciones tridiagonales

Como ya se ha establecido, laresolucion del problema pasa por obtener S a partir de la
ecuacion QS=G. Una primera aproximacion a problema seriainvertir lamatriz Q y asi
obtener S. Si se considera la discretizacion adoptada donde dentro de la grilla se
obtuvieron aproximaciones de segundo orden, y se tiene en cuenta que la inversion de
matrices convencional por e méodo de Gauss-Jordan necesita para matrices
tridiagonal es aproximaciones de tercer orden [12], se concluye que esta no es la forma
adecuada de resolver este problema. Una forma podria ser aumentar € orden de la
discretizacion, pero eso hard aumentar exponenciamente el tamafio del sistema de
ecuaciones a resolver. Para resolver esta dificultad existen complicados métodos para
resolver sistema de ecuaciones con matrices tridiagonales que no serén analizados en
estetrabgjo.

En este punto surge la pregunta: ¢, Hay alguna forma de seleccionar a priori la grillay
tener asegurada la convergencia numérica del método de diferencias finitas?. Para
intentar contestar esta pregunta se intentard anaizar si el criterio de Von Neumann
responde |a pregunta planteada.

3.5 Criterio de estabilidad de Von Neumann

Supongamos que se puede expresar
N

Ay =AY =& EYe* s=-1
w=1

El criterio de estabilidad de Von Neumann establece que secuencia de valores E debe
ser monotona decreciente por 1o que se debe cumplir que

EU
w
EM
W

£1 "q:"‘l’\lIo

G =

Aplicando esta definicién ala discretizacion de la ecuacion de Poisson resulta
(1) @sti-D (D) s () @s(i+D) (j-1) o8 (s (i+1) o8
Ee ™ - 2Ee™ +ENe™™  E[Ve™ - 2EVe™ +E[/Ve™
DX2 wZ
quedividiendo por E{’e% resulta

=0

EU-D EW gD
. . . w - 2w o+ w )
g% . 24" E(l-l) - 2E(l) + E(l+l) 2005q -2 E(l) E(J) E(J)
+ w w W — + W W W —_
Dy?

Dx? E(j)Dy2 Dx?
. L, . G g0
Si nos atenemos ala definicion de G y asumimos que EW‘“ » E(Vjv_l) resulta
-1 2
2coq-2 GT-24G_ G2-2(a+1)G+1=0 con a:Dy2 (cosqg - 1)
Dx

DX2 wZ
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La solucién de la ecuacion en segundo grado en G es G=a+lzt /a(a+2)

por lo que se puede ver gque no hay forma de acotar a (y por tanto los incrementosen x e
y) de tal modo que e médulo de G sea siempre menor que 1 para todo w. Resulta por
tanto que no se puede seleccionar a priori la grilla que asegure convergencia a método
de diferencias finitas para la resolucién la ecuaciéon de Poisson con discretizacion de
segundo orden de aproximacion.

Revisando los criterios de seleccion de grilla de los métodos numéricos como el FDTD,
resulta evidente, y posiblemente lo Unico que se puede hacer, la adopcion de criterios
précticos como es el de Courant, por €l cual se selecciona una grilla gue no avance mas
gue una fraccién de longitud de onda de la frecuencia mas alta presente en e fenémeno
estudiado [14][15][16].

4 ;Quéesloqueseusaenlaactualidad?

A los efectos de saber como se resuelven los problemas magnetoestaticos en algunas
herramientas de célculo del mercado se analizaron algunas de ellas.

4.1 Partial Differential Equations Toolbox de Matlab

Esta herramienta cuenta con un interesante conjunto de funciones que resuelven
ecuaciones en derivadas parciales, ya sean hiperbdlicas, parabdlicas o dipticas. En
particular estas Ultimas son las mas desarrolladas contandose incluso con una funcién
explicita para resolver la ecuacion de Poisson en 2D en coordenadas rectangul ares por
diferencias finitas para el caso de fronteras de Dirichlet. Usa para este caso métodos de
resolucion numéricos combinados de transformadas de senos y resolucion de sistemas
tridiagonal es.

Para otros casos, en particular con condiciones de borde de Neumann, resuelve
numeéricamente usando Elementos Finitos.

En el Anexo 3 se muestran algunas de las potencialidades de la herramienta.

4.2 Filds: http://www.crbond.com/fields.htm

UsaDiferencias Finitas (las define como avanzadas) con Interpolacion Cubica.

4.3 Alston: http://www.technology.alstom.com/en/rdpolicy/consultancy/slim

Usa Elementos Finitos.

4.4 Ansoft: http://www.ansoft.com/products/em/max2d/index.cfm

Usa Elementos Finitos.
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5 Conclusiones

Se han planteado las ecuaciones fisicas de la magnetoestética derivadas de dos de las
cuatro ecuaciones de Maxwell con sus particulares condiciones de borde. En problemas
planos se arriba a PDE €lipticas (Poisson) con condiciones de borde de Neumann.

Se analizd como se resolveria el problema con Diferencias Finitas arribandose a la
conclusion de que si bien el sistema de ecuaciones tridiagonal es rel ativamente sencillo
de plantear, su resolucién numérica puede presentar problemas. En particular € criterio
de estabilidad de VVon Neumann no ofrece respuestas concluyentes.

Del andlisis del estado del arte actual se concluye que Difrencias Finitas son adecuadas
y son utilizadas cas exclusivamente para resolver problemas electromagnéticos
transitorios en los que interviene e tiempo mediante el método Diferencias Finitas en el
Dominio del Tiempo. Respecto a como se resuelven problemas de magnetoestatica (o
electroestética), el método de Diferencias Finitas es € mas usado.

Finalemente se analizararon las herramientas Matlab para la resolucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, obteniéndose resultados mas que satisfactorios que
terminaron contestando la motivacion original de este trabajo.
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Apéndice 1: Contribucion del las fronteras j=m, i=1 e i=n a la matriz Q.

De la misma forma que se analiz6 j=1, para la frontera j=m se discretiza igual con la
salvedad que la discretizacion en y sufre un cambio en e orden en los subindices (se
caculae valor de A 1 enfuncion de A; i) resultando

A Am+ﬂei3( e ﬂ;Ai,m'Df*O(Dyg) b
A (Ana- An)
ﬂyz i,m Dy2

Ain 2An* Aum oA An) I
i~ +2 Dy =-myJ(X,y)=-mJ(i,m)

por lo que quedan determinadas las filas de Q correspondientes a Sm con k de (mn-n+2)
a(mn-1).

k-n k

[1..n] ......... [1....|....n].[1 .......... -1 0 1+l n]

é VA U € U

é ®e u é U

é e u é u
k=i+nm-1)€&0.............. 0 2b 0. 0 a g a 0..006 A U= mJ@imu

é ® u é a

é ®e u é a

& BALH 8 H

Con razonamientos similares se puede ver como quedan las filas de Q correspondientes
alas condiciones de borde verticales, i=1 ei=n.

Por gemplo parai=1, con j variando de 2 a(m-1) tenemos

2(A2,j - Ai,j)+ Ai,j-l' 2A1,j +A1,j+l —
Dx? Dyz

-mJ(xy) =-mJ )

Por lo tanto podemos determinar paralos (n-2) puntos en consideracién de dicho borde
las filas de la matriz Q. Como i=1, las filas que estaremos determinando son las filas
k=1+n(j-1) lo cual corresponde alas primerasfilasde S, Ss..., Sn1.

Gonzalo Casaravilla: acp@fing.edu.uy pag. 13 de 20



mailto:gcp@fing.edu.uy

Monografiadel curso: Métodos Numéricos para la resolucion de Ecuaciones Diferenciales Noviembre 2002

k-n k k+n

[1..n]....[1 ...... n] [1. .......... n] [1 ...... n]...[l..n]

k=1+n(j-1)é0.0b 0..0g 2a 0..0 b O........... OA ;U & mJ(@ j)u
é ® u é a
é ke u é a
é e u=é a
é e u é a
: © 0 e G
& BEAH 8 H

Luego en laotrafronterai=n, queda

(Asi- A) A= 2A + A, _ _ |

2 e T o T My =-mI)

cual corresponde alas Ultimasfilasde Sy, Ss..., Sy

k-n k k+n

[1..n]....[1 ...... n] [1. .......... n] [1 ...... n]...[l..n]
¢ WAL U & mIL i)
é e u é a
é e u é a
é e u=é a
é e u é a
: e 0 e G

k=n+n(j-1)g&O............ Ob 0.0 2 g 0..0b 0..04A, H & H

Apéndice 2: Contribucion de los vértices restantes a la matriz Q.

Parael vérticei=1, j=m tendremos

2 (AZm - 2A1,m) + 2 (Ai,m—l -2 Aim)
Dx Dy

=-mJxy)=-mJIEm

gue seralaprimerafilade Sm que quedara

k-n Kk

[1..n] ............... [1 .......... n][l .............. n]

k=1+nm-1)é O....c.ccoeurrrunee. b 0..0g 2a 0..06A;,Uu é& mJ(@Lm)u
é ®e u é Y
é e u é a
é e u=é a
é ®e u é a
: @ U ¢ G
& EARH € G
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Luego para€ vértice i=n, j=1 tendremos

Z(An—l,l B Anl) + Z(AM,Z i Aql) -
Dx2 Dy?

myJ(x,y) =-m,J(nJ)

gue seralalltimafilade S; que quedara

k k+n

[(E— 1) [T n]...J1.n]

: WA, 6 0

& @ u é (

é @ u é (

é @ u=é ¥

é e u é a

& @ a é a
k=ng0.0 2a g 0...0 2b 0..0#8A.4 & mJI(nDH

Finalmente tendremos €l vértice i=n, j=m cuya discretizacion queda

2(An-l,m 'ZAn,m) + Z(An,m-l:l);zAﬂvm) =-myJ(Xy) =-mJI(n,m)

Dx

gue seraladltimafilade Q que quedarasus elementos asi dispuestos

K-n Kk
[0 L., n]
: WA, 0 & y
é e 0 é a
é e u é u
é e u=é a
é e u é u
é e dé G
k=nmg O............ 02b 0..0 2a gH&A.H & mJ(n,m)Y
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Apéndice 3: “Partial Differential Equations Toolbox de Matlab”
1.- PDETOOL

Bésicamente con esta herramienta se puede intentar resolver muchos problemas en 2D
estaticos convencionales en donde aparecen ecuaciones en derivadas parciales. Llega al

extremo de poderse configurarse el tipo de problema a resolver (Generic Scalar, Generic
System, Structural Mechanics, Electrostatics, Magnetostatics, AC  Power
Electromagnetics, Conductive MediaDC, Heat Transfer, Diffusion) cambiando laforma
de pedir y mostrar |os datos de entrada de acuerdo ala aplicacion seleccionada.

Permite determinar diversas fronteras (circulos, rectangulos, elipses, etc..) y para cada
unade las fronteras permite seleccionar si es de tipo Dirichlet o Neumann.

Por gemplo para resolver un problema como € plantado en este trabgo, la mayor
dificultad pasaen los casos en que J es variable con las coordenadas x ey, dado que la
especificacion de la fuente J(x,y) debe ser una expresién analitica. Si por el contrario y
mas comun, J es constante en ciertas regiones, se pueden definir las mismas y
especificar cuanto vale Jen cadaunade ellas.

Por g emplo supongamos que tenemos la ventana de transformador en donde hay dos
arrollamientos iguales tal como muestra la figura (las figuras son las pantallas de la
propiainterface de PDETOOL)

Supongamos que el arrollamiento 3 es atravesado por corriente entrante con una
densidad de corriente tal que noJ=1 y que € arrollamiento 2 tiene noJ=-1 (en un
transformador laintegral de J en un corte de ventana debe ser nula).

Por tanto una forma de especificar J analiticamente podria ser:

J=(V/4)* (sign(x+0.5)-sign(x+0.3)).* (sign(y+0.3)-sign(y-0.5))+(-1/4)* (sign(x+0.1)-
sign(x-0.1)).*(sign(y+0.3)-sign(y-0.5))

Notar que esta forma permitiria especificar tantos bobinados como sean necesarios.

¥ POE Toalow - FOENDOL (42 I = S
rin Edt Oplors Drew Boundery POE Wash Soke Flot Wadom  Help
Ol @ = @ 2| a0|roel Ll dal = | ] B, [Hagemsics -] % a5 '+ 05
S oy |
(017 J ST S — — — S— PR F— Y J— (A ——— e
08 === e -
Qdfmessess 0 e -
05 ----=F R e "
102 | = - —-J N ! R A - - 4
0=
[ SEterha —
3 P 1
atk e
o1 | --— -~ ] (R A . - - - -
03 = eeeea R R e s -
i [f . ———
i i i 1 i i 1 I 1 ! !
07 06 -6 -0d 03 0.2 o1 a o1 0z o3
| by Puth o spacdp POE cosl b | ] |
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Sin embargo, para este caso es més facil especificar paralazonal, J=0, parala zona 2
J=-1y paralazona J=+1.

Luego la herramienta permite seleccionar la malla de los Elementos Finitos deseada,
pudiéndose regular la densidad de la misma.

Fia | Optors Craw Bourcley POE  Mash  Scha  Flob  Windoes
O @ =) = | snleoel ) s =] - e T %
| Ty )
(T7={ — =. 23 b - -,_,'L‘- : 8 i
P s ST S e e AN L S
= 5 o o W A = I g P
nal e Gy - = | Fa oA, I 1 |
" e e : §
(15 ] E— BB = f5 i e
A :! e i -~ g \ "
oz}----- = g i e S e Lk .
I e - = - Pl
L R AR : o B R
ol A=k . il B S Pl e " F e S, : 4
k]2 " e g =
iy g SO F e ey i g .
5 £ E < !
g2k----fed e } u s T .
e a o~ = a
O - A
n3f----- S ; = = - et
o ] o = =
nal F e T Y e = |
| i | i | | i | i | |
07 0.5 5 04 -3 0.2 0.1 a ni nz n3

| Infi. Fuih bo spacy FOE cosficent,

| e ]

Luego se obtiene €l resultado buscado pudiéndose especificar que variables se desean
ver, en 2D yasea A, H, B, contornos de cada una o diagrama de vectores absolutos o
normalizados de los campos B o H.

| ¢ POE Toedbow - FOETODL 840
e

Film

0o =

= o] = | smleoel S = BES

| [y

I-.._-|.|-1.'-

Coler abwB) Veclor field B
T

{

A7 06 486

Infor Push o veline .
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También dispone de herramientas de visualizacion en 3D ya predeterminadas de cualquiera de las
variables del sistema

howetod I

File Edit Tools Window Help

_HD@E&WtA)‘/UE,@Ff

Color, abs(B) Height: abs(B)

2.- POISOLV

Esta es la funcion Matlab que tiene implementada la resolucion de la ecuacion de
Poisson en una grilla rectangular mediante diferencias finitas pero con condiciones de
borde de Dirichlet. Laforma de especificarle el problema a la funcién estéd normalizado
de acuerdo a como trabaja toda labiblioteca PDE de Matlab siendo de gran ayuda el uso
de la propia PDETOOL a los efectos de generar las especificaciones geométricas,
condiciones de borde y grillas del problema (PDETOOL exporta todas estas
definiciones al entorno Matlab).

Por ejemplo, en e mismo problemarecién visto, se puede ver laforma de especificar las
condiciones de frontera las cuales se pueden ver en la definicion de la matriz b que
sigue:

% Boundary Condition matri X

% Esto define |as condici ones de borde en cada frontera
% u es el potencial vector que cunple -div(grad u)=nmu J con
B=rot u

%n . grad(u) + qu =g (nes la normal a | a superficie)
%hu=r

% Cada col umma es para cada borde

%1.- N=1 si es una frontera

%2.- M(1 Dirichlet, O Neumann)

% 3.- cantidad de caracteres de (

% 4.- cantidad de caracteres de g
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% 5.- cantidad de caracteres de h

% 6.- cantidad de caracteres de r

% 7.- char equival ente del valor asignado a q (48 es 0)
% 8. - char equival ente del val or asignado a ¢

% 9. - char equival ente del valor asignado a h (49 es 1)
% 10. - char equival ente del val or asignado a r

%tener en cuanta que si se quiere h=22, son dos char etc..
% et c.
b = % N (si es 1 es frontera)
%M (Si es 1 es Drichlet)
% un caracter

48 48 48 48 %equivale al O

49 49 49 49 % 1 de Newran pero igual r es O.
48 48 48 48 1;

Luego se puede ver como se especifica geométricamente la propia frontera

% Por cada columma se define una recta
% 1.- es 1 si es una frontera, o si es una subzona.

% 2. - x1
% 3. - X2
%4.- yl
%5.- y2

%6.- Osi es frontera
% 7.- 1 si es frontera

g =[2.0000 2. 0000 2. 0000 2. 0000
- 0. 7000 0. 3000 0.3000 -0.7000
0. 3000 0.3000 -0.7000 -0.7000
0. 6000 0.6000 -0.4000 -0.4000
0.6000 -0.4000 -0.4000 0. 6000

0 0 0 0
1. 0000 1. 0000 1. 0000 1. 0000

l;

Luego solo restariadefinir la grillade calculo paralo cual se cuenta con unafuncién
matlab (poimesh) que trabaja de la siguiente menera:

[ p, e, t]=poi nesh(g, nx, ny);

%nx y ny es |a cantidad de subdivisiones en x e y

%de la grilla.

% p es un par de filas con los valores x,y de todos |os
% nodos de

%la grilla ordenado desde | a izquierda abajo recorriendo
%las filas

% desde i zqui erda a derecha etc..

% En cada columa de t estan |l os vértices de cada triangulo
% de | a nmesh
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Por ultimo solo resta especificar el término independiente de la ecuacion de Poisson que
como ya se ha dicho debe ser en forma analitica o por subzonas.

Finalmente solo quedaria por invocar la propia funcién POISOLV
u=poisolv(b,p,et,f);

S elegimos la grilla adecuadamente, dara e mismo resultado que la funcidn
u=assempde(b,p,e,t,1,0,f) que no es otra que la funcién genérica de cdlculo por
Elementos Finitos que usala propia PDETOOL para hacer |os calculos,

Se destaca que existen funciones Matlab de visualizacion en 2D, contornos, en 3D €etc,
gue usan los mismos b, p, e t etc. por lo que e entorno de trabgo, luego de
comprendido el protocolo, resulta sumamente facil de utilizar.

Se contrastaron resultado de usar POISOLV (diferencias finitas) y PDETOOL
(elementos finitos) sobre un mismo caso, encontrandose resultados coincidentes luego
de achicadas las respectivas grillas adecuadamente. No se muestran los resultados por
carecer de significado fisico ya que se debi6 imponer condiciones de borde de Dirichlet
dadalalimitante al respecto quetiene POISOLYV.

Solo alos efectos de ilustrar respecto a la potencialidad de esta herramienta de calculo
se muestran resultados hechos con PDETOOL para un transformador de varios
arrollados. Por gemplo la herramienta sirve para observar como por efecto de
asimetrias constructivas existen campos tangenciales en las bobinas que traeran como
consecuencias esfuerzos dindmicos que deben ser acotados durante €l disefio de los
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