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Teoria de Lenguajes
Soluciones

Ejercicio 1
Indigue si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando en cada
caso.

a) Sean L, y L, lenguajes definidos sobre un mismo alfabeto Z={a,b} tales que
L. N Lo finito y L, Libre de Contexto no Regular. Entonces L, es Regular.

Falso. Consideramos como contraejemplo Ls = Ly¢. Se cumple que La Nl = @y
por lo tanto La N Lo es finito. La no es Regular pues si lo fuera, como los lenguajes
regulares son cerrados respecto al complemento, L:°=L, deberia ser Regular y por
hipétesis Ly es Libre de Contexto no Regular.

b) Sea h un homomorfismo y L. un lenguaje. Si h(L.) es Regular entonces L. es
Reqgular.

Falso. Consideramos como contraejemplo el lenguaje Lc = {0"1" | n >0} y el
homomorfismo h: h(0)=0, h(1) = 0. Tenemos que h(Lc:)= {02" | n >0} es Regular, ya
que es el conjunto de tiras de ceros de largo par mayor que cero, denotadas por la
expresién regular (00)(00)*. Pero sabemos que el lenguaje L. es Libre de Contexto
no Regular.

c) Para todo Ly lenguaje Libre de Contexto no Regular, el lenguaje {a}.Lq, siendo a
un simbolo, sigue siendo Libre de Contexto no Regular.

Verdadero. Sea L. ={a}. Se verifica que La es Regular, denotado por la expresion
regular a. Por la Jerarquia de Chomsky, Ls es Libre de Contexto. Sea L = {a}.L4 =
La.La. Como los Lenguajes Libres de Contexto son cerrados respecto a la
concatenacién, resulta que L es Libre de Contexto.

Supongamos por absurdo que L es Regular. Se cumple entonces que existe un AFD

M={Q,z,6,00 ,F) que reconoce al lenguaje L. Consideramos otro AFD
M'={Q’,2',6’,q0’,F'} definido a partir de M de modo que:
* Q'=Q
e Y= 2 si el simbolo a pertenece al alfabeto de Lyy 2'= 2 - {a} si no
pertenece.

e §'= 0 si el simbolo a pertenece al alfabeto de Lqy &’ es la restriccién de 6 a
los simbolos del alfabeto de Lq4 si no pertenece.
* Qo =06(qo a)
e F =F
Por construccién el AFD M’ reconoce a L4, ya que a partir de qo’ el AFD M acepta
solo las tiras de Lq=» llegamos al absurdo de que Lq es Regular.
= L es Libre de Contexto no Regular

Otra forma de mostrar que L no es regular:

Supongamos por absurdo que L es Regular. Necesariamente existe entonces un
gramatica lineal derecha G = {V,T,P,S) que genera a L, L = L(G). Por la forma de L,
se puede encontrar G de modo que la Unica produccién de P en la que aparezca la
variable S sea Pa: S>aS’.

Consideramos ahora la gramatica G’ = {V-{S},T,P- P,, S’). Se verifica que G’ es una
gramatica lineal derecha que genera a Lg (La = L4 (G') = llegamos al absurdo de
que Lq es Regular.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso,
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como una
breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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Esta demostracién de todas formas asume que siempre podemos escribir una
gramatica con una regla del tipo S>aS’ lo cual si bien es intuitivo, no esté
demostrado.

Ejercicio 2
Sea
L, ={x,xe Z¥siendo Z = {0,1,a,b} / |X|o= |X|a; [X[o< [X]2 }

a) Clasifique L, segun la Jerarquia de Chomsky.

El lenguaje es recursivamente enumerable, porque en la parte b) se construye una
gramatica G, que es Irrestricta y L, = L(G,).

Utilizando el contrarreciproco del Pumping Lemma, demostraremos que L, no es
libre de contexto.

Sea N la constante del PL, consideramos la tira z = O"b"aV1"*! que pertenece a L,
Consideramos todas las descomposiciones z=uvwxy que cumplen |vx|>0, |vwx]|<N,
y mostramos que en todas ellas existe algun i, para el que la tira uv'wx'y & L,.

Las descomposiciones son las siguientes:

Caso
Caso
Caso
Caso
Caso
Caso
Caso
Caso
Caso
Caso 10 V2R vV X
Caso 11 V X...X

Caso 12 vV X
Caso 13 \Y; X

©CONOUGTAWNER
<
< X X

Caso 1:

u=0!

v=0k k+m>0

w=0'

x=0m

y=oN-m-I-k-j bNaN1N+1

Como k+m>0, entonces zo=uwy= ON™*pNaN1N+! & |,, porque tiene menos 0’'s que
a’s. El caso 8 es andlogo pero al revés (menos a’s que 0’s). El caso 12 quedarian
menos 1's que b’s. El caso 5 tomo i=2 y entonces z, tiene mayor o igual cantidad
de b’s que 1's

Caso 2

u=0N-m-k—j

v=0k

w=0" k+j+1>0; k+m+j+l <N
x=0p'

y= pN! gNN+1

(Suponemos que j>0 sino estamos en el caso 3 y I>0 sino estamos en el caso 1).
z, & L, porque quedan mas 0’s que a’s y/o la cantidad de b’s supera la cantidad de
1’s. Es idéntico el caso 4 y los casos 6 y 10 es similar, quedando més a’s que 0’s. El
caso 11 es similar, tomando i=0 quedan menos 1's que b’s 0 menos a’s que 0’s.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso,
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como una
breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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w= QNi*p! k+m>0
y= pN-+m gNpN+1

Como k+m>0, entonces al menos k=0 o m>0. Si k>0, z,=0"*b" aV1N*! & L,, porque
quedan mas 0’s que a's. Si m>0 (estamos planteando que k podria ser 0),
Z,=0"bN*m aN1N*l & |, porque la cantidad de b’s es mayor o igual a la cantidad de
1's. El caso 7 es similar. Los casos 9 y 13 pueden quedar menos a’s que 0’s y/o
mayor o igual cantidad de 1's que b’s.

Como esas son todas las descomposiciones posibles que cumplen |vx|>0, |vwx]|<N,
por el contrareciproco del Pumping Lema, demostramos que L, NO es libre de
contexto.

b) Se construye una gramatica irrestricta para generar L,

# generacion de simbolos
S-R1|1

R - a0R | a0 | b1lQ | bl
Q- bl|Qbl

1- 11

# permutaciones necesarias

# mover 0 a la izquierda y derecha

a0 » Oa

b0 - 0Ob

10 -» 01 (no es necesaria por cdmo se genera la tira)
Oa - a0

Ob » b0

01-10

# mover b a la izquierda y derecha (observar que no se repiten reglas)
1b - bl
ab - ba
bl- 1b
ba —» ab

# mover 1 a la izquierda (observar que no se repiten reglas)
al » 1la

# observar que no es necesario mover las 'a', ya que el resto de los simbolos tienen
libertad de movimiento

Ejercicio 3
Sean
L; = {cPa™c?/ p+q=2m; p,gq>01}
Ly={cPa™c/ pimpar; mpar;q=21;,m=20; p>01}

a) Clasifique Ls y Ly segun la Jerarquia de Chomsky.
Utilizando el contrarreciproco del Pumping Lemma, demostraremos que Ls; no es

Regular.
Sea N la constante del PL, consideramos la tira z = cMa"c" que pertenece a L;

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso,
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como una
breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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Consideramos ahora todas las descomposiciones z = uvw que cumplen:
[v|>0y |uv|<N.
Se va a mostrar que en todas ellas existe algun i, para el que la tira uv'w € Ls.

Por la eleccién de la tira, la Unica descomposicién que cumple (*) es:

u=cP p>0
v = g>0
w = cVPaghch

Tomando i=0; z, = c™¥aVc" que & Ls; porque N-g+N < 2N (el doble de la cantidad
de a’s es mayor que la cantidad de c’s)

Por lo comentado, esta es la Unica descomposicion de z que cumple |v|>0y |uv|< N
Entonces por el contrareciproco del Pumping Lema para lenguajes regulares
podemos afirmar que L; NO es Regular.

En la parte b) se construye una gramatica libre de contexto que lo genera.

Para le lenguaje L4, se puede dar la siguiente ER: c(cc)*(aa)*cc*

o también directamente una gramatica lineal que lo genera (parte b) )

b) Construya gramaticas Gs y G, simplificadas / Ls = L(G3) y Ly = L(Ga).

Gs es una GLC que tiene las siguientes reglas de produccién:
S —» cAaBc | ccAaaBcc | ccaaBcc | ccAaacc | ccaacc | cac | cAac | caBc
A - cca|ccAa
B » aBcc | acc

G4 es una gramatica lineal (derecha en este caso) que tiene las siguientes reglas de
produccién:

S—- cCJ|cA|cD

C-> ¢S

A- aB|cD|c

D- cD|c

B- aA

Ambas gramaticas estdn simplificadas dado que no contienen producciones
unitarias, producciones épsilon y ademas todos sus simbolos son Uutiles.

c) Construya autématas Ms; y M, / Ls = L(Ms) y Ly = L(M4) ¢Son deterministas?
Justifique.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso,
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como una
breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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El autémata M; es determinista dado que para todo estado se cumple que existe
como maximo una transicion a otro estado (tomando en cuenta el simbolo leido y el
tope del stack) y cuando se trata de una transicién con épsilon, no existe otra
transicién partiendo desde ese mismo estado con igual tope.

En el caso de M, se tiene el siguiente AF

Es NO determinista, ya que
existen las transiciones

6(q1, C) = {QO , Qa }

Ejercicio 4

1XD

aal  AAD
bbl  BBD

b

bl

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso,

segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como una
breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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