Teoria de Lenguajes Examen - Febrero de 2012
Teoria de la Programacion | Soluciones

Teoria de Lenguajes

Teoria de la Programacion |
Soluciones

Ejercicio 1
a)

El lenguaje es recursivamente enumerable como vermos en la parte b) al construir
una G.l. que lo genera o en ¢) al construir una M.T. que lo reconoce. Demostraremos
que NO es libre de contexto, utilizando el CR del PL (para Libres de Contexto).

Para eso elegimos la tira z = a“**b"c"**d™+?, siendo N la constante del Pumping
Lemma.

Consideramos todas las descomposiciones posibles de la tira z en uvwxy que
cumplen |vx|>0y

[vwx| < N, y probamos que existe un i tal que uv'wx'y no pertenece a L1

Familia alt+! b" cN+1 dn+2
1 vV X
2 V X
3 vV X
a4 vV X
5 Y X
6 v X
7 \% X
8 VXX
9 W X
10 VXX
11 W X
12 VXX
13 W X
Familia 1
u=a
v = aX
w=a
X=am

y = gN*tLikIMpNEN+IGN+2 cqn k4+m>0
Eligiendo i=3, z; = aVt1t2ktmpNecN+1gN+2 no pertenece al lenguaje. Porque la cantidad

de a;y bs queda mayor a la cantidad de c; y ds, y €so no sucede para ninguna tira
de L;.

Familias 2, 5,8y 9
En forma anédloga a la familia 1, se puede demostrar que eligiendo i=3, z3 no
pertenece al lenguaje por la misma razén.

Familia 3
u = aV*pNd
v =ck
w=_c
Xx=c"

y = cNtlktmgN+2 con k4+m>0
Eligiendo i=0, z, = aV*tbNcN*k+mdN+2 o pertenece al lenguaje. Porque la cantidad
de c.y ds no supera en al menos 2, a la cantidad de as y b..

Observacién: todas la tiras del lenguaje cumplen que la cantidad de as y b.
(sumadas) es 2g+p y a cantidad de ¢; y ds (sumadas) es 2r+p, por lo tanto la
diferencia es 2r+p-(2g+p) = 2(r-q) y como r-qg>0 entonces la diferencia entre la

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 1
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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cantidad de c; y ds (sumadas) respecto a la cantidad de a;s y bs (sumadas) tiene que
ser al menos 2 0 mas.

Por eso es importante distinguir el caso 3 de los 1 y 2, puesto que los argumentos
son otros.

Familias 4, 7, 12 y 13

En forma anédloga a la familia 3, se puede demostrar que eligiendo i=0, zo no
pertenece al lenguaje, prque la cantidad de csy ds no supera en al menos 2, a la
cantidad de a; y bs.

Familias 6
u= aN+1bj
v = b¥

w = bNi*kc!
X=c"

y = N mgN+2 con k+m=>0

suponemos ademds que k>0 y m>0 sino caigo en algunos de los casos anteriores.
Eligiendo i=2, z, = aV*bN**cN+1*mdN+2 no pertenece al lenguaje. Porque la cantidad
de bs es mayor o igual a la cantidad de as, y eso no sucede para ninguna tira de L;.

Familias 10

Asumo que la x contiene b; y ¢, sino caigo en algunos de los casos anteriores. En
ese caso, eligiendo i=2 genero mezcla de bs y ¢, lo cual no sucede para ninguna
tira del L, por lo tanto z, no pertenerce al lenguaje.

Familia 11

En forma andloga a la familia 10, pero asumiendo que y contiene b; y cs, eligiendo
i=2, se concluye que z; no pertence al lenguje porque se generan mezclas de b, y
Cs.

Por lo tanto:

Como estas son todas las descomposiciones posibles de z en uvwxy que cumplen |
vx|>0y

[vwx| <N, por el CR del PL el lenguaje no es libre de contexto.

b)

S -> aSd | aITFd
T -> QTR | TR | R genera: aPl QIR"F dP

Q -> Ab

R -> c¢D genera: d°l (Ab)d(cD)F dP

bA -> ADb mueva las A a la izquierda

Dc -> «c¢D mueva las D a la derecha

IA -> aI transforma todas las A en a

Ib -> b y controla que estén antes de la primera b
DF -> Fd transforma todas las D en d

cF -> ¢ y controla que estén después la ultima c
c)

La idea bésica del funcionamiento de la MT es:

1) ver que estén las as, bs, ¢s y ds en ese orden, y marcar un simbolo de cada letra,
dado que O0<qg<r;

2) marcar por cada d una a, b y c (esto se deberia repetir q - 1 = cantidad de bs -1),
pues al inicio ya marcamos una vez;

3) para las ¢; y ds que quedan, marcar una c y luego un d (esto se deberia repetir r-
q veces, para garantizar r>q se sale de Q7 luego de haber marcado un d y c);

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 2
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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4) para las as y ds que quedan, marcar una a y luego un d (esto se deberia repetir p
veces, al menos una vez);

5) sino encuentro ninguna a mas, me muvo a la derecha para verificar que solo
quedan marcas

»%.D

~a.D
-X.D

-b.D
-X.D

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 3
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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Ejercicio 2
Sea L, = { #w#w’ /we {0,1}*donde: w = aia@asas...azn Y W' = azn132n...a33431a2 }
a) Clasifique a L, segun la Jerarquia de Chomsky. Justifique

b) Construya un autémata M, / L, = L(M,)
c) Construya una gramatica G, / L, = L(G;)

a)
El lenguaje es libre de contexto, no regular.

Que es L.C. se demuestra con la construccién del A.P.D. del parte b) o con la
construccién de la G.L.C. de la parte c)

Que no es Regular se demuestra usando el contra-reciproco del P.L. para Leng. Reg.
SeaneN

Elegimos z = #0*"#0" e L y |z| =4n+22>n

Estudiamos todas las descomposiciones de z = uvw talque |uv| <n vy |v[>1y
trataremos de encontrar un i>0 para c/descomposicién tal que uviw ¢ L

Familias # o # 0"
1 v Y
2 \Y
Familia 1
u=ce
v = #09 con 1+49g<sny =0
w = Q2magQ2n

zi = uv'w = (#09)' 02"9#0>"
Eligiendo i=0 se ve que uv®w ¢ L, porque la tira zo no comienza con #

Familia 2
u = #0
v =0° con 1+g+p<ny p=1

W = 02O

Zi = uviw = #09(0P)' 02"P#0%" = #09 0P 02"9P#0%" = #02+(UpgQ2n
Eligiendo i=0 se ve que uv’w ¢ L, porque como p > 1, la tira z, contiene menos 0’s
del lado izquierdo del 2do # que del lado derecho del 2do #

Por lo tanto:

Como estas son todas las descomposiciones posibles de z en uvw que cumplen |v|
>0y

|uv| <n, por el CR del PL el lenguaje no es regular.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 4
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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b)

c)
S > #X
X => 01X01
| 00X00
| 10X10
| 11X11
| #
Ejercicio 3
i. SilL,eslibre de contexto y L, es R.E., entonces L..L, es R.E.
ii. Si La n L, es regular y no vacio y L, es libre de contexto no regular,
entonces L, es regular.
iii. Si La n L, es regular, L, n L. es libre de contexto no regular y L, # Ly,
entonces L, n L, N Lc es regular.
Respuestas:

i. VERDADERO. Como L, es libre de contexto, entonces (por Jerarquia de
Chomsky) es recursivamente enumerables. Sea G,=<T,Va.,P.S.> la
gramadtica que genera L, y Go=<Ts,Vs,Ps,So> la gramdtica que genera L, y
supongamos (sin pérdida de generalidad) que V, y V, son disjuntos (si no
lo son, pueden renombrarse las variables en las graméticas). Suponemos
también que T, y T, son disjuntos (en caso de no serlo, deberian
generarse reglas del tipo Vi->t por cada terminal t y sustituir en las
reglas de las gramaticas). La gramatica G=<T, UTy,Va UVp, Py UP,U{S->
S. Su},S> genera L..Ly y por lo tanto es recursivamente enumerable.

ii. FALSO. Contraejemplo: L, ={a"b" / n natural} que es libre de contexto no
regular, y La={b"c" / n natural}.
La N Lb={€
i. } que es regular, pero L, no lo es.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 5
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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iii. FALSO. Contraejemplo: L.,=X*, L,=L(a*b*), L={a"b" / n natural}. La

interseccién es L. que no es regular

Ejercicio 4 [Teoria de Lenguajes]

Sean los siguientes lenguajes:

a)

Ls={a’b'/pmod3=0;0<q}
le={a'b"/rmod2=0;0<gq}
L4=L5UL6

Construya un autémata minimo M, / Ly = L(M4)

¢Cuantas clases de equivalencia tiene L, segln R.? Justifique.

Dé una expresiéon regular ry / Ly = L(r4). Justifique.

AF no determinista que reconoce el lenguaje:

Obtengo autémata determinista:

a b
pO q0 [q1 g4] [97]
pl (9l g4] [l g5] [92]
p2 [97] [97]
p3 [l g5] [l g6] [92]
p4 [92] [a3]
p5 [l 96] [l 94] (92 7]
p6 [a3] [92]
p7 (02 q7] (93 97]
p8 (a3 q7] (92 7]

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 6
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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Obtengo autémata minimo:

[p4 pO] [p1 p2 p3 p5 p6 p7 p8]
[p4] [p0] [p1l p3 p6] [p2 p5 p7 p8l
[p4] [pO] [p1] [p3] [p6] [P5] [p2 p7 p8]

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 7
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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b)

Por el teorema de MyHill-Nerode, las clases de equivalencia del autémata minimo
(Rm) coinciden con las clases de equivalencia de R.. Dado que el autémata minimo
posee 8 estados (considerando el estado pozo), L, posee 8 clases de equivalencia.

c)

Planteo sistema de ecuaciones para obtener las clases de equivalencia de Ru

X0 = eps
X1 = X0a | X6a
X2 = Xla

X3 = X0b | X3b | X6b

X4 = X2b | X1b | X5b

X5 = X4b

X6 = X2a

XP = X3a | X4a | X5a | XP(a|b)

X1l =a | X6a = a | X2aa = a | X1laaa = a(aaa)*

X2 = a(aaa)*a

X6 = a(aaa)*aa

X3 = b | X3b | a(aaa)*aab = (b|a(aaa)*aab)b*

X4 = a(aaa)*ab | a(aaa)*b | X4bb = (a(aaa)*ab | a(aaa)*b)(bb)*

X5 = (a(aaa)*ab | a(aaa)*b)(bb)*b

XP = ((b]a(aaa)*aab)b*a | (a(aaa)*ab | a(aaa)*b)(bb)*a | (a(aaa)*ab | a(aaa)*b)
(bb)*ba)(a|b)*

La expresién regular del lenguaje se obtiene a partir de la unién de las expresiones
requlares de los estados finales del autémata minimo:

X1 | X2 | X3|X5 | X6

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 8
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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Ejercicio 4 [Teoria de la Programacién 1]

i. f no es computable. Supongamos que f es una funcién computable; luego,
existe un programa en P que la computa. Sea MP una macro que lo hace.

Se construye una macro MQ que dado un indice de programa i y un natural n,
calcula el indice del siguiente programa:

PROGRAM(XO0)
X1:= EVAL _PROG(i,n);
X2:= SUC(0);
RESULT(XO0)

(*)Observar que es condicién necesaria y suficiente para que este programa
asigna a X; el valor 1, que el programa de indice i con entrada j converja, sin
importar la entrada dada al programa en si.

Ahora, construimos el siguiente programa en P de indice p:

PROGRAM(<i,n>)
X1:= MQ(<i,n>);
X2:= MF(<X1,0,2,1>);
RESULT(X2)

Este programa siempre para, pues MF y MQ siempre lo hacen (f es total).
Ademads se cumple que:

<l(p), <i,n>>=1 o' MF(<MQ(<i,n>),0,2,1>)=1 <2
MQ(<i,n>) con entrada 0 asigna a X el valor 1 <2 <Ix(i),n>l &* STOP(i,n)=1

1. Por construccién de p.

2. Definicién de la funcién f.

3. Por lo expresado en (*).

4. Definicién de la funciéon STOP.

Luego, el programa de indice p computa a la funcién STOP, lo que es un
absurdo que se desprende de suponer que f es computable = f no es
computable.

ii. g no es computable. Supongamos que g es una funcién computable; luego,
existe una macro MG en P que la computa.

Sea MQ la macro de la parte anterior. Construimos el siguiente programa en P
de indice p:
PROGRAM(X0)
X1:= MQ(<X0,X0>);
X2:= MG(<X1,0,2,1>);
RESULT(X2)

Este programa cumple que:

<l(p), i>! & MF(<MQ(<i,i>),0,2,1>)! <2
MQ(<i,i>) con entrada 0 no asigna a X; el valor 1 &° <Ix(i),i>T &*i e C(K)

1. Por construccion de p.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 9
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.
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2. Definicién de la funcion f.
3. Por lo expresado en (*) en la parte anterior.
4, Definicion de C(K).

Cuando el programa de indice p converge, devuelve 1; luego, este programa
computa a la funcién caracteristica parcial de C(K), de donde C(K) es un
conjunto r.e. Esto es un absurdo que se desprende de suponer que g es
computable = g no es computable.

Nota: Las gramaticas y los autématas deben corresponderse con el tipo del lenguaje considerado en cada caso, 10
segun la Jerarquia de Chomsky. Se valora positivamente la simplicidad de las soluciones propuestas asi como
una breve explicacién de éstas. Todas las respuestas deben estar debidamente justificadas.



