Construccioén y Verificacion Formal de Programas InCo

Practico 2
Asistentes de pruebas para l6gicos y mateméaticos

Célculo de Predicados y Calculo de Predicados cogualdad
Célculo de Predicados

Objetivos

Hacer pruebas formales en célculo predicados,glarae debe aprender a manejar las nociones
de proposicion, predicado, cuantificador, etc. ikHil tacticas automaticas de busqueda de
pruebas para el calculo predicados (se usararcdactales comauto y trivial ). Utilizar
estructuradores de tacticaadticalg en las pruebas.

Principales tacticas a utilizar en estos ejercicios
apply <terne: puede usarse para eliminar un cuantificador uréders

exi sts <termp: para probar un existencial indicando guer m> es el testigo (witness) del
mismo.

Section <nombre>: para estructurar las pruebas (permite declarzablas y lemas de forma
local).

Estructuradores de tacticas

r epeat , do, etc.

Predicados

En l6gica de primer orden deben considerarse dtsgmdas de expresiones: aquellas que
denotan objetos (los términos) y las que denotapigdades de los objetos (las formulas). En
Coq hacemos esta diferencia explicita definiendoamunto U al cual perteneceran los objetos.
Esto se hace declarando la varidiil&Set en el contexto.

Un predicado unario P se representa como una funqui@posicional que depende de un objeto
en U (en simbolosP: U- >Pr op), un predicado binario R se representa como unaidn
proposicional que depende de dos objetos de Uifdmotos:R: U- >U- >Pr op). En general, un
predicado n-ario P se representa como una funcajopicional que depende de n objetos de U.
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Cuantificador universal

La férmulaOxOU. B se escribe en Cog coniboral | x: U, B) (dondex puede aparecer
libre enB). En célculo de predicados se tiene usualmens®landominio de objetos, por lo cual,
se suele escribir sélox B. Sin embargo, en Coq los objetos pueden pergene diferentes

dominios (tipos), por lo cual debemos “tipar” lasiables.

El alcance del cuantificador universal éforall x:U, B) esB. Las nociones de
ocurrencia libre y ligada son las usuales.

Convencioén de parentizacion: las implicancias vy los cuantificadores universales se asocian
a la derecha. Por ejemploor al | x: U, B->C denotalx[JU. (B- C).

La tactica para eliminar un cuantificador universslppl y <t er n». Por ejemplo si hay una
hipotesisH: forall (x1:Al)...(xn:An), B en elcontextoy el objetivo a probar es
G, la aplicacién de la regla de eliminacion puselede una de las siguientes formas:

 apply H (silacabeza dB unifica con G),

« apply (H al...an) (si Coq no puede resolver la unificacion Bley G y es
necesario instanciar manualmente el léht@n los valoreal: A1, ... an: An).

Ejercicio 2.1. Considere las siguientes declaraciones de variable

Variable U Set.

Variable A B: U >Prop.
Variable P Q Prop.
Variable R S: U >U >Prop.

Demuestre en Coq los siguientes teoremas:
1. (OxOU. AKX) -0y O U. A(y)
2. (Ox,y OU. R(x,y)) - Ox,y O U. R(y,x)
3. (OxOU. (AX)-B(x)))-((Oy O U. A(y))-(0zO U. B(2)))

Ejercicio 2.2. Demuestre en Coq los siguientes teoremas.
1. Ox O U. (A(X)—» OOx O U. OA(X))
2. Ox,yOU. R(x,y) - Ox O U. R(X,X)
3. (IxOU. (P-AX))) - (P- OxOU. AX))
4. (Ox O U. (AX)OB(x))) - ((Ox O U. A(x)) - (Ox O U. B(x)))

Ejercicio 2.3. Sea R una relacion binaria sobre elementos deuA.Fruebe que si R
satisface:

Ox R(x,x) y OxOyOz( R(x,y) OR(x,z) - R(y,z) ) entonces R es una relacién de equivaenc
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Cuantificador Existencial

La formulalx O U. B se escribe en Cdqeexi sts x: U, B) (dondex puede aparecer libre en
B).

El alcance del cuantificador existendj@xi sts x: A, B) esB. Las nociones de ocurrencia
libre y ligada son las usuales.

La téctica correspondiente a la regla deroduccién del cuantificador existencial es
exi sts <tern,. Por ejemplo, si el objetivo a probar sxi sts x: A, B) ya es un
elemento deéA en el contexto, la tacticeXi st s a) devolvera como nuevo objetivo a probar
la formulaB[ a/ x] (o sea la formul® en la que las ocurrencias libres de la variabfaeron
sustituidas poa). El términoa es llamado el testigo (witness) de la prueba xistencial.

La tactica el i m aplicada a una hipétesis (0o lema) cuyo tipo es lde forma
(exists x:A, B), transforma al objetivo original G gforall x:A, B->G). Esto
corresponde exactamente con la regla de eliminai@bouantificador existencial.

Ejercicio 2.4.

Usaexi sts (entre otros).

Demuestre en Coq los siguientes teoremas (tengeuemta que para probar un existencial,
debera proveer el testigo):

1. IxOU.Oy O U. R(x,y) » Oy O U. Ix O U. R(X,y)
2. OxOU. A(X)—» Ox O U. OA(X)
3. xOU. OA(X) — OOx O U. A(X)

Ejercicio 2.5.

UsaSection (entre otros).

Considere las siguientes declaraciones que defiheonjunto de los nimeros naturales y a los
predicados parefren) e impar ¢dd):

Section Natural es.

Vari abl e nat: Set.

Variable S: nat->nat.
Variable a b c: nat.

Vari abl e odd even: nat->Prop.
Variable P Q nat->Prop.
Variable f: nat -> nat.

Demuestre bajo este contexto los siguientes te@ema
1. Ox O nat.Cy O nat. (P(X)- P(y))
2. [Xx O nat. P(x)- (Qy O nat. P(y)» Q(y)) - [z O nat. Q(z)
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3. even(a)- Ox O nat. (even(x}- odd (S(x)))- Oy O nat. odd(y)
4. (Ox O nat. P(x)J odd(x) - even(f(x)))

~ (Ox O nat. even(x)- 0dd(S(x)))

- even(a)

- P(S(@)

-~ [z 0O nat. even(f(z))

End Nat ur al es.

Ejercicio 2.6.

Considere el siguiente conjunto de declaracionesdgfinen al conjunto de naturales ordenados
segun ek (I e).

Section Natural esOrdenados.

Vari abl e nat: Set.

Variable S: nat -> nat.

Variable |le: nat -> nat -> Prop.
Variable f: nat -> nat.

Variable P: nat -> Prop.

Axiomle n: forall n:nat, (le n n).

Axiomle S: forall n mnat, (lenm -> (le
Axi om nonoticity: forall n mnat, (le n

1. Demuestre los siguientes lemas
a. Lemale_x_Sx: [Ox [ nat. x< x+1.
b. Lemale_x_SSx [x [J nat. X< x+2.

2. Dé tres pruebas diferentes la siguiente formulstercial, dando en cada caso un testigo
diferente.

Teoremarll : Oa nat.[b [ nat. f(a)< b.

a. Demuestre el teorema anterior dando como testigexasgencial el natural
(S (S (S (S (S (f a)))))).Reemplace en su prueba las primeras lineas de la
formaapply 1 e_S por repeat apply le_S.

b. Lea la seccion Tacticals del manual de referencehgga la prueba utilizando el
estructurador de tacticas.

End Nat ur al esOr denados.

Ejercicio 2.7. Utilice los estructuradores de tacticas (de l@isecTacticalsdel manual de
referencia) para escribir una prueba de los sigeseteoremas en una sola linea:
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1. (OxOU. (A(xX) OB(x))) - (Ox O U. A(x)) O(Ox O U. B(x))
2. (kKOU. (AX) OB(x))) - (Ix O U. A(x)) O(x O U. B(x))

Ejercicio 2.8. Sea R una relacion binaria sobre elementos denjorto Uy sean Ty V
relaciones unarias sobre U.

1. Pruebe sin usar tacticas automaticas el siguieotermallyx R(x,y) - OxCy R(x,y).
2. Pruebe el siguiente teorema:
Theorem T282: (exists y: U, True)/\(forall x:U, (T x) \/ (VX)) ->
(exists z:U, (T z)) \/ (exists wU, (Vw).

3. Es necesaria la condici¢exi sts y: U, True) en el teorema anterior? Justifique.

Ejercicio 2.9. Demuestre en Coq los siguientes teoremas deitzalétasica:
1. Lemanot _ex_not _forall: (O OU. OA(X)) - (Ox O U. A(x)).

2. Lemanot _foral |l _ex_not: (OOx O U. A(X)) - (Cx O U. OA(x)).
Céalculo de predicados con igualdad

Objetivos

Comprender como realizar pruebas utilizando iguldda

Principales tacticas a utilizar en estos ejercicios
[reflexivity ] permite probar los objetivos de la formaa.

[symmet ry ] Si el objetivo corriente es de la forrmab, entonces da como nuevo objetivo
b=a.

[transitivity <ternp] Se aplica a un objetivo de la forneeb y lo reemplaza por los
objetivosa=<t ern> y <t ern,=b.

[rewrite -> <ternp] Si <ternr:a=b entonces reescribe en el objetivo corriente tdeas
ocurrencias da porb. Rewite <- <t er n» hace lo contrario.

[repl ace a with b] Realiza el mismo trabajo q@ew i t e pero pide probar la igualdaa=b.

[pattern ...] esta familia de tacticas permiten, al componectas las de la familiaew i te,
reescribir solo ciertas ocurrencias (Nno seran @e@Essen este practico).
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Ejercicio 2.10.

Considere las siguientes declaraciones en Coq:

Section Sec_Peano.
Vari abl e nat: Set.
Variable O nat.
Variable S: nat->nat.
Axiomdisc: forall n:nat, ~O=(S n).
Axiominj : forall n mnat, (S n)=(Sn ->n=m

Vari abl e sum prod: nat->nat->nat.

Axiom sunD : forall n:nat, (sumn O =n.

AxiomsunS : forall n mnat, (sumn (S mM)=(S (sumn m).

Axi om prodO : forall n:nat, (prod n O =0

AxiomprodS : forall n mnat, (prod n (S mM)=(sumn (prod n n).

Bajo este contexto, demuestre en Coq, los sigii¢ateemas:
Lemma L10_1: (sum(S O (S O) =(S(SO).
Lemma L10 2: forall n:nat, ~(O=n /\ (exists mnat, n =S nj).

1
2
3. Lemma prod_neutro: forall n:nat, (prod n (S Q)= n.
4, Lemma diff: forall n:nat, ~(S (S n))=(SO.

5

Enuncie en Cog el axioma correspondiente al pria@p induccion de los naturales.

Ejercicio 2.11.

Considere las siguientes declaraciones:

Variable | e : nat->nat->Prop.
Axiomleinv: forall n mnat, (lenmn ->n=0\/

(exists p:nat, (exists g:nat, n=(S p)/\ m(Sq) /\ (lepq))).
Demuestreenma notle_s o: forall n:nat, ~(le (S n) O.

End Sec_Peano.

Ejercicios a entregar: 2.3, 2.5, 2.7, 2.8, 2.9 y1D.
Ver fecha de envio en el calendario de entregas, ehsitio web del curso.

El archivo a entregar (NombreApellido.v) debe comapicorrectamente en Coq. Usar la
plantilla publicada junto con el practico para elegarrollo del mismo.



