Construccioén y Verificacion Formal de Programas InCo

Practico 3
Asistentes de prueba para programadores

- Calculo de construcciones -

Objetivos Manejar conceptos basicos del calculigpado (tipos polimorficos y tipos
dependientes de objetos).

Familiarizarse con las nociones &€ y n reduccion. Se vera el manejo de esas nociones en
Coq a través de las estrategias de reduccion ingplerdas en las tacticas de simplificacion.

Calculo de construcciones

Set es el tipo de los conjuntos
Type es el tipo de los constructores de tipos
A -> B denota el tipo de las funciones de A en B
(forall x:T, U denotalafamilia de tipos U indexada por T
(fun (x:T) => U denota la funcién de x de tipo de T cuyo cuerpd ¢s:U] U)
(T U) denota la aplicacion del términoU a T
Principales tacticas a utilizar en estos ejercicios
cbv flag; flag

- se utiliza para reescribir un término usandadasicciones indicadas en fldtag,. Por el
momento, cada flaglebe sebet a 0del t a. Puede acompariarse de una lista de nombres de
constantes para ser utilizadas en aplicaciones aglad (unfold). Ver manual.

| azy flag; flag

- se utiliza para reescribir un término usandaéasicciones indicadas en fldtag,. La
estrategia de reduccion utilizada es “lazy”, o $&mreducciones de los argumentos de las
funciones se hacen sélo cuando es necesario pdea geguir reduciendo. Por el momento,
cada flagdebe sebet a 0del t a. Puede acompafarse de una lista de nombres dam@ss
para ser utilizadas en aplicaciones de la r@glanfold). Ver manual.

conput e
- es un alias pareov beta delta iota.
si npl

- efectugB3-reducciones y expande constantes transparentasliggjque no son lemas).
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Comandos de extension de sintaxis:

I nfix.

Tipos simples y paramétricos
Ejercicio 3.1. Considere los siguientes tipos en el contexto @ Bet
« (ASA-A)-A-A
« (A-B)->(B-C)-A_-B-C
« (A-B)->(A-B-C)-A-C
+ (A-B)-((A-~B)-C)-C

1. Encuentre al menos un habitante de cada tipo,andi para cada uno de ellos si esta en
3 forma normal.

2. Verifique en Coq que los términos propuestos tidostipos esperados.

3. Demuestre en Coq que dichos tipos son tautoloB&s. ello utilice aut o y luego
rehaga las pruebas utilizando la tacticact .

Ejercicio 3.2. Complete los términos siguientes reemplazando 2qmta un tipo de forma que
el término esté bien tipado. Calcule el tipo deac#mino y verifiqgue que éste es correcto
utilizandocCheck.

- [x?ly:?1[z:21((x y) 2)

- [x?ly:?[z:?](x (y 2))

- [z2?] (x:2]y:?l(x y) 2)

- (x:?Ix [y:?y)

Ejercicio 3.3. Sean A,B,C de tipo Set. Escriba en Coq los sigeseoperadores:

A WO N P

1. el operadompply de tipo (A~ B) - A - B que aplique una funcion f a su argumento.
2. el operadoo de composicién, de tipo (AB) -~ (B-C)- (A -C).
3. el operadotwice, que aplica dos veces una funcién a su argumento.

4. Redefina los operadores de las partes anteriorestdesjercicio de forma que sean
aplicables cualesquiera sean los conjuntos A, By C

Ejercicio 3.4. Considere el operador de composicion en el ejer8i8. Defina en Coq la
funcion de identidad id: A A y demuestre que para todo x:A, se cumple quédjdx = id x.
Escriba tres pruebas de esta igualdad utilizan@oetites tacticas paday [ reduccion ¢nf ol d,
cbv beta,cbv delta,cbv beta delta, conpute ysinpl )
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Ejercicio 3.5.
1. Escriba en Coq la version paramétrica de los opeead, K, S
I = gef [X]X
K = ger [X][y]X
S = der [fIQIIX] ((f X) (g X))

2. Escriba en Coq el enunciado de un lema que establezgualdad SKK = | (para ello
debera asignar tipos adecuados a los operadoresdleque las aplicaciones sean
posibles). Pruebe dicho lema utilizando las tastwarg3 y o reduccion.

Ejercicio 3.6. Considere la siguiente codificacion de los naag&n calculo lambda propuesta
por Church:

Definition N:= forall X: Set, X-> (X->X) -> X
Definition Zero (X : Set) (o : X) (f : X->X) :=o.
Definition Uno (X : Set) (o : X) (f : X->X) :=f (Zero X o f).

1. Defina la constantbos que representa el natural 2.
2. Defina la funcién sucesor de tipp>Ny pruebe que el sucesor de 1 es igual a 2.

3. Considere la siguiente definicion de la suma pasanbturales de Church con la
correspondiente notacion infija “++"

Definition Plus (n m: N : N:=
fun (X : Set) (o: X) (f : X->X) =>n X (mXo f) f.

Infix "++" := Plus (left associativity, at |evel 94).

Demuestre los siguientes lemas:
a. Lemma sumal: (Uno ++ Zero) = Uno.
b. Lemma suma2: (Uno ++ Uno) = Dos.

4. Defina la funciérpr od: N->N- >N que calcula el producto de dos naturales de Church
Asocie la notacion infija ** para dicha funcion.

5. Demuestre los siguientes lemas:
a. Lemma prodl : (Uno ** Zero) = Zero.

b. Lemma prod2: (Dos ** Uno) = Dos.
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Ejercicio 3.7.

1. Defina en Coq una codificacion para el tipo deldosleanos y asdciele el nomimw! .
Defina los simbolos y f para denotarlos valores booleanos true y falgeotisamente.

2. Defina un operadari: Bool - >Bool - >Bool - >Bool tal que dados tres valores de tipo
Bool b, thenyelse, eltérmino(if b then el se) reduzca ahen si el valor de est
y ael se si el valor dev esf .

3. Defina la funcion de negacidet : Bool - >Bool con la semantica usual y pruebe el

siguiente lema de correccion:
Lemma CorrecNot : (Not t) =f /\ (Not f) =t.

4. Defina dos implementaciones diferentes para laifumnand: Bool - >Bool - >Bool .

5. A una de las implementaciones de la parte antasiéciele el simbolo infij@ y

demuestre el siguiente lema de correccion:
Lemma CorrecAnd : (t &t) =t /\ (f &t) =f /\ (t &f) =f.

Tipos dependientes

Ejercicio 3.8. Considere la siguiente definicion del construdstiposar r ay y los siguientes
operadores:

Reset Initial.

Section ArrayNat.

Parameter ArrayNat : forall n : nat, Set.

Parameter enpty : ArrayNat O.

Parameter add : forall n : nat, nat -> ArrayNat n -> ArrayNat (S n).

1. Calcule el tipo del siguiente vectaadd 0 (S 0) enpty).

2. Construya utilizando los operadokest y y add un vector de ceros de largo 2, y un
vector de largo 4 que contenga [0, 1, 0, 1]. Widiceck para verificar que el tipo es
correcto.

3. Defina un parametreoncat que permita concatenar dos vectores de largaaibit (La
operacion de suma de naturales en Coq se paog.

4. Defina un parametroi p que dados dos vectores de igual largo, y unaduanci
f : nat - >nat - >nat devuelva el vector resultado de aplicar la fun¢i@cada pareja de
elementos de igual posicion.

5. Calcule cortheck el tipo deArr ayNat .

6. Generalice en Coq la definicién der ayNat para que sea paramétrica en el tipo de los
elementos del vector. Redefina los parametnpsy, add y zi p.

7. Utilizando la definicién anterior defina el tipor ayBool de vectores de booleanos, de
largo arbitrario.
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Ejercicio 3.9.

1. Defina en Coq como parametro el constructor destipor i zNat que permite construir
matrices de naturales.

2. Defina en Coq los siguientes operadores como parasne
a. prod: calcula el producto de dos matrices

b. es_id: es una funcidn booleana que determina si unazrestia matriz de
identidad.

c. ins_fila:que dada una matriz matrizmy un array denelementos devuelve la
matriz @+1) xm

d. ins_col uma (analogo ans_fil a)
3. Calcule corcheck el tipo dewvat ri zNat .

4. Generalice en Coq la definicion ®et ri zNat para que sea paramétrica en el tipo de los
elementos del vector.

Ejercicio 3.10. Considere el constructor de tipsaNat de arboles binarios completos de altura
n, de nUmeros naturales:

Parameter ABNat : forall n : nat, Set.
1. Defina el tipo del operadenpt yAB que permita representar un arbol binario de nigsira
vacio de altura 0.

2. Defina el tipo del operadosddAB que permita generar arboles binarios completos no
vacios de altura mayor que cero, de niumeros natural

Tenga en cuenta que un arbol binario completo tietes sus niveles llenos. Los
siguientes son ejemplos de arboles binarios coogptit naturales de altura n:

1 n=2 n=3

5
@% G)/CQ@ Oa 8()

3. Construya utilizando los operadoeasptyABY addABel arbol binario completo de altura
2 del ejemplo previo. Verifique que el arbol congto tiene el tipo adecuado.

4. Generalice las definicion@®Nat , enpt yAB Yy addAB para trabajar con elementos de un
tipo genérico (en vez det ).
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Ejercicio 3.11. Considere el constructor de tippa_Nat de arboles binarios de alturay
elementos de un tipo genérieg que cumplen la propiedad de estructura de ladesibinarios
balanceados AVL. Esto es, que para cada nodo loigl, & altura de sus subarboles puede diferir
en a lo sumo una unidad.

Parameter AVLNat : forall n : nat, Set.

1. Defina el tipo del operadenpt yAVL que permita representar el AVL de naturales vacio
de altura O.

2. Defina tipos para operadoresidAvL; (i=1..K) que permitan generar, conjuntamente,
todos los arboles binarios balanceados AVL no sadéaltura mayor que cero, de
ndmeros naturales.

3. Construya utilizando los operadoeasptyAVL Yy addAVL; unarbol binario AVL de altura
2. Verifique que el arbol construido tiene el tgmtecuado.

4. Generalice las definicion@&LNat , enpt yAVL y addAVL; para trabajar con elementos de
un tipo genérico (en vez dat ).

Programacion de Pruebas — Isomorfismo de Curry Howal
Objetiva Trabajar en la programacion de pruebas utilizaxidesomorfismo de Curry Howard.

Ejercicio 3.12. Demuestre en Deduccién Natural las siguienteslagias y encuentre los
términos correspondientes a las mismas. Escrilizogrias pruebas de las tautologias en un solo
renglén utilizando la tactioaxact con el término asociado.

1. A-B-C)-B-A-C

2. A-B)-B-C)-A-C

3. A-B-C-B-A-B-C

Ejercicio 3.13. Considere las siguientes pruebas incompletas gnyCmomplételas en un solo
renglén utilizando la tactioaxact con el término asociado.

1.
Lemma Ej3121: (A->B->0C ->A->(A->0C ->B->C
Pr oof .
intros f a g b.
2.
Lemma Ej 312 2 : A->~ ~ A
Pr oof .
unfol d not.
i ntros.
3.

Lemma Ej 312 3: (A->B->C ->A->B->C
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4.

Pr oof .

Lemma Ej 312 4 : (A->B) ->~ (A/\ ~ B).
Pr oof .

unf ol d not.

i ntros.

elimHO; intros.

Ejercicio 3.14. Considere las siguientes declaraciones:

Reset Initial.

Variable U : Set.

Variable e : U

Variable AB: U -> Prop.
Variable P : Prop.
Variable R: U -> U -> Prop.

Complete las siguientes pruebas en Cog en unadghddn utilizando la tacticaxact con el
término asociado.

1.

Lemma Ej 313 1 : (forall x : U Ax ->Bx) -> (forall

forall x : U B x.
Pr oof .
i ntros.

Lemma Ej 313 2 : forall x : U Ax ->~ (forall
Pr oof .

unfol d not.

intros.

Lemma Ej 313 3 : (forall x : U P ->AX) ->P -> forall

Pr oof .
i ntros.

Lemma Ej 313 4 : (forall xy : U Rxy) ->forall

Pr oof .

Lemma Ej 313 5 : (forall xy: U Rxy ->RYy X)

forall z : U Rez ->Rz e.
Pr oof .

Ejercicios a entregar:3.3, 3.5, 3.7, 3.8 3.11, 3.13 3.14

Ver fecha de envio en el calendario de entregas, ehsitio web del curso.

U R Xx X.

->

El archivo a entregar (NombreApellido.v) debe coapicorrectamente en Coq. Usar la

plantilla publicada junto con el practico para elegarrollo del mismo.



