
Estimación y Predicción en Series
Temporales

Filtros Adaptivos – descenso por gradiente

Departamento de Procesamiento de Señales

Instituto de Ingenierı́a Eléctrica
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Agenda
• Desarrollaremos la teorı́a de filtros adaptivos construı́dos

sobre la base de un filtro FIR.
• Este tipo de filtro no requiere un conocimiento exacto de la

estadı́stica de las señales a ser filtradas.
• Identificamos dos procesos básicos en un filtrado

adaptivo:
1 El proceso adaptivo, que incluye el ajuste automático de

los coeficientes del filtro de acuerdo a cierto algoritmo.
2 El proceso de filtrado, que incluye generar la salida del filtro

y estimar el error en la estimación, que luego se utiliza para
modificar los coeficientes. De esta forma se cierra el lazo
de realimentación.

• Veremos:
• Método de máxima pendiente (steepest descent). Vieja

técnica de optimización recursiva para buscar el mı́nimo de
una superficie cuando este no se conoce explı́citamente.

• El algoritmo LMS (Least Mean Squares). Menos exacto
pero menos costoso: no requiere estimar funciones de
correlación ni invertir matrices.
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Estructura del filtro adaptivo
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Figure 4.1

Structure of adaptive transversal filter.
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Recordemos: e(n) = d(n)− d̂(n|Un) = d(n)−wH(n)u(n)

J(w) = σ2
d −wH(n)p− pHw(n) +wH(n)Rw(n)

Rwo = p, Jmin = σ2
d − pHwo.

• En condiciones estacionarias el filtro adaptivo se diseña
para estar cerca de ∇wJ = 0.

• En condiciones no-estacionarias, la superficie de error
cambia (estacionaridad local, R y p van variando con n).
⇒ El filtro debe seguir el mı́nimo, que se va moviendo.
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El método de máxima pendiente

• El filtro debe satisfacer Rwo = p en todo momento, con R
y p variando en el tiempo.

• Una forma es obtener una solución analı́tica para cada n
lo cual puede ser muy costoso (M grande) y necesitar gran
velocidad de procesamiento.

Una alternativa es el método de máxima pendiente:
1 w(0) = wo. (cierto valor elegido, en general puede ser 0).
2 Luego nos movemos en la dirección opuesta al gradiente:

w(n+ 1) = w(n)− 1

2
µ∇wJ(w(n)), µ > 0,

dónde ∇wJ(w(n)) = 2
∂J(w(n))

∂w∗(n)
= −2p+ 2Rw(n).

⇒ w(n+ 1)= w(n) + µ[p−Rw(n)], n = 0, 1, 2, . . .

Obs: µ determina el paso de ajuste.
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Estabilidad del algoritmo de máxima pendiente. Caso
WSS

Al incluir realimentación, el algoritmo puede tornarse inestable.
Es claro que la inestabilidad dependerá de µ y de R.
Para estudiar la estabilidad debemos observar los modos
naturales del sistema, es decir qué sucede en la base propia
de R:

• c(n) := w(n)−wo: vector de error en los coeficientes en
tiempo n.

• Tenı́amos w(n+ 1) = w(n) + µ[p−Rw(n)]. Usando que
Rwo = p, tenemos

c(n+ 1) = (I− µR)c(n) = (I− µQΛQH)c(n),

siendo las columnas de Q los vect. ppios de R, Q unitaria
(QH = Q−1) y Λ = diag(λ1, . . . , λM ) con los λi positivos
(teorema espectral + R definida positiva).

Usando el cambio a coordenadas intrı́nsecas v(n) = QHc(n)
demostrar que para cada modo normal,
vk(n) = (1− µλk)

nvk(0), k = 1, 2, . . . ,M. Deducir que la CNS
para que el algoritmo converja es 0 < µ < 2/λmax.

5 / 11



Tenı́amos que c(n+ 1) = (I− µQΛQH)c(n), por lo que

QHc(n+ 1) = (I− µΛ)QHc(n).

Utilizando el cambio de coordenadas v(n) = QHc(n), tenemos

v(n+ 1) = (I− µΛ)v(n).

Esto es para cada modo natural, k = 1, 2, . . . ,M,

vk(n+ 1) = (1− µλk)vk(n);

Luego, vk(n) = (1− µλk)
nvk(0).

La convergencia de esta serie geométrica se verifica si

−1 < 1− µλk < 1
λk>0
⇐⇒ 0< µ <

2

λk
∀ k = 1, 2, . . . ,M.

⇒ 0 < µ <
2

λmax
CNS de convergencia para w(n)

n→∞−→ wo
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Convergencia del algoritmo de máxima pendiente,
caso WSS
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Figure 4.6

Variation of the kth natural mode of the steepest-descent 
algorithm with time, assuming that the magnitude of 1� mlk is less than unity.
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Definimos τk como el tiempo que demora el modo natural
k-ésimo en decaer a 1/e de su valor inicial:

(1− µλk)
τk = exp(−1) ⇒ τk =

−1

ln(1− µλk)
,

y si µ es lo suficientemente pequeńo para que µλk << 1,
τk ≈ 1

µλk
. Luego, si definimos el tiempo global, este viene dado

por

τ = max{τk} ≈ 1

µλmin
.
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Convergencia del algoritmo de máxima pendiente,
caso WSS

Relación con el número de condición de R

• Por un lado, tenemos la CNS de convergencia,
0 < µ < 2

λmax
, o de forma equivalente µ = α 2

λmax
, con

0 < α < 1.
• Por otro lado, el tiempo global de convergencia es
τ ≈ 1

µλmin
.

Entonces:

τ ≈ 1

2α

λmax

λmin
=

1

2α
χ(R)

χ = 1 χ = 3
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Convergencia del algoritmo de máxima pendiente,
caso WSS

Influencia de µ
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Figuer 4.12

Loci of w1(n) versus w2(n) for the steepest-descent algorithm with eigenvalue
spread x(R) �  10 and varying step-size parameters: (a) overdamped, m�  0.3;
(b) underdamped, m �  1.0.
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Comportamiento Transitorio de w(n), caso WSS

Tenı́amos v(n) = QHc(n) = QH(w(n)−wo).
Pre-multiplicando por Q:

w(n) = wo +Qv(n)

= wo + [q1,q2, . . . ,qM ]v(n), v(n) = (v1(n), v2(n), . . . , vM (n))T

= wo +

M∑
k=1

vk(n)qk = wo +

M∑
k=1

vk(0)(1− µλk)
nqk

Error cuadrático medio

Tenı́amos J(n) = Jmin +
∑M

k=1 λk|vk(n)|2. Sustituyendo,

J(n) = Jmin +

M∑
k=1

λk(1− µλk)
2n|vk(0)|2.

• Si el algoritmo converge, entonces limn→+∞ J(n) = Jmin,
cualquiera sean las condiciones iniciales.

• La curva de n 7→ J(n) se llama curva de aprendizaje.
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Comportamiento Transitorio de w(n), caso WSS

Curva de aprendizaje n 7→ J(n)
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Figure 4.10

Learning curves of steepest-descent algorithm with step-size parameter m �  0.3 and varying eigenvalue spread.
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µ = 0.3
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