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Introduccidn

Modelos estocasticos [?

: el filtro introduce correlacion en las
muestras produciendo un proceso correlacionado.

Cualquier proceso estocastico estacionario arbitrario
puede modelarse a través de ruido blanco filtrado:

El modelo consiste en especificar la varianza del ruido de
entrada o2 y los parametros del filtro.

Imponiendo condiciones sobre el filtro y conociendo los
parametros del proceso que se quiere modelar (ej.:
autocorrelacion), es posible obtener los parametros del
filtro: .

Encontrar un buen modelo del sistema subyacente a una
serie temporal permite aplicaciones importantes como
prediccion, pronostico, control, compresion.
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Modelos estocasticos

Un modelo establece las hipotesis que gobiernan o
restringen la generaciéon de una serie temporal
correspondiente a realizacién de un proceso estocastico.
La idea de genérico
mediante un proviene de Yule (1927).
Una serie temporal u[n| con muestras correlacionadas puede
generarse a partir de una serie temporal v[n] con muestras
estadisticamente independientes filtrada con un filtro lineal.

Modelo estocastico Hipotesis sobre v[n|
Media nula: E(v[n]) =0 Vn
Blanco:
Filtro lineal
U[TL] —» entiempo [—> u[n] o2 k=n
realizacion de disctreto realizacion de * _ v
proceso proceso E(v[n]v [k]) -
estocastico estocastico 0 k 7& n
independiente genérico

Gaussiano (en general)



Modelos estocasticos

El modelo estocastico establece una relacién entre la
entrada y la salida del filtro, que en el dominio del tiempo
es

u[n]+ajuln—1]4- - +aj uln—M] = v[n]+bjv[n—1]+ - 4+bjv[n—K

El proceso definido por el modelo se llama

La salida actual u[n] es una combinacion lineal de la
muestra actual de la entrada v[n], muestras pasadas de la
entrada y muestras pasadas de la salida.
Equivalentemente, la funcién de transferencia del filtro
lineal del modelo es un cociente de polinomios

U(z)  14+bjz7 4 bz
V(z) l+aizt+--+ayzM

H(z)=

con K ceros 'y M polos.



Modelos estocasticos

Segun la estructura del filtro lineal, los modelos estocasticos se
clasifican en tres tipos.
Modelos Autorregresivos (AR)

No se emplean muestras pasadas de la entrada.
Los coeficientes b;, son nulos para todo k.
El filtro lineal es todo polos.

Modelos de Media Movil (MA)
No se emplean muestras pasadas de la salida
Los coeficientes a;, son nulos para todo k.
El filtro lineal es todo ceros.

Modelos Autorregresivos-Media Mévil (ARMA)

Se emplean muestras pasadas de la entrada y la salida
El filtro lineal tiene polos y ceros



Modelos Autorregresivos

Definicién

Se dice que una serie temporal

uln], uln — 1], ..., uln — M| representa la realizacién de
un proceso autorregresivo de orden M, denotado ,
si satisface la ecuacioén en diferencias

u[n] + ajuln — 1]+ - - - + aj u[n — M) = vn| (1)

* * * .
ai, as, ..., ay, Son constantes: v[n] es ruido blanco

Equivalentemente, la ecuacion en diferencias se puede
escribir como

u[n] = wiuln — 1] + wiu[n — 2] + - - - + wiu[n — M| + v[n]

donde wy, = —ay.
I 2 ecuaciéon 1 se puede expresar 3 través de una



Modelos Autorregresivos

Observacion

La salida actual u[n| del proceso es una combinacién
lineal finita de los valores pasados del proceso,

u[n —1], ..., u[n — M], mas un término de error v[n].

En estadistica, una se define como la
relacion entre una variable dependiente y y un conjunto de
variables independientes z1, xs, ..., x); mas un término
de error v

M

y= Zw,’;mk +v
k=1

Se dice que y regresa a los valores zy.

En un proceso AR, u[n] regresa a valores previos de si
mismo. De ahi el nombre de proceso autorregresivo.



Modelos Autorregresivos

Filtro analizador y filtro generador del proceso

Las transformadas z de las secuencias a, u[n] y v[n] son

respectivamente
M (o) [e%e)
Ha(z) = aiz™ U(z)=) uplz™ V()= o)z
n=0 n=0 n=0

La transformada z de la ecuacion en diferencias del
proceso AR (ecuacion 2) es

(a” * u)[n] = vin] Ha(2)U(2) = V(2)

La transformada = del modelo ofrece dos interpretaciones
dependiendo de si el proceso AR u[n] es visto como la
entrada o la salida de interés
: dado el proceso AR u[n], se puede
usar el filtro con funcion de transferencia H 4(z) para
producir ruido blanco v[n] como salida.
- Considerando el filtro con funcién



Modelos Autorregresivos

Filtro analizador del proceso AR

HA(Z)U(Z) = V(Z), con HA Za* —n

El filtro H4(z) se llama filtro analizador deI proceso AR. Si
la entrada al filtro analizador es el proceso AR u[n], la
salida es ruido blanco v[n].

El filtro analizador es un filtro con respuesta al impulso

hin] = a,.
Es , Y por lo tanto,
uln] i uln — 1] 1 uln — 2] A ufn — M]
Realizacién

de proceso
AR
Realizacién

de ruido
blanco 9/37



Modelos Autorregresivos

Filtro generador del proceso AR

Considerando el filtro inverso
al filtro de analisis

1 1

B Hy(2) Zﬁ/[:o arz™m
(3)
se tiene el filtro ,

Hg(z)

El filtro generador es

, Y por tanto,
La condicion de estabilidad es
que los M polos estén dentro
del circulo unidad.

v[n]

(1

Realizacién
de ruido
blanco

HJ

uln —1]
!
Z_

l Realizacion

de proceso
—1| AR

u[n—M+1]

uln— M)



Modelos de Media Mévil (MA)

Definicién

En el modelo de Media Movil, el filtro es un filtro todo ceros
con entrada ruido blanco. Un modelo de media mévil de
orden K se denota

El proceso u[n] producido por el modelo se describe

mediante la ecuacion en diferencias

1, b3, ..., b son constantes:

v[n]

vn —1]

u[n] = v[n] + bjv[n — 1] + - - - + bxv[n — K] (4)

v[n] es ruido blanco
de varianza o2

Realizacion
de ruido
blanco

v[n — K]

@ Realizacién

de proceso

MA
(+) S 11/37




Modelos de Media Mévil (MA)

Tomando la transformada = de la ecuacién en diferencias
del modelo (ec. 4) se tiene que el filtro generador es

Hg(z) =

K
U(z) _
:E byz", con by =1
V(Z) n=0

El filtro generador del proceso es todo ceros y por lo tanto
estable.
Para producir ruido blanco a partir del proceso MA, se
emplea el filiro analizador,

K
S by
n=0

El filtro analizador del proceso es todo polos.



Modelos Autorregresivos-Media Moévil (ARMA)

Definicién

Ecuacion en diferencias del modelo ARMA:

u[n]+ajuln—1]+- - -+ajuln—M] = v[n]+bjv[n—1]+- - -+bjv[n—K]

Para generar un proceso ‘I __ o
ARMA u[n] se emplea un el I g
filtro lineal que blanco o1 ARMA

constantes z

* * *
al,az,...,aMy g_
E *
bELbs, L b

(M, K) y el modelo se 1
denota ARMA(M, K). §

Los modelos AR y MA z
son un caso particular de [ /7~ ]

el orden del modelo es : :




Consideraciones sobre los modelos

En la practica el modelado AR es mas popular que el
modelado MA y ARMA.

Una razén de esto es la sencillez computacional. Para
encontrar los parametros del modelo, hay que resolver un
sistema de ecuaciones: las ecuaciones de Yule-Walker.
En el caso AR, las ecuaciones de Yule-Walker son un
sistema lineal. Ademas, el sistema tiene caracteristicas
que hacen posible resolverlo eficientemente (Toeplitz).
En el caso de MA y ARMA, las ecuaciones de Yule-Walker
son un sistema de ecuaciones no lineal mucho mas
complicado de resolver.
Otro motivo que justifica la popularidad del modelado AR
esta vinculado al teorema de Wold, fundamental en el
analisis de series temporales.
El teorema ayuda a justificar que un proceso estacionario
cualquiera puede descomponerse en la suma de un
proceso deterministico y un proceso AR.



Descomposicion de Wold (1938)

Todo proceso estocéastico estacionario en tiempo discreto

puede descomponerse como la suma de un
(componente estocastica) y un

(componente deterministico), entre si.

Teorema

Todo proceso estocastico estacionario discreto z[n] puede
expresarse como
z[n] = u[n] + s[n]

u[n] y s[n] son procesos no correlacionados.

u[n] es un proceso general lineal representado por el modelo
MA (o)

oo

Zbkvn— conbp=1 y Y |l*<o

k=0

donde v[n] es ruido blanco no correlacionado con s[n],

1 7



Descomposicion de Wold

Consideraciones

La parte estocastica de la descomposicion es

Ruido blanco filtrado con filtro todo
u[n] = Z brv[n—k] ceros
Proceso MA(c0)
En eI caso en que el filtro todo ceros sea de fase minima
(todos los ceros se encuentran dentro del circulo unidad),

La parte estocastica de la descomposicién puede ser
remplazada por un proceso AR de orden apropiado.

Bajo la hipdtesis de fase minima, la descomposicion de
Wold indica que un proceso estacionario se puede
descomponer como una parte deterministica y un proceso

AR de orden apropiado.
e proceso L proceso



Estacionaridad asintotica de los procesos
autorregresivos

Solucién general de una ecuacion en diferencias

Un proceso AR(M) satisface la ecuacién en diferencias
(ec. 1)

u[n] + ajuln — 1]+ - - - + aj u[n — M) = vn|

Para resolver la ecuacion en diferencias, se puede
emplear el método clasico de expresar la solucion como la
suma de la uc[n] y la

up(n],

u[n] = ueln] + up[n]

La uc[n] es la solucion de la ecuacién
homogénea

aulnl L a*uyln — 11 ... ag* uyln — M1 =0



Estacionaridad asintotica de los procesos
autorregresivos

Solucién general de una ecuacion en diferencias

La up[n] se define como

up[n] = Ha(D){v[n]},
donde
Heg(2) es el filtro generador del proceso AR(M) (ec. 3)
1
) S
D es el operador de retardo unitario
D*{u[n]} = u[n — k]
Hg (D) se obtiene sustituyendo z—* por D* en Hg(z).

Ejemplo:



Estacionaridad asintotica de los procesos
autorregresivos

Solucién general de una ecuacion en diferencias

Las constantes By, ..., By de la solucion homogénea, se
determinan imponiendo M condiciones iniciales,

ul0l =u[-1]=-=u[-M+1]=0

Sustituyendo las condiciones iniciales en la solucion
general se obtiene un sistema de M ecuaciones de donde
es posible despejar By, ..., By.
La imposicion de condiciones iniciales implica darle un

al proceso en n = 0.

Si la solucion u[n] es capaz de olvidar su estado inicial, el
proceso es asintoticamente estacionario. Para eso se

requiere que la solucién complementaria u.[n] decaiga a



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)[?]
Se quiere estudiar la estacionaridad del proceso AR(1) dado
por

° w es una constante real

* wv[n] es ruido blanco de varianza o2 y
u[n] = wuln—1]+v[n]  media 0.
* La condicion inicial es u[0] = 0
¢ La condicion inicial implica que u[1] = wu[0] 4+ v[1] = v[1]
* La ecuacion en diferencias puede resolverse
iterativamente,

v[n] +wuln — 1] = v[n] + wv[n — 1] +wuln - 2]) | 3 solucidn es
v[n] + woln — 1] + w?uln — 2

n—1
v[n] +woln — 1] + w?v[n — 2] + wiun — 3] uln] = Zwkm

uln]



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)
Calculo de la solucion a partir de la solucion particular y
homogénea.
* Solucion de la ecuacion homogénea
¢ La ecuacion homogénea es

Ue[n] —wuc[n —1] =0

* La ecuacion caracteristicaes 1 — wz~—! = 0.
Laraiz es p; = w.
La funciéon complementaria es

uc[n] = Bw™ (6)
* Verificacion de que es solucién de la homogénea,

Bw" = wBw" !

— Bu".



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)
* Solucion particular
¢ La solucién particular es uy[n] = Hg(D){v[n]}.
¢ La transferencia del filtro generador es
U(z) 1

Hg(z) = = — =  Hg(z)= 3 whz "
¢ V(iz) 1—wz! ¢ kZ:o

° Finalmente se llega a que

upln] = He(D){vln]} = Y _w*D¥uln]} = wln] =) wu[n-
k=0

k=0
(7)
¢ Verificacion de la solucion encontrada cumple la ecuacién
en diferencias (u,[n] = wu,[n — 1] + v[n])

N wkon -k =w> wiln—1—kl+on] = wln -1 — k| TS



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)
¢ La solucién general es la suma de la solucién homogénea (ec.
6) y la solucién particular (ec. 7)
u[n] = Bw™ + Zwkv[n — k]
k=0

° La constante B se obtiene imponiendo las condiciones iniciales,

ul0] = B + iwkv[—k] =0 = B= —iwkv[—k]
k=0 k=0

¢ Sustituyendo la constante en la solucion se llega al mismo
resultado que antes (ec. 5),

o0

uln) = —w" - whol=k]+ 3wl — k] = = 3wt o=k + D v glp -

T N



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)
* Observacion
¢ La funcion de transferencia a partir de proceso AR(1) es

U(z) 1
V(z) 1—wz!

u[n] = wu[n—1]+v[n], H,p(z) =

¢ La funcién de transferencia a partir de la solucién es

Uz) = ok
%0 —kz:%w z

uln] = ni wrvn — k], H,.(z) =
k=0

El proceso AR(1) se genera con un filtro todo polos y es
equivalente al proceso MA(oc), que se genera con filtro
todo ceros.

ruido proceso ruido proceso
blanco Todo polos AR(1) blanco Todo ceros AR(1) | 2ibiey/



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)

* Se quiere estudiar la estacionaridad del proceso. En
particular, se estudia la estacionaridad de primer y
segundo orden.

* Momento de primer orden. Sea p, la media del ruido,
entonces

n—1
1—
E(u[n]) ZwkE v[n — ):,uvak:,uvl
k=0

¢ Se tiene que
® Si u, =0, se cumple que E(u[n]) = 0. El proceso es
estacionario hasta orden 1.
¢ Siu, # 0, la media del proceso depende de n. No es

estacionario hasta orden 1.
e Cin amharnan at ladl - 1 e Atlirmnla ALIA



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)

* Momento de segundo orden. La autocorrelacion del
proceso es,

ru[n +1,n] = E(uln + luln])

¢ Sustituyendo u[n] (ec. 5) se ve que

n+l—1
ru[n—i-l,n]:E(Zwvn—i-l— Zw v[n—m )
k=0

n+l—1 n—1
= Z Z whw™E(vin — (k —1)]v[n — m))

k=0 m=0

n+l—1 n—1

= > Y wrwmrym — (k- 1)]

o m—0



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)

o2 1=0
¢ Como v[n] es un proceso l v
11D, se cumple que roll] = 0 140
B . n—1
¢ solo los términos con raln +1,n] = Z WM™, 0]
s = m en las sumatorias m—0
de la ecuacion 8 no son n—1
nulos, por lo tanto = oo wm
m=0

* Finalmente, la
autocorrelacion del 5
proceso es I —w



Estacionaridad asintotica de los procesos

autorregresivos

Ejemplo: Analisis de proceso AR(1)
* Se lleg6 a que
2n

]_ —
Tu[n + lvn] = Ugwll_—ww2

» El proceso no es estacionario, ya que la autocorrelacion
de u[n] depende del tiempo absoluto n y no solamente del
retardo I.

* Asintoticamente, si |w| < 1, se cumple que

1
: _ 2
angoru[n—kl,n] R —

= ry[l]

por lo que el proceso AR(1) es asintoticamente
estacionario hasta orden 2.
o FEn ecte eiembnlo ce vid atie <i el nolo del fiktro aenerador



Funcion de autocorrelacion de un proceso AR

Se derivara la funcién de autocorrelacion de un proceso
AR(M) asintoticamente estacionario en funcion de los
coeficientes del modelo.
La ecuacion en diferencias de un proceso u[n] AR(M) es
(ec. 1)

M
Za”,;u[n — k] = v[n], conap =1
k=0

Multiplicando ambos lados de la igualdad por u*[n — ] y
tomando la esperanza, se tiene que,

M
E (Z afuln — klu*[n — l]) = E(v[nJu*[n —1))
k=0

M
Z apE(u[n — klu*[n —1]) = E(vin|u*[n —])
k=0

M
N ko7 71 /T 1 %7 71\ PPN 29/37



Funcion de autocorrelacion de un proceso AR

* u[n — [] solo depende de muestras del ruido hasta el
tiempo n — [, ya que la salida del filtro no depende de
muestras futuras de la entrada. Por lo tanto,

E(v[n]u*[n —1]) = E(v[n])E(u*[n—1]) =0 >0
y la ecuacion 9 queda,

M
> aprll—k =0 1>0.
k=0

Se concluye que la autocorrelacion cumple la ecuacion en
diferencias

r[l] = wir[l—-1]4+wir[l—2]4- - -+wjr[l—M] [>0. (10)

con wy = —ag.



Funcidn de autocorrelacion de un proceso AR

Observacion

La solucién general de la ecuacion en diferencias de la
autocorrelacion (ec. 10) es

Cq, Csy,...,Cy s0ON

constantes

M
rlm] = Cipf! ,
k=1 p1, P2,---,Pn SON las raices

de la ecuacion caracteristica.

Cuando el proceso AR cumple la condicion de
estacionaridad asintoética, |px| < 1 para todo k, se cumple

que
lim r[m] =0,
m—0oQ
por lo que el proceso es asintéticamente no
correlacionado.

La condicion necesaria y suficiente para que un proceso
sea WSS es que sea asintoticamente no correlacionado.



Ecuaciones de Yule-Walker (1927)

Dado un proceso estocastico estacionario u[n], se quiere
encontrar el proceso AR(M) que lo modela. Se asume que
se conoce la autocorrelacion del proceso.

Para definir completamente un modelo AR(M) se necesita
especificar dos conjuntos de parametros

Los coeficientes AR a4, ao,...,ax;.
La varianza o2 del ruido blanco empleado como excitacion.

ruido proceso

blanco Todo polos AR(M)
—» deorden |—>»

v[n] M uln]




Ecuaciones de Yule-Walker

Caélculo de los coeficientes AR

Se vié que la ecuacion en diferencias de la autocorrelaciéon
del proceso es

r[l] = wir[l — 1] + war[l — 2] + - - - + wi,r[l — M] 1> 0.

La idea es evaluar la autocorrelacionen i =1, 2,..., M
para obtener un conjunto de M ecuaciones con M
incégnitas.

Evaluando para [ = 1 se tiene que

r[1] = wir[0] + wir[—1] + - - - + wir[—M + 1]
= wir[0] + wir*[1] 4+ - - - + wy,r [M — 1]
en donde se usé la propiedad de que r[k] = r*[—k].

Conjugando en ambos lados de la igualdad se llega a que



Ecuaciones de Yule-Walker

Caélculo de los coeficientes AR

Repitiendo para ! =2, ..., M se tiene que

2]
3]

r w1r*[1] + war[0] + war[l] + - - - + wpyr[M — 2]
r wir[2] + wor[1] + wsr[0] + - - - + warr[M — 3]

r*[M] = wir*[M — 1] + wor*[M — 2] + wsr*[M — 3] + - - - + wpr[0]

El sistema de ecuaciones expresado en notacién matricial

queda
r[0] r[1] r[2] s r[M -1 w1y r*[1]
(1] 7[0] r[1] oo r[M=2] W r*[2]
7‘*[2] r*[l] r[[)] - T[M _ 3] ws _ 7'*[3]
r*[M—l] r*[M_Q] r*[M—3] r[.O] wM r*[M]



Ecuaciones de Yule-Walker
Célculo de los coeficientes AR

El sistema de ecuaciones expresado en notacién matricial

es
R es la matriz de autocorrelacion de
tamano M.
Rw=r r = [r*[1], 2], ..., [M]]"
w = [wy, wa, ..., wa)T

La solucidn para obtener los coeficientes es w = R 'r

Conclusiones

En el caso de procesos AR, se encontré una relacién
univoca entre los coeficientes del modelo y la
autocorrelacion del proceso.

Ademas, la relacion esta dada por un sistema lineal de
ecuaciones. facil de resolver. La matriz de autocorrelacion




Ecuaciones de Yule-Walker

Célculo de la varianza del ruido

La ecuacion 9 indica que

Z apr|l — k] = E(vn]u*[n —1])
k=0

Evaluando en | = 0, se tiene que el lado derecho de la igualdad
es

E(v[n]u*[n]) = E ( <v[n Z ajuln — ) ) La salida no

depende de
muestras
= E(v[n]v* Z arE(v[n|u*[n — k]) futuras de la
entrada y el
ruido es de
media nula.

[ PR DT R T L AR . R P P 1 Fa N 36/37
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