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Estimacion de parametros

Planteo del Problema:

Dadas N muestras de una sefal discreta z[n| que depende de
cierto parametro 6 desconocido.

Estimar 0 a partir de las N muestras z[0], z[1],...,z[N — 1]
Para ello se define un estimador de 6 que es funcién de los datos:

g:funcién a determinar

é:ng,xl,...,xN—l .
(el0], 1] : D 0: estimador de 6

Objetivo: Encontrar una funcién g de formar que @ sea un buen
estimador de 6.

Estimador 6 debe ser cercano (en algtin sentido a definir) al
valor verdadero de 6.

El criterio de cercania debe ser especificado teniendo en cuenta
que 6 es una Variable Aleatoria.
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Criterio de Minima Varianza

* En la busqueda de estimadores dptimos es necesario algun criterio
de optimalidad.

* Uno natural es la minimizacién del error cuadratico medio (MSE,
Mean Square Error)

MSE(f) = E [(é - 9)2] .
* Analisis (descomposicién) del error cuadratico medio:
MSE(f) = E [(é - 9)2]
E{[(@ ~E(0) + (B(0) - 9)]2}
E[(0-E0)] +2E[(0-E0) (£0) - 0)] +E[(EO) - 0)] ’
E2(6)—E(0)0—E2(0)+E(0)6=0
_E [(é _ ]E(é))z] + (E0) - 0)°
= var(6) + b*(9)

* Descomposicion sumamente Util bias-variance.
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Extension a vector de parametros

En el problema general de estimacion de parametros, los parametros
desconocidos pueden ser varios.
Estimador insesgado

Si hay p parametros desconocidos, se construye el vector de
parametros desconocidos,

0 =1[01,0s,...,0,]".

Se dice que un estimador = [6,,0,,...,60,]” es insesgado, si

]E(Hl) = Qi, a; < 9, < bi,
para todo i=1,2,...,p.
Si definimos la esperanza de un vector de variables aleatorias
como A R R R
E(9) = [E(61),E(62), ... E(6,)]"
Un estimador insesgado cumple la igualdad vectorial
E(9) = 6.
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MVU: Extension a vector de parametros

Estimador 6 de parametro vectorial 6 es MVU si:

() Es insesgado, es decir cumple la igualdad vectorial
E(9) = 6;
& cumple la propiedad de que
var(f;) es minima, parai=1,2,...,p,

entre todos los estimadores insesgados.
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Cota inferior de Cramer-Rao (CRLB)

La cota inferior de Cramér-Rao establece una cota inferior teérica en
la varianza de un estimador insesgado:

var(0) > CRLB(0),
para todo estimador insesgado 6.

Utilidad practica:
Permite afirmar si un estimador insesgado es el estimador MVU.

Esto sucede si el estimador alcanza la cota para todos los valores

posibles de 6 desconocido, var(§) = CRLB(#), para todo valor de 6.

Provee una referencia contra la cual comparar el desempeiio de
cualquier estimador insesgado.

Indica la imposibilidad fisica de encontrar un estimador insesgado con
varianza menor que la cota. Util en estudios de viabilidad.

Permite ademas determinar si existe un estimador que alcanza la cota.
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CRLB: Motivacion

Dependencia de la PDF de los datos (modelo de datos) con el
parametro:

Toda la informacion esta contenida en los datos observados y
en su modelo (funcién de densidad de probabilidad, PDF)

La precision de la estimacién depende directamente de la PDF.

No se puede esperar una estimacién con mucha precisién si la
PDF depende débilmente del parametro.

Cuanto mayor es la influencia del parametros desconocido
sobre la PDF, mejor deberia poder estimarse el parametro.
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CRLB: Motivacion

Se quiere estimar el nivel de DC (parametro A) en WGN cuando se
observa una sola muestra,

z[0] = A+ w[0], donde w[0] ~ N(0,0?).

Se espera que la estimacion sea mejor si o2 es pequefio (poco
ruido).

Un buen estimador insesgado es:
A = z[0]
La varianza del estimador es:
var(A) = o2
La precision del estimador mejora a medida que o2 decrece.
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CRLB: Motivacion

Se considera la PDF para dos valores distintos de varianza

pi(z[0]; A) = \/2171'7 exp {—%(m[O] - A)z] , coni=1,2.

Supongamos z[0] = 3. Se observa la PDF en funcién de A, para el
valor obtenido de z[0]. Se consideran los valores o1 = 1/3y o2 = 1.

Definicion: PDF vista como una funcién del parametro desconocido 6 con x
fijo, se denomina funcion de verosimilitud (/ikelihood function).

p 1(x[0]=3;A) con 01=1/3 pz(x[0]=3;A) con 02=1
1 1
0.5 0.5
. . /\
0 2 4 6 0 2 4 6
A A



CRLB: Motivacion

® cono; = 1/3, los valores de A > 4 tienen una probabilidad de:

Pr{A>4|X[0}:3}:1—<I><

A — z[0]

o1

) =1- ®(3) ~ 0.0013

® conos = 1, los valores de A > 4 tienen una probabilidad de:

0.5

Pr{A>4|X[0]:3}:1—<I>(

P, (x[0]=3;A) con o1=1/3

0.5

A — z[0]

02

) =1—®(1) ~ 0.1587

p2(x[O]=3;A) con 02=1




CRLB: Motivacion

Siz ~ N (u,0?), entonces Pr{|z — u| < 30} =~ 0.9973.
Valores de A fuera del intervalo x[0] £ 30; son muy poco probables.
con o1 = 1/3, candidatos probables A € [2,4],
con o = 1, candidatos probables A € [0, 6].
Observaciones:

La funcién de verosimilitud p,,—1(x[0] = 3; A) tiene una dependencia
mas débil del parametro A que p,, —1,3(x[0] = 3; A) por lo que los
candidatos probables de A se encuentran en un intervalo mas amplio.

Intuitivamente, la “agudeza” (sharpness) de la funcién de
verosimilitud determina precisién con la cual es posible estimar el
parametro desconocido.

Una forma de medir la agudeza de la funcién de verosimilitud es a
través del negativo de la derivada segunda del logaritmo de la
verosimilitud respecto al parametro desconocido en el pico.



CRLB: Motivacion

Derivada segunda del logaritmo de la funcién de verosimilitud
¢ La funcién de verosimilitud es:

Wl ) = i oxp [~ L el - A

¢ El logaritmo de la funcién de verosimilitud es
log p(x[0]; A) = —log V2mo? — (w[O] A)%.

* Tomando la derivada primera,
Ologp(x[0];4) _ 1
0A T o2
© vy el opuesto de la derivada segunda queda,
_ &Plogp(z[0];A) _ 1
0A? o2’



CRLB: Motivacion

?logp(z[0]; A) 1 La curvatura crece a medida que la

_ L h . o
A2 e varianza del ruido o~ decrece.

Teniendo en cuenta que el estimador es A = z[0], y por lo tanto su
varianza es var(A) = o2, para este ejemplo particular se cumple que:
. 1 5
var(A) = i Gy = ¢
9A2

En este ejemplo, la derivada segunda no depende de los datos (z[0]),
pero en lo general lo hara. Por lo tanto una medida mas apropiada de
la curvatura es:

Mide la curvatura media de la funcién de
E 8% log p(x[0]; A) verosimilitud logaritmica.
B { 0A? ] La esperanza se toma sobre el modelo de
los datos (z[0], V.A.), resultando en una
funcion Gnicamente de A.



CRLB: Motivacion

Resumen

Se dispone de un conjunto de datos y un modelo de los datos que
depende de un parametro desconocido que queremos estimar.

El modelo impone una PDF de los datos (con un parametro
desconocido).

Si se considera la PDF como funcién del parametro manteniendo fijos
los datos, la funcién se denomina funcién de verosimilitud
(respectivamente funcién de log-verosimilitud).

Cuanto mas fuerte es la dependencia de la funcién de verosimilitud con
el parametro, el parametro se puede estimar con mayor precisién.

Una forma de medir la dependencia de la log-verosimilitud con el
parametro es a través de la concavidad (opuesto de la derivada
segunda respecto al parametro).

El estimador del parametro tendra menor varianza cuanto mayor sea la
concavidad de la funcién de verosimilitud.



Cota Inferior de Cramér-Rao

Teorema: Cota Inferior de Cramér-Rao, parametro escalar.
Se asume que la PDF p(x; 0) satisface la condicién de regularidad,

E, [8 log p(x; 6)

50 } =0 paratodo 6.

Entonces,
la varianza de todo estimador insesgado 6 cumple que

1

92 log p(x;0) |’
~Ex | S|

var() >

donde la derivada se evalla en el valor verdadero de 6.
existe un estimador que alcanza la cota para todo 6 si y solo si

Ologp(x;0)
a0 1(9) (9(x) = 0),

para alguna funcion I y g.

Este estimador, que es el MVU, es § = g(x) y su varianza es 0



Cota Inferior de Cramér-Rao: Consideraciones

* La esperanza se toma respecto a los datos x ~ p(x; ),

92 log p(x; ) 9% log p(x
Ex [ 962 ] / 202 (x, 0)dx.

La esperanza reconoce el hecho de que la funcién de verosimilitud y
sus derivadas son variables aleatorias por depender de los datos
observados x.

* La cota depende en general del parametro desconocido 6.

A var(6) 0*3




Cota Inferior de Cramér-Rao: Consideraciones

Condicion de regularidad.

E [alogp(x; 0)} _ Olog p(x; e)p(x; 0)dx

00 00
@ [ 9p(x;0)
- / a6
® 9 .
= 20 p(x; 0)dx
9.

Regla de la cadena
Cambio del orden de
integracion y diferenciacién
Vo, [ p(x;0)dx = 1.
La condicién de regularidad se cumple si es posible cambiar el orden
de integracion y diferenciacién (paso (b)).
Esto es cierto en general salvo cuando el soporte de p(x; 6) depende
del parametro desconocido 6,
se deduce de la regla de integracion de Leibniz (ver apéndice ).

Ejercicio. Demostrar que en el caso en que = ~ U0, 8] no se cumple la condicion de



CRLB: Prueba simple (1/3)

WE[D] = [pexogax=0 @) [ px0)5 logplxi)ix -

Derivando (1) con respecto a 6:

0
%/( dx-/aexﬂ

9 [ ol 0) 5 0g plxs )9 x)

© / p(x; 9)%1%19(& 0)(g(x) — 0)dx

(d O
= 2 9=1
809

(a) intercambiando el orden de diferenciacién e integracion

(b) regla de la cadena (% log p(x;6) = m%p(x; 6))

(c) restando una constante () multiplicada por algo que es igual a 0, por
)

(d) por (1)



CRLB: Prueba simple (2/3)

Tenemos que
0
1= /p(X; 0) 5 logp(x;0)(9(x) — O)dx

Cauchy-Schwartz

[ / w<x)a<x>b<x>dx]2 < [ wia*(ax [ wip i

° w(x) >0,vx
¢ lgualdad si y sélo si a(x) = ¢ b(x) para c cte. con respecto a x



CRLB: Prueba simple (2/3)

Tenemos que

1= /p(X; 9)% log p(x; 0)(g(x) — 0)dx

|/ w(x)a(x)b(x)dxr < [weoa(ax [ wor

° w(x) >0,vx
¢ lgualdad si y sélo si a(x) = ¢ - b(x) para c cte. con respecto a x

Aplicando C.S.:

1< /p<x 0)
[ v

1

logpx@)dx/p dx

9
a0
0

8—logpx9 dx/pr)g(x —9

/\/\

IN

px

E[(Z 108 p(x:0))%] E[(9(x)—0)2]



CRLB: Prueba simple (3/3)

Finalmente:

1
E [(9(x) — 0)?] = var [g(x)] > .
[ 7 ] g E [(% log p(x; 0)) ]

1

-E [[%22 log p(x; 0)]

2
Ejercicio: probar que E {(% log p(x; 9)) ] =-E [63722 log p(x; 9)].

La segunda parte del teorema CRLB se prueba utilizando la condicién de
igualdad de Cauchy-Schwartz. (Ver Kay, apéndice 3A)

Mogp(x30) _ 19y . (g(x) - 0)
¥~
R
a(x)



CRLB: Ejemplos (I)

Estimar A a partir de x[0] = A + w[0] donde w[0] ~ N (0, 5?).
Eligiendo A = z[0], se tiene que var(A) = o2
Derivadas primera y segunda de la funcion de log-verosimilitud:

& log p(x[0]; A) 1

Ologp(z[0]; A) _ %(m[O] _ 4 o logpzl0A) _ 1

0A 0A? o2
Aplicando la CRLB se tiene que,

var(A) > o* VA, para cualquier estimador insesgado A.
No existe un estimador insesgado de varianza menor a o>.

Conclusiéon: Como el estimador elegido A es insesgado y alcanza la
CRLB para todo A, es el estimador MVU.



CRLB: Ejemplos (I)

En el caso de no haber descubierto a A = 2[0] como estimador, se

podria haber empleado la segunda parte del teorema de la CRLB
Es decit, si

En este caso,
01 ;0
Q10r00) _ 1(5)(4(x)~0),  Dlogp(alolid) _ 1 o
0A o2 ’
entonces: i Por lo que:
M;Ug(X) es un estimador A = ¢(x]0]) = z[0] estimador
MVU.
la varianza minima es R L )
1/1(8). var(4) = gy = 0.
Identificando términos: Ademas, se cumple la igualdad
0=A
g [2*logp([0]; A)
1(0) = 8A2 '
9(z[0]) = =[0]



CRLB: Ejemplos (II)

Como generalizacion del ejemplo anterior, en este caso se observan
multiples muestras del nivel de continua en WGN,

z[n)=A+wn] conn=0,1,...,N —1 yw[n] ~N(0,0°)

Se quiere determinar la CRLB del problema de estimar A,
¢ La funcion de verosimilitud es:

Ny 1 ,
(c:4) = b [~ oo (aln] - 4)
ptri) = T 5 o |~z (elnl = 47




CRLB: Ejemplos (II)

¢ Calculando la derivada primera de la log-verosimilitud, obtenemos

(910%5{;14) = 6?4 {—log [(271’02)%] - % Z_(x[n] - A)2}
n=0
= L3 Gl - 4)
n=0
- (i{ z[n] —A>
= %(E—A)

* Diferenciando nuevamente respecto de A,

0 log p(x; A) N

0A? T o?



CRLB: Ejemplos (II)

* Teniendo en cuenta que la derivada segunda es constante, mediante
Teo. de la CRLB se obtiene,

[N

- 1 o
var(4) _E [62 logp(x;A)] - N’
x A2

* Ademas, asociando términos podemos reconocer,
N-1
9x)=7= Z (media muestral)

alcanza la CRLB, y siendo insesgado, es un estimador MVU.
¢ La cota se cumple con igualdad

A 1 o?
var(A) = m =N

¢ La varianza del estimador es inversamente proporcional a la cantidad
de datos observados.



CRLB: Ejemplos (lll)

Se quiere estimar la fase ¢ de una sinusoide contamindad con AWGN,

z[n] = Acos(2m fon + ¢) + win], con n=0,1,...,N —1,

donde win] ~ N(0, o?) para todo n.

(Ejercicio) Mostrar que la derivada de la funcién de log-verosimilitud es,

5105%8# -4 Z [ nsin(2fon + ¢) — A sin(drfon +26)|
Ademas,
g [07logp(x;0)]  NA?
) 00> 202"’
con lo cual

2
Var(¢) NA2

No se cumple la condicién para alcanzar la cota porque la derivada de
la log-verosimilitud no se puede factorizar como 1(6)(g(x) — ).

Puede que exista un estimador MVU, pero no es posible determinar su
existencia ni encontrarlo mediante el Teorema de la CRLB.



Estimador eficiente

Definicion (Estimador eficiente). Un estimador que es insesgado y
alcanza la cota de Cramér-Rao para todos los valores del parametro
desconocido se dice que es eficiente.

Observacion. Un estimador MVU puede ser o no ser eficiente

var(f)

CRLB = 6,

0

Ningun estimador alcanza

61 alcanza la CRLBy por lo CRLB. X

tanto es el MVU. Varianza de 6, es menor que
- la de los otros estimad.

0, es eficiente y MVU. insesgados.

0, es MVU pero no es
I



Informacién de Fisher

Definicion (Informacion de Fisher). La informacién de Fisher para
los datos x ~ p(x; 6) se define como:

92 log p(x; 6’)]

1(0) = —Ex [ =

Cuando un estimador alcanza la CRLB, su varianza es:

1 1

var(f) = = .
92 log p(x;0
_E, [ gazg( )} 1(0)

Propiedades. 1(0) tiene las propiedades de una medida de informacion.
Es no-negativa. Esto puede verse a partir de la siguiente igualdad

002 00
(Ejercicio, ver Apéndice 3A en Kay, Vol I.)

Es aditiva para observaciones independientes. Si I(6) es la
informacién de N observaciones IID e i(f) de una Unica observacion,

se tiene que I(6) = Ni(0).



Informacién de Fisher

* La densidad de probabilidad de N observaciones 11D cumple que

p(x;0) = p(al0], 2l1), .., a[N — 11;0) = [[ plaln];0

n=0
¢ La informacion de Fisher es entonces:
B 8210gpx0) 8% log p(z[n]; ) o
coni(f) = —E [W] la informacién de Fisher de una muestra.

La CRLB al observar N muestras |ID es N veces menor que al observar una
muestra. En general,

* Independencia: I() = Ni(0)

* No Independencia: I(0) < Ni(6)

* Dependencia completa: 1(0) = i(0)



CRLB general para senales con AWGN

Senales con AWGN: Caso muy frecuente en la practica

* Sea una sefal deterministica con un parametro desconocido 6
observada en AWGN (ruido aditivo blanco Gaussiano),

z[n] = s[n; 0] + wln], conn=0,1...,N -1y wn] ~ N(0,0%).

* La funcién de verosimilitud es

p(x;6) = ——— exp |- = men] — s[n; 0))?
7 (271-0'2)% 202 n=0 7

¢ Tomando el logaritmo queda

1\;‘2

] 211\]; (z[n] — s[n; 0])

log p(x;60) = —log [(27ra

¢ Diferenciando una vez se tiene que

dlogp(x;0) Bs[n;ﬂ]
7— 2Zx[n]—sn9 0



CRLB general para senales con AWGN

Senales con AWGN: Caso muy frecuente en la practica
Diferenciando una segunda vez obtenemos

9% log p(x; 0) 9%s[n; 0] dsn; 0]\ °
ggz _022[ — )54 _< 90 )]

y tomando el valor esperado,

Ex (782 10252(:(; 0)> = % 3 {(E(m[n]) — s[n; 0]) 622[:2; o (88([972 91)1
o1 (ela).

donde en (a) se empled que E(z[n]) = s[n;0) (ruido tiene media nula).
La CRLB es por lo tanto:

0_2

2
N—1 ( 9s[n;0]
Zn:O ( o6 )

Observar que se obtiene una mejor estimaciéon cuando la sefal s[n; 6]
cambia mas rapidamente con el parametro 6.

var() >



CRLB general para senales con AWGN

* Se considera una sefal sinusoidal en AWGN y se quiere estimar su
frecuencia. Es decir,

z[n] = s[n; 0] + wn), conn=0,1...,N -1y wn] ~N(0,0%).

donde )
s[n; fo] = Acos(2m fon 4+ ¢) con 0 < fo < 3
con la amplitud A y la fase ¢ conocida.

* Usando la ecuacion general de la CRLB en sefiales con AWGN,

tenemos:
A~ 0'2

var(fo) > Ve Zrzzrz_ol [27n sin(27 fon + ¢)]*




CRLB general para senales con AWGN

Observaciones:
En la precision del estimador hay frecuencias preferidas.

Cuando fo — 0, CRLB — oco. Esto es porque para fo ~ 0, pequefnos
cambios en fy no alteran la senal significativamente.

Mediante el teorema de Cramér-Rao, se encontr6 una cota de la
varianza de todo estimador insesgado, sin embargo no es posible
encontrar el estimador en este ejemplo.

x 107 Estimacion de frecuencia, N = 10, ¢ =0, SNR =0 dB
4 T T T T T T T T T

CRLB

!

!

1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Frecuencia

! ! !




Transformacion de parametros

En la practica es bastante comin que querramos estimar una funcién
de algun parametro méas fundamental.

Nos interesa estimar un parametro oo = f(6) estimando primero 6.
¢ Es suficiente con aplicar la transformacion al resultado estimado 6?

Es, decir es & = f(0) un buen estimador de o, si 6 es buen estimador
de 67

Supongamos que en lugar de estimar el de DC dado por A en WGN,
z[n] = A+wn], n=0,1,...,N—1 donde w[n] ~ N(0,0%),

nos interesa estimar la potencia A2.

Vimos que A = = Zn e ! z[n] es un estimador eficiente de A.

¢ Es entonces A? buen estimador de A%? ;Es eficiente?
¢,Cudl es la CRLB para la estimacion del parametro A2?




Transformacion de parametros

Recordar que A es eficiente y por lo tanto
var(A) = CRLB(A) = ¢%/N.

La varianza se puede escribir como:

var(A) = E(A%) —E(A)?

Es decir:

E(A?) = var(A) + E(A)?
= %2 + A?

Por lo tanto, A2 ni siquiera es un estimador insesgado. de A2.

Una transformacion no lineal destruye la eficiencia de un
estimador.




Transformacion de parametros

Teorema. La CRLB para cualquier estimador insesgado de o = f(6),

es 9
Qi) 2
R (ae _(0f
)2 o] (5) creea)
062

Demostracion en Kay, 1993 (Apéndice 3A)

En el caso del ejemplo, o = f(A) = A? y por lo tanto,

— (24)*  4A%0*
2) > = .
var (A ) = Njo? N




Transformacion afin de parametros

Supongamos que § es un estimador eficiente de 6 y queremos estimar
a = f(0) = af +b. Cualquier estimador insesgado & de o cumple,
® (39’
5) > oLl
var(&) > 16)

CRLB para a = f(6).

2 0 es estimador eficiente de 6.
97" var(d)
90 definicion de 7.

2 a’var(6)

Vamos a estudiar f/@) = af + b como estimador de o = f(6)

—~
o

)

Esperanza Varianza
E(f(8)) = E(af +b) var(f(9)) = var(ad + b)
= aE(0) +b = a’var(f)
=ab +b= f(0)

—

Estimador f(6) es insesgado y alcanza la CRLB. Por lo tanto es

eficiente.
Transformaciones afines mantienen la eficiencia de los estimadores.



Transformacion de parametros: caso asintotico

La eficiencia es aproximadamente mantenida bajo transformaciones no
afines si la cantidad de observaciones es suficientemente grande.

Un estimador 6 del parametro ¢ es asintéticamente insesgado si

lim E(d) = 0.

N—o0

Un estimador 6 del parametro 0 es asintoticamente eficiente si

lim var(d) = CRLB().

N—o0

~ 2
Previamente vimos que A% = (Zfz‘ol m[n]) es un estimador sesgado

de A?.
Sin embargo, la esperanza es,

2
E(A?%) = A% + "ﬁ Nooo, 42

por lo que A? es un estimador asintdticamente insesgado de AZ.



Transformacion de parametros: caso asintotico

* Ademas, como A ~ N(A, o2 /N), podemos calcular su varianza

var(A%) = E(AY) — E*(A4?)

Observacion. Si ¢ ~ N (u,c?), entonces
E(¢*) = p®+0°, E(")=p'+6p°0” + 30",
y por lo tanto

var(¢?) = E(¢*) — E(¢*)? = 4p°0® + 20™.

Entonces,

4A%52 204 Nooo 4A%02
N TN

var(A?) = = CRLB;(A?)

» Es decir, A% es un estimador asintéticamente eficiente de A2.



Transformacion de parametros: caso asintotico

Linealidad estadistica de una transformacidn no afin
* A medida que crece N, la PDF de A se concentra alrededor de A.
* Valores observados de A estan en pequefio intervalo en torno de A.
¢ Transformacién no afin es aproximadamente afin en intervalo pequeno.
* Los valores de A en la regién no afin ocurren raramente.

N pequefio N grande




Transformacion de parametros: Resumen

* Una transformacién afin de un estimador eficiente mantiene la
eficiencia.

* Es decir el estimador transformado es un estimador eficiente del
parametro transformado.

¢ Una transformacién no afin de un estimador eficiente destruye la
eficiencia, e incluso puede hacerlo sesgado.

* Sin embargo, el estimador transformado es asintéticamente insesgado
y eficiente.

* Es decir, cuando la cantidad de observaciones N — oo , el estimador
limite es insesgado y eficiente.



CRLB: Extension a vector de parametros

Supongamos que queremos estimar vector de parametros
0 =[01,0,....0,)".

Si asumimos que tenemos un estimador @ que es insesgado, la CRLB
para un vector de parametros establece una cota en la varianza de
cada elemento,

V&I‘(éi) 2 [1_1(0)]“‘,

donde I(0) es la matriz de informacion de Fisher de tamafio p x p.

La matriz de informacion de Fisher se define como

9% ;0 .
10 = -5 | 28O oon (i) € (1.2,
10U

en donde al evaluar la ecuacion se debe emplear el valor verdadero de
0.

En el caso escalar p = 1, se tiene I(6) = 1(0) tal como se definié
previamente (CRLB escalar).



CRLB: Ejemplos (1V)

Como una extension al Ejemplo Il, se considera la observacion de N
muestras de continua en WGN,

z[n] = A4+ wn) conn=0,1,...,N —1 ywln] ~ N(0,5°)

pero ahora, ademéas de desconocerse A también se desconoce o°.

En este caso, el vector de parametros a estimar es 6 = [A4,0%]7,y
p=2.

La matriz de informacién de Fisher (tamafo 2 x 2),

_E |:32 logp(x;B)] _E [82 logp(x;G)]

16) (A2 9A0(02)
B 82 log p(x;0) 82 log p(x;0) ’
B[] B[R

es simétrica y semi-definida positiva (ejercicio).



CRLB: Ejemplos (1V)

¢ La funcién de log-verosimilitud, es
o - N N e - L _
logp(x;0) = Elog27r 5 log o 597 Z:O(m[n]

* Las respectivas derivadas son (ejercicio),

9? logp(x;0) N

a(A2 T o2
02 log p(x; 0) 1 =
90A(0?) ot Z:: zln] - 4)

0% log p(x; 0) N 1 NZ
9(e2)2 204 ob P



CRLB: Ejemplos (1V)

Tomando el negativo de la esperanza, se construye la matriz de Fisher
X 0
=[5 &
En este caso la Matriz de Fisher es diagonal (en general no es asi), por
lo que invertirla es directo

1(0)_1:{%’ 224]

N

N

Entonces la CRLB para A y o2,

™)

20"
-

var(A) > U—, var(ga) >

Observaciones:
La CRLB de A es la misma que en el caso en que ¢ es conocido
(Ejemplo II).
Este es un caso particular (matriz de Fisher diagonal), en general no es
asi. En este caso la informacion de un parametro respecto del otro en

media es nula. R
47 /1



Cota Inferior de Cramér-Rao (vectorial)

Teorema: Cota Inferior de Cramér-Rao, parametro vectorial.
Se asume que la PDF p(x; 0) satisface la condicién de regularidad,

E, [8 log p(x; 0)

20 ] =0 paratodo 6.

Entonces,
la matriz de covarianza de todo estimador insesgado 6 cumple que
- 0% log p(x; 0)
s —17(0) > o= —E, | £ 08P Y)
Cs; —1I () >0, donde [I(0)];; E [ 96,00, ,
1(0) es la matriz de informacion de Fisher,

“>” se interpreta en el sentido de matriz semidefinida
positiva,

derivada se evalta en el valor verdadero de 6.
existe un estimador que alcanza la cota para todo 6 si y solo si

Ologp(x;0)

2o~ 1(6) (8() - 0),

para alguna funcién g : RY — R? y matriz I de tamafio p x p. Ese



Cota Inferior de Cramér-Rao (vectorial)

Consecuencias.

Como en una matriz semidefinida positiva todos los elementos
de la diagonal son no negativos (ejercicio), la cota matricial
implica,

[Co—T7'(0)]is > 0.

Por lo tanto, la varianza de cada elemento del vector estimado
cumple que, A
var(0;) = [Cgli > [171(0)]ui

Si se cumple la condicion de factorizacién, entonces la cota se
alcanzay por lo tanto

var(6;) = [I71(0)]u

En este caso, el estimado 6 = g(x) es eficiente y por lo tanto
MVU.



Apéndice |

Regla de Integracion de Leibniz

d b(0)
do a(8)

'@ of(z,0)

f(z,0)dx = /a(e) 50 dz + f(b(6),0) -b'(0) — f(a(6),0) -a’(6).

De la regla surge que el orden de derivacién e integraciéon puede
cambiarse si los limites de integracién no dependen de 6.

Es decir, si a(8) = a 'y b(8) = b, entonces,

d [* [ 0f(x,0)
@/a f(a:,@)dx—/a TCLT

Notar que, por ejemplo, la distribucién ¢£[0, 6] va a generar
inconvenientes.



Apéndice Il

Covarianza
° La covarianza entre dos variables aleatorias x € R e y € R se define
como:
cov(z,y) = E[(z — E(z))(y — E(y))]
= E[zy] — E[z]E[y].

° Es una medida de la dependencia entre variables aleatorias.

* Dos variables aleatorias = e y se dicen no correlacionadas si
cov(z,y) = 0.

* Sidos variables aleatorias = e y son independientes se cumple que,
cov(z,y) = Elzy] — E[z]E[y]
= E[z]E[y] — E[z]E[y]
=0

Reciproco no es cierto (salvo si (z, y) tiene distribucién normal
bivariante).



Apéndice Il

Matriz de Covarianza
° Sea el vector de variables aleatorias x = [z1,z1, . . .,z,]7, la matriz de
covarianza se define como
C =E[(x - Ex))(x — E[x])"],

donde la esperanza de un vector (matriz) con entradas aleatorias se
define como el vector (matriz) con la esperanza de cada variable
aleatoria.

° Ejemplo x = [z1,z2]7,
{ E[(z1 — p1)(z1 — )] E[(1 — p1) (w2 — p2)]
E[(z2 — p2)(z1 — )] E[(z2 — p2)(z2 — p2)]

{ var(z1)  cov(zi,z2)]
cov(wi,z2)  var(z2)].

C
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