Estimacion y Prediccién en Series

Temporales
Modelos de estado no-lineales: EKF y UKF

Departamento de Procesamiento de Senales

Instituto de Ingenieria Eléctrica
Facultad de Ingenieria

2022

Biblio:

* Anderson and Moore, Optimal Filtering, 1979 (re-edicién Dover 2005).

¢ Julier, S.J. and Uhlmann, J.K., Unscented filtering and nonlinear
estimation, Proceedings of the IEEE , vol.92, no.3, pp.401,422, Mar
2004.

* Wan, E. A., and R. van der Merwe. The unscented Kalman filter, in S.
Haykin, ed., Kalman Filtering and Neural Networks, Wiley, New York,

Nhharmt~r 7 NDONNA



Introduccidén - Motivacion

Consideremos los modelos de estado en sus versiones general

y lineal:
{ Xit1 = Frop1 (Xp, Vig1) { Xpt1 = Frp1xXp + Grp1 Vit
Yk = hy,(xg, ng) Yk = Hyxy + Ugny

Hasta ahora hemos visto sobre el filtro de Kalman, que:
Si los ruidos no son necesariamente Gaussianos, el filtro
de Kalman es 6ptimo entre todos los filtros lineales, en el
sentido del MSE.
Si los ruidos son Gaussianos, el filtro de Kalman es
universalmente 6ptimo (i.e. alin dentro del conjunto de los
filtros no-lineales) en el sentido del MSE.
Todo proceso ARMA se puede representar como un filtro
de Kalman, pasando a una representacion en variables de
estado.
Hoy nos concentraremos en dos técnicas para modelos
no-lineales:
Extended Kalman Filter (EKF): basicamente una



El filtro de Kalman Extendido (EKF)

La linealizacion

Consideramos ahora un modelo en el espacio de estados
no-lineal, de la forma:
{ X1 = o1 (Xk, Vg 1)
yi o = hg(xg,ng).
El filtro de Kalman extendido se basa en una aproximacion de
primer orden del modelo, seguido del loop de Kalman con

ecuaciones lineales.
¢ La ecuacién de estado se linealiza entorno a

(X7 V) = (Xk:\k:a 0)
¢ La ecuacién de medida se linealiza entorno a

(x,m) = (Xg|p—1,0)-

i o = hp(Xpp-1,0) + Hi(xk — Xgp—1) + Ugng,

dénde

{ Xpt1 = Bpr1 (g, 0) + Frpr (3 — Xpgp) + Grg1 Vi

ar Y



El filtro de Kalman Extendido (EKF)

Las iteraciones de Kalman

Las ecuaciones para el EKF quedan entonces:
¢ Inicializacion: xg, Py.
e Parak=0,1,2,..., calcular:

Xpp—1 = f(Xp—1-1,0)
Py = PPy 1 FL + GLQuGl
Kj = Py Hf (Hy Py Hf + U,R, U™
Xpjk = Xgjp—1 T Ki(Yr — he(Xgp—1,0))
Prp = (I - KeHy) Py

Observaciones y comentarios:
* El problema del filtro EKF es que la linealizacion del
modelo introduce un sesgo en X, y una covarianza
errénea.
* La calidad de la aproximacion debida a la linealizacién
sera mejor cuanto menor sean ||x — X ,||? y [|x — &k|k_1|\2.
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El Unscented Kalman Filter (UKF)

Julier & Uhlmann 1996

Este método busca dejar de lado las aproximaciones y trabajar
directamente sobre las transformaciones no lineales,
mapeando un conjunto de puntos bien elegidos.

La transformacion unscented

Sea x ~ N (x, Px) un vector aleatorio de R", g : R” — R™
una funcion, e y = g(x) € R™.

La unscented transform busca calcular estimadores
insesgados de y y de Py,.

En lugar de linealizar g como en el EKF, la propuesta es
evaluar y y P, (1er y 2do momento de y) mediante
estimaciones empiricas ponderadas, calculadas a partir de
la transformacion exacta g de un conjunto de puntos bien
elegidos alrededor de x, denominados o-puntos.




UKF: Los o-puntos

Tenemos x € R", x ~ N (%, Py).
Los 2n + 1 o-puntos y sus pesos correspondientes se definen

como:

Ao = % WOZ/{—T—H

X = %+ (k£ )Py Wizm, i=1,...n
Xi=x— (V(5+1n)Py)icn Wizm, i=n+1,...,2n.

donde « es un escalar y (v/Px); representa a la i-ésima
columna de alguna factorizacién de Py, e.g. Cholesky, i.e.

P = VPux VP =Y (VP(VP!



UKF: Los o-puntos
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Transformada Unscented. Adaptada de (Wan and Van der Merwe,
2001)



Justificacion de la eleccion de los o-puntos

Veamos porqué Julier & Uhlmann (1996) proponen esta

eleccion.

A partir de los o-puntos y sus transformados, se pueden

calcular estadisticos empiricos de x y de y. Sea ); =

definimos

X =" Wi

Py =37 Wi(X — X) (X — X)'

5) = 21220 Wzyz

g(Xi),
Actual (sampling) Linearized (EKF) uT
sigma points
covariance \ ®
N\ N0
Yo
mean °
|
¥ =g(%) Yy = &(X)

e P
: ] ]
Py =Y W-YOi-»T b f‘ w ot
\ . true covariance - [ /
=

Ejercicio: Demostrar que
media y covarianza empiricas
de X = {X;}?", coinciden con
las de x.

Propagacion de media y matriz de covarianza: (a)
Monte Carlo en la imagen de g, (b) Linealizacién (UKF), (c)
Transformada Unscented. Figura adaptada de (Wan and Van

der Merwe, 2001)
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Justificacidn de la eleccion de los o-puntos (cont.)

Resta ver qué pasa con la media y covarianza empiricas de los
{V:}2" 1 en relacion a y.

Suponemos que g = [g1,92,---,9m)’, gi : R — R, admite un
desarrollo de Taylor entorno a x. Entonces tenemos

B(x +6) = 8(x) + Dss(x) + 3 D3g(x) + ...
donde
Dsg(x) = Vg(x)8
Dig(x) = DslV"g(x)8] = V7V g(x)8]8
= [Tr(V21(%)867), ..., Tr(Vign(x)667)]",

con Vg la matriz Jacobiana de g, y V?g; la matriz Hessiana de
g; (Apéndice)




Justificacidn de la eleccion de los o-puntos (cont.)

Luego,
y = Elg(x)] = E[g(x + 9)]
= &(%) + B[V g(%)8] + JEI[TH(V201()867), .., (Vg (x)507)]] +
Como x = x + 8, tenemos & ~ N(0,P), por lo que E[§] = 0y E[§67] = P
¥ = 8(0) + 5 [TH(V201 (X)Px), .., TH(V g ()P + ...

Por otra parte, considerando o; = (/(k + n)Px),

Y = Wog(x +ZW (X+0o:) +g(x—04))

2n T 2n T

g(X)+0+ IE[[Tr(V o (% Z +’) T (V2 (%) Y ST )T

=1 i=1
1
= g(%) + 5 [Tr (V21 (R)Px), ..., Tr(Vigm (R)P)] + ...
En ambos casos, debido a la simetria de los o-puntos entorno

a x, los términos impares se anulan, por los que la media
empirica de los {);}77, coincide con ¥ hasta el tercer orden.




Justificacidn de la eleccion de los o-puntos (cont.)

Ahora vemos qué pasa con Py y Py.

Py = E[(g(x +6) — g(%))(g(x +6) — g(%))"]

=E[(V'g(x)0)(V'g(x)0)"] +--- = VI g(X)E[66" |Vg(x) + ...

= V'g(x)PxVg(x) +
Por otro lado,
Py =2 WiV - V)Y - I)T
= 2(n—1+n) X2 Z?:l(ng(i)o'i +..)(VTgx)e;+...)T
= V7Tg(x)PxVg(x) +

Por los que ambas coinciden en el primer orden. Ajustando
para que n + k = 3, se puede mostrar que las medias pueden
coincidir hasta orden 4. Sin embargo, la covarianza empirica
ponderada puede volverse semidefinida negativa. Este
problema fue resuelto por Julier en 2002, introduciendo la
scaled unscented transformation.



Scaled Unscented Transform

La idea es escalar la distancia entre los o-puntos
remplazando &; por

X! = Xy + a(X; — Xy), con « el factor de escala.

En este caso W, debe ser diferente. Llamando

A = o?(k + n) + n, la scaled unscented transform se
resume asi:

&
Il
»i

m) A () A 2
Wy - Wy )\+n+( «

c 1 .
X =%+ (VO n)Py); me’=Wi“=2(Hn),1:1,...,n

; X — i (m) = (C) = ——
i =Xx—(VA+n)Px)icn W, W, CETOR
donde 0 < a < 1, k puede ser seteadoa 0,y 3 =2es el
valor éptimo en el caso Gaussiano.

De esta forma, las medias y covarianzas empiricas de x ey
quedan:

b

i=n+1,...,2

X =y wmy



Unscented Kalman Filter (UKF)

El UKF se obtiene juntando las formulas del filtro de Kalman
con las de la Unscented Transform. Considerando nuevamente
el modelo no-lineal

{ Xi+1 = Pt (Xps Vieg1)
Yk = hy,(xx, ny),

y usando una representacion de estado aumentada
x¢ = [xI' vl n]T con su correspondiente matriz de
covarianza, el UKF se resume como:



Inicializacion: x¢jo, Pojo
lteraciones: parak =1,2,...,
Py 41 0 O

P = 0 Q. 0
0 0 Ry
. . . X 1k—1
X = |:xk71|k:71 | xk*llk*l + +/ (n+)\)Pa] = XI’CU
Ay
Xl?|k—1 = fk(le—l\kfl’Xlg)
2
Xk|k—1 = iZO Wz‘(m)Xlﬁk—m
2
Plo1 = >ilo Wi(C)(sz\k—l,i - Xk\kfl)(Xiﬁkq,i = Xppe—1)"
yk|k71 = h(‘sz‘k_yX]?)
Yklk—1 = Z?ﬁo Wi(m)yk\kﬂ,i
2
Pl =20 Wi<0)(yk|k71,i = Yijk—1) Vijo—1,i = Yijo—1)"
2
Pl =20 Wi(c)(X;f‘k_l,i = Xppk—1) Vklk—1,s = Yjp—1) "
— Xy Yy —1
K, = Pk\k—l(Pk\k—l)
Xk|k = Xgih—1 + Ke(yr — Yr|o—1)

P =P — K PY T,
K|k klk—1 kP o1 Kk



Consideramos el caso n =2, m = 1, i.e. g(x) = g1(z1, z2)-

Dsg(%) = VT g(X)5 = ‘991 g+ S agl o0,

Dig(x) = Ds[V" g(x)8] = V' [V'g(x)5]5

2 2 2 2
:|:(99151+ 5'91 5 8g1 51_’_8_9152][51]
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