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Filtro de Wiener

d[n] d[n] sehal deseada
+ u[n] sefal observable
ufn] —» F\;lvt'[; Ce*re - eln] conjuntamente estacionaria
yln] con d[n]

: Disenar un filtro discreto cuya salida y[n] provea
un estimador de una sefnal deseada d[n]| a partir de una
sefnal de entrada correlacionada u[n].

El disefno del filtro se basa en minimizar el error de
estimacion

e[n] = d[n] — y[n].
El criterio de optimizacién es la minimizacion del error
cuadratico medio de la estimacién

J = Eleln]]?)

Hay que encontrar los coeficientes w(i] del filtro de forma
que J sea minimo

=S



Filtro de Wiener

: El filtro Wiener es FIR con M coeficientes.

) 2 Ho.  H H
p es la correlddi¥f) crudada Bnt® — W P+ w Rw
la entrada y la Senal deseada’ Superficie de performance del error

p = E(u[n]d"[n])

con
uln] = [uln] uln —1]...uln — M +1)]" *° 4
8y
o
Es decir, R
p = [p[0] p[—1]...p[-M +1]]" S,
donde

pl=k] = E(u[n — K]d*[n]).

R es la matriz de
autocorrelacién de la entrada:
R = E(u[n]u”[n])

T(w) ac 11na forma ciri1adratica conveya Tiene minimo




Filtro de Wiener

¢ Los coeficientes del filtro 6ptimo que minimizan el error
cuadratico medio cumplen que

Vwd =0,

* lo que conduce al sistema M x M denominado

Rwy=p & wo =R !p

» Con el filtro funcionando en condiciones éptimas, el error

minimo es

Imin = ‘72 - Ug Uz = E(y[n]y*[n])
= 03 - wglRwo = E(wHu[n]uH[n]w)
= 03 — pHR_lp = Wé{RWO



Filtro de Wiener

Se necesita conocer la funcién de
yla

El filtro de Wiener solo puede aplicarse en
. Los procesos u[n| y d[n] tienen que ser
conjuntamente estacionarios.
Se necesita invertir la matriz de autocorrelacion, que es
Topelitz y simétrica.
Puede ser costoso computacionalmente.
Mala estimacion si la matriz esta mal condicionada.

Bibliografia

Filtro de Wiener: [?]
Ejemplos: [?]




Identificacion de sistema

La salida del sistema desconocido es la

uln] Fitrode |- ¢n]  sefal deseada d[n).
* La estimacion de d[n] es la salida del
>istema filtro Wiener con la misma entrada que

desconocido i .
d[n] el sistema desconocido.

Ejemplos

El sistema desconocido es

Se disena un filtro de Wiener de

IR con orden 1.
Hi(z) — La senal de entrada es ruido
1(Z> 1 —1 . .
o 4 blanco de media nula y potencia
FIR con o2

wr

Hy(2)=1—az!

Como el filtro Wiener es de primer orden, M = 2. Hay que
resolver las ecuaciones de Wiener-Hopf de tamario 2 x 2.



Identificacion de sistema

* La entrada u[n| es ruido blanco. Por lo tanto,
ru[k] = 0[k]o2.

b P

p = E(u[n]d*[n]), pl—k] = E(u[n — k]d*[n]) con k=0, 1

* Como el sistema desconocido es causal, la salida d[n] del
sistema es independiente de muestras futuras de la
entrada u[n],

p|—k] = E(u[n—Fk|d[n]) = E(uln—k])E(d[n]) =0 sik<0
IIR con

Hy(2) 1 D(z)

= Trai 00 = d[n| = —ad[n — 1] + u[n]




Identificacion de sistema

La correlacién cruzada es
1 —apl—k+1]+6[kloz k>0
Pl=k = { 0 k<0

Evaluando en k£ = 0, 1 se tiene que,

pl0] = —ap[l] + o, pl0] = o plk] = { (—a)fo? k>0

pl-1] = —ap|0] p[—1] = —ao? 0 k<0

y resolviendo las ecuaciones de Wiener-Hopf se llega a
que

11 0 1 1 1
_R-lp_ L 2 _ _ 1
wo=mee g o 1] L= ] g

La funcion de transferencia del filtro de Wiener es
Hy(2)=1—az"1.
En el caso en que el filtro Wiener sea de orden M

R



Identificacion de sistema

» Elfiltro Wiener obtenido es la mejor aproximacion posible
del filiro IIR mediante un filtro FIR,

1 o0
Hi(z) = T+ a1 = kz_o(—az_l)k =l—az a2 ?—a®2 3. ..

* Calculando o7 y o; se obtiene el error minimo Jy,,ix,

2 _ T
o;=h"Rh oy = wo Rwo
_ 2T
:UZhTh - UUWO Wo 2 2
Imin =05 — 0
0o M min d Yy
2 2 — 42 2 2(M+1
ZUuE h=[k] —%E wylk] _Uza( "
k=0 k=0 L )
0o M
>0
_Uzza% :UizGQk
k=0 k=0
_ 2 1 21_(12(M+1)
“1—a? _qu



Identificacion de sistema

FIRcon Hy(z) =1—az"' = gég = d[n] = u[n] — au[n — 1]

Para k£ > 0 la correlacion cruzada cumple que

pl—k] = E{uln — E|(u[n] — au[n —1])} 1
= F{u[n — kJu[n]} — aE{u[n — kJuln — 1])} , _Oa
= ry[—k] — ary[—k + 1] P=0u | -
= §[k]o? — §[k — 1]ac> 0

y resolviendo las ecuaciones de Wiener-Hopf se llega a
que
wo=R'p=1[l, —a, 0, ..., 0

La funcion de transferencia del filtro de Wiener es
Hy(z)=1—az""
coincidiendo con el sistema desconocido.

™! - ... . T v T R B R



Identificacion de sistema

Observaciones

La salida del sistema
desconocido se observa
contaminada con ruido
blanco w[r] de media nula no
correlacionado con la

w(n] entrada.

Como w|n| no esta correlacionado con la entrada u[n], la
correlacion cruzada entre la entrada y la sefal deseada no
cambia. Por lo tanto,

Filtro de

u[n] Wiener
Sistema

desconocido|

El error cuadratico medio del error es en este caso
i — 0'121;-



Identificacion de sistema

Observaciones

Teniendo en cuenta que la salida del sistema desconocido
es,

M
=> hlkuln— k] +wn] n=01,...,.N+M-1
k=0

es posible plantear los datos como un modelo lineal,

d =H6O +w,
do] 71 w0 0 . 0
d[1] u(l] u[0] I 0
dlp — 2] WM=-1 uM-2 - 0 ]
dlp—1] u[M] ulM—1] --- u[0] h{1]
] 5 5 hl2
[N — 2] uN—2] u[N—3] - ulN—M-—2 :
d[gu;] 1] u[NO— 1] u{% - ﬂ o u[N[A—I M]V;] 1w
dIN £ 11 0 0 . WN—Ma1 | T B




Identificacion de sistema

* Como se vio previamente, el estimador MVU es [?]
o= (H'H) 'H'd
¢ Como ademas,
H'H=R H'd=p
¢ el estimador MVU de los coeficientes del sistema es,
hayvu =R 7'p,

coincidiendo con los coeficientes del filtro de Wiener.



Prediccion lineal

La sefal deseada d[n] es

d[n] = z[n] cierta senal x[n] que se
quiere predecir.
IR
z[n] L »( Fitrode Hép)—» eln] La entrada al filtro Wiener es
z[n — L] yln] la sefial retardada L

muestras u[n] = x[n — L].

Ejemplo

La senal a predecir es un modelo AR(1):
z[n] = —az[n — 1] + v[n]
Se disefa un filtro de Wiener de primer orden (M = 2)

Como el filtro Wiener es de primer orden, hay que resolver
las ecuaciones de Wiener-Hopf de tamano 2 x 2.

> [ 7.J0] ru[1] ][ w0] ] [ p[0] ]



Prediccion lineal

* Como la entrada al filtro de Wiener es un proceso AR, se

cumplen las ecuaciones de Yule-Walker,
(El retardo no

rulk] = —ary[k —1] sik>0 cambia la

autocorrelacion,
ru]0] = —ary[1] + oy ruln] = a0

* Evaluando la primera ecuacion en k = 1 se obtiene el

sistema
2
g
0] = v
ru[l] = —ar,[0] 0] 1—a? 1 — (—a)|k|03
ral0] = —ar,[1] + o2 a0 rulkl =5
ru[l] = 1—a2
* La matriz de autocorrelacién es
_ 03 1 —a
T 1-a2| —a 1



Prediccion lineal

* Como d[n] = z[n] y u[n] = z[n — L], la correlacion cruzada
es

pl=k] = E{u[n — Kd[n])}
= E{z[n — L — k]z[n]}
=rylk + L]
= ry[k + L]

* y el vector de correlacion cruzada es

o= [ ] = [y ) = o2

» Teniendo en cuenta que R~! es

1 1 a
R-!
o%{al] A—‘{zZ]‘:’Al‘ : {d b}



Prediccion lineal

¢ los coeficientes del filtro quedan

_ 11 a o2 —a)l
_ 15— = v
wo =R p—ag[a 1]1_(12[(_@)L+1

L[t el wo= | 0]
1 —a? [ a(—a)t + (—a)Ft? ]
__1 [a=d)(-a)F
1 —a? [ 0 ]
* Finalmente, el predictor queda &[n] = (—a)Fz[n — L]
z[n] = —ax[n — 1] 4+ v[n]

= (—a)?z[n — 2] — av[n — 1] + v[n]

L-1

= (—a)lz[n— L]+ —a)*vln — k
(—a)" | ] ;}( )*v[n — k]



Prediccion lineal

* Conociendo z[n — L], el valor esperado de z[n| es

L—1
E(z[n]) = E ((—a)L:U[n — L+ (-a)*v[n - k])



Ecualizaciéon de canal

s[n] ruido blanco de

] dn]=sn—I] media nula y potencia
z 0_3
J zln] _ iuln] _ yln] . ¥ eln] v[n] ruido blanco
s[n]-4»  canal 4’? Ecualizador introducido por el
canal de media nula 'y
vln] potencia o2

independiente de s[n].

Ejemplo

El canal se modela como un AR(1):
z[n] = —azx[n — 1] + s[n|
Se disena un filtro de Wiener de primer orden (M = 2)

Como la entrada al filtro es u[n], la matriz de
autocorrelacion cumple que



Ecualizaciéon de canal

* La matriz de autocorrelacion queda finalmente,
2

2
g 9 —aoy
R-R,iR,—| 1@ " 1-a
N ! —ao; o 2
1 —a? 1—a2 t o
¢ La correlacion cruzada es
pl—k] = E {uln — k)d[n]} @ vl y 5[] no

5 L L correlacionados.
= —kl+ —
{@ln =K+ Dstnl} @ Por causalidad, la salida

@ g {z[n — k]s[n]} x[n] del canal no depende
®) de muestras futuras de la
=0 sik>0 entrada s[n].

* y evaluando en k£ = 0 queda

pl0] = E{z[n]s[n]} = E{(—az[n — 1] + s[n])s[n]} [ 1
@ e Pp=o0



Ecualizaciéon de canal

Los coeficientes del filiro se obtienen como wy = R~ 'p,

con
g
R = L 1—a2 v 1— a2

- 2 2 2 2
0.2 (10'2 ao g O 2
= +4o02) — 2 2 2 T

1 — a2 v 1— g2 l1—a 1—a

En el caso en que el canal no introduce ruido aditivo,

R=R y Rl—i{l a]

_03 a 1

y los coeficientes del filtro de Wiener son

1 1 a 1 1
_p-l._ 2 _
wo-rto= |, 1] o]- ]

Transferencia del Transferencia del Transferencia de la
canal filtro Wiener cascada
1
He?) = {507 Hu(x)=1+az' He(x)Hy(z) =1



Cancelacién de ruido

Sefal de
interés

X
F

Campo de +
ruido 6[74

X -
Filtro d
Qeuati— s |

din] = a[n] + v [n]

El objetivo es estimar la senal z[n| a partir de
observaciones contaminadas con ruido.

Se cuenta con otro sensor ubicado en el campo de ruido
de donde se obtienen observaciones del ruido vs[n]
correlacionadas con el ruido contaminante vy [n].

v1[n] y ve[n] no estan correlacionados con la senal z[n].



Cancelacién de ruido

Definiendo la correlacion cruzada entre u[n] y d[n] como

Pudl—k] = E(u[n — k]d"[n])
Indicar cual de las siguientes propiedades se cumplen:
Pud[—k] = p},4lk] Pud|—k] = py,[F]
Si v1[n] y va[n] son procesos AR(1) dados por
viln] = avi[n — 1) + gl va[n] = busl — 1] + gln]
donde g[n] es ruido blanco de media nula y potencia 03.

Calcular py,., [—k| para todo k.

Calcular p,,4[—k] para todo k teniendo en cuenta que z[n]
no esta correlacionado con g[n]. Explicar porque el
esquema de la figura funciona como cancelador de ruido.



Cancelacién de ruido

v1[n] y ve[n] son procesos AR(1) dados por
vi[n] = avi[n — 1] + g[n] va[n] = bvg[n — 1] 4 g[n]
La correlacion cruzada entre vs[n] y vi[n] es
Poso; [=K] = E(vz2[n — kJvi[n])
= E{va[n — k](avi[n — 1] + g[n])}
= aF {va[n — kJor[n — 1]} + E {va[n — klgln]}
= apuyo, [~k + 1] + 6[klo,  parak >0
Realizando los mismos pasos se puede ver que
Porva[—k] = bpuyo, [k + 1] + 6[k]o;  parak >0
Como py, v, [—k] = puyu, [K], 12 ecuacién anterior queda
Pogor [K] = bpugo, [k — 1] + 6[K]o;  parak >0
0 equivalentemente

oo [—K] = bpuow: [—k — 1] + 8[k]o? arak <0
Dogvy [—K] = Opugu, | | + 6[kloy p —



Cancelacién de ruido

¢ Se tiene entonces que
aPoye, [—k + 1]+ b[kloy k>0
pvzm[_k] =
bpogey [—k — 1] + 6[k]oz k<0
* Evaluando la primer ecuacion en k£ = 0 y la segunda en
k=—1,
Puowy [0 = apuye, [1] + 03 99
= vy 0] = ——
Ponlt] = 4Py [0] L e )

¢ Usando la condicion inicial p,,., [0] se pueden resolver las
ecuaciones en recurrencia,

2

2 k
O'ga

E>0
1—ab -

Puavy [_k] =
O'Sb_k
1—ab




Referencias |



	Filtro de Wiener
	Ejemplos
	Identificación de sistema
	Predicción lineal
	Ecualización de canal
	Cancelación de ruido

	Appendix
	Referencias


