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Instituto de Ingenierı́a Eléctrica
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Introducción - Motivación

En la derivación del filtro de Kalman presentada en la clase
anterior nos restringimos a:

• Filtros lineales
• Error cuadrático medio como ı́ndice de performance.

Hoy veremos que en el caso que los ruidos de estado y de
medida son Gaussianos, los resultados son más generales.

Esperanza condicional

Sean Yk = {y0,y1, . . . ,yk} las medidas tomadas hasta el
tiempo k.
Calculemos la norma del error de estimación ek = xk − x̂k,
conocido Yk, i.e. E[eHk ek|Yk]. La idea es encontrar el estimador
x̂k que la minimice.

2 / 14



Minimización de la esperanza condicional

E[eHk ek|Yk] = E[(xk − x̂k)
H(xk − x̂k)|Yk]

= E[xH
k xk − xH

k x̂k − x̂H
k xk + x̂H

k x̂k|Yk].

Ejercicio: observando que todo estimador es función de los
datos, i.e. x̂k = fct(Yk), demostrar que el estimador óptimo es
x̂k = E[xk|Yk]. Como el estimador es función de los datos,

E[eHk ek|Yk] = E[xH
k xk|Yk]− E[xH

k |Yk]x̂k − x̂H
k E[xk|Yk] + x̂H

k x̂k

= E[xH
k xk|Yk] + (x̂k − E[xk|Yk])

H(x̂k − E[xk|Yk])

− E[xH
k |Yk]E[xk|Yk].

El término en azul es el único que depende de x̂k, y es
inmediato ver que el MSE se minimiza si y sólo si

x̂k = E[xk|Yk]
Esta fórmula es general para cualquier estimador que minimiza
el MSE, independientemente del modelo y las densidades de
los ruidos. 3 / 14



El caso Gaussiano

Suponemos ahora que tenemos un estimador óptimo a priori
x̂−
k con matriz de covarianza de error P−

k asociada.

Consideramos la variable xk, que por definición ya está
implı́citamente condicionada por las medidas Yk−1.

• Densidad de probabilidad de xk: fxk
(xk) = N (xk; x̂

−
k ,P

−
k )

• yk = Ckxk + vk ⇒{
fyk

(yk) = N (yk;Ckx̂
−
k ,CkP

−
k C

H
k +Rk)

fyk|xk
(yk) = N (yk;Ckxk,Rk)

Usando la fórmula de Bayes tenemos

fxk|Yk
= fxk|yk

=
fyk|xk

fxk

fyk

=
N (yk;Ckxk,Rk)N (xk; x̂

−
k ,P

−
k )

N (yk;Ckx̂
−
k ,CkP

−
k C

H
k +Rk)

Haciendo cuentas (ejercicio) se obtiene para la variable xk|Yk:

x̂k = E[xk|Yk] = x̂−
k +P−

k C
H
k (CkP

−
k C

H
k +Rk)

−1(yk −Ckx̂
−
k )

Pk = Cov[xk|Yk] = ((P−
k )

−1 +CH
k R−1Ck)

−1
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El caso Gaussiano

Tenemos entonces:

x̂k = x̂−
k +P−

k C
H
k (CkP

−
k C

H
k +Rk)

−1(yk −Ckx̂
−
k )

Pk = ((P−
k )

−1 +CH
k R−1Ck)

−1

Observaciones:
• La expresión para la actualización del estimador de xk es

idéntica a la del filtro de Kalman.
• Se puede demostrar que la expresión de covarianza del

error de estimación en k es equivalente a la obtenida para
el filtro de Kalman.

• Como resultado de la optimización vemos que la elección
de actualizar el estimador x̂k como el promedio de la
predicción x̂−

k y del error de predicción de la observación
yk ponderados por la ganancia de Kalman,
x̂k = x̂−

k +Kk(yk −Ckx̂
−
k ), fue acertada, al menos para el

caso Gaussiano.
• En ningún momento impusimos que el filtro fuese lineal.

Surgió naturalmente de imponer: (i) Ruidos Gaussianos;
(ii) Que el estimado sea la esperanza condicional ⇒ En el
caso Gaussiano, los filtros de Kalman/Wiener son óptimos
aún incluyendo los filtros no-lineales.
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Modelo de estado a partir de un modelo ARMA

y(k + n) + αn−1y(k + n− 1) + · · ·+ α0y(k) =
βmw(k +m) + βm−1w(k +m− 1) + · · ·+ β0w(k).

• Imponemos que esto vale para m = n− 1, k = 0, 1, 2, . . . .

• Definimos una variable temporal r(k) que cumple

r(k+ n) + αn−1r(k+ n− 1) + · · ·+ α0r(k) = w(k). (∗)

• Definimos los estados como:

x1(k) = r(k)

x2(k) = r(k + 1)

...
xn(k) = r(k + n− 1).

6 / 14



Modelo de estado a partir de un modelo ARMA (cont.)

De esta forma, remplazando en (∗) podemos escribir:


x1(k + 1)
x2(k + 1)

...
xn(k + 1)

 =


0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

−α0 −α1 −α2 . . . −αn−1




x1(k)
x2(k)

...
xn(k)

+


0
...
0
1

w(k).

Luego, para obtener y(k):

y(k) = [β0 β1 . . . βm]


x1(k)
x2(k)

...
xn(k)

 .
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Modelo de estado a partir de un modelo ARMA (cont.)
En forma de diagrama de bloque, calculando primero la
transferencia correspondiente a (∗),

R(z)zn + αn−1R(z)zn−1 + · · ·+ α0R(z) = W (z)

⇒ R(z) =
W (z)

zn + αn−1zn−1 + · · ·+ α0
,

tenemos:

+

+

+

+

+

+

+

-

Obs: Es importante dejar claro que dado un modelo ARMA, la
representación en variables de estado no es única. En efecto,
siempre es posible efectuar una transformación biyectiva de un
conjunto de variables de estado a otro.
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Ejemplo

Tenemos el siguiente proceso ARMA:

y(k+2)−y(k+1)+
1

2
y(k) =

1

2
w(k+1)+

1

4
w(k), k = 0, 1, 2, . . .

Representar el proceso como diagrama de bloques, y proponer
una representación en variables de estado.

Solución:

[
x1(k + 1)
x2(k + 1)

]
=

[
0 1

−0.5 1

] [
x1(k)
x2(k)

]
+

[
0
1

]
w(k).

y(k) =
[
0.25 0.5

] [ x1(k)
x2(k)

]
.
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Forma alternativa del filtro de Kalman discreto

En la formulación original tenı́amos

Pk =(I−KkCk)P
−
k

Kk =P−
k C

T
k (CkP

−
k C

T
k +Rk)

−1

Sustituyendo, tenemos
Pk = P−

k −P−
k C

T
k (CkP

−
k C

T
k +Rk)

−1CkP
−
k .

• Se puede demostrar que si Pk, P−
k y Rk son invertibles,

entonces
P−1

k = (P−
k )

−1 +CT
kR

−1
k Ck.

• Kk = P−
k C

T
k (CkP

−
k C

T
k +Rk)

−1. Insertando PkP
−1
k y

R−1
k Rk obtenemos

Kk =PkP
−1
k P−

k C
T
kR

−1
k Rk(CkP

−
k C

T
k +Rk)

−1

=PkP
−1
k P−

k C
T
kR

−1
k (CkP

−
k C

T
kR

−1
k + I)−1

Sustituyendo P−1
k en la expresión previa,

Kk = PkC
T
kR

−1
k
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Forma alternativa del filtro de Kalman discreto (cont.)

Tenemos ası́ una formulación alternativa del filtro de Kalman,
con

P−1
k = (P−

k )
−1 +CT

kR
−1
k Ck

Kk = PkC
T
kR

−1
k

Obs. En esta formulación se calcula primero P−1
k .

En la Figura: Hk = Ck, zk = yk. 11 / 14



Ejemplo (ejercicio): estimación de una constante x
escalar

x constante ⇒ Φk = 1, Qk = 0.

• Tenemos N medidas independientes entre si y de x en
t = 0, con varianza σ2

v :

yk =


1
1
...
1

x+


v1
v2
...
vN

 , Rk = σ2
vIN .

• Condiciones iniciales: x̂−0 = 0, P−
0 = +∞ (esto último no

es posible en la formulación anterior porque la ganancia
queda ∞/∞).

Ejercicio: plantear el filtro y obtener la primera estimación x̂0.

12 / 14



Estimación de una constante: solución

1 P−1
0 = (P−

0 )
1 +CT

0 R
−1
0 C0 =

(+∞)−1 +
[
1 . . . 1

]
IN
σ2
v


1
1
...
1

 = N
σ2
v

2

K0 =P0C
T
0 R

−1
0

=
σ2
v

N

[
1 . . . 1

]
diag(1/σ2

v , . . . , 1/σ
2
v) =

1

N

[
1 . . . 1

]

3 x̂0 = x̂−
0 +K0(y0 −C0x̂

−
0 ) = K0y0 = 1

N

∑N
n=1 y0(n).

13 / 14



Predicción

El objetivo es proyectar N pasos hacia adelante (hasta ahora
fue N = 1).

x̂(k +N |k) = Φ(k +N, k)x̂(k|k)
P(k +N |k) = Φ(k +N, k)P(k|k)ΦT (k +N, k) +Q(k +N, k).

Dos tipos de predicción: 1. N fijo 2. k fijo, N = 1, 2, 3, . . .
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