Estimacion y Prediccidn en Series

Temporales
Practico 7: Filtro de Kalman

Departamento de Procesamiento de Senales

Instituto de Ingenieria Eléctrica
Facultad de Ingenieria

2022



Filtro de Kalman

Formulacién basica y notacion

Dado un proceso expresado en un modelo de variables de
estado,

Xp41 = Prpxp + Wi (ecuacion del proceso)
El proceso se observa a partir de las mediciones

yvi = Cpxp + v, (ecuacién de observacion)

donde

x vector n x 1 de estados del proceso.

&, matriz n x n de transicion de estados. Relaciona x;, a

Xk-+1 €n ausencia de una fuerza o entrada exterior.

wy, vector n x 1 de ruido blanco. Representa el error en el
modelo.

v vector m x 1 de observaciones o medidas.

C, matriz m x n de observacién. Relaciona los estados



Filtro de Kalman

Formulacién basica y notacion

Se supone ademas que las matrices de covarianza del
ruido del modelo y del ruido de observacion son conocidas
y cumplen que,

T\ Qz k=1 T\ _ Rl’ i:j
E(wle)_{o i3] E(VZV]')_{O i
E(WiVJT) =0 Vi, j

El objetivo del filtro de Kalman es encontrar un estimador
del estado del sistema x;, para cada k£ > 0 dadas las
observaciones y hasta el tiempo k inclusive.

El estimador obtenido con el filtro de Kalman es 6ptimo en
el sentido de que minimiza el error cuadratico medio del
error de estimacion del estado para cada k,

N R R




Filtro de Kalman

Algoritmo

Condiciones iniciales: estimacion a priori del estado y la
matriz de covarianza del error de estimacién en k = 0,

Xy P, =F [(x0 —%5) (%0 — fco—)T]

Parak =0, 1, 2,...,se calcula
La ganancia de Kalman:
—1
K, = P; C{ (C,P; C] +Ry)
Actualizacion de la estimacién con la observacién k-ésima,

)A(k = )A(; aF Kk (yk — Ckf{;)
Actualizacion de la covarianza del error de estimacion,
P, = (I — chk) P]:

Proyecciones del estado y la matriz de covarianza del error
del paso k + 1 a partir de los datos actuales,



Filtro de Kalman

Observaciones

Si las condiciones iniciales se eligen como

xp = E(xo) Py = E [(x0 - %7) (x0—%7)"]

el esitmador x; es insesgado para todo k.

La ganancia de Kalman K, y la matriz de covarianza del
error de estimacion P, no dependen de las observaciones
Yk, Y por lo tanto pueden ser calculadas previamente
antes de realizar la operacion de filtrado.



Ejemplo: estimacién de una constante

Se quiere estimar el nivel de DC a partir de observaciones
contaminadas con ruido blanco gaussiano de potencia o2 no
correlacionado.

* El modelo en variables de estado del problema se expresa

como
Tp41 = Tk
Yk = T + Vg
* Los parametros del filtro de Kalman son

P, =1, Cr=1, Qr =0, Ry, =0,

v

Calculo de la ganancia de Kalman y la covarianza del
error

* La proyeccion de la covarianza del error es en este caso,

p-

k+1=‘I)kPk‘I)£+Qk = Plc_—l-l:Pk



Ejemplo: estimacién de una constante

o La actualizacién de la covarianza del error es

P, =(1—-Ky) P,

_ = (1 - L) P,
P, = (I-KiCy) Pk P4 +Uz21
o Pk_lag
N P+ 0'12,

» Teniendo en cuenta la condicion inicial de la covarianza
del error, la ecuacion en diferencias puede resolverse

recursivamente,
Py= Py
2 .

p, 1oy y generalizando queda

1 2

Py + o ,

P, — P10'12) . P()O'g P, = POU'U

2_P1+0'12,_2P0+O'12] kP0+012)



Ejemplo: estimacién de una constante

Sustituyendo la covarianza del error en la ganancia de
Kalman, se tiene que

_ B K- 1
Pk—l -I-O'g k k‘PO -I-O'g

Caélculo de la estimacion del estado

La prediccion del estado a partir del estado anterior es

K,

)A(I;Jrl = (I)kf(k = i‘;+1 = dip,
La actualizacién de la estimacion del estado es

Py

Xp = 5{1;+Kk (Yk - Ckfcz) = &= ffk—l-i-m (yr — Th-



Ejemplo: estimacién de una constante

Observaciones

L B A T
_m _ =
kP + o2 kT Tkl "= kP + 02

Tp = Tp—1 +

Si o2 — oo, es decir, las observaciones son completamente
erroneas, para todo k£ se cumple que

K =0 Ty = Zp_1 P, =F

Las observaciones son ignoradas y el estimador es el estado
inicial 2, = &y con varianza P,.

Si Py — oo, significa que no hay conocimiento a priori sobre el
proceso x. En ese caso se cumple que

1 R R 1 .
7 B =Tp—1+ = (Yp — Br—1)
ag

Tk
2 B—1 1

Ky =



Ejemplo: estimacién de una constante

Comparacion al variar la matriz de covarianza inicial cuando la
estimacion inicial del estado es incorrecta.

x(0/0)=0, P(0|0)= 10QORG

] AAM

T ) /\,/

af —— \\/
—=— Valor verdadero

2 —=— Observaciones
—=— Estimacion

0 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
muestra
x(0]0)=0, P(0]0)=0.1, Q=0, R-cz
T
i A/\ 7
S R W

4 YA f
—=— Valor verdadero []

2r- —=— Observaciones
—=— Estimacion

0 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
muestra



Ejemplo: estimacién de una constante

Comparacion al variar la matriz de covarianza inicial cuando la
estimacion inicial del estado es correcta.

oo

03

.:;

x(0[0)=5, P(0|0)= 10QORG

\\/ —=— Valor verdadero
B —=— Observaciones
—=— Estimacion
1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
muestra
x(0]0)=5, P(0]0)=0.1, Q=0, R=g§
T T T T
= AAL . A . /-\/'/.\ . /\,_./-/
i ~ N \\/ \/ 7
—=— Valor verdadero
r —=— Observaciones [
—=— Estimacion
1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
muestra



Ejemplo: estimacién de una constante

Andlisis cualitativo

en general, el estado estimado sera cercano al valor
verdadero, incluso si las observaciones son muy ruidosas.

: se elige el estado

inicial arbitrario y . En ese caso la
estimacién estara fuertemente guiada por el modelo y las
observaciones.

Si y la varianza

del error de estimacion inicial es pequena, la estimacion
esta guiada principalmente por el modelo y el estado inicial.

La matriz de covarianza del ruido del modelo puede ser
usada para representar la confianza en el modelo.



Ejemplo: estimacién de una constante

El proceso no es constante pero varia lentamente. Relajacion
del modelo mediante la introduccién de ruido en el modelo.

x(0/0)=0, P(0[0)=100, R=c?

T I
26 —=— Valor verdadero
—=— Observaciones
—=— Estimacion, Q=0
24l —=—— Estimacion, Q=5e-05
ﬂ l 11 I
-

, T w U l lJ [ J ¥ V
1.8n W ]
1.6n B

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

muestra
13/47



Ejemplo: estimacién de una constante

Error en el modelo. La relajacion del modelo mediante la
introduccion de ruido no es suficiente para una buena
estimacion.

X(010)=0, P(0]0)=100, R=0?

—=— Valor verdadero

—=— Observaciones

—=— Estimacion, Q=0

1+ —=— Estimacion, Q=0.01

—=— Estimacion, Q=1
T T

| | | | | | 14/ 47
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Ejemplo: estimacién de una constante

Error en el modelado

Si el modelo no es correcto, la varianza del error de
estimacién puede ser mayor que la varianza del error de
las observaciones.

Esto ocurre si el ruido del modelo es pequeno, porque
implica confianza en el modelo.

Relajar demasiado el modelo tiende a hacer que la
estimacién no difiera demasiado con las observaciones.




Ejemplo: estimacién de una recta

* El modelo de una recta se puede expresar como

Ecuacion del proceso Ecuacion de observaciones
{ rk’-f—]. = /rk? +pk yk = Tk+1jk
Pk+1 = Pk

* En notacién vectorial queda

1 1
11 @k—[()l] Cp,=[1 0]
e X + Wi
2
ye=1[1 0]xkp+uvp Qk:[a()l ;)2] R, = o>
2



Ejemplo: estimacién de una recta

Evolucion de los estados en el problema de estimacién de una
recta.

Estimacion de una recta. x(0/0)= 0, P(0|0)= 100xI, R=c§

%[

—=— Valor verdadero [|

—=— Observaciones

—=— Estimacion, Q=0 [|
T T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
muestra
1 T
= 05f B
2
T
0 \\//- | | | | | | | | i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

muestra



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Se quiere estimar la amplitud A y la fase ¢ de una sinusoide a
partir de observaciones contaminadas con ruido blanco
gaussiano de potencia o2 no correlacionado. La frecuencia w
se asume conocida.

El modelo se puede expresar como

Ecuacién del proceso Ecuacion de observaciones
A1 = Ay
{ Pk+1 = Pk U = Ag cos(wk + pk) + v

En este caso el modelo no es lineal. Una alternativa es
usar un



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Filtro de Kalman Extendido (EKF)

Se considera el modelo en variables de estado no lineal de
la forma
{ Xpp1 = fr(Xk, Wi)
Y = Ck(Xk, Vi)
El filtro de Kalman extendido se basa en una aproximacion
de primer orden del modelo,

{ Xk+1 — fk(f(k, 0) + Fk(Xk — ik) + Gka

Y = cp(X,,0) + Cr(xx — %) + Upvy,
donde
of of
Fy = 8:»]: (%Xk,0) Gy = 8\: (%Xk,0)
8ck 8Ck n

CA A~arnlicaa Al AlAaAavitrman AA Kalmamarm acnlveAa Al ;a~saAALA 19/47



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

En el problema de la estimacion de los parametros de una
sinusoide solo la ecuacién de las observaciones es no
lineal.
Las Unicas alteraciones respecto al algoritmo de Kalman
basico son

La matriz Cj, que cambia en cada iteracion, y vale

oc , . _
Ck = E(xk 70)

| OAgcos(wk + i)  OA cos(wk + o) ]
- 0A 880k

AL i
= [ cos(wk +¢;)  —Apsen(wk + ;) ]

La actualizacion de la estimacién con la observacion
k-ésima,

% = %, + K, (yk — Ay, cos(wk + @;Z))



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Estimacion de la amplitud y la fase de una sinusoide.

Estimacion de la amplitud y fase de una sinusoide en WGN (SNR = 0dB)
T T T T T T T T
—=— Valor verdadero

—=— Observaciones ||
—=— Estimacion

L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
muestra




Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Estimacién de la amplitud y la fase. Evolucion de los estados.

Estados

Estimacion de parametros de sinusoide en WGN (SNR = 0dB). Evolucion de los estados

Amplitud
Fase

200

20

40

60

80

100
muestra

120

140

160

180



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Estimacion de la amplitud, fase y frecuencia de una sinusoide.

Estimacion de la amplitud, fase y frecuencia de una sinusoide en WGN (SNR = 0dB)
T T T T T T T T T
—=— Valor verdadero

—=— Observaciones ||
—=— Estimacion

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
muestra



Ejemplo: estimacidn de parametros de sinusoide

Estimacion de parametros de sinusoide en WGN (SNR = 0dB). Evolucion de los estados

Estimacion de la amplitud, fase y frecuencia. Evolucion de los

T
Amplitud

Fase

Frecuencia

Estados

200



Ejemplo: ecualizacion de canal

din] = sfn — I] (sl[lvg).seﬁal a transmitir

z
+ v[n] ruido blanco
S[TL}J-P Canal % u[n] Ecualizador %’%E[pn} introducido por el

canal de media nula 'y
potencia o2
independiente de s[n].

Ejemplo

El canal se modela como un filtro FIR de N coeficientes.

s[n] es un proceso Bernoulli que toma el valor 1 con
probabilidad p y el valor 0 con probabilidad 1 — p.

v[n]

ps =01 —p)+1p=p
E(s’[n]) =0*(1—p) + 1%p=p
o? = E(s*[n]) — u2 = p(1 - p)



Ejemplo: ecualizacion de canal
Filtro de Wiener

La entrada al filtro es u[n] = z[n] + v[n], con z[n] y v[n]
procesos independientes. Por lo tanto,

rulk] = ro[k] + ro[k].

v[n] es ruido blanco de potencia o2, asi que r,[k] = o2§[k].
Teniendo en cuenta que z[n| es un proceso filtrado, se
cumple que,

rz[k] = rs[k] * h[k] * h[—K],

Considerando que s[n] tiene media y y potencia o2, la
funcion de autocorrelacion es

B(s*[n]) o2 k=
rs[k] = E(s[n]s[n—Fk]) = { ElslnDE(sln— k) — 12



Ejemplo: ecualizacion de canal

* Por lo tanto, la autocorrelacién de la senal en la salida del
canal es

rolk] = (a30[k] + pi3) * h[k] * h[—F]
= 028[k] * h[k] * h[—k] + 2 * h[k] * h[—k]
N-1 2
= o3 (h[k] * h[=k]) + p3 (Z h[’f])
=0

* Finalmente, la autocorrelacién de la entrada del filtro

Wiener es
N—1 2
rulk] = o3 (h[k] * h[—k]) + 1 (Z h[k]) + 0 0[k)
1=0



Ejemplo: ecualizacion de canal

Se vio previamente (transparencias del practico de Filtros
Adaptivos, pag. 47), que la correlacién cruzada es

N-1
pl=k] = 3 Wiy~ — k + L],
1=0
y en este caso queda,
N-1
pl=k] = ) Al)(o30[~1 — k + L] + pi2)

=0
N-1
=oZh|=k+ L]+ p2 > h[l]
=0

Construyendo el sistema de ecuaciones de Wiener-Hopf
M x M y resolviendo, se obtienen los coeficientes del filtro
de Wiener de M coeficientes.



Ejemplo: ecualizacion de canal

Filtro de Kalman [?

Se asume conocida la respuesta al impulso del canal h,,,
conn=0,...,N —1.

w ws wg wy Los estados
sn] 51 sih—1) L1 sh -2 co —f 1 sl = N+1] Wy Wi
@ son la entrada en la linea

de retardos del filtro,

s[n],...,s[n— N +1].

wy [k + 1] 00 0 --- 0 w1 [k] 1
walk + 1] 1 0 0 0 wo [K] 0
wilk+1 || 0o 1 o0 0 walk] 4] O | sfk+1]
wy[k + 1] 0O -~ 0 1 0 wy [k] 0



Ejemplo: ecualizacion de canal

La ecuacion de observacion es
w [K]
ulk] = (ho h1 ... hn_1) : + v[k]
wy (k]
Los parametros del filtro de Kalman son

o 0 0o -~ 0 1

1 0 0 0 0 Cx=(hoh1 ... hn—1)
& =0 1 0 0 ag=1| 0 kzag

: . . . . . k:o’?}

o - 0 1 0 0

Como estimador de la sefal transmitida s[n] se usa el

estado i-ésimo, w; = s[n — i].

Se decide que cada muestra de la senal ecualizada
corresponde a un 1 si el estimador supera 0.5y 0 en el

caso contrario.



Ejemplo: ecualizacion de canal

Algoritmo

Condiciones iniciales: estimacion a priori del estado y la
matriz de covarianza del error de estimacién en k = 0,

Xy =0 P, = 1001

Parak =0, 1, 2,..., se calcula
La ganancia de Kalman:
_ _ —1
K, =P, C] (C,P, CL + Ry)
Actualizacion de la estimacién con la observacién k-ésima,
)A{k = )A{,: T Kk (yk — Ck)A{’:)
Actualizacion de la covarianza del error de estimacion,

P, = (I = chk) P]:

Proyecciones del estado y la matriz de covarianza del error
del paso k + 1 a partir de los datos actuales,



Ejemplo: ecualizacion de canal

La senal a transmitir es binomial con p = 0.5. La potencia
es o2 = p(1 —p) =0.25.

El canal se modela como un filtro FIR de N = 6
coeficientes con respuesta al impulso

hln] = [-0.77, —0.355, 0.059, 1, 0.059, —0.273].

El ruido aditivo del canal es blanco, gaussiano, de media
nula y potencia o2 = 0.1 (SNR ~ 4 dB).

Se construye un ecualizador usando un filtro de Wiener de
M = 19 coeficientes.

Se construye un ecualizador usando un filtro de Kalman
usando wg como estimacion de la senal transmitida.

Se compara el desempeno a través del porcentaje de bits
erroneos.



Ejemplo: ecualizacion de canal

Respuesta al impulso del canal Respuesta al impulso del filtro de Wiener ~ Respuesta al impulso del sistema
0.5

4
0.8
0.5 I 0.6
. . 0‘ 4 L) 0.4
0
1 LI
-0.5 0 ’TI-*-I-‘.! --L--ﬁ-i‘.
-0.2
-1 -0.5
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15 0 5 10 15 20
muestra muestra muestra
Respuesta en frecuencia
3 T T T
Canal
Wiener
2 Sistema ||

|
0 0.5 1 15 2 25 3
frecuencia



Ejemplo: ecualizacion de canal

u[n]=x[n]+v[n]




Ejemplo: ecualizacion de canal

Senal ecualizada con el filtro de Wiener alineada con s[n]







Ejemplo: ecualizacion de canal

) ) 2
Porcentaje de error al variar el orden del filtro Wiener Porcentaje de error al variar la SNR (a, )
SNR =4 dB Filtro Wiener con M=31
30.'
251 1
N . 20f q
<] <]
5 5
[0 [0
o ©
X * 151 4
101 q
5t 1 5t 1
.
7 15 23 31 39 47 55 63 71 79 87 95 -6 -4-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Numero de coeficientes (M) SNR (dB)



Ejemplo: ecualizacion de canal

Observaciones

Dado que se conoce la respuesta al impulso del canal, el
problema consiste en encontrar la filtro inverso al canal (en
el caso con o2 = 0).

h[n] es un filtro FIR con funcion de transferencia

H(z)=ho+hiz7 4+ hy_1z2~ 7D

y el filtro inverso es

1
Cho+hizl 4+ hyo1zm WD

Il ) (puede ser inesta
El ecualizador Wiener es un filtro FIR, mientras que el
ecualizador Kalman es IIR. Esto explica porque el

desempeno del ecualizador Wiener es peor que el

ecualizador Kalman en ciertas condiciones.



Ejemplo: ecualizacion de canal

Modelo de canal genérico

El canal es un filtro con funcién de sl
transferencia racional arbitraria,

gt bz 4 4 bz
S l+aizl4 - tapz P’

La salida del filtro se caracteriza por
las siguientes ecuaciones en
recurrencia,

wl[k—i- 1] = —alwl[k] —agwl[k— ].] = oo
—apwi[n —p+1] + s[k + 1]

U[k] = bywy [k] + blwl[k = 1] = oe
— bgwi[n — q] + v[k]




Ejemplo: ecualizacion de canal

Modelo de canal genérico

La ecuacioén del proceso es

w [k + 1] —ar —az —as -+ —ap wi [K] 1
wak + 1] 1 0 o - 0 wa[k] 0
wslk+1 [_] o 1 0o - 0 wslk] 4| 0 |
wpk + 1] 0 e 0 1 0 wpk] 0

La ecuacion de observacion es
wl[k]

k] = (Bo by - by 0...0) | wara[k] | +v[k]



Ejemplo: ecualizacion de canal

Coeficientes del canal desconocidos

Se asume ahora que los coeficientes del filtro son
desconocidos.

Se expande el vector de estados incluyendo los
coeficientes del filtro como estados,

x[k] = (wi[k] ... wx[k] Rolk] ... hn_1[k])T
La ecuacién de evolucién de estados es ahora

xX[k+1] = BKxk]+Gslk+1],  B[k] = < el 0 ) a-|"

con ®[k] de tamafo 2N x 2N y G de tamafo 2N x 1.
La ecuacion de observacion es



Ejemplo: ecualizacion de canal

Coeficientes del canal desconocidos

Como la ecuacion de observacién no es lineal, hay que
usar un filtro de Kalman Extendido.

En el algoritmo de Kalman, la matriz C[k] queda

otk = 28 5. 0)

= (zn+1[k] ... zan (k] z1[K]. .. zN[K]) ’ [K]=%—[K]

La actualizacion de la estimacion con la observacion
k-ésima es

x[k] = % [k] + (k] Zaz 27 Nl )



Ejemplo: identificacion y ecualizacién de canal

Evolucion de los estados correspondientes a los coeficientes del filtro

| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
iteracion






Ejercicio [?]

Se considera el modelo en variables de estado

Xpr1 = Axp+ vy vi ~N(0,Q)
yie = Hxp+wy w, ~N(0,R)

Las ecuaciones del filtro de Kalman pueden deducirse
empleando el estimador MAP del estado z(k):

el estimador del estado actual x;, es aquel que maximiza
la probabilidad del estado x;, dada la observacion y; y la
secuencia de estados previos xx_1, Xg_2, ..., X0,

X = arg n}lixp(xﬂyk, Xk—1y--+,X0)



Empleando la regla de Bayes, escribir la probabilidad a
posteriori de x;, en funcién de la densidad de probabilidad
de transicion de estados p(xx|xx_1) y la observacion
P(YE[xk)-

Demostrar que maximizar la probabilidad a posteriori
equivale a minimizar la funcion de costo,

J(x) = (yr—Hxp) 'Ry —Hxp ) +(x5—x;,) T QH (x—x;,)

x, es la prediccion de x;, x,, = Axj_1.
Demostrar mediante la minimizacién de la funcion de
costo que la ecuacion de actualizacion del estimador
optimo puede expresarse como

X, = %5, + K(yr — HX).

Indicar el valor de la matriz K.
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