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Problema 1: identificacion de un sistema [?]

El problema consiste en identificar un sistema.

Una estrategia es inyectar al sistema una entrada u[n|
conocida y observar la salida x[n]. A partir de estos datos,
se intenta deducir los coeficientes del filtro.

Se asume que la salida se observa contaminada con ruido
blanco gaussiano w[n], wn] ~ N(0, 02).

Se asume como modelo que el sistema es un filtro FIR de
orden p. Hay que identificar los coeficientes h[i] con
i=0,1,...,p—1.

Modelo del problema Modelo de H(z): FIR

Sistema w(n]

desconocido
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Asumiendo que
La entrada u[n| esta activaenn =10, 1,...,N — 1.
La salida se observaenn =0, 1,...,N +p— 2.

Plantear el problema como un modelo lineal,
x =HO + w,

especificando la matriz H y el vector 6.

Escribir el estimador 6ptimo 8 y la matriz de covarianza del
estimador C; en funcion de los parametros del problema.

Calcular y dar una interpretaciéon a H'Hy a H” x.

Expresar el estimador éptimo y la matriz de covarianza en
funcion de los resultados del punto anterior.

| 3 varianza del ectimador e< fiincidon de |1a entrada de
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1. Planteo del problema como un modelo lineal

La salida del sistema es,

p—1
z[n] =Y hlkluln — kK +wr]  n=0,1,...,N+p—2

k=0
En notacién matricial queda
0] 7 7 w0] 0 0
z[1] u[l] u[0] 0
zlp — 2] up—2 up—3 - 0
2lp— 1] up—1 ufp-2 - u[0] Zﬂ
: = : : : hi2l |
z[N — 2] u[N—2] u[N—-3 -+ wuN-—-p-—1] :
m[]\?];] 1] u[NOf 1] u{% — ﬂ e [X/[N — ] . h[p— 1]
T u — e u —n+
z[N +1] 0 0 u[N—§+2] o
L : . :




Problema 1: identificaciéon de un sistema

2. Estimador 6ptimo y matriz de covarianza

Como el modelo es lineal en WGN, el estimador es MVU y
eficiente.
El estimador MVU es La matriz de covarianza del
estimador es

6= (H"H) 'H"x C,=o>(H'H)™

3. Célculo de H'H y H'x

Se expresa la matriz H en columnas como

H=[un]un-1]...un—p+1]]
donde

un—i]=1[0...0u0]...u[N-1] 0...0]7 0<i<p-—1
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3. Calculo de H'H y H”x (cont)
El elemento (i, j) de H'H es

[HTH] = ul'[n — iun — j]
N—1—|i—j]

= Y ulnlufn+]i— ]

n=0

= Nrulli = j);

donde
| Nk

rulk] = & > ulnjuln + K]

n=0
esla de u[n].
Notar que

[HTH] = [HTH] Es simétrica
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3. Calculo de H'H y H”x (cont)

Finalmente, H'H queda

(0] ru[l] ri2] o rulp—1] ]
ru[l] ra[0] P[] Tl =2
H'H=N : : : = NR
rulp—2] Tulp—3] -+ 0] ru[l]
ralp=1] rulp=2] .- w1l rf0] ]
R, se llama de u[n| de orden p.

Por otro lado, el elemento i-ésimo de H x es

=T x|, =ul[n —iJx =
ul[n]z[n + ] "=
Z:;) esla
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3. Calculo de H'H y H”x (cont)

Finalmente, H” x queda

Tuz[0]
H'x =N T“"f[l] = Nty
Tu.’r[p- —1]
ryz €S entre u[n] y x[n].
El estimador MVU es La matriz de covarianza es
6— (H'H) H'x— Cy=o® (H'H) ' —
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4. Estimador éptimo y matriz de covarianza

Filtro de Wiener Identificacién de sistema

d[n] Filtro de y[-n]

u[n] Wiener "9_> e[n]

+ +
uln] > el pw—
y[n] desconocid d[n]

Disenar un filtro cuya salida y[n]| sea un estimador de una
sefnal deseada d[n].

La entrada al filtro es una senal u[n] correlacionada con
d[n].

El criterio de optimizacién es la minimizacion de

J(w) = E(e[n]e*[n]) con w = [wy, ..., wy—1]" coefs. del filtro

Il Y 2 Y el N T e 9/23
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

La matriz de covarianza del estimador es

La covarianza del estimador
depende de la senal de entrada u[n]
2 através de R,,.

Se quiere encontrar u[n] que
minimize la varianza de los
coeficientes h del filtro.

La varianza del coeficiente i-ésimo hli] es

Bl = ~ = T ~ Qs 0 = T
var(h[i]) = C;,,. = e; C;e; e =1[00...0 (1 0...00]

posicion i

Como C;l es simétrica y definida positiva, puede
descomponerse como (descomposicion de Cholesky),

cl — DD con D matriz » x » invertible
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

Notando que

elle;=1 = e;fFDTDT_lei =1 = (eZTDTDT_lei)2 =1

y definiendo
& = De -1
6 _ prle = (@DTDT o) =(Eley=1
eT &2

La desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que para
cualquier par de vectores &7 y €2 en un espacio con
producto escalar se cumple que

|<£17€2>|2 < <€17€1> . <€27€2>a
y laigualdad se da si & = c&» (€1 y & colineales). Si el
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

Se tiene que

& = De;

£ = DT le (€7€)(ETe) > (7€) = 1.

Sustituyendo
(€7€1)(€16,) = (7D De;) (e’ DT DT ey)
— (

e’ D7 De;) (eI DIDT ;)
= (e; C el)(e Chez)
>1

Finalmente . .
Para minimizar la varianza, la

T 1T~

1 Qesig_ualsiaq de )
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

Imponiendo la condicion de que &; y &> sean colineales,

1
&1 = ciby = De; = ¢, DT e, con ¢; una constante.

o0 equivalentemente, la condicién para minimzar la
varianza de todos los coeficientes es

D' De; = ¢;e;, i=1,2...,p.
Teniendo en cuenta que D”D = Ci:l, la condicion queda
Cglei:ciei, i=1,2...,p,

0 en palabras, la columna i-ésima de C;l tiene solo un
elemento no nulo ¢; en la posicion i.
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

Como

N

—1
CiL = ;Ru,

la matriz de autocorrelacion de la entrada debe ser
diagonal,

En esas condiciones, el estimador y su varianza son

Estimador MVU Varianza
2ra Tum[z] Sy 0'2
h[l] = TU[O] Var(h[z]) = m

Los estimadores de los coeficientes son independientes.
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6. Interpretacién en el dominio de la frecuencia ?

La salida del filtro es z[n] = (h*u)ln] = Z h{l]u[n —1]
» (1)
La correlacion
cruzada entre la
entrada y la salida es ruelk] = E(u[nlz[n +k])  (2)
Sustituyendo 1 en 2 ruslk] = o] Z Bl + k — 1]
se ve que
p—1
= > h[E(u[n]uln + Kk —1])
uln) —» hlk] > z(n] =
p—1
rulk] = h[k] > Tualk] = hll]ru[k =]
=0
— (P w \[E]
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6. Interpretacion en el dominio de la frecuencia

Aplicando al transformada de Fourier, se obtiene la
densidad espectral de potencia cruzada entre la entrada y
la salida,

Tuz k] = (b ry) k] =  Py(e) = H()P, (/)
Si la entrada es ruido blanco, ., [k] = o2§[],

Py (%) = H(e/¥)o?

u?

por lo que un estimador de la respuesta en frecuencia del

filtro es , .
Py (7))  Puz(e)

ol 0]

En el dominio del tiempo, esta relacion es

h(e?) =

-~ W
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7. Simulacion

La respuesta al impulso del sistema es triangular.

Respuesta al impulso del sistema a identificar
1 T T

yRRN RER

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k

Se usan dos senales u[n| de prueba

Ruido blanco gaussiano
Diente de sierra

La potencia r,[0] de las sefales de prueba es unitaria.
La potencia o2 del ruido w(n] en las sefales observadas
x[n] es también unitaria (SNR = 0 dB).

El largo de las senales de prueba es N = 1000 muestras.

hik]
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7. Simulacion

Entrada de prueba u1[n]: WGN

et tih Tl
ol l HJL Jawaiﬁlﬂilﬂ- I aill M.‘ ﬁi_

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
n
Entrada de prueba u2[n]: ruido coloreado

o
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S [ s R
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7. Simulacion

Entrada de prueba u2[n]: densidad espectral de potencia

0 T Il 1 i L

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Frecuencia (rad)

Entrada de prueba u2[n]: autocorrelacion
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7. Simulacion

-5

Salida y observacion contaminada con ruido (SNR = 0 dB). WGN

—=  salida |
TI ——= observacion
L !T

10

20

| J’w \ 'W“IW

40 50 60 70 80
n
Ruido coloreado
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7. Simulacion

Estimacion del sistema: ruido gaussiano

1 T T . T T T T
—& sistema
—#& estimacion
=05 I I
0 T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Estimacion del sistema: ruido coloreado

J w K

N |
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7. Simulacion

MSE de cada coeficiente en 10000 experimentos

0.012 T T T T T T T
= WGN
= Ruido coloreado
0.01F CRLB WGN -
—— CRLB coloreado
0.008} " u n = = L =
%] 0.006 -
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