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Intro y Agenda

Veremos dos aspectos basicos:

Propiedades de la matriz de correlacion y de la densidad
espectral de potencia.

Modelizacion de un proceso de este tipo como la salida de
un filtro lineal discreto excitado por ruido blanco.

Un proceso estocastico no es tan solo una Unica funcién

del tiempo, sino que representa un numero infinito de
realizaciones diferentes del proceso.

A una realizacién particular del proceso le llamamos serie
temporal.

Def: Un proceso estocastico es estrictamente estacionario
(SSS) si sus propiedades estadisticas son invariantes en

el tiempo. Especificamente, para que un proceso

estocastico representado por la serie

u(n) = (u(n),u(n —1),...,u(n— M +1)) sea SS, la



Caracterizacion parcial de un proceso

En la practica no es posible determinar la funcion de
probabilidad conjunta con muchas variables y debemos recurrir
a una caracterizacion parcial del proceso con el primer y
segundo momento.

Consideremos un proceso
u(n) = [u(n),u(n —1),...,u(n — M +1)].
Funcion valor medio: p(n) = E[u(n)]
Funcidn de autocorrelacion:
r(n,n—k) =Elu(n)u*(n—k)], k€Z
Funcion de autocovarianza:
c(n,n—k) = E[(u(n) — p(n))(u(n — k) —p(n —k))*], k € Z
Obs: ¢(n,n — k) =r(n,n—k) — p(n)p*(n — k)).
Le llamamos a este conjunto de funciones carcterizacion
parcial del proceso.

Ventajas de la caracterizacion parcial:
Es posible medir o estimar estas cantidades (e.g.
mediante procedimientos de Monte Carlo).



Caracterizacion parcial de un proceso

Si el proceso es SSS, las ecuaciones se reducen a, V n:

u(n) = p constante
r(n,n —k) =r(k)
c(n,n —k) = c(k)

Obs.: en el caso k = 0, tenemos 7(0) = E[|u(n)|?] y ¢(0) = o2.

Def: Un proceso se dice estacionario en sentido amplio (WSS)
si u(n) = p constante, y r(n,n — k) =r(k) V n.

Thm (Doob): Un proceso {u(n)} SS es WSS
E[|u(n)|?] < +00 ¥V n. Obs.: Siun proceso Gaussiano es WSS

= también es SS



Ergodicidad: Teorema ergddico en la media

Las esperanzas son medias sobre los ensambles o
realizaciones.
También podemos definir medias en el tiempo.
Si el proceso es ergodico en la media, podemos
intercambiar ambos promedios. Para esto, debemos
probar que los promedios temporales convergen a los
promedios sobre realizaciones, en algun sentido
estadistico. Un criterio de convergencia muy utilizado es
es el error cuadratico medio.

Sea u(n) WSS, con = E[u(n)] y

c(k) = E[(u(n) — p)(u(n — k:) - ) ] Consideremos el

promedio temporal i(N) = & Zn 0 Lu(n).
[(N) es un estimador insesgado de p para todo N.
Decimos que u(n) es ergddico en la media en el sentido
del MSE si

Jim E[a(N) - ] =




Ergodicidad en media

1 N—1N-—
E[|i(N) — uf?] =overando— FZZ
n=0 k=0

N—

:%’“% Z (1= /N)el)

Tenemos entonces una CNS para la ergodicidad en media:

N—-1
Jim > (el =

(Teorema de ergodicidad en la media)



Ergodicidad en correlacién

El teorema de ergodicidad en la media puede ser utilizado para
otros promedios temporales del proceso. Por ejemplo,
aplicandolo a

N—-1
#(k, N) = % S wn)ut(n— k), k=0,1,...,N 1,
n=0

diremos que u(n) es ergodico en correlacion en el sentido del
MSE si

. ~ . 2] _
i B[J#( N) — r(B)] =0, V&




Matriz de correlaciéon

Consideramos el proceso estocastico
ul'(n) = [u(n),u(n —1),...,u(n — M +1)].

Su matriz de (auto)correlacion es R = E[u(n)u’l (n)].

Matriz de correlacion de un proceso WSS

¢ Si el proceso es WSS desaparece la dependencia en n:

r(0) r(l) ... r(M-1)
R r(Tl) 7".(.0) T'(M:— 2)
r(-M+1) ... r(-1) r(0)

© Obs: r(0) e R, (k) e CV k #0.



Propiedades de la matriz de correlacion de un
proceso WSS

Prop. 1: R es Hermitica

Esto es R = R”. Esto surge inmediatamente de la definicién
de r(k), que verifica r(—k) = r*(k). Entonces:

Para definir R, s6lo necesitamos (k) para
k=0,1,...,.M—1.

Si el proceso es real, entonces R es real y simétrica.

Prop. 2: R es Toeplitz

Esto quiere decir que dentro de cada diagonal, sus elementos
son iguales.
Es consecuencia del caracter WSS del proceso.
Hay algoritmos especificos para inversion y
descomposiciones de matrices que aprovechan la
estructura Toeplitz para bajar el costo computacional



Propiedades de la matriz de correlacion de un
proceso WSS

Prop. 3: R es semi-definida positiva

Si bien puede ser singular, rara vez ocurre (casos
patoldgicos)

Dem: Sea x un vector complejo, consideremos

y = xu(n). Tenemos:

0 < E[|y?|] = Elyy*] = E[xTu(n)u’? (n)x] = xRx. Para
que valga la igualdad, debe haber una dependencia lineal
entre las variables aleatorias que constituyen u(n) (cosa
que ocurre esencialmente solo cuando u(n) es el
muestreo de K < M sinusioides).

Podemos considerar en la practica que R es definida
positiva.

Prop. 4: Relacion entre las matrices Ry, y R4



Valores y vectores propios de la matriz de correlacion

* Queremos encontrar q # 0 tal que Rq = \q para cierto .

* De forma equivalente, (R — AI)q = 0 < det(R — AI) = 0.

* Veremos propiedades de los valores y vectores propios de
R, muchas de ellas son consecuencia de que R es
hermitica y semi-definida positiva.

Prop. 1: Los v. p. de R, Ay, Ao, ..., Ay SON reales

positivos.
Dem.: H
q;'Rq;
Rq; = \iq; = QfIqu' = AiQfIqZ' &A= (ZlHq.l 2 0.
’i 1

coef. de Rayleigh de q;

Prop. 2: Sea k > 0 entero. Si A esv.pde R, \* es v.p de

R*. Siademas A > 0, \"* es v.p de R*.

Dem.: basta con multiplicar recursivamente por R la igualdad

Rqg = \q.




Valores y vectores propios de la matriz de correlacion

Prop. 3: Los q; asociados alosv. p. \;,i =1,..., M son

ortogonales entre si.

Rq; = \iq; = q.]}'Iqu = /\i(ﬁ[qw
Rq; = \jq; = g RY = \q) = qf/Ra; = \;q)q;.
R

Restando las ecuaciones en azul, 0 = (\; — /\j)qfqi, por lo que
Vi#j, qfqi = 0.



Valores y vectores propios de la matriz de correlacion

Prop. 4: Teorema Espectral

Sean qu, ..., qu correspondientes a Ay, ..., Ay distintos.
1 sii=j
_ Hey. — J
Sea A = diag()\l, ceey )\M)
Entonces:
Q es unitaria i.e. Q7 Q = I, o de forma equivalente
Q' =Q".
A = Q7RQ.
R = QAQ" =M \qiq/ (descomposicién espectral).

Prop. 5
Tr(R) =32



Valores y vectores propios de la matriz de correlacion

Prop. 6 (surge del Teorema de los circulos de Gershgorin)
Amaz < S Ir(B)], i 2 7(0) — S5 (k)]

Prop. 7: sobre el nimero de condicion

La matriz de correlacion R es mal condicionada si el cociente
Amaz/Amin €S grande. Definiciones:

Numero de condicion: x(A) = ||A[||A~L].

De forma general la norma de una matriz A inducida por

una norma vectorial dada se define como se define como

|A|| = max 1A
T

La norma espectral se define como la norma inducida por

la norma 2,
2 _

[A[l§ = max

[l Ax||3
[113

A A es hermitica y definida positiva, sus v.p. son

positivos, = ||Alls = v/ Amac(AZA).

— max XTATAx _ Amaz (AT A). Como

xHx



Valores y vectores propios de la matriz de correlacion

Prop. 7 (nimero de condicién, continuacion)

Aplicacién de la norma espectral a R:

R = R = Si \j. €5 €l mayor v.p. de R, A2 . mayor v.p de
RR = |Rl|s = Mmoo

De la misma forma, [|[R™!|ls = 1/ Amin.

Finalmente,

)\maw
x(R) = -

Amin
Si x(R) es grande, se dice que R esta mal condicionada.

Resolver problemas inversos con matrices de niumero de
condicion grande conduce a fuertes inestabilidades,
amplificacion del ruido, etc. ;Porqué? Justificar y discutir
posibles soluciones al problema.



Modelado de Rango Bajo

Descomposicion de Karhunen-Loeve

\
|
’

Seau(n) = [u(n),u(n —1),...,u(n — M + 1)] una realizacion
de un proceso WSS, de media nula y matriz de correlacién R.
Sean q1,qs, . . ., qu los vectores propios asociados a los
valores propios de R. Entonces vale la expansién

Zcz n)g;, con ¢(n) = qf'u(n).
=1

¢ Cuanto valen media y correlacién de los ¢;(n)?

* )‘1 ) = '7
Ble(o)] = a'Efu()] = 0. Blategml={ 457
Ademas, S [ei(n)|? = [[u(n)|.



Modelado de Rango Bajo

Supongamos A1 > o > --- > A\, Y que tenemos informacion
a priori que para p < M, l0S Apy1,..., Ay SON Muy pequenos.
Consideramos la aproximacion:

p
=Y c(n)q
i=1
c(n) = [e1(n), ca(n), ..., cp(n)] representacion de rango bajo de u(n).

¢, Cuanto vale el error cuadratico medio de aproximaciéon?
N M
e(n) =u(n) —a(n) = >_;=, 1, ¢i(n)qi-

) H. . )
d—mLt1 7 —=pL+1 a—mL1



Modelado de Rango Bajo

Aplicacién: Transmision de u(n) por un canal ruidoso

Suponemos ruido del canal v(n) aditivo, WGN, independiente
de la senal. Tenemos

E[u(n)v(n)] = 0

E[v(n)vH(n)] = ¢’1
Transmision:

Directa:

v(n)

Indirecta:




Modelado de Rango Bajo

Aplicacién: Transmision de u(n) por un canal ruidoso

Transmision directa:

yp(n) = u(n) + v(n)
[

M
= ZE[IW(H)I2] = Mo™.

Ti
i

Transmision indirecta:

{ c(n)=I[qi,...,qp,0,..., O]Hu(n)

& ~ y
r(n) =c(n) +v(n)
=yr = Qc1(n),...,cp(n),0,...,0]T+Q v (n),...,vp(n),0,...,0]



Modelado de Rango Bajo

Aplicacién: Transmision de u(n) por un canal ruidoso

Transmision indirecta (cont):

P

= e = E[|lys(n) —um)|’] =E ||| u(n n) +) vi(n)al’
E/—’ i—1
- Z?ip.H \/7(317,‘
M
= Z \i + po? (= error de aprox. sefal + ruido filtrado).
i=p+1

Ejercicio: establecer en qué condiciones es mejor la
transmision indirecta a la directa.

M M
€1 < €p & Z \i +po? < Mo? & Z )\i<(M—p)a2
et i=pt1



Filtros propios (Eigenfilters)

Signal Input Output
u(n) x(n) FIR filter

T {wa}

Noise
v(n)

* u(n) WSS, media cero, mat. de correlacion R, v(n) WGN,
2
o

u(n) y v(n) no correlacionados: E[u(n)v*(m)] =0V m,n.

Objetivo: encontrar el filtro 6ptimo w que maximice la SNR a
la salida.

Ejercicio: Calcular la potencia media a la salida, y sus
contribuciones debido a la senal y al ruido

y(n) = wx (utw)(n) = Y35 wik)(uln — k) + v(n - k)

Elly(n)]*] = > w(k)E [(u(n — k) + v(n — k) (u(n — k') + v(n — &))"
k!

=N " wE) (El(uln — Kuln — kY + Ello(n — )26k



Filtros propios (Eigenfilters)

. . e . . H
Ejercicio: encontrar w que maximice SNR = ¥%_RBw

o2whw"
Filtro éptimo:

maxw SIVR maxyw w/Rw

sujeto a wiw =1 sujeto a wiw =1

=

w vector propio asociado al mayor valor propio de R (Anazs Qmaz)

Wopt = Amax
SNR,y; = g

o2




Densidad Espectral de Potencia

La matriz de correlacion es una descripcion temporal de las
propiedades estadisticas de segundo orden del proceso.

Aplicando la DTFT a la secuencia de autocorrelaciones {r(k)}
obtenemos la densidad espectral de potencia (o espectro de
potencia) del proceso.

Def.:

M+1
S(w) = Z r(k) exp(—iwk), —7m <w <.
k=—M+1

Tenemos ademas la férmula de inversién

1 ™
r(k) = %/ S(w)exp(iwk)dw, k=0,£1,+2,...,+M — 1.



Densidad Espectral de Potencia: Filtrado de un
proceso

u(n), Su(w) —{{r()}, H(w) |— y(n), Sy(w)
¢, Cuanto vale Sy (w)?
Para cada realizacion de u(n) tenemos y(n) = 3o h(lu(n —1).

ro(k) = Ely(n)y"(n— k)] = 3° S AR ()Efu(n — u* (1 — k — 1]
1=0 I'=0
Y Y ROR (o (k+1 = 1) = z_: h(l) Z Yok +1 =1)
1=0 1'=0 1=0 1'=0
Entonces
Sy(w) = Zry(k) exp(—iwk)
k
M-1 M-1
= h(l) exp(—iwl) Z R (1") exp(iwl") Z ru(k+ 1 = 1) exp(—iw(k + 1" — |
1=0 1'=0 k

= H(w)H" (w)Su(w) = [H(w)|*Su(w).



Densidad Espectral de Potencia: Propiedades

Prop.1: La DEP de un proceso WSS discreto es

27-periodica

Z_ r(k) exp(—i(w + 2nm)k))
k=—M+1

S(w+ 2nm) =

- Z r(k) exp(—i2n7) exp(—iwk) = S(w)
k=—M+1

Prop.2: La DEP de un proceso WSS discreto es real

M-—1 1
S(w) =7r(0) + Z r(k) exp(—iwk)) + Z r(k) exp(—iwk))
k=1 k=—M+1
M-1 M—1 ’



Prop.3: La DEP de un proceso WSS discreto real es par

M-—1 _ M-—1
S(-w)y= Y r(R)exp(iwk)) =" D r(=1) exp(—iwl))
k=—M+1 I=—M+1
= Y r@ew=wn) " EY 3 r@)ep-ind) = S(w)
I=—M+1 I=—M+1

Prop.4: El area bajo la curva w — S(w) /27 es el valor

cuadratico medio del proceso, o su potencia

Si k = 0, de la formula de inversion

r(0) = % /_7r S(w)dw.



Prop.5: La DEP es positiva

Definimos el filtro H(w) := 1{j,—,, |<aw}- La salida y de filtrar u(n)
por H conduce a S, (w) = S, (w)|H (w)|*. Luego,

we+Aw
0 < Ely?(n)] = r,(0) = — / Su(w)

27 we—Aw

~Aw—0

1 /wc+Aw <su(wc) + %(%)(w — wc))> dw = %2Aw5

27 we—Aw

= S(we) >0V € [—m, 7).

Prop.6: Si \,,, m=1,..., M son los v.p de R entonces

min, S(w) < A\, < max,, S (w). Ademas, x(R) =

, CON qp = [gm (1), Qm(l)’ cee 7Qm(M)]T'

al’Ram

Sabemos que A\, = e,

quqm = Z Z Qm l - (l)

k=11=1

= — Z Z Gm (k)" @ ( /ﬂ S(w) exp(iw(l — k))dw



Prop. 6 (cont.)

Si llamamos Q’(w) ala DTFT de g, i.e.
Q' (w) = EkMZI a, (k) exp(—iwk), tenemos que

™

arRqy, = L S(w)|Q' (w)|*dw.

2 J_ .
De la misma forma,
o= = [ 1Qw)dw.
mEn o )
Luego,
2. 8(w)|Q' (w)[*dw
>‘m = ™ / 2 I
S 1Q (w)[2dw
por lo que

min S(w) < A, < max S(w).



	Intro y Agenda

