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Introduccidén - Motivacion

Hasta aqui estudiamos los filtros de Wiener y filtros adaptivos
(LMS).
El filtro de Wiener no se puede escribir en forma recursiva,
ni tampoco facilmente en situaciones de multiples
entradas y multiples salidas
El algoritmo LMS tiene un tiempo de convergencia
relativamente lento. No utiliza toda la informacion de la
forma eficiente.

En los '60 Kalman formulé el problema de filtrado de minimo
error cuadratico medio (MMSE) utilizando una representacion
en variables de estado.
El resultado es un algoritmo recursivo que es 6ptimo en
cada paso.
Este filtro fue facilmente implementable en aplicaciones de
tiempo real y tuvo aplicaciones inmediatas en prediccién,
tracking, etc.

Fxicten variaciones v vercsiones mae coficticadas Veremos



Formulacion basica y notacion

Suponemos que el proceso a estimar se puede modelizar
como
x(k+1) = ®(k)x(k) + w(k),
y que las observaciones o mediciones del proceso se realizan
segun
y(k) = C(k)x(k) + v(k).
x(k) vector n x 1 de estados del proceso.
®(k) matriz n x n que relaciona x(k) a x(k + 1) en
ausencia de una fuerza o entrada exterior.
w (k) vector n x 1 de ruido blanco con covarianza conocida.
y(k) vector m x 1 de observaciones o medidas
C(k) matriz m x n que relaciona los estados (sin ruido) y
las observaciones.
v(k) vector m x 1 de ruido blanco con covarianza
conocida.
Observaciones:
Basicamente se propone ver al proceso como el resultado



Formulacion basica y notacion (cont.)

Suponemos ademas las siguientes covarianzas entre ruidos de
estado y de observacion:

Epwow = { o 2

o [ R(K) i=k
evmv@ = { ¢ 2}

E[v(k)w(i)T] =0V i, k.
Suponemos que tenemos un estimado del proceso en el

tiempo &, basado en todo nuestro conocimiento hasta el tiempo
k—1:x(k|k —1) =%, Suponemos que conocemos la matriz

de covarianza del estimado:
e(klk —1) =x(k) — x(k|k — 1) e, =X — X,
P(klk — 1) = Ele(k|k — 1)e’ (k|k —1)] P, =Ele, e, "]

Si comenzamos el problema sin mediciones, y si el proceso

tiene media nula, en general tomamos el estimado inicial como
N v ~rAMA Av/arinn—-a Aol arrar |1 Ao <



Evolucion del filtro, Ganancia de Kalman

Consideramos que tenemos el estimado %,y buscamos
mejorarlo usando la info medida y (k) de la siguiente forma:
X, =%, + Ky(yr — Cix;,)
El objetivo del filtro de Kalman es encontrar K, para que la
actualizacion sea Optima en el sentido del MSE. Empezamos
introduciendo la covarianza del error del estimador actualizado,
x(k):
P, = Eleef ] = E[(x — %i)(xr — X2)" -
La idea es entonces obtener la matriz K que minimize la
varianza del error del estimador actualizado, es decir
§(k) = Tr[Py].
Ejercicio:
Escribir P, en funcion de K,..

Obtener la ganancia de Kalman minimizando &(k).
Seran utiles las relaciones siguientes:

-4 Tr[AB] = BT (A, B cuadradas); ;& Tr[ACAT] = 2AC (C simétrica).



Obtencidn de la ganancia de Kalman

Tenemos: %, = % + Ky (yr — Crkp ),
Vi = Cpxp + Vi

de donde
ep = Xp — X = X — X, — Kp(Cpxp + v — CiX,)
= (I - KpCp)(xx — %) — Kpvip = (I - K. Cple, — Kpvy.
Luego, como Ele, v} ] =0,
P;, =Elesel] = (I - K;Cy)E[e; (e, )" ]I — Ki.Cy)" + KiE[vyv} KL
= (I-K;C)P;, I-K;Cp)" + KiRy KL
=P — KiCyPj — (P)) CEK} + Ki(CiP Cf + Ry
Utilizando las reglas de derivacién anteriores y observando que
Tr[(P; )T CIK]] = Tr[K;C;P; ], obtenemos:

OP
—* —0e|K, =P, CL(CP; CL + Ry) ™
IK},




Matriz de covarianza optima del estimador actualizado

Para esto sustituimos la expresion de la ganancia de Kalman
en la expresion de la covarianza del error de estimacion Py.
Tenemos:

P), = (I-K;Ci)P; (1 - KiCr)" + KRy K]
K; =P, C}(C,P,C} +Ry)™"

Luego,
P, =P, - P_(C,P, CL + R;)"'C,P;
=P, — Ki(CyP, Ci + Ry)K}
= (I-K,Cy)P;,
Observaciones:

Estas expresiones son obviamente validas solo para la
ganancia éptima de Kalman.

Las expresiones son equivalentes aritméticamente, pero
no numeéricamente.



Actualizaciéon de los estimadores

Ahora necesitamos una forma de calcular X1 y P, , de

forma de tener condiciones iniciales para la proxima
observacion yj1.

Utilizando la dinamica del sistema y por ser wy, blanco (y por lo
tanto de media nula):

X1 = Piky.
Para calcular la covarianza del error:

€1 = X1 — X = (Prxy + W) — PrXy
= ®Pre; + wy,

Luego,
Po= E[GEH(GEH)T] = E[(®rer, + wi)(Prer +wy)']
=&, P, + Qs



Filtro de Kalman: Resumen

© Xpr1 = Prxp + Wi, yp = Cpxg + Vi
° x5, Py
Parak =0,1,2,..., calcular:
@ Gananacia de Kalman: K; = P, CL(C,P, CI + Ry)!
@ Actualizacion del estimador: %, = %, + Ky (yr — CipX,)
@ Covarianza del estimador: P = (I - K;C)P,;
@ Proyeccion a k + 1: X1 = PrX,
P, = 2P ®] +Q;



Filtro de Kalman:

Resumen (cont.)

Project ahead:
A A
Xg o1 = PaXe
Pra1=0:Ps A

. . A
Enter prior estimate X5 and
its error covariance Py

Compute Kalman gain:

K, = P;HT (H,PPHT + R

Update estimate with
measurement z,:

A A A
X, = X + K, (2, ~ Hxp)

Compute error covariance
for updated estimate: -
P, = (- K, H)Py

En la figura, z;, es yx y Hy es Cy

\ L—ZO' —
(/' .



Estabilidad del filtro de Kalman en régimen

estacionario

Si el filtro de Kalman converge a un estado estacionario, se
comporta como cualquier otro filtro digital y se puede estudiar
su estabilidad mediante la transformada Z.

Suponemos que alcanzamos un estado de ganancia constante:
X, =%, + Ki(yr — Cixy,)
= (®r—1 — Ky Cp®p_1)X1—1 + Kiyr (aqui usamos que x, = ®;._
Luego,
Xp(2) = (Pr—1 — KpCr®r_1)2 Xy (2) + K, Yi(2)
= [21— (®p 1 — KpCp®p_1)] Xi(z) = 2K Yi(2).

~

describe los modos naturales
El polinomio caracteristico es det|-| y las raices nos dan la
informacion de estabilidad. El filtro es estable si y solo si todas
sus raices caen dentro del circulo unidad.



Filtro de Kalman con entradas deterministicas

En muchas situaciones los procesos que consideramos
estan excitados por entradas deterministicas asi como
aleatorias.

En estos casos, las ecuaciones del proceso son

x(k +1) = ®(k)x(k) + w(k) + L'(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k) + v(k).

Veremos como esta representacion en modelo de estados
puede ser reformulada para hacer uso de los resultados
de estimacion éptima anteriores. La linealidad nos permite
basarnos en el principio de superposicion.



Filtro de Kalman con entradas deterministicas (2)

Dinamica del desvio con respecto al proceso deterministico
» Definimos el siguiente sistema deterministico
x4k +1) = ®(k)x(k) + T(k)u(k)
y?(k) = C(k)x" (k).

* Luego estudiamos el desvio del sistema estocastico con
respecto al deterministico:

x(k+1) — x4k +1) = ®(k (x(k) - xd(k)> +wik)
y(k) =y (k) = C(k) (x(k) = x"(k) ) + v (k).

Definiendo Ax(k) = x(k) — x%(k) y Ay(k) = y(k) — y¥(k),
tenemos:

)
)

Ax(k+1) = ®(k)Ax(k) + w(k)
Ay (k) = C(k)Ax(k) + v(k).

De esta forma la estimacion 6ptima del desvio se rige por
las ecuaciones de Kalman ya vistas.



Filtro de Kalman con entradas deterministicas (3)

Ecuacion de prediccion

* Para recuperar la ecuacion de prediccion volvemos a la
definicion de Ax(k) y expandimos la ecuacién de
prediccion del desvio:

X1~ X = i (fck - X‘lﬁ)
Xy = Xigy + Paki — Bpxy]
& X = ®(k)x(k) + T(k)u(k) + Ppky — Pixy
=4 )A(];_H = I‘(k:)u(k) + ®pX.
 Obs.: La matriz de covarianza de Ax, =%, —x¢ es la

misma que la de x; ya que {x{} es una sefal
deterministica.



Filtro de Kalman con entradas deterministicas (4)

Ecuacion de correccién

* Partimos de la ecuacién de actualizacion para el desvio y
operamos:

Af(k = A}A(]: + Kk (Ayk - CkA}A(]:)
5 d_ o— d d - d
& Xy —x =%, — X+ Ky <yk—yk—Ck (xk —xk)>
S o K _ood C S— _ od
<X =X, + Kg |y — Vi E\Xp — Xk ) |-
Como y¢{ = Cyx¢, tenemos
X = )A(; + Ky (yk — Ckf(];) .

* El resto de las ecuaciones para la ganancia de Kalman y
la actualizacién de la covarianza no cambian, ya que no
dependen directamente de la estimacién del estado.

e Por consiguiente, en suma, el Unico cambio al introducir
entradas deterministas es la inclusion de estas entradas

en la ecuacion de prediccion de estado (intuitivamente
tiene sentido).



