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Estimador de maxima verosimilitud (MLE)



Estimador de Maxima Verosimilitud (MLE)

En el problema de estimacién de parametros, una alternativa al
estimador MVU es el Estimador de Maxima Verosimilitud
(Maximum Likelihood Estimator — MLE) .

Es la herramienta mas popular para obtener estimadores
practicos ya que puede ser utilizado en problemas de
estimacion complejos, o en problemas donde el MVU no existe
0 no puede encontrarse.

Tiene caracteristicas asintoticas deseables:

es asintéticamente eficiente
es consistente
es invariante a re-parametrizaciones

En muchos casos no puede encontrarse una férmula cerrada
para el MLE y se deben utilizar métodos numéricos.



MLE: Descripcion intuitiva

Se observa un conjunto de datos {z[0], z[1],...,z[N — 1]} que
dependen de cierto parametro desconocido 6 que se quiere
estimar.

Especificacion del Modelo: los datos son generados por un
proceso aleatorio caracterizado por cierta PDF:

p(x;60), donde 6 € [a,b].
Al variar el parametro desconocido, se cambia la PDF que
modela la generacién de datos.

El modelo es definido como una familia de PDFs indexada por el
parametro desconocido.

Para estimar el parametro desconocido, la idea es encontrar la
PDF de la familia que maximiza la probabilidad de haber
generado los datos observados.



MLE: Descripcion intuitiva

Estimador de Maxima Verosimilitud (MLE) Si se asume el modelo
de generacion de datos dada por la PDF p(x;6), es decir

x ~ p(x; 0)
y se observa xg, entonces el estimador de maxima verosimilitud

(MLE) es

OmLe(xo) = argmax logp (x = Xo;0) .
6€Dy

El MLE se define como el valor de 6 que maximiza el logaritmo
de p(x;0) fijando x, es decir el valor que maximiza la func. de
verosimilitud logaritmica.

Observar que el tomar el logaritmo no afecta la posicién del
maximo de la funcién (logaritmo es funcion monotona creciente)



Eficiencia del MLE

Teorema.
Si existe un estimador eficiente, el método de maxima verosimilitud permite

encontrarlo.

Demostracion:
Por el teorema de Cramér-Rao, si existe un estimador eficiente, existen
las funciones g(x) y 1(0) tal que

Ologp(x;0)
90 1(9) (9(x) — 0).

El estimador eficiente es 6.,;, = g(x) con varianza I~*(6).
Como el MLE es el valor de 6 que maximiza la funcién de verosimilitud
logaritmica se tiene que

0logp(x;0)

00 = I(Owe) (9(X) - éMLE) =0,

0=0LE

y por lo tanto . A
OmLe = 9(x) = Ocrip.



Eficiencia asintoética

Teorema. Propiedades asintoticas del MLE.
Si la PDF p(x;0) de los datos satisface ciertas condiciones de regularidad, el
MLE del parametro desconocido 6 es asintéticamente distribuido como

0~ N, 171(0)),

1(0) es la informacién de Fisher evaluada en el valor verdadero del
parametro desconocido.

Las condiciones de regularidad son: (i) Existencia de las derivadas
primera y segunda de la funcién de verosimilitud; (ii) condicién de
regularidad necesaria para teorema de CRLB.
El MLE es asintéticamente eficiente y por lo tanto asintéticamente
optimo.

(Prueba. Ver Kay [1993], apéndice 7B.)

Observaciones
La expresion analitica de la PDF verdadera (no asintética) del MLE en
general imposible de derivar.
En la practica, no se sabe cuan grande debe ser N para estar cerca del
comportamiento asintético. Se suelen utilizar simulaciones numéricas
para estudiar el desempefio.



MLE de parametros transformados

Teorema: Propiedad de invarianza del MLE
El MLE del parametro « = g(f), donde la PDF p(x, «) esta
parametrizada por 6, esta dado por

a = g(0),
donde 6 es el MLE de 6.

el MLE de 6 se obtiene maximizando p(x; 6).

Si g no es una funcién biyectiva, & maximiza la funcién de
verosimilitud modificada p(x; «), definida como

p(x; ) (x;0).

= max p
{6:a=g(0)}



Extension a vector de parametros

Andlogamente al caso escalar, el MLE para un vector de
parametros 6 es el valor que maximiza la funcién de
verosimilitud p(x; @) sobre todo el rango valido de 6.

Asumiendo que la funcion de verosimilitud es diferenciable, el
MLE se encuentra como

dlog p(x; )
06

En caso de existir multiples soluciones, el MLE es aquella que
maximiza la funcién de verosimilitud, es decir aquella que
produce el maximo global.



Extension a vector de parametros

Teorema: Propiedades asintoticas del MLE

Si la PDF p(x; @) de los datos x satisface ciertas condiciones de
regularidad, el MLE del parametro desconocido 6 es asintéticamente
distribuido como,

6~ N (0,1°9)),

1(0) es la matriz de informacion de Fisher evaluada en el valor
verdadero del parametro desconocido.

Las condiciones de regularidad son:

Existencia de las derivadas de primer y segundo orden de
la funcion de verosimilitud.
Ademas se requiere la condicion de regularidad (idem a
CRLB),

. {mogp(X; )

250] g v



Estimacion Bayesiana y Maximo a Posteriori (MAP)



Enfoque Clasico (frecuentista) versus Bayesiano

Enfoque clasico o frecuentista: § parametro desconocido es una
variable deterministica desconocida. Sélo los datos son
“aleatorios”

Enfoque Bayesiano: considera incertidumbre sobre 6: el
parametro desconocido es también considerado una variable
aleatoria

Motivacion enfoque Bayesiano:

Posibilita incorporar conocimiento previo sobre 6, por ejemplo
mediante un prior o distribucion a priori p(6).

Si el prior es razonable, puede conducir a estimaciones mas
precisas.

Util cuando no podemos encontrar un MVU. Por ejemplo, si la
varianza de un estimador insesgado no es uniformemente
menor que la de todos los estimadores insesgados (e.g., no se
cumple en V).

Podria cumplirse que existe un estimador que minimiza el MSE
para la mayoria de los valores de 6.
Ol AniAarAaracse 1k DO /0 Ac rmvAacilhlA AvAacsmtrear 11m Actirmas A A



Motivacion

Mostraremos con un ejemplo como el conocimiento a priori conduce
a estimadores mas exactos. Los

datos observados son

zn)=A+wn] con n=0,1,...,N -1y wn] ~N(0,0°) Vn,

* Se vio en clases anteriores que el MVU era z = S 2[n] (media
muestral).

° Supongamos que sabemos que — Ay < A < Ay con Ag < oo
(conocido).

* Observar que z puede conducir a estimaciones fuera de [— Ao, Ao)
(debido al ruido). Claramente z no sera el mejor estimador en este
caso.

* Postulemos el estimador media muestral truncada.

—Ao T < —Ao
A= T —Ag <z < Ao
Aop T > Ao



Motivacion

* ¢Cémo es la PDF de A (media muestral), p4(§A)?

(e A

1
PA(f? A) = TQ/NGXP [—m

* ¢Como es la PDF de A (media muestral truncada), p 5 (£; A)?
pa(§;A) = Pr(z < —A0)d(€ + Ao)
+pa(&A) [H(E+ Ao) — H(E — Ao)]
+ Pr(i > Ao)(S(f — Ao)

PDF media muestral PDF media truncada




Motivacion

Comparacién A contra A.

Estimador A tiene sesgo (A insesgado)

¢ Qué sucede con el MSE? ; Cual de los dos estimadores tiene menos
MSE?

Sea A € [— Ay, Ao], entonces,

mse(A) = /jo (€ — A)’p4(& A)dg

Ao

[e']

(€ — A)p (& A)de + / (€ — A)pale

Ao

= /_ :O@ — AYp (& A)de + /_ )

Ag oo

(€ — APpa(€; A)de + / (Ao — AY’

Ao

—Ap

> [ (— Ao — A)p (€ A)de + 1 )
—Ap Ag [

> (— Ao — A)? / p (& A)dg + /

_AO

(€ — A)%p (& A)dE + (Ag — A)? /

= mse(A)

Media muestral truncada es mejor estimador en cuanto al MSE.

Observacién. A sigue siendo el MVU, pero introduciendo un sesgo podemos
reducir la varianza del estimador y por lo tanto reducir el MSE.



MSE clasico y MSE Bayesiano (BMSE)

MSE Clasico

Si 9 es un parametro desconocido, dado un estimador 6(x)
definimos el MSE como

~ ~ ~ 2
mse(f) = Ey [(9 - 0)2} - / (a(x) - 9) p(x; 0)dx.
El resultado de optimizar el MSE puede depender de 6.

MSE Bayesiano

Si contamos con conocimiento previo de 6, por ejemplo que no
pude ser negativo, o debe estar cerca de cierto valor
(restricciones fisicas).

Si 0 es una variable aleatoria (realizacion desconocida) que
sigue una distribucién p(6) , dado un estimador 6(x) definimos el
BMSE como

bmse(d) = Ey // — 9 p x, 0)dxdf.

En este caso el resultado no depende de 6 (promedio).



MSE Bayesiano
Estimador Minimum Mean Square Error

Objetivo: Encontrar § = (x) que minimice el BMSE (estimador
MMSE).

bmse(0) = Ex [(9 - 9)2}

- / / (96x) — 0) 2p(x,0)dxd6
/ x)/ p(0 | x)dOdx

Como p(x ) > 0, Vx, minimizar bmse(6) equivale a minimizar

¥, [5(0 50)7p(01x)do, )
% ﬁ 0)°p(6|x)do = 2/(9 — 0)p(8]x)do

/ (0]x) d6—2/0p9|x
/ (0]x)d0 2/9p(0|x)d9 ~0

E[0]x]

Con lo cual

Ommse = E[A|x], Vx. (media del posterior p(6|x) )



BMSE: Observaciones

El estimador MMSE (minimum mean square error) basado en BMSE se
define como aquél que minimiza el promedio del MSE sobre todas las
realizaciones posibles del parametro desconocido 6.

Este estimador resulta ser la media de la distribucién a posteriori

p(0]x), X
Ommse = E[0]x], Vx.

Intuicion. Antes de observar los datos la distribucion de 6 es p(6). Una
vez observados los datos el parametro ¢ se distribuye segin p(6|x)

(posterior).
p(4) p(Alx)
L
ZAg
t — i
—Ap Ap 4 —-Aop ! z Ap A
E(Alx)
(a) Prior PDF (b) Posterior PDF



Estimador MMSE

Los datos observados

son

zn)=A+wn] con n=0,1,...,N -1y wn] ~N(0,0°) Vn,

° Supongamos que sabemos que —Ap < A < Ap con Ap < oo
(conocido).
* Sino sabemos nada mas sobe Ay, lo razonable es asumir que dentro

del intervalo [— Ao, Ao] no hay ningun valor preferido, es decir
A~ U([—Ao, Ao)).

A A< A
— 2A0 | = 40
p(4) { 0" 14| > Ao

—Ag Ao



Estimador MMSE

Para determinar el estimador MMSE necesitamos la posterior p(A|x)
p(Alse) = PERIAR(A) _ plx|A)p(A)

p(x) [ p(x[A)p(A)dA
Obs. Denominador no depende de A (constante para normalizar,
integral 1)
Para especificar p(x|A) necesitamos asumir A 'y w[n] son VAs
independientes.
px(z[n]|A) = puw(z[n] — A[A)
= puw(z[n] — A)
_ 1 _ L il — 42
= Wexp[ 557 (z[n] — A) :| .
Con lo cual
1 1=
A)= —— - —A)?|.
POdA) = e [ 37 2l = 4)

Notar que p(x|A) tiene exactamente la misma forma que p(x; A4). Sin
embargo las dos expresiones tienen significados distintos:
p(x|A) PDF condicional dado A (separador “|”)



Estimador MMSE

exp [~ 54 L5 (aln] - 4)%]

DA (o o
2A0(2m02)2 _ 4] < Ao
HAR = [ N N o S I PP
—Ag 2A0(27r02)% 20° i~
0 |A| > Ag
Observando que
N-1 N-1 N-1
Z(m[n] — AP = Z 2°[n] —2NAZ + NA> = N(A-2)> + 2*[n] — Nz
n=0 n=0 n=0
se tiene
— o |~ (4-aP| 1AI< 4
p(Alx) =1 /215 a

0 |A] > Ao.
Donde la constante ¢ es un factor de normalizaciéon (no depende de A)

LAz

7|
c= exp |———
—Ao 271'%? 2%

dA.




Estimador MMSE

El posterior p(A—x) es una Gaussiana truncada. El estimador MMSE es por
lo tanto

Ammse = E[A|x] = / Ap(Alx)dA

Ao 1 1
A A = exp [—oz(A—x)2 dA
_ —40 27TW N
Ao
/ ! exp |:—12(A —z)%| dA
_A o2 2L
0 ZTFW N

Observaciones:
No puede evaluarse en forma cerrada (si, en forma numérica)
Estimador es funcién de z, Ao, o2
Si Ag > \/02/N, entonces no hay casi truncamiento, es decir A — z .
Conocimiento a priori hace que |A| < |z| (sesgo hacia cero).

Si N > 1 (muchos datos), entonces o2 /N — 0, con lo cual el
estimador MMSE se basa cada vez menos en el conocimiento a priori y
confia mas en los datos. Es decir si N — oo entonces A — z.



Metodologia Bayesiana: Resumen

Se asume que pardmetro a estimar es V.A. 8 ~ p(6) (realizacion
desconocida).

Prior p(6) representa conocimiento que tenemos a priori sobre el
parametro.

Luego de que los datos x son observados, el estado de conocimiento
del parametro ¢ se resume por la posterior PDF p(6]x).

Un estimador éptimo en términos de MSE, es aquel que minimiza el
Bayesian MSE (MSE promedio en todo ). Este estimador es

6 =E[0]x] = /9p(0|x)d9.
Estimador MMSE depende de los datos y del conocimiento a priori
sobre 6.

Si el conocimiento a priori es débil respecto a los datos, entonces el
estimador ignora el conocimiento a priori.

Si el conocimiento a priori es fuerte respecto a los datos, entonces el
estimador tiene un sesgo hacia el conocimiento a priori.

La eleccion del prior p(0) es critica en estimacion Bayesiana. Una mala
eleccion del prior puede llevar a un desemperio pobre.

Qi nn teanamne infarmaciAn enhra 2 an rnanaral ace aanivvialanta 11itili=ar 24/35



Eleccién del prior PDF

El prior sobre el parametro juega un rol clave.

Estimador MMSE siempre existe (recordar: el MVU puede no
existir)

La cuestién practica es si se puede calcular de forma cerrada.
Para ello se necesita calcular

C p(xl)p(0)
PUOR) = T i8)p(6) a8

Requiere calcular integral en el espacio del parametro
(dimensién p).

Luego, calcular el estimador MMSE requiere calcular la media.
En general esto no es posible hacer de forma cerrada.

A continuacién veremos un ejemplo en el que Sl se puede.



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

Se consideran las observaciones segun el siguiente modelo

x=HO+w (Modelo Lineal Bayesiano Gaussiano)

N .
x € R™ observaciones Se asume que

w € R" ruido w ~ N (0,Cu)
0 € R” vector de p 0 ~ N (ug, Co)
parametros

0 y w independientes.
H € RV *? sistema

Objetivo: Encontrar 8, estimador que minimiza el BMSE (MMSE estimator)

0(x) =E[0]x] = /0p(0|x)d0.



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

. . x| _|HO+w| [H Iy 0
Consideremos: z = [9} _{ 0 } = {Ip OPXN} {w]

Observar que 6, w son VAs independientes y Gaussianas, con lo cual
T B .
[0 w]|  es un vector conjuntamente Gaussiano.

Transformacion lineal de vector Gaussiano es Gaussiano: z es
Gaussiano.

Vamos a calcular la media y matriz de covarianza de z.

Elz] = E [HG S W} _ [HE[% [;]E[w]} _ ﬁl;e}

Observacion. Siues un V.A., y A una matriz, entonces b = Au cumple que

Cop =E [(b —E[b])(b — E[b])T] =E [A(u — E[u])(u — E[u])TAT] — ACuuA”.



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

Consideremos: 7 = ﬁ - {H"*W} - [H Ly ] m .

0 o I, Opun] [w
Efz] = E [Hf’ S W} _ {HE[?Q [;]E[wq _ [111;9}

Observacion. Si u es un V.A., y A una matriz, entonces b = Au cumple que

Cob =E [(b —Eb])(b- IE[b])T] —E [A(u — Efu])(u— E[u])TAT] — ACuuA”.

C,=C _ Cx Cxe _ H IN Ce 0 HT IN
2TV T ICoe Co| I, Opxn| |0 Cul||IL, Opxn
_ [HCeH” + HC,, HCy
- CoHT Co |-

Luego
zZ ~ p(z) = N ([HUQ, UG}T, Cz) .



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

Dado z = [0, x], se tiene que (Bayes)
p(2z) = p(6,x) = p(0|x)p(x),
donde p(6, x) es Gaussiana multivariada.

Ejercicio. Si p(6,x) es Gaussiana, entonces p(0|x) es Gaussiana. Por lo

tanto,
p(8]%) = N (g)x; Cojx) ,
donde debemos especificar su primer y segundo momento ug|x, Co|x-
Ejercicio. Mostrar que
Ho|x = Ug + CoHT(HC(9HT + Cw)il(x — Hug)
Cojx = Co — CoH" (HCoH" + C.,) 'HCy

Luego, gracias a la identidad de Woodbury
(A+vcv)'=Aa"'—Aa'ucTt +vaTlu)lvAaT
se tiene que
[o|x = Ue + (Cp' +H'CR'H) 'H" C,,' (x — Huy)
Coix = (Cg' +H'CL'H) .



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

Se consideran las observaciones del nivel de continua en WGN,

z[n] = A+wn], con n=0,1,...,N—1y wn] ~N(0,0°) Vn,
donde se quiere estimar A. Se asume el prior p(A) ~ N (pa, 0%).
Objetivo:

° Calcular A = E[A|x] y var(A|x)
* Mostrar que bmse(A) < mse(z).

Podemos aplicar el resultado anterior (Modelo Lineal Bayesiano (y
Gaussiano) con

x=1A+w, con w~ N(0,6°T), ycond=AH=1" =[1,1,...,1].
Se tiene que

1 T\ 1 N\! o2 e
var(Alx) = (U—Q + —2) = (7% + 7) = %

o o2
A +N

2
A% 1. 7 _ o
BlAX] =pa+ | 0= 2l (X—lliA)—MA‘f‘ﬁ(X—NA)

AT N

o A
=ai+(1-ajua, cona=——=7j.



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

o2 o2
A=E[Alx], var(A|x)= —AKN
At %

Por un lado tenemos
bmse(A) = E, 4[(A — A)%]
= Ex,a[(E(A ] x) — A)7]
= ExEax[(E(A | x) - 4)%]
= Ex [var(A 130)

B ]

0A+N
e
N
‘L

= mse(X).

* “En promedio” A es mejor estimador que x.



Modelo Lineal Bayesiano (y Gaussiano)

A=FE[A|x] = aZ + (1 — a)pa, cON o= 2"3‘ -
i+ %
Por un lado tenemos
bmse(A) = Ex,4[(A(x) — 4)?]
=Exal(aZ + (1 — a)pa — A)’]
=Ex,al(a(@ — A) + (1 — a)(ua — A))?]
=EaByal(a(Z — A) + (1 — a)(ua — A))’]
= EaByala’(@ — A)” +2a(z — A)(1 — @) (na — A) + (1 — a)*(pa — A)]

2

= a* %+ (1— a)Eal(4 - pa)?)

202 2 2
=a N—l—(l—a) oA
o4

2 o2
oAt N

z[% =[S

“En promedio” A es mejor estimador que x.

< = mse(x).



Estimador MAP (Maximo A Posteriori)

Estimador “equivalente” Bayesiano del MLE: en lugar de
maximizar la verosimilitud, se maximiza la densidad a posteriori

(x10)0(6)
p(x)
= arg;naxp(XW)p(H)

Orrap = arg max p(@|x) = arg max
0 0

= arg max{log p(x|6) +log ()}
6 —— =
likelihood prior

Observacion. Si p(6) ~ cte (prior no informativo), @x4p ~ Oy/1



Estimador MAP: Ejemplo lineal Gaussiano

x=HO+w,conw ~N(0,Cy), 0 ~ N(119,Cs), 0y w
independientes.

Objetivo: Encontrar 6/ .4p.

A 1 _ _
0)rAp = arg max —3 [(x — HB)TCW1 (x —HO) + (6 — ug)TCQ 1(0 — ,uo)]
0

£(0,x)

_ of _ 1 T ~—1 -1
0= = [2H7CL (x - HO) +2C;(6 — uo)|
s (HTC;,IH n cgl) 0 =H"Cy'x+C;' g
Con lo cual

~ —1

Orrap = (HTC‘;lH n c;l) (HTC;,lx n c;lug)
Ejercicio. Mostrar que
Orrap = po + (HTCL'H + C,; ') ' HTCL (x — Huo)
Es decir, en este caso el estimador MAP coincide con el estimador MMSE.
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