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Cota Inferior de Cramér-Rao

Teorema: Cota Inferior de Cramér-Rao, parametro escalar.
Se asume que la PDF p(x; 0) satisface la condicién de regularidad,

E, [8 log p(x; 6)

50 } =0 paratodo 6.

Entonces,
la varianza de todo estimador insesgado 6 cumple que

1

92 log p(x;0) |’
~Ex | S|

var() >

donde la derivada se evalla en el valor verdadero de 6.
existe un estimador que alcanza la cota para todo 6 si y solo si

Ologp(x;0)
a0 1(9) (9(x) = 0),

para alguna funcion I y g.

Este estimador, que es el MVU, es § = g(x) y su varianza es 0



Cota Inferior de Cramér-Rao: Consideraciones

° La esperanza se toma respecto a los datos x ~ p(x; ),

92 log p(x; ) 9% log p(x
Ex [ 962 ] / 202 (x, 0)dx.

La esperanza reconoce el hecho de que la funcién de verosimilitud y
sus derivadas son variables aleatorias por depender de los datos
observados x.

* La cota depende en general del parametro desconocido 6.

A var(6) 0*3




Estimador eficiente

Definicion (Estimador eficiente). Un estimador que es insesgado y
alcanza la cota de Cramér-Rao para todos los valores del parametro
desconocido se dice que es eficiente.

Observacion. Un estimador MVU puede ser o no ser eficiente

var(f)

var(f)

CRLB = 6,

0 . . .
Ningun estimador alcanza

01 alcanza la CRLBy por lo CRLB. i

tanto es el MVU. Varianza de 6, es menor que
- la de los otros estimad.

0, es eficiente y MVU. insesgados.

61 es MVU pero no es

A~ AT ANt~



CRLB general para senales con AWGN

* Sea una sefal deterministica con un parametro desconocido 6
observada en AWGN (ruido aditivo blanco Gaussiano),

z[n] = s[n; 0] + wln], conn=0,1...,N -1y wn] ~ N(0,0%).

¢ La funcion de verosimilitud es
(x;0) = Lt ex N Jf(x[n] — s[n; 60])°
p(x; (@m0t ¥ Pl =52 2 ; .

1

9? log p(x; 0 1 9%s[n; 0] ds[n; 0\*
E"( 352 _? { (@[n]) = sln: ) =52 _( 00 ”

* La CRLB es por lo tanto:
var(é) P
N—1 ( 9s[n;0
Zn:O ( 6[39 ])

° Mejor estimacion si la sefal s[n; 6] cambia rapidamente con parametro

.



Transformacion de parametros: caso asintotico

La eficiencia es aproximadamente mantenida bajo transformaciones no
afines si la cantidad de observaciones es suficientemente grande.

Un estimador 6 del parametro 6 es asintéticamente insesgado si

lim E(§) = 6.

N — oo

Un estimador 6 del parametro 6§ es asintéticamente eficiente si

lim var() = CRLB(0).

N—o0



Transformacion de parametros: Resumen

¢ Una transformacién afin de un estimador eficiente mantiene la
eficiencia.

* Es decir el estimador transformado es un estimador eficiente del
parametro transformado.

¢ Una transformacién no afin de un estimador eficiente destruye la
eficiencia, e incluso puede hacerlo sesgado.

° Sin embargo, estimador transformado es asint. insesgado y asint.
eficiente.

* Es decir, cuando la cantidad de observaciones N — oo , el estimador
limite es insesgado y eficiente.

N pequefio N grande

g(z) =2

B

€



CRLB: Extension a vector de parametros

Supongamos que queremos estimar vector de parametros
0 =[01,0,....0,)".

Si asumimos que tenemos un estimador @ que es insesgado, la CRLB
para un vector de parametros establece una cota en la varianza de
cada elemento,

V&I‘(éi) 2 [1_1(0)]“‘,

donde I(0) es la matriz de informacion de Fisher de tamafio p x p.

La matriz de informacion de Fisher se define como

9% ;0 .
10 = -5 |80 oon (i) € (1.2,
10U

en donde al evaluar la ecuacion se debe emplear el valor verdadero de
0.

En el caso escalar p = 1, se tiene I(6) = 1(0) tal como se definié
previamente (CRLB escalar).



Cota Inferior de Cramér-Rao (vectorial)

Teorema: Cota Inferior de Cramér-Rao, parametro vectorial.
Se asume que la PDF p(x; 0) satisface la condicién de regularidad,

E, {8 log p(x; 0)

20 } =0 paratodo 6.

Entonces,
la matriz de covarianza de todo estimador insesgado 6 cumple que
- 0% log p(x; 0)
s —17(9) > i = —E, | £ 08P Y)
Cs;—1I (6) >0, donde [I(0)];; E [ 96,00, ,
1(0) es la matriz de informacion de Fisher,

“>” se interpreta en el sentido de matriz semidefinida
positiva,

derivada se evalta en el valor verdadero de 6.
existe un estimador que alcanza la cota para todo 6 si y solo si

Ologp(x;0)

I —1(6) (8() - 9),

para alguna funcién g : RY — R? y matriz I de tamafio p x p. Ese



Cota Inferior de Cramér-Rao (vectorial)

Consecuencias.

Como en una matriz semidefinida positiva todos los elementos
de la diagonal son no negativos, la cota matricial implica,

[Co —171(0))ss > 0.
Por lo tanto, la varianza de cada elemento del vector estimado
cumple que, .
var(6;) = [Cglii > [T71(0)]i

Si se cumple la condicion de factorizacién, entonces la cota se
alcanzay por lo tanto

var(6;) = [I71(0)]:

En este caso, el estimado 6 = g(x) es eficiente y por lo tanto
MVU.



Estimadores MVU en modelos lineales



Estimadores MVU

En muchas situaciones no es posible encontrar el estimador
MVU con la técnica de Cramér-Rao

0log p(x; 0)

50— 1(0)(g(x) ).

Puede suceder que exista el MVU, pero ninguna técnica (regla)
sirva para encontrarlo.

Modelos lineales

En el caso en que los datos pueden representarse por un

modelo lineal,
x = h0 + w,

el estimador MVU siempre existe y se puede calcular.



Modelo lineal: Ejemplo

* Se considera el problema de ajustar una recta a partir de datos
contaminados con AWGN,

z[n]=A+ Bn+wln], con n=0,1,...,N —1,

donde w([n] ~ N(0,c?) para todo n y se quiere estimar la pendiente B
y el coeficiente de interseccion A.

* El modelo, se puede expresar en notacién matricial

x=hO+w
donde,
x = [z[0], z[1], ..., z[N — 1]|T 1 ‘1)
w = [w[0],w[1],...,w[N —1]]" h=| . :
0 =14,B]" 1 N-1

° El problema de estimacion de la recta es efectivamente un problema
lineal



Definicién y propiedades

Modelos lineal en ruido AWGN

x € R": datos observados.
6 € R?: p parametros desconocidos.

x=hO+w h € RV*?: matriz de observacion, con N > py
rango p.

w € R”: ruido en observacion. Se asume
w ~ N(0,0°I).

Nota: El espacio R puede ser remplazado por C.

Propiedades:

En el caso de modelos lineales, siempre es posible encontrar el
estimador MVU que ademas es eficiente.

Segun teorema de CRLB, debemos probar que:

dlogp(x; 6)
00

para alguna funcién g : R¥ — R? y alguna matriz I ¢ RP*?

=1(0)(g(x) - 0),



Definicién y propiedades

* La funcién de verosimilitud es:

N-1

p(xi0) = ] o ex [~ (ol - (h0))?

! 1= )
= Gront %37mﬁw4mmﬂ
= (2ml2)’¥ exp [—2 2(x—h0)T(x—h0)]

¢ Tomando el logaritmo se obtiene,

N
2

log p(x; 0) = — log(2m0?)

EHTER



Definicién y propiedades

* Derivando respecto al parametro desconocido,

dlogp(x;8) 9 ¥l e Tix—
20 =50 —log(2mc?) 2 557 (x —h6)" (x —ho)
- élgg%[x x — 2716 + 6" h"ho]
g
@_ 212[ 2h"x + 2h" ho]
T T

=5 [h ~h"ho|

® hTh

Donde se utilizo,
(@) oBTe
00

:Biy

(b) h™h invertible.

[(hTh)’lth

-6].

90T A0

50— 2A0 si A es simétrica (Ver apéndice)



Definicién y propiedades

CRLB en Modelos Lineales:
El modelo cumple la condicién del teorema de CRLB dada por,

. T
Ing(x7 0) — h 2h (hTh)_lhTX _0
00 02 [ ————

1(6) g(x)

Por lo que tenemos

Estimador MVU Matriz de Covarianza

6 =g(x) = (h"h)'h"x Cy=1""(8) = o*(h"h)™"

Ademas, el estimador 6 es eficiente.

Observacion: Problema equivalente al problema de minimos
cuadrados.



Estimador MVU en modelos lineales

Teorema: Estimador MVU en modelos lineales.

x € R": datos observados.
6 € R?: p parametros desconocidos.

x=h0+w h € RV*?: matriz de observacion con N > p y rango
p

w € R”: ruido en observacion. Se asume
w ~ N(0,0°T).

Nota: El espacio R puede ser remplazado por C. Entonces,

Estimador MVU Matriz de Covarianza

6 =g(x)=(h"h)"'h"x Cy=1""(8) =c*(h"h)"

Ademas, el estimador 6 es eficiente ya que alcanza la CRLB para todo
0.



Estimador MVU en modelos lineales

Teorema: Estimador MVU en modelos lineales.

¢ El estimador es insesgado:

£ [0] =B [0 ~'h"x]
[ )~ 'h7( h0+w)]
[0+ (h"h) "' ]

=E
=6+ (h"h) 'h"E[w]
0

o Ademas, como 6 es una transformacién lineal del vector Gaussiano x,
su PDF es Gaussiana y esta completamente especificada,

6 ~N(0,5%(h"h)™h).



Ejemplo |: Analisis de Fourier

Muchas senales tienen un comportamiento periédico

Presencia de componentes sinusoidales puede ser detectada mediante
analisis de Fourier

Grandes coeficientes indican presencia de fuertes componentes
sinusoidales

Supongamos como modelo la superposicion de sinusoides en AWGN,

l 2mkn . ([ 2mkn
x[n]:Zakcos N + by sin N +wln|, n=0,1,...N —1,

k=1

donde w[n] ~ N(0,c°T). Las amplitudes ay, y by son desconocidas. El
modelo asume que las frecuencias se encuentran en relacién armoénica
con frecuencia fundamental f; = 1/N (frecuencia normalizada)

¢Es un modelo lineal en los parametros?



Ejemplo |: Analisis de Fourier

© Superposicion de sinusoides en AWGN:

Za;wos( )—I—bksm(QJ\]]C )—l—w[n] n=0,1,...N — 1,

donde las amplitudes ay, y bx, son desconocidas.

* El modelo es lineal, x = h@ + w, con

0= [al,ag,...,aM,bl,bg,...,bM]T
1 1 0 0
cos (%") L cos (Q%M) sin (ZW") sin (2 )
h = : . : . ; :
o (27((1]\\5—1)) cos (2«1\)15\]1\1—1)) sin (27r(‘]1\\1,—1)) sin (27:1\/'1%\/—1))

° 0 es de dimensiéon 2M x 1y h es de dimensién N x 2M.



Ejemplo |: Analisis de Fourier

Determinacion del MVU
* El estimador MVU es § = (h”h) *h”x.
¢ Si se representa h en columnas,

h = [hy,hs, ... hoy],

entonces se tiene que

h? h¥h; hfh, ... hihoym

. h? hih;, hih, ... hlhyy
h"h= . [hi,hy,... hoy] = . . .

hi,, hi,h; hl,hy ... hi,houy

* Los célculos se simplifican notando que las columnas de h son
ortogonales. Es decir si h; es la columna i-ésima de h, se cumple que

h/h; =0 parai#j

* Esto implica que h™h es diagonal, haciéndola fécil de invertir.



Ejemplo |: Analisis de Fourier

° La ortogonalidad de las columnas viene de la DFT (ejercicio),

ECOS 2min cos 2min —E&'
N N /) 27"

=0

7lsin 2min sin 2min —E(S--
N N ) 27
n=0
1

3

=z

* Conlo cual

[a]
o “ s
|2



Ejemplo |: Analisis de Fourier

* El estimador MVU queda entonces

hf h¥x
h? hi'x

5y pTen—13.To _ 27 2 2 _ 2 2

6= (h"h) hx—NIh X = X = :
h3y, h3yx

* De donde se obtiene,
N-—-1 N-—-1
.2 2wkn L2 . 2wkn
ak—Ngm[n]cos< N ) bk—Ngm[n]sm(N ),

es decir, ax y by, son los coeficientes de Fourier de z[n].

* La matriz de covarianza es:
2
Cy=c?(h™n) =271,

Dado que la matriz de covarianza es diagonal, los estimadores son

independientes.



Modelo lineal con ruido gaussiano coloreado

x € R": datos observados.
6 € R?: p pardmetros desconocidos.
x=h0 +w h € RY*?: matriz de observacién.

w € R¥: ruido en observacién es coloreado,
muestras no son independientes. Se asume
w ~ N (0, C), con C simétrica definida positiva.

Para encontrar el estimador MVU, se puede proceder de forma analoga
al caso con ruido blanco.

En el caso con ruido coloreado, la PDF del ruido es una normal
multivariada
1 1 71
p(w) = Wexp {—iw C W:| ,
por lo que la PDF paramétrica de los datos es

p(x;0) = L X —l(x —ho)"'C ' (x - ha)] .

JamNC] p{ 2



Modelo lineal con ruido gaussiano coloreado

° C es una matriz de covarianza,
C =E ((w—E(w))(w —Ew))") = E(ww"),

por lo que es simétrica y definida positiva (ver apéndice).
° Ademés C~! también es simétrica y definida positiva (Ejercicio). Por lo
cual
c'=D"D
con D de dimensiéon N x N invertible.
* La matriz D actia como un blanqueador (whitening),
E[(Dw)(Dw)”] = DE[ww”]|D
=DCD”
— DDfl(DT)leT
=1
* Como consecuencia se tiene que,
w' = Dw ~ N(0,1).



Modelo lineal con ruido gaussiano coloreado

¢ Transformando el modelo original con operacion de blanqueado, se
obtiene
x' =Dx
= Dh6 + Dw
=h'0+w,
donde se definié h’ = Dh. Notar que w’ ~ N(0, ).
* Como se vio anteriormente, el MVU en este caso (AWGN) es
1Ty

6=m"n)"'h"x
= ®"D"Dh) 'h" D Dx
=(m"Cc'h)'h"C 'k
® y su matriz de covarianza,
Co={m"n)"'=m" Cc'h)".
° Si C = ¢’I, se obtiene el resultado para el caso AWGN.

Nota: podriamos haber calculado la derivada de la funcién de verosimilitud y procedido igual que
antes.

El resultado es el mismo (ejercicio).



Ejemplo I

Como generalizacion del ejemplo de base, en este caso se observan N
muestras de nivel de continua en ruido coloreado,

z[n]=A+w[n], con n=0,1,...,.N—1, y w~ N(0,C),
donde C es la matriz de covarianza del ruido (simétrica, definida positiva).
El modelo es lineal,
x=1-A4+w, h=1=[11,...,1)"

Empleando el resultado del modelo lineal con ruido coloreado, el
estimador MVU y la varianz es:

- 1"Cc'x
T~—1 -1 T —~—1
y su varianza es,
1 T~—1 —1 1
var(A) = (h" C™ "h)" " = 1ie-11

En el caso en que el ruido es blanco y gaussiano, el MVU es la media
muestra con varianza o /N.



Ejemplo I

Interpretacion. Considerando la factorizacion C~* = D™D, se obtiene

TNT T /
1'D'Dx (D]. Zdnili [n con d [Dl}

A= 7 DD1 ~ (D ~ (D1)7(D1)

El estimador consiste en primero blanquear los datos (z'[n]) y luego
hacer un promedio ponderado de los datos blanqueados.
El blanqueado tiene el efecto de decorrelacionar e igualar las varianzas
de las muestras de ruido

Caso particular: muestras no correlacionadas pero de varianza distinta

C= diag(O’g,U%, . ~aU]2V—1)

En este caso,
N—1 z[n
. 1TC7'x | 2a=o 0[73]

A= 1TC-11 ST L

n=0 o%

Estimador le da mas importancia a muestras con ruido de menor

varianza

¢ Qué sucede si alguna muestra tiene ruido con varianza e ~ 0? 0T
30/51



Modelo lineal + senal conocida + ruido coloreado

x € R": datos observados.

6 € R?: p parametros desconocidos.
x=hO0+s+w h € RY*P: matriz de observacion.

s € RY: muestras de sefial conocida.

w € RY: Se asume w ~ N (0, C) (ruido coloreado).

Nota: El espacio R puede ser remplazado por C.

En este caso es facil ver que el estimador MVU es,
6=m"Cc'h)'h"C (x —s)
y la matriz de covarianza del estimador es

Cy=(h"C 'hn)"".

El estimador es eficiente ya que alcanza la CRLB para todo 6.



Ejemplo IlI

* Supongamos el siguiente modelo de observacién
zln]=A+r"+wn] conn=0,1,...,N—1, y w~N(0,C),
donde r es conocido. Se quiere determinar el MVU de A y su varianza.

° El modelo es,
x=1-A+s+w,

y por lo tanto
h=1=[1,1,1,...,1]"

s=[1,rr%. . eV

* El estimador y su varianza se obtienen con las férmulas de la slide

anterior,
Ao 1'C(x —s)
17C-11
y Su varianza es
- 1
Var(A) = 1,1.,07_11



Estimadores MVU caso General



Coémo podemos hacer para encontrar, si existe, un MVU cuando
éste no es eficiente (sino bastaria con el teorema de la CRLB).

Para eso vamos a definir la nocion de estadistico suficiente.

Veremos como evaluar si un estadistico suficiente insesgado es
un MVU (no necesariamente eficiente).

El enfoque anterior es limitante (se requiere un estimador
candidato). Veremos si existen estadisticos suficientes, y coémo
encontrarlos usando el teorema de Neyman-Fisher.

Veremos como usar estadisticos suficientes para encontrar un

MVU (si existe). Este es el teorema de
Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe.



Motivacion

Vimos previamente que la evaluacién de la CRLB puede resultar
en la determinacién de un estimador eficiente (y por lo tanto un
MVU).

Un caso especial donde sucede esto son los modelos lineales.

¢ Qué pasa cuando no existe un estimador eficiente? Aln asi
puede llegar a existir el estimador MVU, y lo querriamos
encontrar.

Estadistico suficiente: una funcién de los datos que contiene
toda la informacion disponible sobre éstos para realizar la
estimacion.



Estadisticos suficientes

Vimos que A = L S°1"" z[n] es el estimador MVU, var[A] = o?/N.

Consideremos el estimador A = z[0]:
Es insesgado
var(A) = 0% > o /N. La performance muy pobre ;Porqué?

No se utilizan datos que aportan informacion atil (muestras
independientes)

Preguntas:

¢ Cudl es el conjunto de datos pertinentes para la estimacion, i.e., que
logran producir una estimacion de minima varianza?

¢ Qué conjunto o conjuntos son suficientes para calcular A?



Estadisticos suficientes

¢ Supongamos los siguientes conjuntos:
Sa = {z[0], z[1], z[2],...,z[N — 1]}
Sp = {LE[O] + x[l]ax[Q]ax[?’]a v ,:E[N - 1]}
N-1
Se = {Z x[n]}
n=0
* Son los tres conjuntos suficientes para realizar la estimacion?
Si.
© ... pero S¢ es el mas compacto posible:
#Sc < min(#Sa, #S58))

* Sedice que S| z[n] es el estadistico suficiente minimal.

* Para estimar A, una vez conocido Zf:_ol x[n] no se precisa
nada mas ya que este estadistico resume toda la informacion
disponible.



Verificacion de que un estadistico dado es suficiente

¢, Como verificar que un estadistico T'(x) es suficiente?

Verificando que una vez conocido su valor T'(x) = Tp, no queda informacion
adicional para mejorar la estimacion de A.

Esto sucede cuando p(x|T'(x) = To; A) es independiente de A.

* Consideremos el estadistico 7'(x) = 2" z[n]
¢ Usando la Regla del Producto:

N P Te)=To A)  plox; A)S(T(x) — To)
p(xITe) =T 4) =2 S S = =T A




Verificacion de que un estadistico dado es suficiente

Se tiene que T'(x) ~ N (N A, No?).

Pl AT () = To) = (210%) " F oxp |~ > (alm] - A)"‘} 5(T(x) = To)

r N-—-1
= (270%)" % exp |- —— (Z 22[n] — 2AT(x) + NAZH §(T(x) — To)

r N—-1
= 2m0%) ¥ exp |- —— (Z 22[n] — 24T, + NAQH §(T(x) — To).

Por lo que,
p(x|T(x):TO; A)

(27\'0'2)7% exp —ng_l z2[n]| exp —L(—QATO-{-NAQ)
[ 2 ’ ] [ 202 }w(x)fn)

_ NA)2
271'No’2 [ 2No INg? (1o )]

2
VN exp |:7 Z :| exp |:2],1\:002:| 6(T(x) — Top).

= @2rer) (D72

= SN - ! z[n] es un estadistico suficiente.

@ Como no depende de A, se concluye que T'(x)
¢ Limitante. Primero hay que tener el estadistico, para luego verificar que es suficiente.



Teorema de factorizacion de Neyman-Fisher

Teorema Factorizacion de Neyman-Fisher. Si se puede factorizar p(x; 0)
como

p(X; 0) =g (T(X)7 0) h(X), (1)
dénde g solo depende de x a través de T'(x) y h es funcién Unicamente de x;
entonces T'(x) es un estadistico suficiente (E.S.) de 6.

Ademas, si T'(x) es un estadistico suficiente de 6 entonces p(x; 8) puede
ser factorizada como (1).

Prueba: Ver [Kay 1993], Apéndice 5A

Veamos si podemos factorizar p(X' A)'

N—
1
p(x; A) = Wexp 297 Zx[n -exp(— Z [n] + NA?))
h(x) 9(T'(x),A)
N-1
= T(x)= Y =z[n]esunE.S.de A.
n=0

OBS: T>(x) = 2T(x) es también un E.S. de A. Se puede ver que cualquier
tramefarmanian hivicertivia Aa 1 E © Ac tarmhidAn 11hm E ©



Estadistico suficiente completo

Estadistico Completo.

Un estadistico 7'(x) es completo si existe una Unica funcién g tal
que g(T'(x)) es insesgado.

Un estadistico suficiente es completo: si es suficiente y es
completo.

Proposicién

Un estadistico suficiente T'(x) es completo si y solo si:
oo
/ o(T)p(T;0)dT =0 V46,

se cumple Unicamente para la funcion v(7") = 0 para todo 7.

Ejercicio: pensar la demostracion.



Busqueda del MVU usando la suficiencia

Teorema de Rao-Blackwell-Lehemann-Scheffe.
Sea 6 un estimador insesgado de 0 y T'(x) un estadistico suficiente

de 6.

Entonces:
6 ::AIE[9|T(x)1 es un estimador insesgado de 0, y
var(0) < var(0) V 6.
Si ademas T'(x) es completo, 8 es el MVU de 6.

Prueba: Ver [Kay 1993], Apéndice 5B

Observaciones:
Si T'(x) no es completo, no sabemos si § es o no MVU.
Reduccién en varianza de 6 con respecto a 6 es consecuencia

de extraer toda la info disponible en los datos via el estadistico
suficiente.



Busqueda del MVU usando la suficiencia

Observaciones (cont.)

Tenemos que,

6= SIBITG0)] = [ Op(OIT(x))d6 = (T )
donde ademas 6 es un estimador insesgado (RBLS).

Si T es completo, entonces la g tal que el estimador 0 = g(T(x))
es insesgado, es Unica, independientemente del 6 que elijamos.

= V6, var(9) < var(6) V 0 insesgado (i.e. 8 es el MVU).

Por la observacion anterior, si tenemos un E.S. T'(x) y
encontramos una g tal que g(7'(x)) es insesgado, y verificamos
que es Unica, entonces ya sabemos que 6 = g(T'(x)) es el MVU.



Resumen: Procedimiento para encontrar el MVU

Aplicar el teorema de Neyman-Fisher para encontrar 7'(x)
estadistico suficiente.

Determinar si T'(x) es completo:

Tratando de encontrar g tal que g(7'(x)) es insesgado y
verifica ser unica. Si es asi, 6 = g(T'(x)) es el MVU (fin,
terminamos).

Usando la proposicion (nos dice si T es completo pero no
da g).

Si T'(x) es completo, calcular el MVU como
6 =E[6|T(x)],

con @ cualquier estimador insesgado.



Ejemplo con media y varianza a estimar

z[n] = A+wln], n=01,...,N—1,

con wln] ~ N(0,0?) i.i.d. Tanto A como ¢ son desconocidos y deben ser

estimados.
N— N— 2
9 1 1 2A _NA
) _ L el -1
p(x; (A, 07)) (2702)N/2 eXp ( 20 2_: 2 2_: 202 ~
= = h(x)
F(IT1(x), T2 (x)],1A4,02])
donde

T(x) = [Tl(x)] _ [Z z[nl, i: xz[n}:|

T>(x) n=0 n=0
es un E.S. de acuerdo al teorema de factorizaciéon de Neyman-Fisher.

A continuacién buscaremos una funcién g que haga que g(T(x)) sea
insesgado,

Be(T0)] = | ]



Ejemplo con media y varianza desconocidas

Primero observar que

;)]E[w[n]] 1 N4

)= ) = |4 =Lt

Una funcién g candidata natural es la siguiente

17 (x) T
g(T(x)) = N o Tl o
[}VTQ(X) — [£T71(x)] ] L > a’ln] -z ]

n=0

Por un lado,

y por otro,



Ejemplo con media y varianza desconocidas

Por otro lado sabemos que Z ~ N(A, 0% /N), con lo cual, E(z%) = A2 + % .
Por lo que

N-1 2
1 2 2\ _ 2 2 2, 0 _N—l 2
E(NHE_OQZ[TL] :v)—a + A (A +—N>— N

Si multiplicamos este estadistico por N/(N — 1) entonces obtenemos un
estimador insesgado de o2,

) 5 | o
glT0) = Ll_l [T200) - N (}VTl(x))Q]] i {Z 2*[n] - N‘”Ez}
n=0

xr
) = g(T(x)) = = ;
5 ) (aln] —2)°
n=0
que, asumiendo que 7T'(x) es compelto, es por lo tanto el estimador MVU de

0 =1[A, %7,

Ejercicio. Probar que 6 no es eficiente (sugerencia, calcular la CRLB y mostrar que la
varianza del estimador MVU es estrictamente superior).
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Apéndice |

¢ Derivada de una funcién escalar f : R — R"™ respecto a un vector
6 € R,

o

of %
|

of

90,
* Sif(6) =wT0 =", wb;. Entonces
w1
owTeo w2

80 = . =W.

Wn

° Sig(0) =0TAO =Y. .ai;0:0;. Entonces
i,5 ] J
2 ainli + 325 a1,
00T A0 2o @izl + 375 az;0;
6 ;

=A0+AT0.

22 ainbi + 3 an;0;



Apéndice Il

Ortogonalidad de la base DFT

N-1

(27rkn) (27rln) 1= (27rk+l ) 1= ( —n )
E cos | ——— | cos = = _— |+ = cos | ————
N 2 2

n=0 0

n=0 n=

Por otro lado,

= (27rMn |: ! 27rMn):|
Z cos = Re exp

n=0 n=0
Re [ 1 — exp(2miM) i|
1 — exp(2miM/N)
{ siM=0
siMeN, M#0

Con lo cual,
N-1

2wkn 2mln N
Z cos [ —— | cos = — 0k
N N 2

n=0



Apéndice I

© Propiedades de la matriz de covarianza
C=E [(w — E(w))(w — E(w))T] .

* Supongamos para simplificar que E [w] = 0. Entonces hay que probar
que
E[ww’]
es simétrica (trivial) y definida positiva.
© Para ser semi-definida positiva hay que probar que si b # 0, entonces
b"Cb >0,
b"Cb = b "E[ww’]b
=E[b"ww”b]
= E[(b"w)(b"w)"]
= E[|b" w/’]
> 0.



