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Introduccidén - Motivacion

En la derivacion del filtro de Kalman presentada en la clase
anterior nos restringimos a:

Filtros lineales
Error cuadratico medio como indice de performance.

Hoy veremos que en el caso que los ruidos de estado y de
medida son Gaussianos, los resultados son mas generales.

Esperanza condicional

Sean V. = {yo,y1,...,yx} las medidas tomadas hasta el
tiempo k.

Calculemos la norma del error de estimacion e, = x5, — Xz,
conocido Wy, i.e. ]E[ekHek\yk]. La idea es encontrar el estimador
Xj que la minimice.



Minimizacién de la esperanza condicional

Ele} ek | V] = E[(xk — %i) ™ (xx — %1)| Vi)
= E[x’x; — x %5, — X8 xp, + %5 %1, | V1]
Ejercicio: observando que todo estimador es funcién de los
datos, i.e. x; = fct()x), demostrar que el estimador 6ptimo es
x, = E[x;|),]. Como el estimador es funcion de los datos,
Elef’ e |Vk] = Elxi xx|Ve] — Elx{ [Vil%r — %4 Elxg| Vi + X4 %
= E[xg/ xk| V] + Ri — Elxi Vi)™ (Rk — Exx|Vk])
— E[x; | VR E[xk| V]

El término en azul es el Gnico que depende de xi, y es
inmediato ver que el MSE se minimiza si y solo si

‘fik = E[xx|V] ‘
Esta formula es general para cualquier estimador que minimiza

el MSE, independientemente del modelo y las densidades de
los ruidos.




El caso Gaussiano

Suponemos ahora que tenemos un estimador 6ptimo a priori
X, con matriz de covarianza de error P, asociada.

Consideramos la variable x;, que por definicion ya esta
implicitamente condicionada por las medidas V._;.

Densidad de probabilidad de x: fx, (xi) = N (xx; %, , P})

yi = Cixp + v =

{ fye(vi) = N(yr; Ci%y, , Cy P, CH + Ry,)

Syalxe V) = N(yr; Crxp, Ry)
Usando la férmula de Bayes tenemos
 yixeSxe - N(yr; Crxe, RN (xi5%;, P)

Fxelve = Frulye = fyr  N(yrCix,,CrP,CH + Ry)

Haciendo cuentas (ejercicio) se obtiene para la variable xj|Vy:

% = E[xx|V] = %5, + P, CH(C,P,. CH + Ry)L(yr — Cixky)
P, = COV[Xk‘yk] = ((P’;)_l + CkHR_lck)_l




El caso Gaussiano

Tenemos entonces:
X, = %, + P, CH(CP, CH + Ry) ' (y1 — Ciky)
Py=((P,) '+ C/R'Cy) ™

Observaciones:
La expresion para la actualizacion del estimador de x; es
idéntica a la del filtro de Kalman.
Se puede demostrar que la expresion de covarianza del
error de estimacion en k es equivalente a la obtenida para
el filtro de Kalman.
Como resultado de la optimizacién vemos que la eleccion
de actualizar el estimador x; como el promedio de la
prediccion x,. y del error de prediccion de la observacion
vy ponderados por la ganancia de Kalman,
x, =%, + Ki(yr — Crx;, ), fue acertada, al menos para el
caso Gaussiano.

En ningun momento impusimos que el filtro fuese lineal.
Ciiraid natiiralmente de imnonar: (1) Riilidoe (Galiecianne:



Modelo de estado a partir de un modelo ARMA

ylk+n)+an_1ylk+n—1)+-+aoy(k) =
Bmw(k +m) + Bp—1w(k +m — 1) + -+ Bow(k).

* Imponemos que estovaleparam=n—1,k=0,1,2,....
* Definimos una variable temporal (k) que cumple

r(k+n)+apnr(k+n—1)+---+aor(k) = w(k). (%)
* Definimos los estados como:

()
(k+1)

.%‘1(]{2)
Z‘Q(k)

r
r

:cn(k;): r(k+n—1).



Modelo de estado a partir de un modelo ARMA (cont.)

De esta forma, remplazando en () podemos escribir:

2ok + 1) o o0 1 0 .. o (k) :
. = . . + - |w
: : : 0
Tn(k+1) —0g —Qp —Q ... —Qp_1 Zn (k) 1

Luego, para obtener y(k):

y(k) = [ﬂo Br ... /3m]



Modelo de estado a partir de un modelo ARMA (cont.)
En forma de diagrama de bloque, calculando primero la
transferencia correspondiente a (x),

R(2)2" + an_1R(2)2" ' + - +agR(2) = W(2)

W(z)

= R(z) = — ,
2Vt an—12" T+ o
tenemos:
s[n] uln]
wiln]
—¢ I A\ %
2_1
G. wa[n] _'?
A
Z_l
@H—‘ (]l k—ws[n} })n 'm




Ejemplo

Tenemos el siguiente proceso ARMA:

1 1 1
ylk+2)—ylk+1)+ §y(k) = §w(kz+ 1)+ Zw(k), k=0,1,2,...
Representar el proceso como diagrama de bloques, y proponer

una representacion en variables de estado.
SoluciAn-

0.25 0.25z (k)
w(k) 1 (k) l_> y(k)

22—2z+0.5 L
0.5z 0522 (k)

[ ][ os ][z ] [2] oo

y(k) =[ 025 0.5 ] [ ;;Eg } .




Forma alternativa del filtro de Kalman discreto

En la formulacién original teniamos
P =(I-K;Cp)P,
K; =P, C](C;P,CL + Ry)™*
Sustituyendo, tenemos
P, =P, — P, CI'(C,P, Cl +Ry)"'C,P, .
Se puede demostrar que si Py, P, y Ry, son invertibles,

entonces
P! =(P;) '+ Ci{R;'Cy.

K, =P, Cl'(c,P,Cl +Ry)~'. Insertando P,P; 'y
R; 'R, obtenemos

K; =P, P,'P,_CiR,'R;(CyP, C{ + Ry) ™"
=P,P_'P_CIR_ ' (C,P, CIR; ! + 1)}
Sustituyendo P, " en la expresion previa,

ltv b ~T—1]




Forma alternativa del filtro de Kalman discreto (cont.)

Tenemos asi una formulacion alternativa del filtro de Kalman,
con
P, '=(P,) ' +CIR,'Cy
K; =P,CIR,"
Obs. En esta formulacion se calcula primero P, *.

Enter loop w/‘:th
(Pp)~' and X;;

Compute P! from

Pl = (Pt HIRH,
and invert to get P,
Compute gain:
r Input 2,

K, = P, HT R}
Update estimate:
Re=%5 + K, - 1D

Project ahead:
Ao n
Xes1 =9

Py 1= 0P df + G

and invert Py,

Output Q,,

En la Figura: Hy, = Ci, zx = Vi.



Ejemplo ( ): estimacion de una constante x

escalar

r constante = ®, =1, Q. = 0.

* Tenemos N medidas independientes entre si y de = en
t = 0, con varianza o2:

1 (%1}

1 () 9
Vi = x + . , R = UUIN-

1 UN

* Condiciones iniciales: z, = 0, P; = 400 (esto Gltimo no
es posible en la formulacién anterior porque la ganancia
queda oo/oc0).

Ejercicio: plantear el filtro y obtener la primera estimacion .



Estimacion de una constante: solucion

O Pl=P;))'+CIRrR;IC) =
0 0 0 0

1
1
(+oo) t+] 1 1]1?1: : :%
1
2]
Ko =P,C{R,"
o ; 2 2 1
zﬁ[l 1]dlag(l/av,...,l/ov):N[l .o 1]

@ o =&y + Ko(yo — Coig) = Koyo = & S, yo(n).



El objetivo es proyectar N pasos hacia adelante (hasta ahora
fue N =1).

x(k+ N|k) = ®(k + N, k)x(k|k)

P(k+ N|k) = ®(k + N, k)P(k|k)®T (k + N, k) + Q(k + N, k).
Dos tipos de prediccion: 1. N fijo 2. k fijo, N = 1,2,3,...

Usual filter loop

________________ 4
I Enter foop with |
: % and Pg |
| |
|
| Compute |
| filter .
|- gain |
| |
! Project Update ||
1| one step filter |
Il ahead estimate |
: - l
N-step predictor | ) ;
Rk + NIE) = otk + N, W) R(kLR) Update filter |
o ] error covariance
Pl + N1k) = gtk + N, Y PEIRO T + N, 1) + QR + N, B | J
________________




