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Motivacion

En los métodos anteriores hemos utilizado el error cuadratico
medio (MSE) como indice de performance.

En el algoritmo LMS se utilizé una estimacion muy
rudimentaria del gradiente para optimizar el MSE:
En algunos casos este procedimiento puede no converger
suficientemente rapido.
En algunos casos puede producir un error en exceso
demasiado alto.

Una alternativa es tomar una medida del error que no se base
en valores esperados, sino que se calcule directamente sobre
los datos.

Una funcion de este tipo es el error cuadratico minimo

Em) =3 le(i)*



Motivacion (2)

La diferencia entre los dos criterios es fundamental:

En el primer caso, el filtro se disena segun promedios en
los ensambles = No depende de una realizacion
particular.

En el segundo caso, el filtro es 6ptimo para la realizacion
en particular, y no en un sentido estadistico para una
cierta clase de procesos.

Hoy estudiaremos el algoritmo adaptivo RLS, que se puede

considerar como una version deterministica del filtro de
Kalman.



Introduccidn
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Notacion:
u’(i) = [u(d), ... u(i = M +1)], wh(n)=[wi(n),...,wm(n)].
Indice de performance a minimizar: £(n) = Y"1 | B(n,i)|e(i)|?,
donde:
* B(n,i) € (0,1], i=1,2,...,n: factor de ponderacion u
“olvido”.
° e(i) = d(i) — y(i) = d(i) — w!(n)u(i), diferencia entre la
senal deseada d(7) y la salida del filtro.



Introduccién (2)

B(n, i) puede tomar muchas formas. Una forma muy comun es
B(n,i) = A"~* con A > 0 cercano (menor) a 1.

= E(n) = 3L A" le(@)]*.

El valor 6ptimo de w que minimiza £(n) viene dado por la
ecuacion normal deterministica ®(n)w(n) = 6(n), donde

B(n) =D A" "u(i)u (i), matriz M x M.
=1
O(n) = A""hu(i)d" (i), vector M x 1.

i=1
Ambos se pueden escribir recursivamente:

®(n) = A <i )\”_i_lu(i)uH(i)> + u(n)uH(n) =A®(n—-1)+ u(n)uH(n),

8(n) = A (i A" y(i)d* (i)) fun)d (n)  =A0(n — 1) +u(n)d* (n).
i=1



Algoritmo recursivo de minimos cuadrados

exponenciales

Preliminares

Obijetivo: calcular w(n) recursivamente, segun las ecs.
normales.

¢ Utilizamos la identidad de Woodbury:

Sean A - 0 yB = 0 dos matrices M x M, D = 0 matriz N x N,
C matriz M x N, tales que A = B~! + CD~'C*¥. Entonces, se
cumple A~ =B - BC(D + CYBC) 'CYB.

¢ Como ®(n) = 0V n, aplicamos el lema anterior a
®(n) = A\®(n — 1) + u(n)u (n),
identificando A = ®(n), B~ = A®(n - 1), C=u(n)y
D=1
_A_2'1>_1(n —Du(n)uf ()@ (n-1)
T+ A Tuf ()@ (n— Du(n)
(1)

& l(n)=2"'® 1 (n-1)



Algoritmo recursivo de minimos cuadrados

exponenciales

Preliminares (2)

Reescribiendo (1) usando (2):
P(n) = A"'P(n—1) = A k(n)u! (n)P(n — 1). (3)
Obs: P(n) es M x M,y k(n) (vector de ganancia) es M x 1.

Reescribiendo (2):

k(n) (14 Al (n)P(n - 1u Ju(n)) = A"'P(n — 1)u(n)
& k(n) = A 'P(n — 1)u(n) — A k(n)u? (n)P(n — 1)u(n)
(A '"P(n—1) - A k(n)ufl (n)P(n — 1)) u(n)

P(n)u(

@~ (n)u(n).

@

n)



Algoritmo recursivo de minimos cuadrados

exponenciales

Actualizacién de los coeficientes

Para encontrar la relacion de recurrencia en los coeficientes,
utilizamos las siguientes ecuaciones:

P(n)w = 0(n)
0(n) = X0(n — 1) +u(n)d*(n)
P(n) ="' (n)
= w(n) =& (n)0(n)

=P(n)0(n)
=AP(n)0(n — 1) + P(n)u(n)d*(n)
9 P(n—1)8(n—1) —k(n)u (n)P(n —1)0(n — 1) + P(n)u(n)d*(n
=® (n-1)0(n-1)—kn)u?n)® (n-10(n—1)+P(n)u(n)
=w(n—1) = k(n)uf (n)w(n — 1) + P(n)u(n)d* (n)
KIZRRO G0~ 1) 4 K(n) (d* (n) — u” (n)W(n — 1))

=w(n—1)+k(n)a*(n).



Algoritmo recursivo de minimos cuadrados

exponenciales

Actualizacion de los coeficientes (2)

Retomando, tenemos entonces dos nuevas ecuaciones:
w(n) = w(n—1) +k(n)a"(n), (4)
a(n) = d(n) — wi(n — 1)u(n) (5)
Observaciones:
* Eltérmino w' (n — 1)u(n) corresponde a una prediccion
de d(n) basada en el estimador de coeficientes anterior.
* Por esta razén a(n) se llama error a priori.
* El error a posteriori es e(n) = d(n) — W (n)u(n).
* Notar el paralelismo con Kalman en (4).
Resumiendo, las ecuaciones (2) a (5) conforman el algoritmo
RLS:
B AIP(n — 1)u(n)
1+ 2 tufl(n)P(n — 1)u(n)
N — A — i H (1Y ()

k(n)




Algoritmo recursivo de minimos cuadrados

exponenciales

Inicializacion

Para aplicar el algoritmo es necesario inicializar P(0) de forma
que asegure que ®(n) no sea singular:

* Podriamos evaluar (zg;,no O (z’)) )

* Una alternativa mas sencilla consiste en modificar la
matriz de correlacién deterministica para asegurar que sea
definida positiva:

n
®(n) => X" 'u(i)u(i)” +6A"I, con s > 0 pequefio.
=1
Obtenemos ®(0) = 61 = P(0) =6 'L
Se puede demostrar que esto equivale a minimizar el
funcional

E(n) =3 N e(D)]? + X" [w(n)||?,
—



Resumen del algoritmo RLS exponencial

o Inicializacion:

P(0) =61, 6 >0 pequefio.
Ww(0)=0

° Para cadainstante n = 1,2,... calcular:

k() = T X T ()P (n — 1Ju(n)

a(n) =d(n) — wH(n —1)u(n)

w(n) =w(n—1)+ k(n)a*(n)
P(n)=\"'P(n—1)— A" k(n)u’(n)P(n—1)



Algoritmo RLS exponencial
Actualizacién de la suma de errores

El valor minimo del error de estimacion, &,,:»(n), se alcanza
para los coeficientes w(n). Por el ppio de ortogonalidad,

tenemos
Emin(n) = Ea(n) — 67 (n)w(n), (6)
con &y(n) = >, A"Hd(i)[* = Aa(n — 1) + |d(n)|?.
Teniamos: 6(n) = A\@(n — 1) + u(n)d*(n) (7)
Ww(n) = w(n — 1) + k(n) (d*(n) — u” (n)W(n — 1))
=w(n—1)+k(n)a*(n). (8)

OO ¢ () =XEa(n — 1) + [d(n)]? — 0% (n)W(n — 1) — 8 (n)k(n)a* (n)
DN\ (Ea(n— 1) — 6% (n — 1)w(n — 1))
Emin(n—1)
+d(n) (d*(n) — uH(n)W(n — 1)) —HH(n)k(n)a*(n).

a*(n)




Algoritmo RLS exponencial

Actualizacion de la suma de errores (2)

Tenemos entonces:
Emin(n) = Amin(n — 1) + (d(n) — 8" (n)k(n)) o™ (n).
Ahora,
6" (n)k(n) = 0" ()& (n)u(n) = (&~ (n)0(n))" u(n) = W (n)u(n)
de donde

Emin(n) = Amin(n — 1) + a*(n) (d(n) — vi/H(n)u(n))
= Amin(n — 1) + o (n)e(n).



