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Nro de Lista Cédula Apellido y nombre

Escribir nombre y cédula en todas las hojas que se entreguen. Deben justificar todas sus respuestas.

Ejercicio 1. Sea (G,-) un grupo finito con neutro e y g € G con orden o(g).

a) (2 puntos) Defina el orden de g, el orden de G y enuncie el Teorema de Lagrange.
Solucién: Ver notas Definiciéon 3.7.6., orden de G es la cantidad de elementos de G, ver notas
Teorema 3.8.1.

b) (5 puntos) Probar que ¢ = e si y solo si o(g)|m.
Solucidn: Ver notas Proposicién 3.7.8. parte 4.

c) Sean z,y € G.

i) (3 puntos) Dar un ejemplo en el que zy = yz y o(zy) # o(x) - o(y).
Solucién: Tomar G =Zsy x =y = 1.

ii) (3 puntos) Dar un ejemplo en el que med(o(z),0(y)) =1y o(zy) # o(z) - o(y).
Solucién: Tomar G = S3, con z un elemento de orden 3 e y un elemento de orden 2, pero no
hay elementos de orden 6 en G.

iii) (7 puntos) Probar que si zy = yz y med(o(x),0(y)) = 1 entonces o(xy) = o(x) - o(y).
Solucién: Ver notas Lema 4.1.7.

Ejercicio 2.

a) (10 puntos) Enuncie y prueba el Teorema de 6rdenes para homomorfismos de grupos f : G — K.
Solucién: Ver notas Teorema 3.9.8.

b) (6 puntos) Encuentre todos los homomorfismos f : U(7) — Zg. Debe escribir cada homomorfismo
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Solucién: U(7) = 1,2,3,4,5,6 y un generador es 3, yaque 32 =9#1 (méd 7) y 33 =27=6 # 1
(mdd 7). Todo homomorfismo f de U(7) en Zg es de la forma f(3") = n - k para algin k € Zg tal
que o(k)|o(3) = 6. Se cumple que o(k) = o(1)/mcd(o(1),k) = 9/med(9, k), por lo que o(k)|6 si
k=0,3,6. Notar que 3° =1 (méd 7), 3! =3 (méd 7), 32 =2 (méd 7), 32 =6 (méd 7), 3* =4
(méd 7), 3° =5 (méd 7). Entonces hay tres morfismos y explicitamente son

explicitamente en la forma f = (
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c) (4 puntos) Decidir si existe o no un isomorfismo f : U(7) — U(9). En caso afirmativo mostrar uno
explicitamente (de la forma mostrada en el item anterior).
Solucién: El grupo U(9) también es ciclico de orden 6 con generador 2, por lo que si tomamos el
morfismo f(3%) = 2* tiene que ser un isomorfismo, explicitamente:
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Ejercicio 3.

a) (3 puntos) Describa el método Diffie-Helmann de intercambio de clave.
Solucién: Ver notas 5.2.1.

b) Imagine que usted utiliza el método Diffie-Helmann con el agente X, acordando como primo p = 101
y como raiz primitiva g, la mds pequefia posible.

D)

ii)

(5 puntos) Encuentre g.

Solucién: Empecemos probando con g = 2. Como ¢(101) = 100 = 225% para ver si es raiz
primitiva médulo 101 alcanza con probar que 2109/2 = 250 =£ 1 (méd 101) y 2100/5 = 920 £ |
(mdéd 101). Utilizamos el método de exponenciacién rapida para calcular dichas potencias.
Primero vemos que 22° =2, 22 =22 =4, 92" =42 = 16, 22° = 162 = 256 = 54 (méd 101),
22" — 542 = 2961 = 88 (m&d 101). Entonces como 20 = 16 + 4 tenemos que 220 = 21624 —
22'92" = 16 .88 (m6d 101) = 95 (méd 101) £ 1 (méd 101).

Por otro lado 250 = (220)22822 = (—6)? - 54 - 4 (méd 101) = 36 - 54 - 4 (méd 101) = 100
(méd 101) 2 1 (méd 101).

(2 puntos) Suponga que usted elige como nimero secreto n = 20, ;Qué nimero le enviard
usted por el canal al agente X?
Solucién: Hay que enviar 220 (méd 101) = 95 por lo visto antes.

(2 puntos) Si el agente X le envia por el canal el nimero 3, ;jCudl seria el valor de la clave
acordada? (debe expresar el resultado explicitamente).

Solucién: La clave es 32° (méd 101) y usando exponenciacién rdpida como antes vemos que
32" = 3,32 =32 =9 37 =92 =81 = —20 (méd 101), 32" = (=20)2 = 400 = —4
(méd 101), 32 = (—4)? (méd 101) = 16 (méd 101) entonces 320 = 31631 = 32'32° =
16 - (—20) (méd 101) = 84 (mdéd 101).

c) (8 puntos) Ahora que ya tienen una clave acordada 0 < k < 101, el agente X le pide que exprese
la clave k£ en la forma £ = 10a + b con 0 < b < 10 y le avisa que de ahora en mas usted recibira
todos los mensajes cifrados con un criptosistema afin, usando como funcién de cifrado la funcién
E(z) = ax + b (mdéd 27) y utilizando la tabla de abajo para codificar cada caracter. Si usted recibe
el mensaje cifrado PD, ;Cudl es el mensaje original? (se cifran los mensajes letra por letra).
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Solucién: Como k = 84 entonces a = 8, b = 4. La funcién de descifrado es D(y) = a~(y — b)

(méd 27). Usando el AEE vemos que 87! = 17 (méd 27). Entonces para descifrar P que corresponde
a 16 esto es 17- (16 —4) = 204 = 15 (mdd 27) que corresponde a O. La D corresponde a 3 que
cuando la desciframos es 17(3 —4) = —17 = 10 (mdd 27) que corresponde a la letra K. Por lo tanto
el mensaje descifrado es OK.



