Sabado 10 de Julio de 2010.
EXAMEN DE MATEMATICA DISCRETA II

Ejercicio 1.
A. Siay bson enteros y d = med(a,b) entonces Jzx, y € Z tales que ax + by = d.

B. Sea d = mcd(a, b)

(=) Si 3z, y € Z tales que ax + by = ¢, como d|a y d|b entonces dlax y d|by y por lo
tanto d|ax + by; entonces d|c.

(<) Como d|e, escribimos ¢ = kd con k € Z. Por Bezout tenemos que existen xq, yo € Z
tales que axzg + byg = d. Multiplicando por k tenemos axok + byok = dk y por
lo tanto a (xok) + b(yok) = c¢; es decir x = zok e y = yok es solucién entera de la
ecuacién.

C. Realizamos el algoritmo de Euclides extendido para a = 35 y b = 15 obteniendo 35(1) —
15(2) = 5. Multiplicando la ecuacién por 16 obtenemos: 35(16) — 15(32) = 80 y todas las
soluciones son de la forma x = 16 + 3t, y = 32 + 7t para algin t € Z.

Ahorax > 54 16+3t > 5 < 3t > —11 & t > —3 (pues t € Z). También y < 16 <
24 T<16<Tt<-16<t< -3 (puest€Z). Porlotantot =-3yz=16—-9="Te
y=32—21 =11

Ejercicio 2.
A. Claramente * : K x K — K.

» Asociativa: Sean k = (g,h), k' = (¢,0') y k" = (¢",h") € K; (k«k) k" =
((g,h) = (¢',h")) * (¢", 1) = (g9, hl) * (¢", ") = ((99")g", (hR')h") (y por asocia-
tiva en Gy H) = (9(g'g"), h(W'h")) = (g, h) = (¢'g", W'h") = k * (K" = K").

» Neutro: Sea e = (eq, err), (donde eq y ep son lso neutros de G H respectivamente);
entonces ex * (gvh> = (ereH) * (gvh> - (eGgaeH h) - (gvh> - (geGaheH) - (g7h) *
(eg.em) = (g9, h) * ek, para todo (g,h) € K. Entonces ex es el neutro de K.

» Inversos: k = (g,h) € K, por ser G y H grupos, 3g~' € G, h™! € H. Sea k~! =
(g7, h7Y), entonces kx k=1 = (g,h) * (g7, 1) = (g9, hh™Y) = (eg,en) = ex =
(ecienm) = (97 'g,h " h) = (g7, h 1) = (g, h) =k~ x k.

B. Veamos primero que es Subgrupo:
» ex = (eq,en) € N.
» Si(g,eq) €N = (g,enq) ' = (g7 eq) € N.
» Si(g,en),(¢',en) € N entonces (g,en)(9',en) = (99',emen) = (99',en) € N.

Veamos ahora que es normal: hay que ver que kNk™! € N. Sean = (g,ey) € N y
k = (¢.h) € K; entonces knk™' = (¢',h)(g,en)((¢')"1,h™") = (g'g9" ' heyh™') =
(999" em) € N.



C.

Sea 1 : G — N dado por 9(g) = (g,en); entonces 1 es morfismo de grupos: ¥(gg') =

(99’ en) = (g,en)(g’sen) = ¥(9)Y(g) vy claramente v es biyectiva (su inversa es 1~! :
N — G dada por ¢ ~!(g,ey) = g para todo (g,ey) € N). Entonces 1 es un isomorfismo.

. Seap: K — H, dada por ¢(g,h) = h. Tenemos que ¢ es morfismo de grupos: ¢ ((g, h)(g', h'))

o(gg’,hh') = hh' = p(g,h)p(g’, /). Ademds Imp = H (pues para todo h € H, h = ¢(g, h)
para cualquier g € G). Y kergo = {(9,h) € K: ¢(g9,h) =en} ={(9,h) e K: h=eg} =
N. Por el primer teorema de isomorfismos tenemos que K/N ~ H.

Ejercicio 3.

A.

r=al3+4b101 con

al3=91 moéd 101 & a=7 mdd 101
b101 =10 mé6d 13 < b10=10 méd 13 < b=1 mébd 13.

Entonces x = 7(13) + 101 mdéd 101(13) = 91 + 101 mdéd 1313. Entonces x = 192.

Como mecd(p(n),e) = 1, existe d € Z tal que ed = 1 mdd ¢(n). La funcién de desen-

criptado es D : Z,, — Z,, dada por D(y) = y® méd n. Para mostrar que desencripta hay

d =

que ver que para todo x € Zy, D(E(z)) = x; es decir (z°) x mod n (ver tedrico; por

ejemplo en las notas de criptografia en la pag. del curso).

. Hay que calcular F(10) = 10?"! méd 1313. Usamos que 1313 = 13 x 101:

Si E(10) = 10%™" méd 1313 = E(10) = 10" méd 101. Y como ((101) = 100, por el teo-
rema de Fermat tenemos que 10'%° =1 méd 101 por lo tanto 102" = 107" méd 101. Aho-
ra 102 = 100 = (—1) mdéd 101 y por lo tanto 107! = (102)35 10 = (—1)%%10 méd 101 =
—10 méd 101 =91 mdd 101. Es decir £(10) =91 mdéd 101.

Por otro lado, como ¢(13) = 12, tenemos que F(10) = 10?"! méd 13 = (1012)22 107 = 107
méd 13( nuevamente por Fermat). Y 107 = (=3)" méd 13 = (-27)%(—3) méd 13 =
(-1)2(=3) = -3 méd 13 =10 mébd 13. Por lo tanto E(10) = 10 méd 13.

Por la parte A. concluimos que FE(10) = 192.

Ejercicio 4.

A.

/

(i) Sea d = mcd(m,n) y m = dm/. Entonces g™ = (¢9)™ € (g%) y por lo tanto (g™) C
(g%).
Por Bezout tenemos que existe =, y € Z tales que d = mx + ny. Entonces ¢g? =
grTY = g gt = (g"™)"(g")Y = (¢"™)"e = (9"™)" € (g™). Entonces (g%) C (g"™).
(ii) Si d|n, lamamos n' =n/d € Z.

Entonces (¢9)" = ¢ = g" = e y si (¢%)*

=e= g% = e = n|dk = dn'|dk = n/|k.

Entonces si n/ > 0 tenemos que o(g?) = n/ y si n’ < 0 tenemos que o(g?) = —n'.

(iii) Los subgrupos de un grupo ciclico son ciclicos; sean my, mg € N tales que H = (¢™"!)
y K = (¢"). Sean d; = mcd(my,n) y d2 = mcd(ma,n). Por la parte (i) tenemos
que H = (¢M) y K = (¢%). Por la parte (i) tenemos que |H| = o(¢™) = n/d; y
|K| = 0(9™) = n/ds. Y como |H| = | K|, tenemos que n/d; = n/dy; es decir d; = do.
Entonces H = (g%) = (¢g?2) = K.



B.

(i)

2373

s k=357 =5 =5 =5=1+22 mod 2.
= Si la congruencia vale para k, tenemos que 527" = 1 4 2k=1 méd 2%, Entonces
527° = 1 4 2k=1 4 ;2% para algin m € Z. Entonces
3\ 2 2
(5*7) = (1+2 7 em2t) =
9k—39 k-1)2 k)2 k-1 k| ok—1._ ok
5 = 14+ (2) 4+ (m2t) 42 (2T e m2t 4 2 mdt) o
BT = 1 oktlohT3 g okl 2okl g oktlol okl g okl gkt o
520 pooktlol okt l [ ok=3 4 20k—1 o 0 4 ok=1

€7 pues k>3

2k+173

Por lo tanto 5 =1+ 2811 méd 28! y la congruencia vale para k + 1.

(i) (14261)% = 142201 L 99k=1 — | 4 9kgk=2 4 ok = 1 m6d 2k y 14251 % 1

méd 2%, Entonces o(1 + 2F~1) = 2.
Usando la parte anterior tenemos que

_ o\ 2
P = 1428 med 2F = (727) =
521@*2

(1 + 2k_1)2 méd 28 =1 mdéd 2%, Entonces

— 2k—1 2k—1

=1 méd 2*. Por otro lado como ¢(2) sabemos que o(5)|

que 527 £ e y 52°77 = ¢, entonces o(5) = 2F2,

y tenemos

C. Sean los subgrupos de U(2%) dados por H = (1 + 2¥1) y K = (—1). Entonces |H| =

o(1+2F1) =2y |K| =2. Ademéds K # H pues 1 + 281 £ —1 méd 2%, Si U(2F) fuera
ciclico, no podria tener dos subgrupos distintos de orden 2 (por la parte A(iii)).



