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EXAMEN - 15 DE JULIO DE 2022.

Soluciones.
Ejercicio 1.

a. Enunciar la identidad de Bezout.

Solucion. En las notas de teodrico es el Teorema 1.2.8.

b. Enunciar y demostrar el Lema de Euclides.

Solucion. En las notas de teodrico es el Lema 1.2.10.

c. Sean a,b,c€ZynecZ".
Probar que si ca = ¢b (méd n) y med(c,n) = 1 entonces a = b (méd n).

Solucion. En las notas de tedrico es la Proposicién 2.2.4 parte 1.
d. Encontrar todos los = € Z tales que

3z =18 (méd 55)
2¢ =17 (méd 75)

Solucion. Por la parte (c), como med(3,55) = 1, tenemos que
3z =18 (mdd 55) <=z =6 (mdd 55).
Del mismo modo, como med(2,55) =1,
20 =13=92 (méd 75) <= = =46 (méd 75).
El sistema planteado es entonces equivalente a

x=6 (mdd 55)
x=46 (mdéd 75)

Usando 55 =511y 75 = 25 - 3 tenemos

(méd 5)

3 r=1
x=6 (méd 55) <
r=6 (mdéd 11)

Observar que = 46 (méd 75) = = = 1 (mdéd 5), de modo que podemos eliminar la con-
gruencia modulo 5 y concluimos que el sistema es equivalente a

r=6 (mdd 11)
r=46 (mdd 75)

Ahora como mcd(11,75) = 1 el Teorema Chino del resto asegura que este sistema tiene
solucion tnica modulo 11-75 = 825, que debe cumplir 2 = 46475k = 6 (mdd 11). Reduciendo
modulo 11 obtenemos 40 = 2k (mdéd 11) y de nuevo la parte (c¢) implica k =20 =9 (méd 11).
Entonces z =46 + 75 -9 (mdd 825), lo que es lo mismo z = 721 (mdéd 825).

Ejercicio 2. Sea (G, -) un grupo finito.

a. Dado g € G probar que existe n > 0 tal g" = eg.
Solucion. Como G es finito, el conjunto {g° : 4 € Z} también es finito. Entonces debe
haber dos potencias de g iguales, digamos g™ = ¢g* con m # k. Supongamos sin pérdida de
generalidad que m > k. Entonces ¢™ % = eg por la propiedad cancelativa y concluimos que
n =m — k > 0 satisface ¢g" = eg.

En las notas de teorico la Proposicion 3.7.8 parte (6) es el contrareciproco de lo pedido.



b. Definir el orden de g € G, y ver que es finito.
Solucion. En las notas de tedrico es la Definicion 3.7.6. Es finito por la parte (a).
Explicitamente
o(g) :=min{n € Z* : g" =e};
el minimo existe por el principio del buen orden, ya que la parte (a) asegura que el conjunto
es no vacio.
c. Definir el subgrupo generado por un elemento g € G y probar que es un subgrupo.

Solucion. En las notas de teorico la definicion esta justo después de la Proposiciéon 3.7.4, y la
demostraciéon de que es un subgrupo sigue inmediatamente de dicha Proposicién.

Explicitamente (g) := {g° : i € Z}. Para probar que (g) es un subgrupo:

» e = g° de modo que eg € {(g).
» Sih € (g) entonces h = g’ con i € Z y su inverso es h™' = g~ € (g).
= Si hy, ho € {g) entonces hy = g, ho = g% con i1,io € Z'y hy - hg = gt 7?2 € (g).

d. Probar que |{(g)| = o(g). Puede usar sin demostracion el siguiente
Lema. Sea n = o(g). Entonces g = ¢¥ si y s6lo si m = k (méd n).

Solucion. En las notas de teorico es la Proposicion 3.7.9. El Lema sugerido es la parte (6) de
la Proposicion 3.7.8.

Explicitamente, por el Lema tenemos que
g)={g' - ieZy={¢"g",....g" "}
tiene n elementos.
Ejercicio 3.

a. Probar que 2 es raiz primitiva modulo 121.

Solucion. Hay que probar que o(2) = ¢(121) = 110. Para esto utilizamos el criterio de la
Proposicion 4.1.4 (item 4). Como los divisores primos de 110 son 2, 5 y 11, alcanza ver que
255 £ 1 (méd 121), que 222 # 1 (méd 121) y que 2!19 # 1 (méd 121).

Calculamos modulo 121:

210 = 1024 = 56,

2l =92.56 =112 = —9,
222 = (—9)? = 81 = —40,
2% = (—40)2 = 1600 = 27,
2% =_9.927=-243 = —1.

b. i) ;Cuantos homomorfismos f : U(121) — U(11) hay?
ii) ;Cuantos homomorfismos f : U(121) — U(13) hay?
Solucion. Como U(121) es un grupo ciclico de orden 110, podemos usar la la Observacion

3.9.10 que nos da una biyeccion entre los homomorfismos f : U(121) — K y el conjunto
{k € K : o(k)| 110}. Aplicamos esto en cada caso:

i) Cuando K = U(11), si g es una raiz primitiva médulo 11 tenemos K = {g,...,¢'°} de
ordenes 10, 5,10, 5,2, 5,10, 5, 10, 1 respectivamente (Proposicion 3.7.8 parte 7). Todos los
elementos tienen orden divisor de 110, por lo tanto hay 10 homomorfismos.

ii) Cuando K = U(13), si g es una raiz primitiva médulo 13 tenemos K = {g',...,g'%} de
ordenes 12,6,4,3,12,2,12,3,4,6,12, 1 respectivamente (Proposicion 3.7.8 parte 7). Hay
dos elementos de orden divisor de 110 (g% de orden 2 y g'2 = 1 de orden 1). Por lo tanto
hay 2 homomorfismos.



