Matematica Discreta 2
Resoluciéon ler Parcial curso 2004

1) a) Sean @’y b’ dos enteros positivos primos entre si. Probar que :
ha'? y b'? son primos entre si.
i)a +b” y ab’ son primos entre si
Sol: i) Un divisor primo comina a? y b'? esdivisor de a’? ycomo es
primo debe ser divisor de a’. Andlogamente es divisor de b’ y por lo tanto seria
divisor primo comun de a’ y b’. Como a’ y b’ son primos entre si no tienen
divisores primos comunes, asi que no hay divisores primos comunes entre
a’y b?conloquea? y b2 sonprimos entre si.
i) Si p es un divisor primo de a’'b’ y de a’'+b’ entonces como divide a a’b’
entonces divide a @’ o divide a b’. Supongamos que divide a a’. Como divide
a a +b ydivide a a entonces divide a b’ y seria un divisor primo comun
aa yb'.Como a'yb’ son primos entre si no tienen ningun divisor primo
comun y por lo tanto a'+b’ y a’b’ tampoco, con lo que son primos entre si.

b) Determinar las parejas de enteros positivos a, b tales que :
5 (a+b)? = 147mcm(a,b)
Sug. : Escribir a=ca y b=cb’ donde c es un niUmero positivo bien
conocido que depende de a y b. Relacionar con la parte anterior.
Sol: Tomamos ¢ = mcd(a,b). Tenemos que ab = c*mcm(a,b)
Entonces 5 c(a'+b))? = 147 a’b’ = 3*49*a’b’
Como a'+b’ es primo con a’b’ entonces (a'+b’)? es primo con a’b’ y por
tanto divide a 3*49. 3 y 49 son primos entre si y como (a’+b’) ? no divide
a 3 debe dividir a 49 y por lo tanto @’ + b’ = 7. Entonces 5c = 3a’b’.
Como a’ y b’ son primos entre si tenemos que 5| a’ o 5| b’ con lo
quea =5yb'=2 o a =2 yb =5. Entoncesc=6 y porlo
tantoa=30yb=12 0 a=12 yb=30

2) Sea a un divisor cualquiera de 360 y sea b un divisor cualquiera de 588.

a) ¢Qué valores puede tomar mcd(a,b) ?
Sol.: mcd(a,b) es divisor comun de ay de by por tanto es divisor coman
de 360 y 588, con lo que es divisor de mcd(360,588) = 12.
Mcd(a,b) puede ser 12, 6, 4, 3,2, 1

b) Dar un ejemplo de parejas a, b con a < b para cada una de las
respuestas de la parte a)
Sol.: mcd(12,84) =12, mcd( 6, 84) =6, mcd (4,84) =4, mcd( 3, 84) = 3,
Mcd(2,84) = 2, mcd(1,84) = 1

3) a) Resolver el sistema de ecuaciones con congruencias:
4x —5y =13 mod 18,
3x+2y=8 mod 18,

Sol. : Restando x -7y =5 mod 18
X =5+ 7y mod 18
Sustituyendo en la segunda : 3(5+7y) + 2y =8 mod 18
23y =11 mod 18
5y = 11 mod 18
3=18-3*5
2=5-3
1=3-2



1=3-(5-3)=2*3-5

1=2*%18-5*3)-5=2*18 - 7*5
Multiplicando por 11 : 11 =2*18 - 77*5

Asique (-77)*5=11 mod 18

y=13 mod 18 yentonces x=5+ 7*13 =96 mod 18
X=6 mod 18

b) Hallar el resto de la division de 12*°" entre 5
Sol.: Por Fermat 12* =1(5). 1257 =4*314 + 1 con lo que

121257 — 124*314+l — (124)31412 = 12 = 2 (5)
Por lo tanto el resto de la divisién entre 5 vale 2

c) Calcular el resto de la division de 11* entre 12
Sol.: 11* =(-1)* (12) (-p* =1
Por lo tanto el resto de la divisién entre 12 vale 1

4) En Z se considera la operacion O definida por :
alb=ab-2(atb) +6

a) Probar que la operacion [0 es conmutativa, asociativa y posee un
elemento neutro que se hallara.
Sol..bOa=ba-2(b+a) +6 =ab-2(atb)+6=alb, conloque es

conmutativa.
(@db) Oc=(ab-2(ath)+6) O c = (ab - 2(a+b) +6)c
—2(ab - 2(atb) +6 + c) + 6 = abc —2ac — 2bc + 6¢c — 2ab + 4a + 4b
-2¢ — 6.
al(b Oc)=a O (bc-2(b+c)+6) = a(bc-2(b+c)+6) —2(a+bc-2(b+c)+6)
+6 = abc —2ab — 2ac+6a-2a-2bc+4b+4c-6
Ambas expresiones son iguales asi que la operacion es asociativa.
Neutro: a [J x = a para todo a entero.
a=ax—2(a+x) +6. Sia=0queda: 0 =-2x + 6, con lo que x seria 3.
En efecto a 0 3 = 3a -2(a+3) +6 = a. Entonces Neutro =3

b) Hallar los elementos de Z que tienen inverso por O .
Deducir que (Z, ) no es un grupo.

Sol:alb=3. ab-2(at+b) + 6 =3 sii b(a-2) = 2a-3. Si a =2 no hay ningan
b que verifique. Si a # 2, entonces b=(2a-3)/(a-2)= 2 + 1/(a-2) que sera entero
sii a-2 divide a 1 sii a-2 pertenece a {-1,1} sii a pertenece a {1,3}
Sia=1elinverso es 1y si a =3 el inverso es 3 (normal por ser neutro).
Los elementos invertibles son 1y 3.
Ademas para otro a el valor de b que resultaria no es en general entero. Asi
gue hay elementos sin inverso y por lo tanto (Z, 0 ) no es un grupo.

5) Seana y b dos elementos de un grupo G tales que :
aZe,bze, a’'=e, bP=ze , ab=ba?

a) Probar que G no es abeliano

Sol.: Si G fuera abeliano entonces ba® =ba con lo que cancelando términos
guedaria a = e. Por tanto G no es abeliiano.

b) Probar que (ab)® =b%a®
Sol.:
(ab)? = (ab)(ab) = (ba?)(ba?) = (ba)(ab)a? = (ba)(ba2)a? = b(ab)a* = b(ba?)a* = b%a®



c) Probar que (ab)®=e
Sol.: (ab)? = (ab)?(ab) = (b%a®)(ab) =b’a’b =b’eb =b*h=b* = e

Nota general: Redactar con cuidado. La presentacion y la justificacion de
los resultados forman parte de la calificacion final.

Puntajes:

1) 9: a)4:i)2ii) 2 b) 5
2) 6: a3 b) 3

3) 11: a)7 b)2 ¢ 2

4) 7: a4 b)3

5 7: a2 b)3 ¢) 2



