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SEGUNDO PARCIAL - XX DE JULIO DE 2015.
Primera parte: Multiple Opcion

Ejercicio 1. Ana y Belen quieren acordar una clave comin utilizando el el protocolo Diffie-Hellman. Para
ello toman el primo p = 503 y g = 10 raiz primitiva médulo p. Ana elije el nimero m = 434 y le envia el
nimero 498 a Belen. Belen elije el nimero n = 9. ;Cual es la clave k comin que acordaron Ana y Belen?
Indicar cudl de las opciones es correcta:

A k=24, B. k£ =297. C. k=247. D. k= 287.

Solucién:
Tenemos que calcular 498° (méd 503) = (—5)° (méd 503). Utilizamos el método de exponenciacién répida,
9=8+1=23%+2°por lo que

(=5)% = (=5)2*(=5)"  (méd 503).

Computamos la tabla

t | (=5)% (msd 503)

0 5

1 25

2 | 625=122 (méd 503)
3 | 14884 = 297 (méd 503)

Por lo que (—5)? = 297(—5) (mdéd 503) = 24 (méd 503).

Ejercicio 2. Sean n = 341 y e = 13. Para los datos anteriores sea funcion de descifrado D : Z, — Z,
definida por el protocolo RSA. Indicar cudl de las opciones es correcta:

A. D(y) =y"* (méd n). C. D(y) = *" (méd n).
B. D(y) = 4'% (méd n). D. D(y) = ¥ (méd n).
Solucién:

La funcién de descifrado es D(y) = y? (méd n) donde d es tal que d = e~' (méd ¢(n)). La factorizacién
de n es 341 = 11 - 31, por lo que (11 -13) = 10 - 30 = 300. Utilizando el algoritmo extendido de Euclides
obtenemos d = 277 (mdéd 300).

Segunda parte: Desarrollo
Ejercicio 3.
a. Enunciar y demostrar el Teorema de Lagrange para grupos.

Solucion:

Ver tedrico.
b. Sea G un grupo y =,y € G elementos de orden finito.

i) Probar que si zy = yx y med(o(z),0(y)) = 1, entonces o(xy) = o(z)o(y).
Solucion:
Ver tedrico.

ii) Mostrar con dos ejemplos que cada hipétesis de la parte anterior es necesaria.
Solucién:



s Sea G = S3 y consideremos 7 = ; % g ‘i) ) Tienen ordenes o(7) = 2
y o(o) = 3, asi que cumplen mcd(o(7),0(0))
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Como o(70) =2 y o(oT) = 3 vemos que se precisa la hipdtesis o7 = 70.
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= Consideramos ahora el grupo G = Zg y g = 2, h = 4. Cumplen gh = hg porque G es abeliano.
Por otro lado o(g) =3, 0(h) =3y o(g+h) =0(0) =1#9=0(2) - o(4).

Ejercicio 4.
a. Probar que 3 es raiz primitiva médulo 98.

Solucion:

Calculamos ¢(98) = ©(2-49) = ¢(2)p(7?) = 7> — 7 = 42 = 2-3.7. Para probar que 3 es raiz primitiva
médulo 98 alcanza con probar que 3¢(98)/P £ 1 (méd 98) para p = 2,3,7. O sea que 32!,314,36 £ 1
(mdéd 98). Primero

30 =(3%)2 =272 =729 =43 (mdéd 98).

Luego
314 =32.(352=9.432 (méd 98) =9-1849 (mé6d 98) =9-(—13) (mdd 98) =79 (méd 98).
Por 1ltimo
321 =314.36.3=79.43.3 (md6d 98) =65-3 (méd 98) =195 (méd 98) =97 (mdbd 98).
Como se cumple lo que dijimos antes, concluimos que 3 es raiz primitiva moédulo 98.

b. ;Cuantas raices primitivas médulo 98 hay?
Solucién:
Como existe una rafz primitiva médulo n = 98 entonces hay exactamente p(¢(98)) = ¢(2-3-7) =
2 -6 = 12 raices primitivas médulo 98
c. Listar todas las raices primitivas médulo 98 (pueden expresarlas como potencia).
Solucién:

Como 3 es raiz primitiva médulo 98 sabemos que todos los elementos de U(98) son de la forma 3*
para algtin k. Aplicando la relacién de ordenes en un grupo finito G, que dice quesig € Gy k € N
entonces

o(9)
°(¢") = ol

podemos ver que 3* es rafz primitiva médulo 98 si y s6lo si med(k, p(98)) = 1. Por lo tanto, las raices
primitivas modulo 98 son:

3% para k = 1,5,11,13,17, 19,23, 25, 29, 31, 37, 41.

Ejercicio 5. Averiguar si para los siguientes pares de grupos existen morfismos f : G — K no triviales
entres ellos. En caso de que existan, construir alguno (justificando que es homomorfismo) y en caso contrario
explicar por qué.

a. G=1Zy, K=U(24).
Solucion:

Como |G| =9y |K| = ¢(24) = 8 son coprimos entonces no hay morfismos no triviales entre ellos, ya
que por el teorema de Lagrange [Im(f)| | |K| y por el Teorema de 6rdenes, |Im(f)| | |G|. Y entonces
[Im(f)| =1 y por lo tando f es trivial-



b. G=U(9), K = Zs.
Solucion:

Tenemos que G es ciclico, G = U(9) = (2) y de orden 6, por lo tanto un morfismo f : G — K es
de la forma f(2") = f(2) +---+ f(2) con la condicién que o(f(2)) | o(2). Es decir, basta con elegir

n veces
f(2) un elemento de Z13 cuyo orden divida a 6. Por ejemplo, podemos tomar f(2) = 2 y por lo tanto

f(2n) =n-2 € Zio.
c. G=U(15), K = Zs.
Solucion:

El grupo G tiene orden ¢(15) = 2-4 = 8 y no es ciclico por el teorema de la raiz primitiva. Si existe
f : G — K entonces sabemos que |Ker(f)|[Im(f)| = |G| = 8. Ademés |Im(f)| | |K| = 6 y entonces si
f no es trivial tiene que cumplir [Im(f)| =2y |Ker(f)| = 4.

El tnico subgrupo de orden 2 de Zg es {0,3} y por lo tanto Im(f) = {0, 3}.
Por otro lado, Ker(f) es un subgrupo de U(15) de orden 4.
Un subgrupo de G de orden 4 es {1, 2,4, 8} = (2), por lo tanto una posiblidad es que Ker(f) = (2) (y que
Im(f) ={0,3}). Es decir que f(1) = f(2) = f(4) = f(8) = 0y que f(7) = f(11) = f(13) = f(14) = 3.
Falta verificar que f es un homomorfismo; es decir que f(z-y) = f(z) + f(y) para todo z,y € U(15).
Tenemos que ker(f) = {2¥: k € Z} y que {7,11,13,14} = {8, -4, -2, -1} = {-2F : k € Z}.
Y como

w22 = fE) =0=0+0=f(2) + f(2),

= f((=25)-2) = f(-2") =3=3+0=f(-2")+ f(2) ¥y

= f((=25) - (=2) = M) =0=3+3 = f(-2") + f(-21),

tenemos que f es homomorfismo.



