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Equiparticidn asintética

m Consideramos X ... X,, variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas (i.i.d.), X; ~ p(z), v € X.

n
m Definimos p(x; ...z,) = Hp(:vz) .
i=1

m “Casi toda la probabilidad se concentra en eventos que son casi
equiprobables”

P{(xl coep) i p(xy L xy) = 27”(Hi€)} ~ 1.
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AEP

Teorema

Sean X ... X, variables aleatorias i.i.d., X; ~ p(x), cada una de ellas con
entropia H = H(X;). Se cumple

1
——logp(X;y...X,) = H en probabilidad.
n

Demostracidn.

1 1
- logp(X;...X,,) = - Z log p(X;) (independencia)
i=1
— —FElogp(X)] (Ley G. Ndmeros)
= H
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Conjunto Tipico de Secuencias

Definicién

Sean X ... X, variables aleatorias i.i.d., X; ~ p(x), H = H(X;). El
conjunto tipico A¢ "’ con respecto a p(x) es el conjunto de secuencias que
satisfacen

5 Wl e p(z1...x,) < g lE=e)

— v
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Conjunto Tipico de Secuencias

#1221 elements

=
#1——— Non-typical set
4]

]

> i\ Typical set
R e Z::::-Z::j:g::::: KRR v A(GH) - on(H+€) glaments
T e e e e T
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Propiedades del Conjunto Tipico

Teorema
Sean X ... X, variables aleatorias i.i.d., X; ~ p(z), H = H(X;). El

conjunto tipico AE”) satisface
(T1...2p) € A o H-—e< —Llogp(x1...2n) < H +e

P{A™} > 1—¢ paran suficientemente grande.

IA™| > (1 - €)2"H=9)  para n suficientemente grande.
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Propiedades del Conjunto Tipico

Demostracion.

H—e< —%logp(:cl...xn) < H + € es la def. de AE")
Como —% logp(Xy...X,) — H, para todo § > 0 existe Ny tal que

1
P{’——logp(Xl...Xn)—H‘<e}>1—5, n > Ny.
n

Tomando § = € obtenemos P{A(")} >1—c¢ para n > Np.
1> erAE") p(X) > erAgn) 27" n(H+e) = |A ’2 n(H+e)

1-e< Y mPE) ST 27H=9 = |4l |g-n(H=9
= |ADY)| > (1 — e)2nH—9),
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Ejemplo

7 e _ 1
i [ v ] [Jﬁk(l—?)" o~ Zlog p(x™) 95
1 n =
0 1 113610 1321928095
1 5 422609 1298529595 _
2 300 7 GOE08 1275131096 p(l) = 06
3 »mm BT4EQ7 1261732696
4 1% 7 21E6 1228331098 e = 0,1
5 5330 AEIE05 1204935595
B 1771m 0.000227126 1181537095
7 smvm 0.000924725 1158138596
B 1081575 0.003120848 1134740095
3 2042975 0.008A42685 1111341595 h(p) = 0,97095
10 32E760 0.021222445 1087943095
11 4457400 0.043409546 1oesasss h(p) —e = 0,87095
12 5200300 0075965705 1041145095
13 5200300 0.113960058 1017747596 _
14 4457400 0148507217 Sobisias N(p) +e = 1,07095
15 326E760 0161157938 0970950594
16 2042975 0.151085668 0947552094
17 181575 0.119979715 0.924153594
18 480700 0079966477 0900755034
19 177100 0.044203053 0877356594
20 53130 0.019891374 0853956094 p{A(n)} — 0.9362
21 1280 0.007 104062 0830559594 5( ) ’
22 2 0001937471 0807161034 n)| _
22 30 0.00037507 1 0783762594 [AM] = 26,366,510
24 % AT4EDS 0760364094 25
25 1 2B4E-06 0.736965534 2 = 33,554,432
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Aplicacién a Compresion

Denotamos X al conjunto de secuencias de largo ny 2" = (z1...x,).

m Si a cada secuencia de X" le asignamos un ndmero en el rango
0...2718¥l _ 1 cada secuencia se puede representar como una
secuencia binaria de [nlog |X|] bits.

m Si nos restringimos a AE"), que tiene probabilidad mayor o igual a
1 — ¢, alcanza con [n(H + €)] bits.
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Aplicacién a Compresion

Teorema

Sean X ... X, variables aleatorias i.i.d., X; ~ p(z), H = H(X;). Para
todo natural n suficientemente grande, existe un cédigo binario para X"
cuyo largo de cédigo esperado, [(X™), satisface

E [%Z(X")] <H+e.
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Aplicacién a Compresion

Demostracidn.

E(X™) < P{A™}n(H + ) + 2] + (1 — P{A™})[nlog|¥| + 2]

IN

n(H +€) + 2 + e[nlog | X| + 2]
. n (H +e(1+ log| X|) + 2159

n

= n(H +¢)
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A" s, Otros Conjuntos de Alta Probabilidad

Teorema

Sean X ... X, variables aleatorias i.i.d. con entropia H = H(X;). Sea
también, para cada natural n, Bgn) un subconjunto de X" que satisface

P{BM}>1-6, s5<1.
Entonces, para todo ¢’ > 0 se cumple
1 (n) /
~log |B{"| > H -4,

si n es suficientemente grande.
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A" s, Otros Conjuntos de Alta Probabilidad

Demostracidn.

B nal = (B uaAM
P{B{" nAM} = 1-P{B{ LA}
> 1-P{B{""} - P{A""}

ZBémmgn) 27MH=9 > 1_§5—¢, n>N(e

B2 nH=9) > 1_§—¢
B> (1-6—e2nH—9

%log|B§")|2 llog(1—6—€)+H—€, e<1-96

> %log(lT_‘s)—i—H—%/, e<m1’n{%/,1—55},n>N
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Ejemplo

kS
o
—

[M]pk(l— Tt Llo_f__r p(x™)
n

x (
0 1 113E10 1321928095 B¢ menor conjunto
1 % 422609 129862995 n
2 am 760E08 1275131095 con P{Be( )} >
3 zm 8 74E07 1251732595
4 12850 7 21608 1228234095 1-e=09
5 &3 AE4E05 1204935595
B 177100 0.000227126 1181537095
7 480700 0.000924725 1158138595
B 1081575 0.003120948 1134740095
3 2042975 0006242685 1111341595 > —
10 2266760 0.021222445 1.087943095 P{#1 > 12} 0,9222
11 4457400 0043409546 1064844595
12 5200300 0.07 5266705 1.041146095 P{#1>13} = 0,84623
13 £200300 0113950058 1017747895
14 4457400 0146807217 0994349094
15 2086760 0.161157939 0970850594
16 2042975 0151085568 0947552094
17 1081575 0.119879715 0.924153594 (n)
18 480700 0.079986477 0.9007 55094 n —
19 177100 0044203053 0677356594 P{AM} = 10,9362
20 53130 0.019891374 0853258094 (n)| _
21 126AD 0.007104062 0830559594 A = 26,366,510
2 2300 0.00123747 1 0.807 161094

n

23 300 0.00037907 1 0.783762594 ’BE( )‘ = 20,457,889
24 5 474E08 0. 7EO36ANGA
25 1 2 RAE-0R 0736365594
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AEP para Procesos Estocasticos

Teorema

Si {X;} es un proceso estacionario y ergddico (por ejemplo Markov
irreducible y aperiddico estacionario)

1
——logp(X;y...X,) —» H(X)
n

con probabilidad 1.
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