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Motivacion



Recapitulaciéon

Filtro de Wiener

éptimo y elegante, pero no adaptivo.




Recapitulacion

Filtro LMS (Widrow-Hopf)

4

£

Adaptivo y rapido, pero lento y ruidoso.



Recapitulaciéon
Filtro RLS (vox populi)

Adaptivo, rapido y preciso, pero mas costoso.




Recapitulaciéon
Filtro de Kalman
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Adaptivo, rapido, preciso, mas general. Mas complicado.



Filtro de Kalman
Modelado

Filtros adaptivos clasicos (LMS, RLS)
Modelo: relacién lineal entre entrada y salida:

X, = wll,
Filtro de Kalman
El modelo es un sistema dinamico lineal
Xn+1 = F.x, +w,, x, € RMan c RMXM’ Wp ~ N(O’ Qn)
Yn=CnXp+Vn, yn € RN; C, e RNXM7 Vip ~ N(O, Rn)

x, €s el estado del sistema (no observable)
y» SOn sus salidas observables
w,, vV, ruido en estado y observacion



Filtro de Kalman
Idea principal

Dado el sistema dinamico lineal:
Xn+1 = F.x, +w,, x, € RMan S RMXM’ Wp ~ N(O7 Qn)
Yn=Cuxp+ vy, yn € RN; C, e RNXM, Vip ~~ N(O, Rn)

Deseamos estimar x
Estimacion a priori de x: dinamica del sistema (F)
Refinamiento: incorpora informacion provista por y.,.



Filtro de Kalman

Qué agrega el filtro de Kalman?

Adaptivo y rapido, como RLS

Muchisimo mas general: no se limita a modelos AR/MA
Impacto Enorme

No habria ni satélites, ni exploracion espacial

Tampoco misiles balisticos, pero bueh.

Tracking de todo tipo (desde touchpads a GPS)



Planteo



Planteo formal
Sistema dinamico lineal

Xn4+1 = ann + W, , Xp € RMyFn € RMXMa Wn ~~ N(07 Qn)
Yn = Cnxn +Vp, Yn € RN; Cn € RNXM? Vip ~ N(Oa Rn)

X, €s un vector de estados del sistema

y» SON observaciones del sistema

w,, € N(0,Qn),vn € N(0,R,,), independientes

w, Y v, mutualmente independientes (ortogonales)

Todo proceso ARMA puede ser modelado de esta manera



Planteo

Formulacioén recursiva

En el tiempo n se tiene
Estimacion a priori de x,,, X, ~ E[x,, |
Covarianza de su error: P, ~ E[&}e,], &,=x,— X,

Idea: refinar usando observacion y,,

Xp = Xp + Kn(}"n - Cnin)

Objetivo: hallar K,, que minimice
E [ ||en||2] Jen = X, — Xp,

La matrix K,, se llama ganancia de Kalman



Desarrollo

Objetivo:
Encontrar K,, que minimice E [ ||e,|? |
Podemos reescribirlo de manera equivalente como:

K, = arg Ir&n Tr(P,,)
en donde P,, es la matriz de covarianza del error efectivo

P, =Ele,e]] = E[(x, — %) (x5, — X5)T].

Notar que (xn — Xn)T(xn — Xn) = Tr((xn — Xn)(Xn — %))



Desarrollo (ii)

Obijetivo: hallar K,, que minimice Tr(P,,):
P, =Elese]] = E[(x, — Xp) (%0, — X)7].
Tenemos:

1) )A(n =Xy + Kn(}’n - Cnin)a
i) yn = Cpxp + vin.

Combinando i e ii:
Xy = Xp + Kn(cnxn + vy, — Cnin)

Sustituyendo en el error efectivo:

(S79) Xn — )_cn - Kn(Cnxn + Vp — Cnin)
=I-K,C,)(x, —x,) — K,v,

= (I-K,Cpe, — K,vy,



Desarrollo (iii)

Obijetivo: hallar K,, que minimice Tr(P,,):
P, =Ele,e]]
donde
e, =I-K,Cpe,—K,v,
Ahora: Si sustituimos la expresion de arriba y asumimos
(i) EleT™v]] =0, (i) P, = E[e,e]]
llegamos a:

= (I-K,C,)Ele,el|(I-K,C,)" + K,E[v,vI]K!
=(I1-K,C,)P,(I-K,C,)T" +K,R,K]
=P, K C,P, - PICIK! + K,(C,P,C! +R,)K



Derivacion (iv)

Queremos minimizar:
Tr(P,) = Tr [P, - K,,C, P, - PICIK] + K, (C,P,C] + R,,)K] ]
Como la traza es lineal:

Tr(P,) = Tr [P,,] - Tr [K,,C, Py, ] —Tr [P CIK] | +Tr [K, (CnPnC], + Ry KT, ]
Ahora usando Tr(AT) = Tr(A),
Tr[PTCTK]] = Tr[K,,C,P,] :

Tr(P,) = Tr [P,,| -2Tr [K,C, P, | +Tr [K,,(C,P,C] + R,,)K].]
Para hallar el K,, 6ptimo, basta derivar e igualar a cero:
JTr(P,,)
K,



Derivacion (v)

Tenemos que hallar P, tal que:
OTr(P,) OTr [P,] 26Tr K, C,P,]

oK, 0K, oK,
OTr [K,,(C, P, Cl, + R,)K],.|
* 0K,
Ahora usamos las siguientes propiedades:
0 0
A DIAB] =BT - Ti{ACAT] = 2AC
con A, B cuadradas y C simétrica. Llegamos a:

aI;Tm — _9PTCT + 2K, (C,PnCT + Ry) = 0

Finalmente despejamos (usando P}, = P,,):
K, = P,C] (C,P,Cl +R,) "



Matriz de convarianza optima

Una vez hallado:
K, = P,C] (C,P,Cl +R,) "
Podemos sustituirlo en la expresién de P,,:
P, = (I-K;Cpn)Pyu(I - K;,Cp)" + KR, K],
Luego de unas cuentas sencillas llegamos a:

pP,=(1-K,C,P,



Paso predictivo

Asumimos conocidas las predicciones x,,, P,,
Resta actualizarlas para usar en el paso n + 1, X, 41
Predecimos x,, como su valor esperado dado %x,,:

Xpt1 = E [Xn—i-l |)A(n] =F,Xx,

porque w,, es blanco y de media nula.
Ahora la covarianza del error de prediccion:

€ntl = Xntl — Xptl = (ann + Wn) - Fux,

=F,e, +w,
Luego,

Poi1 =E[e 18], ]
=E[(Fpe, + wy,)(Fre, +w]]



Filtro de Kalman
Resumen
Modelo

Xnt+1 = Fnxy + Rpywy,
Yn = Cnxn + ann
Inicializacion
x0, Po
Recursion
Gananacia de Kalman: K, = P,C}(C,P,CJ, +R,,)"!
Correccion del estimador: x, = x,, + K,,(y, — C,X»)
Correccién de covarianza: P, = (I - K, C,)P,
Proyeccién a n + 1:

}_(n—i—l - an{na Pn+1 - FnPnFIL + Qn



Filtro de Kalman
Esquema recursivo

Xp=F, 1X,1

Pn = Fn—lpn—lFL_l =+ Qn—l

K, = P,C}(ClP,C], + R,,) !




