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Paradojas

Paradoja del barbero, [Bernard Russell, 1901]:
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Paradojas

Paradoja del barbero, [Bernard Russell, 1901]:
Definamos R = {XlX o4 X}. Luego, tenemos que R€E R <— R¢&R.

Se deduce que el conjunto de todos los conjuntos no existe. [Gregory Cantor]

Paradoja de Berry, [Bernard Russell, 1908]:
Sea n el menor nimero natural que no puede ser definido en espafiol en
menos de 20 palabras. Acabamos de definirlo con 18 palabras.

Se deduce que el idioma natural no es suficientemente formal.

Paradoja del mentiroso, [Mileto 400 BC]:
“Esta oracién es falsa” Si es verdadera es falsa. Si es falsa es verdadera.
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© Listar axiomas para toda la matematica.
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Programa de Hilbert, comienzos del siglo XX

@ Desarrollar un lenguaje formal para la matemiticas.
@ Encontrar reglas que capturen el razonamiento matematico.

© Listar axiomas para toda la matematica.

x X NN

@ Escribir un algoritmo que decida si una oracién es demostrable.

LOGICOMIX
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UNA [ERDAD

Bernard Russell Kurt Gédel (izquierda)
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Completitud, Incompletitud, e Indecidibilidad

Primera Charla: Completitud
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Lenguaje: Logica de primer orden
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Lenguaje: Logica de primer orden

Para definir un lenguaje usamos

e un vocabulario,

e simbolos légicos V, &, —,—,V,3,(,),
e simbolos de variables x, y, z
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T-estructuras

vocabulario 7 = {e, x, <}.

(K : e,*,<) es un grupo ordenado si satisface AX1, AX2, AX3, AX4.

e AXles Vx,y,z(x*(y*z)=(x*y)x2z)

e AX2es Vx(xxe=x)

e AX3es Vx3dy (xxy=eAyxx=ce)

o AXdes Vx,y(x<y—Vz(zxx<zxy))
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T-estructuras
vocabulario 7 = {e, x, <}.

K : e, *,<) es un grupo ordenado si satisface AX1, AX2, AX3, AX4.
AXles Vx,y,z(x*(y*z)=(x*y)x2z)

AX2 es Vx(xxe=x)

AX3es VYxdy (xxy=eAysxx=e)

AXdes Vx,y(x <y —=Vz(zxx<zxy))

—~

Ej: (Z: 0,4, <) es un grupo ordenado
Ej: (Rt : 1, x, <) es un grupo ordenado

En general:

Una 7-estructura es un conjunto de elementos
equipado con interpretaciones para los simbolos de 7.
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K : e, *,<) es un grupo ordenado si satisface AX1, AX2, AX3, AX4.
AXles Vx,y,z(x*(y*z)=(x*y)x2z)

AX2 es Vx(xxe=x)

AX3es VYxdy (xxy=eAysxx=e)

AXdes Vx,y(x <y —=Vz(zxx<zxy))

—~

Ej: (Z: 0,4, <) es un grupo ordenado

Ej: (Rt : 1, x, <) es un grupo ordenado (R :1,x,<) = Vx(exx =x)
En general:
Una 7-estructura es un conjunto de elementos

equipado con interpretaciones para los simbolos de 7.

Dada una T-estructura M y una 7-sentencia ¢,
se define por induccién la relacién: ¢ es cierta en M. Denotado M = ¢.
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En esta estructura uno puede definir: Z, Q, R, C[0,1], ...
y toda la mateméticaJ

Observacion empirica: El lenguaje es completo.
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Lenguaje para todo la matemdtica

Consideremos el vocabulario {0,1,+, x, <, €}

y los elementos M = NU P(N)U P(P(N)) U ---

donde 0,1, +, X, < solo aplican a N.

En esta estructura uno puede definir: Z, Q, R, C[0,1], ...
y toda la mateméticaJ

Observacion empirica: El lenguaje es completo.
Todo enunciado matematico se puede escribir en el lenguaje formal.
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Reglas del razonamiento

Dado un conjunto de sentencias [ y una sentencia ¢, definimos [ - ¢,
que se lee: ¢ es demostrable a partir de I_J
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Teorema de Completitud — Godel 1931
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Teorema de Completitud — Godel 1931

Dado un conjunto de sentencias I y una sentencia ¢, |0S siguientes son equivalentes:

I = ¢ (Implicacién semantica):

Todo estructura que satisface I', también satisface .
I+ ¢ (Implicacién sintéctica):

Hay una demostracién formal de que I implica .
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Se deduce que
las reglas anteriores son suficientes para toda demostracién matematica.
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Dado un conjunto de sentencias I y una sentencia ¢, |0S siguientes son equivalentes:

I = ¢ (Implicacién semantica):
Todo estructura que satisface I', también satisface .

I+ ¢ (Implicacién sintéctica):
Hay una demostracién formal de que I implica .

Se deduce que
las reglas anteriores son suficientes para toda demostracién matematica.
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Teorema de Completitud — Godel 1931

Dado un conjunto de sentencias I y una sentencia ¢, |0S siguientes son equivalentes:

I = ¢ (Implicacién semantica):
Todo estructura que satisface I', también satisface .

I+ ¢ (Implicacién sintéctica):
Hay una demostracién formal de que I implica .

Se deduce que
las reglas anteriores son suficientes para toda demostracién matematica.

Completitud |: Para todo I y ¢, Nk < ko J

Completitud II: Para todo I, T tiene un modelo <= [ es consistente. )
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Teorema de Completitud

Dado un conjunto de sentencias I' y una sentencia ¢,

Completitud I: Para todo 'y ¢, N < Ity J

Completitud Il: Para todo I, I tiene un modelo <= [ es consistente. J

Definicién: T es consistente si ' I/ 1) A =) para ninguna 1. J
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Dado un conjunto de sentencias I' y una sentencia ¢,

Completitud I: Para todo I y ¢, N < Ity J

Completitud Il: Para todo I, I tiene un modelo <= [ es consistente. ]

Definicién: T es consistente si ' / ¢b A —1p para ninguna . J

Obs: Los siguientes son equivalentes:
o [ = ¢ (l.e.: Todo estructura que satisface I, también satisface ¢)

o Ninguna estructura satisface ' U {—¢}.
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Teorema de Completitud

Dado un conjunto de sentencias I' y una sentencia ¢,

Completitud I: Para todo I y ¢, N < Ity J

Completitud II: Para todo I, T tiene un modelo <= [ es consistente. ]

Definicién: T es consistente si ' / ¢b A —1p para ninguna . J

Obs: Los siguientes son equivalentes:
o [ = ¢ (l.e.: Todo estructura que satisface I, también satisface ¢)

o Ninguna estructura satisface ' U {—¢}.

Obs: Los siguientes son equivalentes:
e [ ¢ (l.e.: Hay una demostracién formal de que I implica )

o [U{—¢p} es inconsistente.
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ... }.
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = { ¢, c1, ..., fo, f1, .., Ro, Ru,

e
Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y

e sity,...t, €T yf€Eresunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,

e ty) €T.
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ...}

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y

e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.

Ej: 7 = {e,c,x,<}, T =Ae,c,
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e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ...}

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y

e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ... }.

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y

e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.

Ej: 7 ={e, c,*, <}, T ={e,c,cxc,(c*c)*c,cx(cxe),(cxc)x(cxe), ..}

Eji: 7={e,c,*, 1, <}, T={e,c,cxcl,(cxc) txc,cx(c txe)(cxc)*(cLxe),..}
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ... }.

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y

e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.

Ej: 7 = {e, c,x, <}, T ={e,c,cxc,(c*c)*c,cx(cxe),(cxc)x(cxe), ..}
Ej: 7 ={e,c,*, 1, <}, T={e,c,cxcl,(cxc) Lxc,cx(clxe)(cxc)x(ctxe), ...}

Definicién: El modelo de términos de T es T/ =, donde t =s <= TFt=s. J
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ... }.

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y
e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.

Ej: 7 = {e, c,x, <}, T ={e,c,cxc,(c*c)*c,cx(cxe),(cxc)x(cxe), ..}

Ej: 7 ={e,c,*, 1, <}, T={e,c,cxcl,(cxc) Lxc,cx(clxe)(cxc)x(ctxe), ...}

Definicién: El modelo de términos de T es T/ =, donde t =s <= TFt=s. J

Teorema: Si I es (1) consistente, (2) completo, y (3)
para toda formula ¢(X,y) hay f, € 7 tal que Vx(3yp(x,y) = (X, f (X)) estd en T,
entonces el modelo de términos de I satisface I
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Demostracién de Completitud / modelo de términos

I" es un conjunto de 7 sentencias y 7 = {¢, c1, ..., fo, f1, ..., Ro, R1, ... }.

Definicién: El conjunto de T términos cerrados es tal que:
e contiene todos los simbolos de constante ¢; de 7,y
e sity,..t, €T yf€Er esunsimbolo de funcién n-ario, f(ty,...,t,) € T.

Ej: 7 = {e, c,x, <}, T ={e,c,cxc,(c*c)*c,cx(cxe),(cxc)x(cxe), ..}
Ej: 7 ={e,c,*, 1, <}, T={e,c,cxcl,(cxc) Lxc,cx(clxe)(cxc)x(ctxe), ...}

Definicién: El modelo de términos de T es T/ =, donde t =s <= TFt=s. J

Teorema: Si I es (1) consistente, (2) completo, y (3)
para toda formula ¢(X,y) hay f, € 7 tal que Vx(3yp(x,y) = (X, f (X)) estd en T,
entonces el modelo de términos de I satisface I'. |

Teorema: Si I es consistente,
existe 7/ O 7y un conjunto de 7’-sentencias [ D I que satisface (1) (2) y (3).

v
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Asistentes de pruebas

Un asistente de pruebas o un demostrador de teoremas interactivo,
es un programa te ayuda a escribir pruebas formales.
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Asistentes de pruebas

Un asistente de pruebas o un demostrador de teoremas interactivo,
es un programa te ayuda a escribir pruebas formales.

Todo asistente de pruebas contiene:

@ Verificador de pruebas formales
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Asistentes de pruebas

Un asistente de pruebas o un demostrador de teoremas interactivo,
es un programa te ayuda a escribir pruebas formales.

Todo asistente de pruebas contiene:
@ Verificador de pruebas formales

@ Interface para ingresar las pruebas

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

13 / 45



Asistentes de pruebas

Un asistente de pruebas o un demostrador de teoremas interactivo,
es un programa te ayuda a escribir pruebas formales.

Todo asistente de pruebas contiene:
@ Verificador de pruebas formales
@ Interface para ingresar las pruebas

@ Automatizador para pasos simples
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@ Verificador de pruebas formales
@ Interface para ingresar las pruebas

@ Automatizador para pasos simples

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

13 / 45



Asistentes de pruebas

Un asistente de pruebas o un demostrador de teoremas interactivo,
es un programa te ayuda a escribir pruebas formales.

Todo asistente de pruebas contiene:
@ Verificador de pruebas formales
@ Interface para ingresar las pruebas

@ Automatizador para pasos simples

Principales asistente de pruebas hoy en dia:
- Coq, created in 1989
- lIsabelle, created in 1986
- Lean, created in 2013
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LEAN

Ejemplo de cdmo se ve la interface:

def fnUB (f : R>R) (@ :R) :=Vx, fx<a

section

-- Demonstrate use of “apply’, “have

-- Also show “have’

, 'specialize’, ‘dsimp’, proof

theorem fnUB_add {f g a b} (hfa : fnUB f a) (hgb : fnUB g b)

fnuB (f + g) (a + b) := by I

simp only [fnUB] at hfa hgb +

intro x I
simp only [Pi.add_apply]
have hfa' := hfa x

specialize hgb x

end

Antonio Montalban (U.C. Berkeley)
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LEAN

Ejemplo de cdmo se ve la interface:

def fnUB (f : R R) (a:R) :=Vx, fx<a v Logic.lean:84:2 =0

¥ Tactic state € v v
section 1goal
s o 8 s a P G fg: R>R
-- Demonstrate use of "apply’, "have’, “specialize’, ‘dsimp’, proof ab: R
-- Also show "have’, 1 fa:V(x:R), fx<a
® x:R
theorem fnUB_add {f g a b} (hfa : fnUB f a) (hgb : fnUB g b) : i fa': Fx < a
fnUB (f + g) (a + b) := by [ | ;"gx<_b
simp only [fnuB] at hfa hgb + . Ffx+gx<a+h
intro x I .
simp only [Pi.add_apply] » All Messages (34) "
have hfa' := hfa x

specialize hgb x
end

Showcase: En el 2022, se formaliz6 en LEAN la demostracién del “liquid tensor

experiment” . Un teorema de Peter Scholze que nadie habia podido verificar.
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Prondsticos a futuro

En este momento, los siguiente crecen exponencialmente:
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En este momento, los siguiente crecen exponencialmente:

@ Lo matematicos que usan programas como LEAN.
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Prondsticos a futuro
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@ Lo matematicos que usan programas como LEAN.

@ La biblioteca de lemas y definiciones.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud—Incompletitud-Indecidibilidad

Diciembre 2023

15 / 45



Prondsticos a futuro

En este momento, los siguiente crecen exponencialmente:
@ Lo matematicos que usan programas como LEAN.
@ La biblioteca de lemas y definiciones.

@ La capacidad de hacer pasos automaticamente.
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Prondsticos a futuro

En este momento, los siguiente crecen exponencialmente:
@ Lo matematicos que usan programas como LEAN.
@ La biblioteca de lemas y definiciones.

@ La capacidad de hacer pasos automaticamente.

En el futuro:
@ Mayoria de los matematicos sabrdn usar asistentes de pruebas.
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@ La biblioteca de lemas y definiciones.

@ La capacidad de hacer pasos automaticamente.

En el futuro:
@ Mayoria de los matematicos sabrdn usar asistentes de pruebas.

@ Los resultados nuevos seran rapidamente formalizados.
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La préxima charla

Teorema de incompletitud de Godel:

Toda lista de axiomas para la matematicas que sea medianamente razonable,
va a ser incompleto.
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Completitud, Incompletitud, e Indecidibilidad

Segunda Charla: Incompletitud
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Programa de Hilbert

Objetivo: J

Encontrar axiomas para toda la matematica.
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Programa de Hilbert

Objetivo:

Encontrar axiomas para toda la matematica.

Idealmente querriamos que los axiomas sean:
@ Verdaderos

o Faciles de reconocer

o Completos
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Programa de Hilbert

Objetivo:

Encontrar axiomas para toda la matematica.

Idealmente querriamos que los axiomas sean:
@ Verdaderos

o Faciles de reconocer

@ Completos es decir, que todo enunciado se pueda probar o refutar
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Programa de Hilbert

Objetivo:

Encontrar axiomas para toda la matematica.

Idealmente querriamos que los axiomas sean:
@ Verdaderos

o Faciles de reconocer

@ Completos es decir, que todo enunciado se pueda probar o refutar

Teorema: (de incompletitud de Godel, 1931): Esto no es posible
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Axiomas de la Aritmética de Peano (PA)

Vocabulario: {0,1,+, x}.
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Axiomas de la Aritmética de Peano (PA)

Vocabulario: {0,1,+, x}.
Modelo a tener en mente: (N: 0,1, +, x).
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Axiomas de la Aritmética de Peano (PA)

Vocabulario: {0,1,+, x}.
Modelo a tener en mente: (N: 0,1, +, x).

Axiomas semi-anillo:

e 0#1

e Vx((x+0) =x) Cero neutro
e Vx,y(x+y=y+x) Conmutatividad de la suma
o Vx,y, z((x+y)+z=x+(y + 2)) Asociatividad de la suma
e Vx((x x1)=x) Uno neutro
e Vx,y(x Xy =y X x) Conmutatividad del producto
o Vx,y,z((x X y) x z=x X (y X z)) Asociatividad del producto
e Vx((x x0)=0) Cero absobente
e Vx,y,z((x+y)xz=(xx2z)+ (y x 2)) Distributiva
e Vx(x=0V3Iy(x=y+1)) Existencia predecesor

Para toda formula ¢(x) tenemos el axioma de induccién:
o (¢(0) A (Vx(p(x) = @(x +1))))  — ¥x(p(x))
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Axiomas de la Aritmética de Segundo orden (SOA)

Vocabulario: {0,1,+, x, €}, con dos tipos de objetos: nlimeros y conjuntos.
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Axiomas de la Aritmética de Segundo orden (SOA)

Vocabulario: {0,1,+, x, €}, con dos tipos de objetos: nlimeros y conjuntos.

Modelo a tener en mente: (N, P(N) : 0,1, +, x, €).

Axiomas:

@ Axiomas de Peano para elementos del tipo nimero.
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Axiomas de la Aritmética de Segundo orden (SOA)

Vocabulario: {0,1,+, x, €}, con dos tipos de objetos: nlimeros y conjuntos.

Modelo a tener en mente: (N, P(N) : 0,1, +, x, €).

Axiomas:

@ Axiomas de Peano para elementos del tipo nimero.

@ Axioma de Comprension:

Para cada férmula de primer orden ¢(x), tenemos el axioma:

JOUA VUK (x € A <= ¢(x)).

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

20 / 45



Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €)

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud—Incompletitud-Indecidibilidad

Diciembre 2023 21 /45



Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.

Vacio Hay un conjunto vacio.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.

Vacio Hay un conjunto vacio.

Par Se puede construir el conjunto {a, b}.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:
Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Vacio Hay un conjunto vacio.
Par Se puede construir el conjunto {a, b}.

Union Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:
Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Vacio Hay un conjunto vacio.
Par Se puede construir el conjunto {a, b}.

Union Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto.

Potencia Todo conjunto tiene un conjunto potencia.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 21 /45



Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:
Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Vacio Hay un conjunto vacio.
Par Se puede construir el conjunto {a, b}.
Union Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto.
Potencia Todo conjunto tiene un conjunto potencia.

Infinito Hay un conjunto infinito.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:
Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Vacio Hay un conjunto vacio.
Par Se puede construir el conjunto {a, b}.
Union Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto.
Potencia Todo conjunto tiene un conjunto potencia.
Infinito Hay un conjunto infinito.
Comprensién Para cada férmula ¢(x), VAIB Vx (x € B < x € A & ¢(x)).

Remplazo y una funcién dada una férmula y su dominio.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.

Vacio

Par

Union
Potencia
Infinito
Comprensién
Remplazo

Regularidad

Hay un conjunto vacio.

Se puede construir el conjunto {a, b}.

Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto.
Todo conjunto tiene un conjunto potencia.

Hay un conjunto infinito.

Para cada férmula ¢(x), VAIB Vx (x € B <= x € A & ¢(x)).

y una funcién dada una férmula y su dominio.

No hay sequencias ag > a1 2 a > a3 > ---.
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Axiomas de la teoria de conjuntos (ZFC)

Vocabulario: {0,1,+, X, €}, con dos tipos de objetos: niimeros y conjuntos.
Modelo a tener en mente: (N, P(N) U PP(N)UPPP(N)U...:0,1,+, x, €).

Axiomas de Peano— para elementos del tipo nimero mas los axiomas de ZFC:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Vacio Hay un conjunto vacio.
Par Se puede construir el conjunto {a, b}.

Union Se puede tomar la union de todos los conjuntos en un conjunto.

Potencia Todo conjunto tiene un conjunto potencia.
Infinito Hay un conjunto infinito.
Comprensién Para cada férmula ¢(x), VAIB Vx (x € B < x € A & ¢(x)).
Remplazo y una funcién dada una férmula y su dominio.

Regularidad No hay sequencias ag > a1 2 a> > a3 > ---.

Eleccién Este ya lo conocen.
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
o [ contiene a la aritmética de Peano,
o [ es verdadero

@ [ es aritméticamente definible

(hay una formula arithmética puede identificar las sentencias en I') ,

entonces:
- [ es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que Tt/ @ y T I/ —).
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
o [ contiene a la aritmética de Peano,
o [ es verdadero

@ [ es aritméticamente definible

(hay una formula arithmética puede identificar las sentencias en I') ,

entonces:
- [ es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que Tt/ @ y T I/ —).

Teorema: Mas atin, I' I/ Consistencia(T). ]
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
o [ contiene a la aritmética de Peano,
o [ es consistente (M A=),

o [ es computable

(hay un algoritmo que puede identificar las sentencias en I'),

entonces:
- [ es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que Tt/ @ y T/ —).

Esta versién requiere ideas de Rosser de 1936.

Teorema: Mas atin, I' I/ Consistencia(T). ]
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si ¢ fuese falsa,
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si ¢ fuese falsa, seria demostrable,
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.

Por lo tanto:
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.

Por lo tanto:

p es cierta,
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”

Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.

Por lo tanto:

© es cierta, y no demostrable.
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”
Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.

Por lo tanto:
© es cierta, y no demostrable.

Como ¢ es cierta, su negacién tampoco es demostrable.
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”
Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.
Por lo tanto:

© es cierta, y no demostrable.

Como ¢ es cierta, su negacién tampoco es demostrable.

Necesitamos:
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”
Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.
Por lo tanto:

© es cierta, y no demostrable.

Como ¢ es cierta, su negacién tampoco es demostrable.

Necesitamos:

@ expresar matemdaticamente que una sentencia es “demostrable”.
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Principales ideas de la demostracién

Considere la oracién : “Esta oracidén no es demostrable”
Si @ fuese falsa, seria demostrable, y por lo tanto cierta.
Por lo tanto:

© es cierta, y no demostrable.

Como ¢ es cierta, su negacién tampoco es demostrable.

Necesitamos:

@ expresar matemdaticamente que una sentencia es “demostrable”.

@ escribir sentencias que se refieren a si mismas.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

23 / 45



Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:

I ) A ) ( ) ) 3 -
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Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
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Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
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Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma
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Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma
1(X)

—1(X)

IA(X)
~IA(X)
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Impresora de verdades

Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

e —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracion:
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —/A(—1A)
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
<= —IA(—/A) no es imprimible.
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
<= —IA(—/A) no es imprimible.
Si —IA(—IA) fuese falsa,
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
<= —IA(—/A) no es imprimible.
Si =IA(—/A) fuese falsa, serfa imprimible,
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
<= —IA(—/A) no es imprimible.
Si =IA(—IA) fuese falsa, serfa imprimible, y por lo tanto cierta.
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Impresora de verdades
Consideremos una maquina que imprime secuencias usando los caracteres:
I ) A ) ( ) ) 3 -

Si la maquina imprime una sequencia, decimos que la sequence es imprimible.
Dada una sequencia X, la auto-aplicacion de X es la sequencia X(X).
Llamamos de sentencia a las secuencias de la siguiente forma

e /(X) cierta si X es imprimible

e —/(X) cierta si X no es imprimible

o IA(X) cierta si la auto-aplicacién X es imprimible

o —/A(X) cierta si la auto-aplicacién X no es imprimible
Teorema: Si toda sentencia imprimible es cierta, hay una cierta no imprimible.)

Demostracién: —IA(—IA) es cierta <= la auto-aplicacién —/A no es imprimible
<= —IA(—/A) no es imprimible.
Si =IA(—IA) fuese falsa, serfa imprimible, y por lo tanto cierta.
Observacién: IA(IA) es cierta <= es imprimible
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Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible
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Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible

En Python:
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Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible

En Python:
quine = 'quine =Y%r \nprint quine?%?Y% quine’
print quine’ quine
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Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible

En Python:
quine = 'quine =Y%r \nprint quine?%?Y% quine’
print quine’ quine

En espaiiol:
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Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible

En Python:

quine = 'quine =Y%r \nprint quine?%?Y% quine’
print quine’ quine

En espaiiol:

Imprime la siguiente frase dos veces:
Imprime la siguiente frase dos veces:

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 25 / 45



Quines: Programas que se imprimen a si mismos

Observacién: IA(/A) es cierta <= es imprimible

En Python:

quine = 'quine =Y%r \nprint quine?%?Y% quine’
print quine’ quine

En espaiiol:

Imprime la siguiente frase dos veces:
Imprime la siguiente frase dos veces:

iEn cédigo genético?
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Aritmetizacién de la ldgica
Asignemos un nimero a cada caracter:

+ =0v 7 & =V ()
0 1 23 45 6 7 809
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Aritmetizacién de la ldgica
Asignemos un nimero a cada caracter:

+ =0v 7 & =V ()
0 1 23 45 6 7 809

y luego un niimero a cada secuencia de caracteres:

Vv=vV=v/(v/ + v = 0)
73.676.348.450.319
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Aritmetizacién de la ldgica
Asignemos un nimero a cada caracter:

+ =0v 7 & =V ()
0 1 23 45 6 7 809

y luego un niimero a cada secuencia de caracteres:

Vv=vV=v/(v/ + v = 0)
73.676.348.450.319

Ejemplo Sea And(n, m, k) : la formula que dice 0 = 0,&0,
Ji,a,b (10071 < m< 10/ & k=nx 10+ +5 x 10" + m)
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Aritmetizacién de la ldgica
Asignemos un nimero a cada caracter:

+ =0v 7 & =V ()
0 1 23 45 6 7 809

y luego un niimero a cada secuencia de caracteres:

Vv=vV=v/(v/ + v = 0)
73.676.348.450.319
Ejemplo Sea And(n, m, k) : la formula que dice 0 = 0,&0,
Ji,a,b (10071 < m< 10/ & k=nx 10+ +5 x 10" + m)
Lema: Existe formulas ¢pr(x) y ¢p(x) de la aritmética tales que:

® wpr(n) <= n es el cédigo de una formula bien formada
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Aritmetizacién de la ldgica
Asignemos un nimero a cada caracter:

+ =0v 7 & =V ()
0 1 23 45 6 7 809

y luego un niimero a cada secuencia de caracteres:

Vv=vV=v/(v/ + v = 0)
73.676.348.450.319

Ejemplo Sea And(n, m, k) : la formula que dice 0 = 0,&0,
Ji,a,b (10071 < m< 10/ & k=nx 10+ +5 x 10" + m)

Lema: Existe formulas ¢pr(x) y ¢p(x) de la aritmética tales que:
® wpr(n) <= n es el cédigo de una formula bien formada
° pp(m) <= m=2m.3m. .pky
ng, ..., ng son cédigos de formulas en una demostracién formal.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 27 / 45



Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre
- x es una variable ligada
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre
- x es una variable ligada

Escribimos ¢(y) para enfatizar que y es libre,
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre
- x es una variable ligada

Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada

Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.

Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada
Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada

Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
Sea 0}(x), 0}(x), 03(x), ... una enumeracién de las formulas con una variable libre.
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—
y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre
- x es una variable ligada
Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.

Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
Sea 0}(x), 0}(x), 03(x), ... una enumeracién de las formulas con una variable libre.

Lema: Hay una férmula Rem(m, k, n) es cierta sii 6, es 0% (k). J
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada

Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
Sea 0}(x), 0}(x), 03(x), ... una enumeracién de las formulas con una variable libre.

Lema: Hay una férmula Rem(m, k, n) es cierta sii 6, es 0% (k). J

Lema: Si I es aritméticamente definible,
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada

Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
Sea 0}(x), 0}(x), 03(x), ... una enumeracién de las formulas con una variable libre.

Lema: Hay una férmula Rem(m, k, n) es cierta sii 6, es 0% (k). J

Lema: Si I es aritméticamente definible, (i.e. existe formula 1 tal que T = {0y : 9(k)})
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Enumeracion de las sentencias

La formula ¢ dada por Ix(x +y = 1) es ciertaen (N: 0,1, 4, xX) <—

y toma los valores 0 o 1.
- y es una variable libre

- x es una variable ligada
Escribimos o(y) para enfatizar que y es libre, y ¢(t) al remplazar y por t.
Las formulas que no tienen variables libres se llaman sentencias.

Sea 6g, 01,05, ... una enumeracién de todas las sentencias.
Sea 0}(x), 0}(x), 03(x), ... una enumeracién de las formulas con una variable libre.

Lema: Hay una férmula Rem(m, k, n) es cierta sii 6, es 0% (k). J

Lema: Si I es aritméticamente definible, (i.e. existe formula 1 tal que T = {0y : 9(k)})
hay una férmula Prr(p, n) que es cierta sii

p es el cédigo de una prueba de 8, a partir de I'.
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,
e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')
tenemos que:

- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracion:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:
recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
Sea e el punto fijo de ¢:
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
Sea e el punto fijo de ¢: (e <= —3p Prr(p,e)).
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
Sea e el punto fijo de ¢: (e <= —3p Prr(p,e)).
0. es cierta sii 8. no es demostrable en I’
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
Sea e el punto fijo de ¢: (e <= —3p Prr(p,e)).
0. es cierta sii 8. no es demostrable en I’
. tiene que ser cierta, no demostrable,
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Teoremas de incompletitud de Godel, 1931

Lema: Para toda formula aritmética (x), existe e € N, tal que b — ap(e)J

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,

e [ es verdadero

e [ es aritméticamente definible

(hay una formula aritmética que puede identificar las sentencias en I')

tenemos que:
- I es incompleta (hay una sentencia ¢ tal que T I/ o y T/ =p).

Demostracién:

recordemos que Prr(p, n) dice: p es el cédigo de una prueba de 6, a partir de I'.
Sea p(x) la formula =3p Prr(p, x): “La sentencia 0, no es demostrable en I'".
Sea e el punto fijo de ¢: (e <= —3p Prr(p,e)).
0. es cierta sii 8. no es demostrable en I’
0. tiene que ser cierta, no demostrable, y no refutable.
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracién del teorema:
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de 61(x),
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de 01(x), i.e. O, <= Ox(x).
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de 01(x), i.e. O, <= Ox(x). A()
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracién del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).
recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).
Sea a(x) el cédigo de 01(x), i.e. O, <= Ox(x). A()
Sea f el cédigo de ¢(a(x)),

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 29 / 45



Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracién del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).
recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).
Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()
Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracién del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).
recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).
Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()
Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
0t(x) es 3y (Rem(x,x,y) & ¢(y))
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()

Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
0t(x) es 3y (Rem(x,x,y) & ¢(y))

Sea e = a(f). A(FA
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()

Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
0t(x) es 3y (Rem(x,x,y) & ¢(y))

Sea e = a(f). A(FA

Concluimos que §, <=
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()

Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
0t(x) es 3y (Rem(x,x,y) & ¢(y))

Sea e = a(f). A(FA

Concluimos que e <= 0,r) <
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Autoreferencia

Lema: Para toda formula aritmética ¢(x), existe e € N, tal que
0o <= o(e)

Demostracion del teorema:
recordemos que A(X) — X(X), y que A(FA) — FA(FA).

recordemos también que Rem(m, k, n) dice que 6, es O%,(k).

Sea a(x) el cédigo de O%(x), i.e. O, <= Ox(x). A()

Sea f el cédigo de p(a(x)), i.e. O}(x) <= p(a(x)). FA(-)
0t(x) es 3y (Rem(x,x,y) & ¢(y))

Sea e = a(f). A(FA

Concluimos que 0 <= 0,5 <= 0}(f) —
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Segundo teorema de incompletitud

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,
e [ es consistente

e [ es computable
tenemos que:
- 't/ Con(T),
donde Con(I") es la sentencia aritmética —=3p Prr(p, ko),
donde 0y, es “0=1A0#1".

v

Con(T") que dice que no existe prueba de una contradiccién a partir de I'.
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Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
e [ contiene a la aritmética de Peano,
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e [ es computable

tenemos que:
- 't/ Con(T),
donde Con(I") es la sentencia aritmética —=3p Prr(p, ko),
donde 0y, es “0=1A0#1".

Con(T") que dice que no existe prueba de una contradiccién a partir de I'.

La demostracién requiere formalizar el primer teorema de incompletitud:
O sea, probar que PA+ Con(I') — —3p Prr(p, e0) donde PAF 6. <» —3p Prr(p, e).

SiTh Con(l) = I+ 0. = PAF 3p Prr(p,e) = PAF 0, = - —0, =

" es inconsistente.
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Jerarquia de teorias

Recordemos que
@ PA es la lista de axiomas de la aritmética de Peano
@ SOA es la lista de axiomas de la aritmética de segundo orden

@ ZFC es la lista de axiomas de la teoria de conjuntos
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@ SOA es la lista de axiomas de la aritmética de segundo orden

@ ZFC es la lista de axiomas de la teoria de conjuntos

PAF Con(ZFC) = Con(SOA) = Con(PA)

SOA puede demostrar que existe un modelo de PA.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

31/ 45



Jerarquia de teorias

Recordemos que
@ PA es la lista de axiomas de la aritmética de Peano
@ SOA es la lista de axiomas de la aritmética de segundo orden

@ ZFC es la lista de axiomas de la teoria de conjuntos

PAF Con(ZFC) = Con(SOA) = Con(PA)

SOA puede demostrar que existe un modelo de PA.
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Jerarquia de teorias

Recordemos que
@ PA es la lista de axiomas de la aritmética de Peano
@ SOA es la lista de axiomas de la aritmética de segundo orden

@ ZFC es la lista de axiomas de la teoria de conjuntos

PAF Con(ZFC) = Con(SOA) = Con(PA)

SOA puede demostrar que existe un modelo de PA.
Por lo tanto Con(PA) es demostrable en SOA, pero no en PA.

ZFC puede demostrar que existe un modelo de SOA.
Por lo tanto Con(SOA) es demostrable en ZFC, pero no en SOA.

Fenémeno empirico: Si Ty [ con conjuntos de axiomas naturales,
Con(l) = Con(l") o Con(l") = Con(r)J

Parte de mi investigacién ha estado dedicada a entender este fenémeno.
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La préxima charla

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
@ [ contiene a la aritmética de Peano,
@ [ es verdadero

o [ es aritméticamente definible

(hay una formula arithmética puede identificar las sentencias en ') ,

tenemos que:
- T es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que 't/ p y I I/ =p).
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La préxima charla

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
@ [ contiene a la aritmética de Peano,
@ [ es consistente (FTF0#£1A0=1),

o [ es computable

(hay un algoritmo que puede identificar las sentencias en ),

tenemos que:
- T es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que 't/ p y I I =p).

Esta versién requiere ideas de Rosser de 1936.
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La préxima charla

Teorema: Si I es una lista de axiomas tales que:
o [ contiene a la aritmética de Peano,
@ [ es consistente (FTF0#£1A0=1),
o [ es computable

(hay un algoritmo que puede identificar las sentencias en ),

tenemos que:
- T es incompleto (hay una sentencia ¢ tal que 't/ p y I I =p).

Esta versién requiere ideas de Rosser de 1936.

Teorema

No existe algoritmo que decida si una sentencia es demostrable o no. J
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Completitud, Incompletitud, e Indecidibilidad

Tercera Charla: Indecidibilidad
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Programa de Hilbert

Objetivo:
Encontrar un algoritmo que decida si un enunciado es demostrable o no.
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Objetivo:
Encontrar un algoritmo que decida si un enunciado es demostrable o no.
Teorema: Esto no es posible. J
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Programa de Hilbert

Objetivo:

Encontrar un algoritmo que decida si un enunciado es demostrable o no.J

Teorema: Esto no es posible.

Mds atn:

Los conjuntos
e P={neN:PAF0O,}y
e R={neN:PAF —0,}

son computablemente inseparables.
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Programa de Hilbert

Objetivo:

Encontrar un algoritmo que decida si un enunciado es demostrable o no.
Teorema: Esto no es posible. )
Mas atn:

Los conjuntos
e P={neN:PAF0O,}y
e R={neN:PAF —0,}
son computablemente inseparables.

Usaremos esto para demostrar
la version completa del primer teorema de incompletitud de Godel.
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Conjuntos definibles

Consideremos M = (N, ... : 0,1, +, x,...)
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Conjuntos definibles
Consideremos M = (N, ... : 0,1, +, x,...)

Def: Decimos que A C N es definible en M si hay una formula ¢(x)
talque A={neN: M| cp(n)}J
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En particular,
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Consideremos M = (N,...: 0,1, +, %, ...)

Def: Decimos que A C N es definible en M si hay una formula ¢(x)
talque A={neN: M | cp(n)}J
Teorema: (“Indefinibilidad de la verdad” de Tarski)
Thy ={neN: M = 0,} no es definible en MJ

En particular,
e el conjunto de sentencias verdaderas en (N : 0,1, +, x)
no es definible en (N : 0,1, 4+, x).
e El conjunto de sentencias verdaderas de la teoria de conjuntos
es un poco mas problematico...

Observacién: Si T es definible, también loes Pr = {n e N: T I 6,}. J

Por lo tanto Ppa # Thy.
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Qué es un algoritmo?

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 36 / 45



Qué es un algoritmo?

Definicién: Una funcién f: N — N es computable
si existe un programa que, con entrada n, devuelve f(n).J
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Un conjunto A C w es computable si su funcién caracteristica x4: N — {0,1} es computable.

Tesis de Church-Turing [1930's]: Esta definicién es independiente del
lenguaje, y captura exactamente la nocién de algoritmo. }
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Tesis de Church-Turing [1930's]: Esta definicién es independiente del
lenguaje, y captura exactamente la nocién de algoritmo. J

Ejemplos: Los siguientes son computables:
e El conjunto de nlimeros primos.
e La sequencia de los digitos de 7.

e El conjunto de los programas escritos correctamente.
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Qué es un algoritmo?

Definicién: Una funcién f: N — N es computable

si existe un programa que, con entrada n, devuelve f(n).J

Un conjunto A C w es computable si su funcién caracteristica x4: N — {0,1} es computable.

Tesis de Church-Turing [1930's]: Esta definicién es independiente del
lenguaje, y captura exactamente la nocién de algoritmo.

Ejemplos: Los siguientes son computables:

e El conjunto de nlimeros primos.

e La sequencia de los digitos de 7.

e El conjunto de los programas escritos correctamente.

Pregunta: j Porque restringirnos solamente a N?
Todo objeto finito puede ser codificado con un nimero.
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Definicién: Una funcién f: N — N es computable

si existe un programa que, con entrada n, devuelve f(n).J

Un conjunto A C w es computable si su funcién caracteristica x4: N — {0,1} es computable.

Tesis de Church-Turing [1930's]: Esta definicién es independiente del

lenguaje, y captura exactamente la nocién de algoritmo.

Ejemplos: Los siguientes son computables:

e El conjunto de nlimeros primos.

e La sequencia de los digitos de 7.

e El conjunto de los programas escritos correctamente.

Pregunta: j Porque restringirnos solamente a N?
Todo objeto finito puede ser codificado con un nimero.

Ej: (a1, ..., an) puede ser codificada como 2% - 3% .5% . . pan,
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Ejemplos de conjuntos no computable

El problema de la palabra: Consideren los grupos definidos a partir de una
cantidad finita de generadores y de relaciones entre los generadores.
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El problema de la palabra: Consideren los grupos definidos a partir de una
cantidad finita de generadores y de relaciones entre los generadores.

El conjunto de pares (generadores, relaciones), de groupos no-triviales no
es computable.

Variedades simplemente conexas: El conjunto de triangulaciones de
variedades simplemente conexas no es computable.

El décimo problema de Hilbert: El conjunto de polinomios en Z con varias
variables y con raices en Z no es computable.
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Ejemplos de conjuntos no computable

El problema de la palabra: Consideren los grupos definidos a partir de una
cantidad finita de generadores y de relaciones entre los generadores.

El conjunto de pares (generadores, relaciones), de groupos no-triviales no
es computable.

Variedades simplemente conexas: El conjunto de triangulaciones de
variedades simplemente conexas no es computable.

El décimo problema de Hilbert: El conjunto de polinomios en Z con varias
variables y con raices en Z no es computable.

El problema de la detencion: (al que llamaremos K)
El conjunto de programas que paran no es computable.
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Teorias decidibles

Lema: Si [ D PA es consistente, computable, y completo,
I es decidble, J
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Teorias decidibles

Lema: Si [ D PA es consistente, computable, y completo,
I es decidble, es decir Pr ={n e N: T+ 0,} es computabIeJ

Pr: Dado n buscar, una por una, una demostracién de ' 6, o I' - —6,,.

Las siguientes listas de axiomas son consistentes, decidibles y completas:

@ Axiomas de cuerpo algebraicamente cerrados de caracteristica p.
@ Axiomas de cuerpo real cerrado ordenado.
@ Aritmética de Presburger, Th(N : 0,1, +)

La Teoria de Modelos es un area de la légica que estudia listas de axiomas
con este tipo de limitaciones y busca formas de explotarlas.
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El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....
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El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). ]
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El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Py

.....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). J

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N2 : P.(n) |}. )

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 39 /45



El problema de la dentencién

.....

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Py

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x).

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}.

Teorema: [Turing 36] K no es computable.

Prueba:
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@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x).

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}.

Teorema: [Turing 36] K no es computable.

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
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El problema de la dentencién
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Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Py

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x).

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}.

Teorema: [Turing 36] K no es computable.

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:

Con entrada n:
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El problema de la dentencién

.....

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Py

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x).

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}.

Teorema: [Turing 36] K no es computable.

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n:

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

39 / 45



El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x).

Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}.

Teorema: [Turing 36] K no es computable.

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023

39 / 45



El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). J
Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}. J
Teorema: [Turing 36] K no es computable. )

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.
- Si si, entrar en loop infinito.
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Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). J
Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}. )
Teorema: [Turing 36] K no es computable. J

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.

- Si si, entrar en loop infinito.
Sea g tal que P, es este programa.
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Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.

- Si si, entrar en loop infinito.
Sea e tal que P, es este programa. Luego
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El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). J
Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}. )
Teorema: [Turing 36] K no es computable. J

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.

- Si si, entrar en loop infinito.
Sea e tal que P, es este programa. Luego
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El problema de la dentencién

Consideremos una enumeracién de todos los programas Py, Pi,....

@ P.(n) ] denota que P, con entrada n eventualmente se detiene.

@ P.(n) {= m denota que al detenerse, devuelve m.

Teorema: [Turing 36] Existe un programa U(e, x) tal que U(e, x) = Pe(x). J
Definicién: El problema de la dentencién es K = {(e, n) € N?: P.(n) |}. )
Teorema: [Turing 36] K no es computable. J

Prueba: Asumiendo que si, definimos el siguiente programa:
- Chequear si (n,n) € K
Con entrada n: - Si no, detenerse.

- Si si, entrar en loop infinito.
Sea e tal que P, es este programa. Luego

Pe,(e0) se detiene <= (eg, e9) € K <= Pg,(ep) no se detiene.
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Arithmetiazién de la computacion
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Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que
P.(n) | <= Prog(e, n)
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Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((so, h), (51, h), (52, k), ...(sk, Ik)), tal que,
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Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((so, h), (51, h), (52, k), ...(sk, Ik)), tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
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Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((so, h), (51, h), (52, k), ...(sk, Ik)), tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
- 5o es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
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Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e,n) <= PAF Prog(p, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((so, h), (51, h), (52, k), ...(sk, Ik)), tal que,

- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
- 5o es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
- ejecutando la linea /; de P, uno pasa de s; a Sj41
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Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e,n) <= PAF Prog(p, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((s0, h), (51, h), (52, ), ...(sk, I)}, tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
So es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
- ejecutando la linea /; de P, uno pasa de s; a Sj41
la linea I, de P, contiene la instruccién de detenerse.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 40 / 45



Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e,n) <= PAF Prog(p, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((s0, h), (51, h), (52, ), ...(sk, I)}, tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
So es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
- ejecutando la linea /; de P, uno pasa de s; a Sj41
la linea I, de P, contiene la instruccién de detenerse.

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 40 / 45



Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e,n) <= PAF Prog(p, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((s0, h), (51, h), (52, ), ...(sk, I)}, tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
So es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
- ejecutando la linea /; de P, uno pasa de s; a Sj41
la linea I, de P, contiene la instruccién de detenerse.

Corolario: P ={n € N: PAl 0,} no es computable. ]

Antonio Montalban (U.C. Berkeley) Completitud-Incompletitud-Indecidibilidad Diciembre 2023 40 / 45



Arithmetiazién de la computacion

Teorema: Existe una formula Prog(e, n) de la aritmética tal que

P.(n) | <= Prog(e,n) <= PAF Prog(p, n)

Pr: Prog(e, n) dice: 3((s0, h), (51, h), (52, ), ...(sk, I)}, tal que,
- cada s; codifica un estado de memoria y /; es la proxima linea de P, a correr,
So es la configuracién inicial con entrada n,y Iy =1
- ejecutando la linea /; de P, uno pasa de s; a Sj41
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Conjuntos computablemente inseparables

Definicion: A, B C N son computablemente separables sii
existe un conjunto computable C talque AC Cy BC N~ C. J
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Incomplititud — versién completa
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Pr: Si I fuese completo, Pr seria separador computable de Py R.
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