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INTRODUCCION

EL ALGEBRA LINEAL es una parte esencial de las matematicas tanto
por su contenido conceptual como por sus amplias aplicaciones a otras
areas de las matemadticas y a otras ciencias, en especial, a la fisica, la
biologfa, la economia y a las ciencias sociales.

En matemdticas, el dlgebra lineal forma parte de los cursos basicos
que se imparten en todo el mundo. En general, en estos cursos se de-
sarrollan los conceptos fundamentales de matriz, espacio vectorial y
transformacién lineal, valores propios y formas normales. Pero algunos
temas fundamentales se dejan a un lado por falta de tiempo, y es asi
como muy pocas aplicaciones de la teoria pueden ser contempladas. El
presente texto procura cubrir un poco esta laguna.

Este libro estd dirigido a estudiantes que hayan llevado ya algin
curso de dlgebra lineal. En particular, se supone que se conocen los
conceptos fundamentales antes mencionados. Nuestro propdsito es es-
tudiar con alguna amplitud algunos temas que no se consideran en los
cursos bdsicos de licenciatura en matematicas y que tienen una impor-
tante gama de aplicaciones tanto en otras ramas de las matemdticas
como en otras ciencias. Creemos que todos los temas tratados son de
caradcter fundamental, es decir, que todo matematico deberia conocer.

A pesar de que la mayor parte de los temas de este libro no son
tratados en los cursos bésicos, el material de este libro es elemental.
El texto estd dirigido a estudiantes que cursan la segunda mitad de
una carrera de ciencias. Creemos que este libro puede ser leido por
un estudiante que ha llevado los cursos introductorios de célculo y
lgebra lineal. También puede considerarse este libro como un texto
para un curso de dlgebra lineal avanzada, es decir, un curso de los
iltimos semestres de licenciatura o los primeros de maestria donde,
a un ritmo més intenso, pueda cubrirse una cantidad importante de
material contando con una mayor madurez por parte de los estudiantes.

Hemos hecho un especial énfasis en las aplicaciones de la teoria,
presentamos aplicaciones a problemas de fisica, quimica, biologia y
economfa. Creemos que este texto también puede ser leido con pro-
vecho por estudiantes de carreras cientificas que estén interesados en
aplicaciones de la teoria desarrolladas con el rigor propio de las ma-
tematicas.
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INTRODUCCION 1

parte, no presentan aplicaciones. Hay algunos libros que hacen especial
énfasis en las aplicaciones, como el de Noble y Daniel, o el de Strang,
pero no exponen adecuadamente la parte tedrica. El libro de Huppert,
ademas de la dificultad idiomadtica, es muy extenso. Hay también algu-
nos excelentes libros que sélo tratan alguno de los temas trabajados en
este texto: el de Minc y el de Berman-Neumann-Stern tratan matrices
no negativas, el de Cvetkovié-Doob-Sachs trata la teoria espectral de
graficas. El presente texto pretende estar a medio camino entre todas
estas obras: en primer lugar es un libro para un curso de un semestre;
en segundo lugar, explica la teoria requerida en forma completa y rigu-
rosa, presentando también multiples aplicaciones y ejercicios; en tercer
lugar, no se especializa en un solo tema, intenta mas bien presentar
una serie de temas y sélo los elementos de aplicaciones mds profun-
das a las que el lector podré acceder posteriormente en otros libros o
articulos especializados. Finalmente, algunos de los temas tratados no
han aparecido antes en forma de texto. Por ejemplo, algunos de los
resultados sobre M-matrices del capitulo II, el Teorema de Birkhoff-
Vandergraft del capitulo IV, y algunas consideraciones sobre los dia-
gramas de Dynkin en el capitulo V han sido elaborados a partir de
los articulos originales. Por otro lado, algunos temas considerados en
el texto siguen el tratamiento dado en los libros antes citados: el Teo-
rema de Perron-Frobenius sigue el tratamiento de Gantmacher; varios
ejemplos (matrices estocésticas, el péndulo miltiple) siguen a Huppert;
los teoremas de entrelazamiento del capitulo III se basan en Horn y Jo-
hnson; algunas partes del capitulo V siguen a Cvetkovié-Doob-Sachs.
El presente texto es el resultado de las notas de un curso semestral de
algebra lineal avanzada que he impartido varias veces: en 1988 y 1992
en la Facultad de Ciencias dela UNAM y en 1993 en la Universidad de
Ziirich en Suiza. En octubre de 1992, la escritura de este libro fue apo-
yada con una Catedra de Excelencia del Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologia. Agradezco aqui a todos los estudiantes de mis cursos sus
comentarios e interés y a las instituciones el haberme permitido poner
en marcha el curso y su consecuencia: este libro. Agradezco a Martha
Takane la realizacién del trabajo que permitié el esclarecimiento de al-
gunos puntos del Teorema de Birkhoff-Vandergraft, asi como algunos
otros en el capitulo V. A Mary Glazman algunos comentarios acerca
del modelo de Leontief. A mis estudiantes Edith Adan y Maria Elena
Gallardo agradezco la cuidadosa lectura de versiones previas del libro.
Finalmente, agradezco a Gabriela Sanginés la laboriosa mecanografia
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NoTaciéN Y ALGUNAS CONVENCIONES
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I. LA FORMA CANONICA DE JORDAN

INTRODUCCION

EN ESTE CAPITULO k denota un campo.
De nuestros estudios de dlgebra lineal elemental sabemos que la re-

presentacién de una transformacidn lineal del espacio k" en s{ mismo
depende de la base elegida. De manera que si consideramos dos bases
diferentes para este espacio, la transformacién dada tendra una repre-
sentacién diferente. jPero esencialmente se trata de la misma matriz!
Diremos que dos matrices A y B que representan la misma trans-
formacidn lineal en diferentes bases del espacio son similares. La si-
milaridad de matrices determina una relacién de equivalencia en el
conjunto de matrices cuadradas M, (k). Por tanto, M, (k) se parte en
clases de equivalencia. Las matrices en una misma clase de equiva-
lencia comparten propiedades importantes: tienen la misma traza, el
mismo determinante y los mismos valores propios. Pero el compartir
estas propiedades no hace a dos matrices similares. Por ejemplo, las

matrices 0 1 0 0

comparten todas las propiedades consideradas, pero no son similares
(en efecto, la dnica matriz similar a la matriz 0 es ella misma).

Una idea esencial es tratar de encontrar un representante sencillo
de cada clase de equivalencia en M, (k). Si tenemos un sistema de
representantes, para saber si dos matrices dadas son similares bastaria
con comparar los representantes de sus clases de equivalencia. Surgen
por supuesto aqui varios problemas: en primer lugar, jqué quiere decir
“sencillo”?; en segundo lugar, tendremos que ver si para una matriz
dada es posible calcular el representante de su clase de equivalencia.
La solucién de este problema que expondremos en este capitulo son las
formas candnicas de Jordan.

Las formas candnicas de Jordan son un conjunto de matrices “casi
diagonales” que permiten establecer las propiedades fundamentales de
la clase de equivalencia correspondiente en M, (k) en un vistazo. La
construccién de las formas de Jordan sera explicada en este capitulo en
dos partes. Primeramente consideraremos el caso en que el campo base

13
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k es algebraicamente cerrado. Luego consideraremos el caso general.
Por supuesto, 1a Prueba del caso genera] vale para el caso algebrai-
Camente cerrado; este caso se considera, separadamente por razones
didacticas: algunos argumentos son mas claros y la forma de las ma-
trices obtenidas es mejor conocida.

En las tltimas secciones del capitulo examinaremos algunas aplica-
ciones “tedricas” del teorema de la base de Jordan. Entre otras cosas

1. SIMILARIDAD: UN CONCEPTO BAsIco

1.1. Una matriz 4 se djce similar a la matriz B (¥ escribimos 4 ~ B
en caso de que exista una, matriz invertible P ta] que A = PBP™? Fs
facil ver que ~ es una relacién de equivalencia,

Hay propiedades de las matrices que son invariantes bajo similari-
dad, esto es, si 4 ~ B ¥ A tiene la propiedad entonces B también la

tiene; por ejemplo, si A ~ B ¥ A es invertible entonces B es también
invertible.

2X*-1=

es invariante por similaridad,

Una funcién f definida en matrices se llama invariante por similg-
ridad (o simplemente invariante) si f(4) = f(B) para cualquier par
de matrices similares A ~ B, Por ejemplo, el determinante ¥ la traza
son funciones invariantes,

FEjercicios
1. Demuestre que la similaridad ~ es una relacién de equivalencia,

2.a) Si I, es la matriz identidad n x n, muestre que Al es la dnjca
matriz similar a AL, para cualquier ) € .

LA FORMA CANONICA DE JORDAN 15

b) Si A es la dnica matriz similar a A, demuestre que A = AL

alguna A € k. . .
palr}a Degmuestre que si A ~ B, entonces Ay B tienen los mismos valores

ropios. . ,
d 41.) Sea g(t) € k[t] un polinomio con g(t) = a, + a, + - - + a,t°. Para

cualquier matriz A, definimos la matriz
g(A) =a, ], + a, A+ - +a,A"

-1
Demuestre que si A = PBP™!, entonces g(A) = Pg(B)P™. O sea,

~ B implica g(A) ~ g(B). _
A 5 Demlll)estre (gue tanto el determinante como la traza son funciones

invariantes. '
mvg Una matriz A se llama nilpotente si A° = 0 para alguna s > 1.

Muestre que la nilpotencia es una propiedad invariante por similaridad.

iguiente:
1.2. Una forma general de intentar resolver un problema es la,’31gu1e§llo
an i ero mas sen
oblema en uno equivalente p 0
transformamos nuestro pr . : o
€go vemos q
esta forma equivalente y lu
de resolver, lo resolvemos en Ui ! '
e esta forma que
i i6 el problema original. Es
nos dice esta solucién sobre ok
se usa la similaridad para resolver problemas. Veamos 'unAi%e d(p;nde
Se desea calcular el valor de las entradas de la matriz ,

6 2
4=[3 3]
en el campo base Z,.

i A illa. Por ejem-
Paso 1: Encontramos una matriz B ~ A, pero més sencilla. Po 3]

11 .
plo, para P = [2 1] se tiene

p=rar=[o ][5 3]z 3] =[5 9

Paso 2: Se resuelve el problema (m4s sencillo) para B.

En el ejemplo,
3 0]_[2 0
B20=[0 1]‘[01'
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Paso 3: Se resuelve el problema original con base en la solucién obte-
nida para B. Asi,

20 _ —1y\20 _ 20p-1 _ (1 1 2 0 61._01
eeemrr ][22 1)

Por supuesto, el primer problema al usar este procedimiento es que
no es evidente (y a veces tampoco ficil) cémo elegir la matriz B con-
veniente. Puede suceder que no exista una matriz B que haga mds
sencillo el problema. En nuestro ejemplo el problema se simplificaba
porque la matriz B era diagonal.

1.3. Una matriz A se llama diagonalizable si existe una matriz diagonal
B que es similar a A.

Si A~ By B es una matriz diagonal, probablemente nos sea itil
B para aplicar el proceso expuesto en (1.2). Pero, ;cémo sabemos si A
es diagonalizable?, y si lo es, jcédmo calculamos una, matriz diagonal B
similar a A7

En primer lugar observemos que no todas las matrices son diagona-
lizables. En efecto, la matriz

S [
A= o 1]
no es diagonalizable. Supongamos que A ~ B, entonces A y B tienen

los mismos valores propios. Siendo (z — 1)* el polinomio caracteristico
de A, entonces si B es diagonal, sélo puede ser

5=[o 1]

Ademis, como A = PBP~! = Pp-' — I, entonces 1 = 0, lo que es
una contradiccién.

Sin embargo, hay algunos casos donde los valores propios nos indican
si una matriz es diagonalizable.

Lema. Sea A una matriz n X n. Entonces A es diagonalizable si y sdlo
si k™ tiene una base formada por vectores propios de A.

Demostracin: Supongamos que {v,,... »V, } forma una base de k" y
que Av; = \;v; para alguna \; € k,i=1,.. .

3
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Formemos la matriz P cuya i-ésima columna es el vector v,;. Por
supuesto P es invertible.
Luego,

P7'AP = P7'[Av,,...,Av,]

= P7'Av,..., A\ v,] = PTYPA = A,
donde A es la matriz

A= ..

0 A,

(notacion: A = diag(A,,...,A,)). .
Para el converso, supongamos que P"'AP = A y A es una matriz

diagonal. Entonces AP = PA. Si llamamos v; a la i-ésima columna de

P, tenemos Av; = Av;, donde A = diag(},,...,A,). Claramente, los
vectores v,,...,v, forman una base de k". o

1.4. Proposicién. Si A tiene todos sus valores propios diferentes,
entonces A es diagonalizable.

Demostracidn: Supongamos que J,,..., )\, son los valores propios de A

yque A; # A;sii # j. Paracadai =1,...,n, elegimos un vector 0 # v;

con Av; = Av;. Deseamos demostrar que los vectores v,,...,v, son

linealmente independientes. Supongamos que no lo son, es decir, que
n

hay una combinacién lineal }~ p;v; = 0, donde no todas lassui € k son
i=1

cero. Renumerando los vectores v;, podemos suponer que > mv; =0

=1
con2<s<nyp; €k\{0}; ademds, podemos elegir s minima posible.
Tenemos entonces

0=4 (Z #;U;) = Z piAv; = Z BiAv;.
i=1

1=1 t=1
Luego,
$—1
Do = A =0,
i=1

y por ser s minima posible, se sigue que p, (A, —A,) = 0y que A, = A,.
Y ello es una contradiccién. o
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Ejercicios

1. Demuestre que si A es una matriz diagonalizable de tamafio n x n y
X ,(t) = det (I, — A)

es el polinomio caracteristico de A, entonces x,(4) = 0. (Este es un
caso especial del Teorema de Cayley-Hamilton, que estudiaremos mds
adelante.)

2. Sea A una matriz 2 X 2 con coeficientes reales. Supongamos que
A es similar a la matriz diagonal B = diag (A, p) y que [A},|g| < 1.
Calcule entonces Jim A" (jexiste?).

—00

3. Muestre que el converso de (1.4) es falso.

4. Supongamos que A es diagonalizable y sean Ay« ..y A, sus valores
propios. Fijamos un vector z(%) en k" y definimos

Az(9) = g(s+1)

para todo s > 0. Demuestre que hay escalares a,,...,a, tales que

n
a:f') = ) a;Aj, para toda s > 0 (lo mismo para los otros indices
i=1

i#1).

1.5. Sea V un k-espacio vectorial. Sea ¢:V — V una transformacién
lineal. Dada una base B = {v;,...,v,} de V, podemos construir la
matriz de representacion A(p,B) de ¢ respecto a la base B: para
ello, consideramos la imagen de cada basico bajo ¢, p(v;) = f: a;;v;

3 rd . j=1
(cuidado con el orden de los indices); entonces A = A(y, B) es la matriz
nXxXn, A= (a],)

La matriz de representacién A(y, B ) satisface la siguiente propiedad:
dado un vector z € V, consideramos las descomposiciones:

2= E z,-Bv,' Yy ¢(2)= Z go(z)?v'-, con zf’, qp(_z)? €k,

=1 i=1

tenemos

LA FORMA CANONICA DE JORDAN 19

3 (Z aj;z,-B) 0= Peoio) = o(2) = 3 w(:)Pus,

1= 1=1

n
lo que implica que 3° aj,-zf = (,a(z)f para cada j =1,...,n.
1=1

De manera equivalente, A28 = ¢(2)B, donde 2P es el vector con
entradas z?2.

Conversamente, dada una matriz A € M, (k), podemos construir un
morfismo lineal ¢: k™ — k™ de forma que A(p, B,) = A, donde B, es la
base candnica. En efecto, si 2 = (2;) € k", definimos ¢(z) = Az € k™.

Dadas dos bases B,B’ de V, se puede definir una matriz n X n
invertible T tal que T(vB') = v® para cada v € V. La matriz T se
lama matriz de cambio de base. Para ello, llamamos B = {v,,...,v,}

y B' = {w,,...,w,}. Construimos los n vectores w? € k™. Definimos
T como la matriz cuyas columnas son los vectores w? (notacién: T =
[wB,...,wB)). Para verificar la propiedad deseada, es suficiente ver que

T(w;B') = wP, pero esto se cumple inmediatamente ya que w,-f" es el

i-ésimo vector e; de la base canénica de k™.
Consideremos otra vez el morfismo lineal ¢:V — V. Tenemos,

A(p, B)T® = A(p, BY® = (v)P = Tp(v)®" = TA(p, B')?,

para cada v € V. En forma equivalente, A(p, B) = TA(p, B')T™*, es
decir, las matrices A(p, B) y A(y, B’) son similares.

Ejercicios

1. Considere la transformacidn lineal ¢: R®* — R?, que envia los vecto-
res (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) en los vectores (1,1,0), (1,2,1) y (0,2,1),
respectivamente. Calcule la matriz de representacién A(p, B) con res-
pecto a la base B, donde :

a) B = {(1,0,1),(1,1,1),(2,1,1)},

b) B = {(1,0,1),(0,0,1),(3,2,1)}.

2. Sea V el k-espacio vectorial formado por todos los polinomios en
la variable ¢ y de grado menor o igual a 4. Considere la transformacién
lineal p:V — V dada por la derivacién formal de polinomios. Calcule
la matriz de representacién A(yp, B) en la base canénica de V.
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2. LA FORMA DE JORDAN SOBRE CAMPOS ALGEBRAICAMENTE CERRADOS

Cf)mo hemos visto en (1.3), no todas las matrices son diagonalizables
(s_l lo fueran, no habrfa casi nada que hacer en la teorfa de matrices)
Sln' embargo, muchos problemas se pueden solucionar en una forma, )a.:
recida a la planteada en (1.2), aunque no tengamos matrices dia,gonalles
a la mano; nos basta contar con matrices suficientemente sencillas
Afortunadamente, siempre nos serd posible tener a mano las matrices
de Jordan. Fl'af.ra construirlas, procederemos en dog pasos; primeramente
en esta seccion supondremos que el campo base k es a,lgebmz'camente

2.1. Un bloque de Jordan Jn(A) es una matriz n x n de la forma

A1 0
., 1 d
0 A

esto es: (1) en la diagonal principal i
pal J,(X) tiene valor \: (2) en la dia-
gonal por encima de la diagonal princi 1 ti g N
las demds entradas tiene ce?os. s S () bl
El dnico valor propio de J. () ibi ié
e p n(A) es A. Podemos escribir también J, (1))

Una matriz de Jordan se constr i
uye por medio de bloqu
colocados en forma diagonal, como sigue: P

Jn1 (/\1) 0 “e 0
0 J,(%)
0 . 0
0 apc 0 Jn‘(,\s)

Esta matriz también se denota porJ, (A\)®J, (M@ J (A,)
2 N, 8/*

2.25‘ Tecfrema (Jordan). Sea V un k-espacio vectorial de dimensién
n. Jea p:V — V una transformacién lineal. Entonces eziste una base

B de V tal ; y
Jordan. al gque la matriz de representacion A(y, B) es una matriz de
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Una base como la dada en el teorema se llama base de Jordan para
¢. La matriz de representacién correspondiente se llama una forma de
Jordan de la transformacidén .

Puede haber muchas bases de Jordan para la misma transformacién
@. Por ejemplo, si ¢ = 1y, en cualquier base B de V, la matriz de
representacién A(p, B) = I,,, que es una forma de Jordan. (En efecto,
I,=J,(1)®-- & J(1))

Dividiremos la demostracién del teorema en varios pasos:

(1) Existe un polinomio £(t) € k[t] tal que £(¢) = 0.

(2) Sea £(t) un polinomio con £(p) = 0. Como k es algebraicamente
cerrado, §(t) = (2= A,)™ (¢ =A,)" -+ (t=A,)" con X; # A, para i # j.
Probaremos que:

(@) V=ker(p—A)" @ ---®ker(p— A,)".
(b) Cada espacio V; = ker(p — X;)™ es ¢ invariante, esto es,
e(V;) C V..

(3) Si  es nilpotente, entonces existe una base B tal que la matriz de
representacién A(yp, B) = J,, (0)® -+ © J,, (0) para algunos niimeros
Myy.ooyMy.

Probaremos en este momento que de (1), (2) y (3) se sigue el teo-
rema. En efecto, sean V; = ker (¢ — A;)"¢ los espacios definidos antes.

8
Para cualesquiera elecciones de bases B; de V;, se tiene que B = U B;
=1
es base de V. Como ¢(V;) C V;, resulta que la matriz de represen-
tacién A = A(p, B) tiene laforma A = A, ®---® A,, donde cada A, =
A(p;, B;) es la matriz de representacién del operador ¢; = ¢|:V; = V;.
Por otra parte, el operador ¢; — A1, es nilpotente (en efecto, (p; —

’\"lv,- )" = 0). Luego, por (3), poden;os elegir la base B; de V, de
forma que A(p; — /\,-lv'_,B;) = Jim,(0)®D - © J,-'m‘(',)(O). Entonces
A= ApiyB) = J; (X)) O -+ ® J,-'m'(x)(/\,-) y el resultado se sigue.O

En los siguientes parrafos demostraremos las afirmaciones (1), (2) y
(3), y con ello el Teorema de Jordan.

2.3. La primera afirmacién es muy sencilla. Basta con ver que el espa-
cio de todas las transformaciones lineales Hom,(V, V) tiene dimensién

. . 2
finita n’. Luego, las transformaciones 1 % ...,¢" no pueden ser
]
) 14 ) ’
2

n .
linealmente independientes. Si ) a;0' = 0 es una combinacién no
$=0 N

2
trivial de ellos, tenemos que para 0 # £(t) = Y a;t* € k[t], £(p) = 0.
=0
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Como una aplicacién del Teorema de Jordan probaremos después
que £(¢) se puede elegir como el polinomio caracteristico x (t).
¥

2.4. Procedamos ahora a demostrar la jercici
parte (2). Esto es un e
largo pero bastante sencillo. & i

En primer lugar, observemos que los polinomios
P = (=A™ y g(t)=(t=2)% . (t =)

no tienen divisores comunes. Entonces existen poli i

. polinomios a(t),b(1) €
kl[t] tales que a(t);r(t)+6(t)q(t) = 1. [Recordemos que esto se debe i r)lue
el anillo k] es de ideales principales; en efecto, el ideal P[] +q(t)k(2]
gene;?d'cé ptt)r p(t) y (r,r()t) también es generado por un polinomio ¢(t)
que divide tanto a p(?) como a ¢(2). Luego ¢(t) debe t ,
podemos elegirlo como ¢(t) = 1.] B e s e 0y

De aquf obtenemos a(yp) R
P(e) + b(p)a(v) = 1, 1t
un vector arbitrario v € V, (#)ale) RIS TR

v = p(e)(a(@)v) + q(@)(b()v).

En particular, si tomamos v € ker p(¥), tenemos v € Im
versamente, si v = g(p)(w) € Im ¢(p), entonces p()(v) = c.‘;'agi)i:u)cznﬂ
y se sigue que ker p() = Im ¢(¢p). Similarmente, ker ¢(¢p) = Im p(¢p) y
de aqui se obtiene que V = ker p(¢) +ker g(¢) y ker p(w)Nkerg(p) = 0
o en otras palabras V = ker p() @ ker q() = ker (¢ — A)™ @ ker q(w)j

Pt.:r otra parte, estd claro que ¢(kerg(y)) C kerg(¢) y para la
rest’rlcuén ¢ = ¢|:kerq(p) — ker ¢(¢), el polinomio q(t) satisface
¢(¢') = 0. Luego, por hipétesis de induccién, obtenemos (a).

2.5. Ain tenemos que demostrar la afirmacién (3). Esto es, dado

p:V — V lineal y nilpotente, digamos ¢*+* = 0, debemos construir

una base de Jordan para ¢. Consideremo igui
: . s las siguient
subespacios de V: i e cadenas de

(V)2 (V)2 (V)3 --- D (V)
0£V =kero D (V'Nep(V)) =V > (V°n*(V))

=V23...D(V0nsos(v))=vs‘
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Elijamos una base de V?, {e, ,... ¢, , }. Completémosla a una base
de Vi {e,1y-- 1€5m,1€5-1,19++r€5-1,n,_, }- COntinuamos el proceso

hasta producir una base de V° = ker ¢ de la forma
{eim:i=0,...,8,m=1,...,n,}.

Como cada e, pertenece a ¢'(V), podemos escribirlo como ¢, ,, =

o' ( fim) para algin f; , € V. Podemos visualizar el conjunto de vec-
tores asi construido de la siguiente manera:

fa,l fa,n,
‘P(.fs,l) ‘P(fs,n,) -fa—l,l .fa—l,n,_l
‘Pg(fs,x) V’a(fs,n,) ‘P(fs—x,x) “’(fs—l,n,_,) fs—z,l fa—z,n,_,
ﬁos_l(fa,l) Qas_l(fa,n,) ‘/’a_g(fa—l,l) ‘p’_a(fs—x,n'_‘), "'f1,1 fl,nl
‘/’s(fs,l) ‘Pa(fa,n,) Ws_l(fs—l,l) ‘p’—l(fa—x,n,_l) "'fo,l fo,no

En este momento contamos ya con los ingredientes para construir
nuestra base (de Jordan) de V.

Lema. Para cada t = 1,...,s, el conjunto de vectores {gpt(fj'm): con
j<iobiencon0 < j—-i<t<jym= 1,...,n;} constituye una
base de ker o'+,

Demostracion: En primer lugar, observemos que cada vector ¢( fim)
con j < 1o bien con j — i <t < j estd en efecto en ker o',
Calculemos: si 0 < 7 — i < ¢, se tiene

P (fim) = @ (fim)
= ¢ 0 (fim) = @ T p(ejm) = 0;
si j <1, se tiene
e (P Sim) = 90 p(ejm) = 0.
Probaremos el resultado por induccién sobre .

Para i = 0, hay que demostrar que {(pj(fj,m):j > 0} constituye una
base de ker . Pero ésta fue la construccién que hicimos antes.
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Supongamos demostrado el resultado para ; —
P o et ey para ¢ — 1. Deseamos probarlo
ﬁIl.Enmnc:es (;:'(:c) EVne'(V)=viy podemos escribirlo en forma,
lca como ¢'(z) = ;gi Wi B 7 g:. Him @’ (f;m)- Luego el elemento
- 21

V=20 it " (fjm)

i>i

pertenece a ker ¢, indtas; : Wi —

g o S ‘?3‘? for la hipétesis de u?duccmn; podemos escribir
<Hijm P jm)y Para algunos coeficientes Bims € k, donde j

fr t sat:si:a:celzi J Sd% —lobienj+1-i<t< 7. De aqui se obtiene

a expresion deseada. La unicidad de esta ex rgs' ’

forma muy sencilla. presion puede probarse d,;

Ejercicios

1. Calcule una forma de Jordan para las matrices

G s (1)

0 2 1

2. Demuestre que si los bloque de J imi
T s ques de Jordan J,,(A) y J, () son simi-

3. Demuestre que J, () no es similar a J,(A) @ J,().

5.D ici 16 i
Lo 2e'r5n.uestre la unicidad de 1a expresion obtenida en la prueba del

2.6. El-lema a,mierior nos dice que los iltimos 7 renglones de 1a tabla
construida constituyen una base de ker o'*!, En particular los vectores
de la tabla constituyen una base B de kerp*t! = v/,

Cada columna de la tabla determina un bl
_ ) d
matriz de representacién A(p, B). En efecto, ue e Jordan de la

‘PSDi(f.',m) = 90j+1(f,-'m) sij<i
PO (fim) = ol m) = 0.
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3 g
Luego, tenemos que A(yp,B) = @ (@ J,-(O)). Con esto conclui-
Y 1

=0 m=
mos la demostracién de la afirmacién (3) y del Teorema de Jordan.

FEjercicios
1. Utilice el método de la prueba de (2.5) para construir una base de

Jordan para la matriz
0 1 1
( 0 0 1 ) .
0 00

2. El mismo problema para la matriz n X n,

011 0 o 0 1\
001 1 o0 0 0
000 1 1 =3
0 0

11

00 e 0 1
0 0 0
" )

2.7. Supongamos dadas una transformacién lineal :V — V y una
base B de V tal que la matriz de representacién A(¢,B) es de Jor-
dan. La forma de Jordan de ¢ en la base B estd determinada hasta
permutacién de los bloques J, (A), para cada n € N y cada \ € k.
Denotaremos por v(A,n) al nimero de bloques de Jordan J,()) que
aparecen en esta forma de Jordan de ¢.

Lema. El nimero v()\,n) no depende de la base de Jordan escogida.

Demostracion: Consideremos los nimeros
#(A,n) = dim[ker(p—A)NIm(p— A)""'] - dim[ker(¢~ A)NIm(p— A)"].

Afirmamos que ¥(A,n) = pu(A,n). Como el nimero (), n) no depende
de la base elegida, obtenemos el resultado.

Supongamos dadas dos bases de Jordan B y B’ de V y sean A =
A(p,B)y A’ = A(p, B') las matrices de representacién correspondien-
tes. Como el ndmero de valores propios y su multiplicidad no dependen
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de la base se tiene que v(An ) =% v(A,n, A’), donde v(A,n, A)
n n

es el nimero v(A,n) para la matriz A. Podemos entonces suponer que
A es el inico valor propio de ¢, o sea ¢ — Aly es nilpotente. Res-
tando A1y a ¢ podemos de hecho suponer que A = 0, o sea, que ® es
nilpotente.

Consideremos una matriz de Jordan A nilpotente. Nos basta ahora
demostrar que

v(0,n, A) = u(0, n, A)(= dim[ker A N Im A"7'] — dim[ker A N Im A")).

Como cada bloque de Jordan determina un subespacio invariante, re-
m
sulta que 4 es aditiva en los bloques, esto es, si A4 = @D a,J,(0) con
m 8=1 -
a, € N, entonces p(0,n,4) = Y a (0,7, J,(0)).
8=1

Pero observemos que

I sis<m-1,
dim [ker J,(0) N Im J,(0)™] = {
0 simc<s.

1 sin=g m
De donde, #(0,n, J,(0)) = ) - Luego, u(0,n, A) = > oa, =
0 sing#s s=1
v(0,n, A). x}

Debido a estos resultados, podemos decir que la forma de Jordan de
una transformacién ¢:V — V 0 depende de la base de Jordan de V

que se elija. Por ello nos permitiremos hablar de Iq forma de Jordan
de la transformacién ®.

Ejercicios

1. Sea J4(0) un bloque de Jordan con valor propio 0. Calcule las po-
tencias J,(0)™, las imdgenes Im J,(0)™ y el niicleo ker J4(0)

) l sis<m-1
2. Demuestre que dim [ker J5(0) NIm J,(0)™] =

0 sim<s

2.8. A lo largo del libro tendremos muiltiples ocasiones de utilizar el
Teorema de Jordan. Veremos aqui un primer ejemplo que ademas me-
Jora notablemente una afirmacién hecha antes, En efecto, en (2.3) de-

g 7
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i i linomio £(t) € k[t]
ue para cada n X n-matriz A existe un po () ¢ |
:ir:eo;;?ir:(c)ignsopmés n® con £(A) = 0. En realidad tenemos el siguiente:

Teorema (Cayley-Hamilton). Sea A una matriz n x n y sea x ,(t) su
polinomio caracteristico. Entonces x ,(A) = 0.

Demostracion: Supongamos que P"'AP = J es la forma de Jordan
asociada a A. Tenemos entonces

XA(A) = XA(PJP—I) = PXA(J)P—I.

Como ademas x (t) = xJ(t), solo hay que demostrar que x (J) = 0.
Claramente, si T J, @ J,, entonces x ,(J, & J,) = x,(J,) ® xJ(JQ_) g
x.(t) = x, (t)x, (t). Luego, basta con demostrar que XJ,(A)(JS(/\)) =

J Ja

1

para cada bloque de Jordan J,()). Pero XJ_,(A)(t) =({t-A)y sabemol;
que (J,(A) = AL)* = 0.

Dada la matriz A, el conjunto de polinomios
T4 = {p(t) € k{t]: p(A) = 0}

es un ideal de k[t], generado por un polinomio m () (ya que k[t] js

un anillo de ideales principales). Como x () € I, ent?fwes m (1)

divide a x ,(t). Si J es la forma de Jordan de A, también tenemos
A

que m (J) = 0, y en particular cada valor propio de A es una raiz de
m (t).AEn otras palabras,
A

X, (1) = (@ = A)" (= A)" - (1= A)™,
con \; £ A;sii#7,y
M (1) = (= M) (= ) (= A,

conl<m, <n;,i=1,...,s. . . Ly
El polintomioz;nA(t) se llama el polinomio minimal de A.
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FEjercicios
e 1. 3 1
-vea A= [0 2 o i
i U matriz real 3 x 3. Calcule el polinomio carac-

teristico x (1) y verif =
e X, (A)- Y verilique que x  (A) = 0. Calcule también el polinomio
2. S({a A como en el ejercicio anterior, Sea p(t) = t*4+4°-2; demuestre
‘c([:]zrezlste q(t) € k[t] de grado 2 tal que P(A) = ¢(A) ); calcule el
ol :(S;A)(.t)[iyt;ga: Use el algoritmo de la djvisién para expre;sar
= r(t) con 7(t) de g is 2; apli
s H’émilton.] r(t) de grado a lo mas 2; aplique el Teorema
3. Sea A como en (1), Evalte A%,
4. Sea A una matriz cuya forma de Jordan es Iy (A1) @ J, (A )
1 n, S

con X; # ), para i # j
. J J (esto es, no hay dos blo n .
pPropio). ;Cuél es el polinomio minimal de A? 18 con el mismo valor

Otras aplicaciones

5, (I;rlslebe que A y su matriz transpuesta 47 gop similares
, B Sean /\,,...,)\nnlos valores propios de 4. Demuestre que det 4 =
.-I_], A Y que tr4 = 2 A )
7. Sea M, (k) el cc;}_-ll' '
junto de todas las matrices 2 X2
B (k) e sobre k. P
que la funcién f: M, (k) — k*, A (trA, det A) es suprayectiva rebe

V= e V/\’
A€ Specy

((ii:r;d)eys g::ago es;i el :\:011 j;nto de valores propios de ¢ (Ilamado el espectro
¢ cada A € Specgp V) es el subespaci i i
. p pacio de V inva, j
¢ definido como V) = ker (p - Aly)™, en caso de que N

X, =T (t=a)m,

XeSpecy
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(Nota: Obsérvese que en este caso hemos usado el Teorema de Cayley-
Hamilton.)

El espacio V) se llama el espacio espectral de ¢ relativo a A\. También

puede caracterizarse como

Vi ={v e V: existe m > 1 con (¢ - Aly)™v = 0},

con la ventaja de que esta definicién no hace referencia a la potencia
ny con la cual aparece (¢t — A) como factor de X, (t). La descomposicién
V= @ V,sellama la descomposicion espectral de V segiin .

AeSpec o
Los espacios espectrales tienen un papel importante en diferentes

partes de la matemdtica y la fisica. Veremos después algunos ejemplos
de estas aplicaciones.

Ejercicios

1. Demuestre la caracterizacién de V) mencionada en el texto.
2. Calcule la descomposicién espectral de k* para la matriz

3 -1 -1
-1 3 -1].
-1 -1 3

2.10. De entre los métodos para calcular la forma de Jordan de una
matriz dada, hay uno particularmente eficiente y sencillo'que deseamos
examinar. Para ello tenemos que hacer primero algunas consideraciones
tedricas.

Sea A una matriz n X n, y supongamos que la forma de Jordan
asociada a A tiene v(],s) bloques de Jordan de la forma J,()), para
cada A € Spec A. Deseamos expresar los niimeros v(),s) por medio
del rango de las matrices (4 — AI,)! con t € N. Como veremos en un
ejemplo es sencillo calcular estos rangos.

Para cada t € N, sea 7(\,t) el rango de la matriz (A - AL), A €
Spec A. Sea J la forma de Jordan de A, de manera que

I= (@V(A,s)J,(A)).

AreSpeca \*
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Como el rango es un.invariante por similaridad, basta con calcular
el rango de (J - AI,),t € N. Claramente,

(=AMLY = 37 3 u(p,s)rg(J,(u - A))!

ueSpeca *

s siA#pu,
(=N ={s—t sidzpyt<s

0 sid=pys<t.
De aqui se sigue que

r(At) =r(At-1) - Z v(A,s).

t<s

Restando dos sucesivas de la

$ ecuaciones as{ obtenidas, lle
- amos a
la ecuacién fundamental: A

v(A\t) = (At + 1) =2r(A,t) + r(\,t - 1), teN.

Ejemplo: Calcular 1a forma de Jordan de la matriz

2 0 0 o
_|1 2 -1 0
A‘oolo
-1 1 -1 2

Para ello hay que calcular primero los v
Resulta que X,(8) = (t-2)%t-1),
Tenemos que calcular los nimeros r
1=1,2,3,4. Como sabemos que v(1,1

alores propios de A.

siendo los valores propios 1 y 2,
(1,t) parat = 1,2y #(2,t) para
) = 1, calcularemos sélo r(2,1):

00 0 o
1 _

A~21,=08_}8
11 -1 ¢
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Reduciendo por renglones, tenemos que esta matriz tiene el mismo
rango que

O OO

0 00
1 0 0
0 10
0 0 0

(Obsérvese que la reduccién por renglones —o columnas— no altera
el rango de la matriz.) Esta matriz tiene rango 3, esto es r(2,1) = 3.
Calculando (A —2I,)* para i = 2,3,4, obtenemos: r(2,2) =2,7(2,3) =
1y r(2,4) = 1. Lo que nos da ¥(2,3) = 1, o sea, un solo bloque de
Jordan con valor propio 2.

FEjercicio: Calcule la forma de Jordan de la matriz

1 <4 -1 —4
2 0 5 —4
-1 1 -2 3
-1 4 -1 6

3. LA FORMA DE JORDAN. EL CASO GENERAL

En esta seccién k denotard un campo arbitrario. Dada una transfor-
macién lineal ¢:V — V, construiremos una base B de V tal que la
matriz de representacién A(p, B) tome una forma especial que en el
caso en que k sea algebraicamente cerrado coincidird con la forma de
Jordan estudiada en la seccién anterior; en el caso general, esta forma
cumple con la propiedad esencial del caso algebraicamente cerrado:
unicidad hasta permutacién de bloques.

3.1. Recordemos rapidamente algunos conceptos de anillos y médulos.
Para mas detalles el lector puede consultar cualquiera de los textos al
respecto.

Sea R un anillo con unidad. Una terna (M, +, ) se llama R-médulo
(izquierdo) si se cumple:

(a) La operacién +: M x M — M hace de la pareja (M, +) un grupo
abeliano.
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(b) La multiplicacién por escalares -: R
: “RXx M
satisface las siguientes propiedades: — M,(a,m) - am

Im =m,
(@, + a))m = a,m+ a,m,
a(m, +m,) = am, + am,,
(a,a,)m = a,(a,m),

Por abuso de notacis iti
aclon omitiremos en general la icaci
: s aplicaciones .
y diremos que M es un R-médulo. ) Ty
ﬁnj'It‘odos ios concegtos usuales: submédulo, médulo cociente, mddulo
amente generado. ho 5 5
g » homomorfismos de médulos, suma, directa, etcé-

tera, pueden definirse ficilment
de R-médulos. e. Denotamos por Mod R a la categoria

Ejemplos

a) Sea R = k] el anillo de polinom: i
polinomios en una variable Un R-mé
> ! : 'a var . Un R-médulo
- :,Stl;:;. éspacio vectorial dotado de una aplicacién lineal oMM,
Asf la categorfa de k[t]-médulos Mod k[ i
' 3 ; [t] puede identifica;
c-a.tlegorl-a. cuyos objetos son parejas (V,¢) con V como k~espal;:sif) frz:t(l:l
E;/a{;' z)cp Vl—r V como transformacién lineal; un morfismo fi(Vyp) —
?) en la categorf ion li vt
f{pl;: i goria es una transformacién lineal [iV = W tal que
adas dos matrices A4 Y B nx n, los méd
. : ; ulos (k™, A k", B
e]l?:s (Beﬁnen son 1s'om0rfos si y solamente si A y .(6' son )siym(i[a.;es.) s
estr) tada su polinomio p(t)’ € k[t], el cociente k[t]/(p(1)) tiene una
: uctura natural de k[t]-médulo. Este médulo es ciclico ya que la
¢ aEe t +tp(t)k[t]den:[c[]t]/(p(t)) genera el médulo,
a categoria de k[t]/(p(t))-médulos puede identificar
: se con | -
categoria plena de los k[t]- médulos (V, ®) que satisfacen p(cp)n=% T

FEjercicios
1. Demuestre el teorema, chino del residuo:

fean 0 # pj(t? € k[t]., _7 =1,...,m polinomios tales que para ¢ # j
() y p;(t) no tienen divisores comunes (escribimos (Pi(t),p; (1)) = 1),
(1)) = 1).
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Sean 7,(t),...,7,(t) € k[t] arbitrarios. Existe entonces g(t) € k[t] de
forma que g(t) = r;(t)(mod p;(t)) para i = 1,...,m (o sea, las clases
de g(t) y r;(t) son iguales en k[t]/(p;(1))).

Ayuda: Sea 7;:k[t] — k[t]/(pi(t)) la proyeccién natural. Hay que
demostrar que el morfismo

T k[t] — é kerm;,g(t) — (g(t) + p;(t)-k[t]);

=1

es suprayectivo. Calcule el nicleo kerr y demuestre que

dimk(t]/ker 7 = dim (é k[t]/(P;(t))) = i grpi(1).

=1

2. Recordemos que un polinomio p(t) € k[t] se dice irreducible si cada
vez que se factoriza como p(t) = a(t)b(t) alguno de los dos polinomios
a(t) o bien b(t) es invertible en k[t] (o sea, un polinomio de grado cero).

a) ;Cudles son los polinomios irreducibles en R[t], en C[t]?

b) ;Cudles son los polinomios irreducibles en Z.[¢]?

¢) Demuestre que k[¢] tiene infinitos polinomios irreducibles —jaun
si k es finito!—. (Ayuda: Imite la prueba de Euclides de la existencia
de infinitos primos en Z.)

3. Todos los polinomios irreducibles en k[t] tienen grado uno si y
solamente si k es algebraicamente cerrado.

4.85i M es un R-médulo y para laideal I de R tenemos que IM = 0,
entonces M es un R/I-médulo.

3.2. Sea p(t) € k[t] un polinomio, p(t) = a, +a,t + -+ a,_,1°7" +t°.
Definimos la matriz compariera C,,,) de p como la matriz s x s dada
por

00 ««+ 0 =—ga

1 0 «+ 0 -—a,
Cp(t) =({0 1 «+ 0 =-a,

00 .- 1 —a,,

Dada una matriz A, como en (2.3) podemos demostrar que existe un
polinomio £(1) € k[t] tal que £(A4) = 0. Por tanto, el polinomio minimal
m (t) —generador normalizado del ideal {£(t): £(A) = 0}— est4 bien
definido.
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Lema. Sea A = C,,y la matriz compariera del polinomio p(1) = ay +

a,t + s a,_;t*"" +1°. Entonces, p(l) es el polinomio caracteristico
Yy también el polinomio minimal de A, X, ) =pt)=m (1)
L (@)

Demostracidn: Primero demostraremos que P(A) = 0. En efecto, sea
{e,5...,€,} la base canénica de k°. Se tiene que ’

) 8—1 8=~1
Ae;=¢,,,1<i<s—1 y Ae,:—zajej“:—(ZajAj)e
; | 2T

J=0 J=0
=1 ,
Esto es p(A)e, = A’e, + (2 aJ-AJ) €, = 0. Para todas lags 1 < i < 8,
J=0 T

se sigue que p(A)e; = P(A)A e, = ,4""‘;;(f1)r,-I = 0. Luego p(A) = 0.
Tenemos entonces que m, (1) es un divisor de »(A). Demostraremos
que el grado de m (1) es s, lo que nos dard la igualdad. Sea 0 # ¢(t) =

-
2. b;t' € k[t] un polinomio de grado £ < s. Calculemos

1=0

¢ _ ¢
q(A)e, = E b;A'e, = E bie¢'+19
=0 f=0
que es diferente de cero ya que {€1,...,€,} es una base k°.

Para demostrzfr que x,(2) = p(t) basta con desarrollar el determi-
nante de la matriz (4 — tl,) por medio de la tltima columna, o

3.3. Decimos que un polinomio p(t) j i f
p(t) irreducible est ] ies
il e o sy it esta normalizado si es
'{‘E»]memaos un polinomio irreducible normalizado p(1) = ay+a,t+- . -+
@1 +1° € k[t]. Definimos el blogue de Jordan Ja(p(t)) de ta:maﬁo n
asociado a p(1) de la siguiente manera;
hew)s=| G

0 C?J(!)
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donde la matriz compafiera Cp,y de p(t) aparece n veces en la diagonal
y

6 0 -+ 01
00 --- 00

es una matriz s X s.
Observemos que si el campo k es algebraicamente cerrado, el poli-

nomio p(t) es de la forma p(t) =t — A con A € k. Entonces J,(p(t)) =
J,(A), el bloque de Jordan que definimos antes en la seccién 2.

Ejercicio: Demuestre que el polinomio caracteristico y el polinomio
minimal de J, (p(t)) coinciden y son iguales a p(t). (Proceda como en
el Lema 3.2.)

3.4. Se dice que la matriz A es una forma de Jordan si existen poli-
nomios irreducibles normalizados p,(t);...,p,(t) y nimeros n,,...,n,

tales que
A= Jm (pl(t)) - Jn,(pa(t))'

Podemos enunciar la forma mads general del Teorema de Jordan:

Teorema. Sea ¢:V — V una transformacion lineal y supongamos que
dim,V es finita. Existe entonces una base B de ¢ tal que la matriz de
representacion A(y, B) es una forma de Jordan

A(p, B) = I, (0, (1))@ - - T, (ps())) con x(2) = p, (8)™ -+« py(2)™.

En esencia, la demostracion es la misma que en el caso algebraica-
mente cerrado. Por ello sélo indicaremos los pasos principales y dare-
mos detalles sélo cuando difieran en algo del caso ya tratado.

Deseamos mostrar las siguientes afirmaciones:

(1) Sea m,(t) = p, ()™ ... p,(t)™ la descomposicién del polinomio
minimal en factores irreducibles normalizados en k{t]. Para cada i =
1,...,8 el subespacio V; = kerp;(¢)™ de V es invariante bajo . Si
lamamos @;: V; — V; ala restriccién de @, (V;, ¢,) es un submédulo del
k[t]-médulo (V, ). Con esta estructura se obtiene una descomposicién
en suma directa de k[t]-médulos

V=V -0V,
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(2) Supongamos que existe un polinomio irreducible normalizado
(t) € k[t] de forma que p(¢)™ = 0, entonces existen niimeros Myye.n.,
™M, y una base B de V' de manera que la matriz de representacién es

A(‘P’B) = Jml (p(t)) S KRRNG? Jm,(p(t))'

Asociada a esta descomposicién tenemos una descomposicién de k-
espacios vectoriales V = W, @ .- ® W, de forma que (W;, J,,, (p(t)) es
un kft]-submédulo de (V,¢) isomorfo a k[t)/ (p(t)™).

Por supuesto, como en la seccién 2, tenemos que estas dos afirmacio-
nes implican el teorema de descomposicién de Jordan. La afirmacién
que nos indica que X, () = p,(t)™ ...p,(t)™ se sigue de 1), 2y
(3.3). En particular se obtiene: ‘

Corolario (Cayley-Hamilton). Sea p:V — V un homomorfismo lineal
Yy supongamos que dim,V es finita. Entonces xw(go) =0.

3.5. Claramente, la afirmacién (1) se demuestra como (2.4). Pasemos
por tanto a la afirmacién (2).
Sea p(t) = ay + a,t + ++- + a1t + t* un polinomio irreducible
normalizado. Sea ¢:V — V un morfismo lineal tal que p(yp)*+! = 0.
La siguiente es una cadena de k[t]-submédulos de (V, ¢):

0# V® =kerp(¢) D (V° N p(p)(V))
=VIS (VP np(el (V) = V25 .o 2 (Vo np(e)(V)) = V°.

Como para cada uno de estos espacios p(¢)V; = 0, todos ellos son
también médulos sobre el anillo K = k[t)/(p(t)). Como p(t) es irre-
ducible entonces K es un campo y cada V; es un K-espacio vectorial.
Procedemos ahora exactamente como en (2.5) —con K en lugar de k—
hasta construir una K -base {eimii=1,...,8,m = L,...,n;} de V, de
forma que ¢; ,, = p(y)¥( fim) para algunas fim€V.

Lema. Para cada i =1,...,s, el conjunto de vectores {cp’p(ga)"(fjlm):
OSrS_l—l,jSiobien0_<_j—z'5t5j} constiluye una base de
ker p()'+1.
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Demostracién: La misma que la de (2.5) si se observa que {¢"(¢;,,):0 <
r<f€-1,j<iy1<m< n;} es una k-base de V. o

Para cada par (j,m)con1 <m<n, yj<i considrerem?s el vector
fim- Sea W; . el k-espacio vectorial generado por {¢"p(¢)'(f;m):0 <
* L O=1,0 <4< j}. Observemos en primer l\.lga,r que W, . es un
k(t]-submédulo de V, o en otras palabras que es @-invariante. En efecto,

(@ P(9) (fim)) = € 0(P) (fjm) sir < -1

y

[

(" p(P) (fjm)) = (— doa + p(so)) P() (fjm)

i=o

- ti a9 p(0)! (fim) + 2@V (fjm), sit <,

t_l 1 . .
= 2 0'P(#)' (fim): sit=j.

Ademds de probar que W, es un k(t]-submédulo de .V,. pemos en-
contrado una base B;,, de W;, de forma que la restriccién Pim =

@l W;m — W;,, tiene por matriz de representacién
Ae, ., Bim) = J;(0(1)).

Finalmente, es claro que V = @) W; m como kft]-médulos. Adem3s,
(3m

el k[t]-médulo W;, estd generado por el vector fijm» luego existe
un epimorfismo de k[t]-médulos m: k[t] — W, ., 1 = fim. Como
p(t) W;m = 0, se obtiene un epimorﬁsmq 7 k[t]/(p(t)’) = W, ,,. Dado
que los dos médulos tienen dimensién (j + 1)¢, obtenemos finalmente
que 7 es un isomorfismo W; ., ~ k[t]/(p(t)’). Con lo cual se ha com-
pletado la demostracién de (2).
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Ejercicios

1. Sea ¢: C* — C? dado por la matriz

a 1

0 a
con a € C. Considere a C como en R-espacio vectorial de dimensién
dos y calcule la forma de Jordan de ¢ sobre R en caso de quea=1y

de que a = 1.
2. Considere la matriz real I x3

1 0 a
A=10 1 0
0 0 1

que tiene a 1 como tnico valor propio (con multiplicidad 3). Propor-
cione condiciones sobre q para que la forma de Jordan de A4 sea Jy(1),
o bien J,(1) & J,(1), o bien de la forma Ji(1) ® J,(p(t)) donde p(1) es
un polinomio irreducible de grado 2 en RJ[t].

3. Sea A una matriz n x n sobre k. Sea, p(t) € k] un polinomio
irreducible normalizado. Como en (2.7), definimos v(p(t),s) como el
nimero de bloques de Jordan J,(p(t)) que aparecen en la forma de

Jordan de A. Sea r(p(t),m) el rango de la matriz P(A)™. Demuestre
que

v(p(t),s) grp(t) = r(p(t),s — 1) 2r(p(t), s) + r(p(t), s + 1).

3.6. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los niimeros comple-
jos C. Sea B = {v, +++ v, } una base de V donde el morfismo eV -V
toma la forma de Jordan Ju(a) con a € C, esto es:

e(v,) = av,, ‘P(vj) =av;+v;,, 2<j<n

Consideremos V como un R-espacio vectorial de dimensién 2n. De-

seamos calcular la forma de Jordan de 1a transformacién R-lineal ®.
Consideremos dos casos:
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Caso 1: Supongamos que a € R. Podemos calcular .el nﬁmero_v(a,s)
de bloques de Jordan de tamafio s X s con valor propio a. Por ejemplo,

v(a,n) = dimg (¢ — aly)" (V) — 2dimg (¢ — a1y )*(V)
+ dimp (p - aly)"P(V) = 2,

= - i C-espacio vectorial
e(p—aly)* =0y (p—aly)* (V) es un

z: g?me(l(liién 1.V Asi obtenemos que la forma de Jordan de ¢ sobre R

Jo.(a) ® J,(a). ) i
eCS'asz(E.)Supofngmmos que a ¢ R. Entoncesa #ay p(t) = (t—a)(t—a)
es un polinomio irreducible sobre R][t]. 3 i _

Observemos que p(¢)" = 0y que la transformamons (¢ —_alvs) (;5 m_-
vertible. Luego dimp (¢—aly )’ (V) = dimR(gp—alv') ((,a—al}:_)1 (V) =
dimg p(¥)°(V). En particular, v(p(t),n)grp(t) = dimgp(¢)"~'(V) =
dimg (¢ — aly)""'(V) = 2. De donde v(p(t),n) = 1y la forma de
Jordan buscada es

0 —aa 0 1 |

1 a+a 0 0 0

0 0 0 —aa

0 0 1 a+a
0 1
0 0

0 0 —aa

1 a+al

Ejercicios
1. Sea ¢: V' — V una transformacion lineal. Demuestre que las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a) El polinomio minimal m(t) se descompone en k[t] como pro-
ducto de monomios (t—a,),...,(t—a,) con a,,...,a, todas diferentes.
b) Hay una base {v,,...,v,} de V tal que

Avj = a;v;, (_7 = 1,...,8)

con a; € k. . _
2. éea, ¢:V — V una transformacién lineal con dim,V = n. Supon-

gamos que el polinomio caracteristico de ¢ tiene n valores propios dife-
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rentes. Entonces la transformacig i i
e e e | Ky clon ¢ es diagonalizable. (Esto tambiédn

3. Calcule la forma de Jordan sobre R de la matriz:

1 1 -1 —4
2 0 5 —4
-1 1 -2 3
-1 4 -1 9

4. SUCESIONES DE MATRICES

En <?(sita Séccion supondremos que k£ = C o R. Para el espacio k"
consideremos la norma, euclidiana denotada, por |[ — ||

g g X m: 1 2? AR * 8 una SHCGSIOH de matI‘ICQS rec

igual a la matriz A (o bien ue | i6 verg
o que tomosriz. ( que 1a sucesion (A, ), converge a A) en caso

A, = (“E;)) » A= (%’)

) _,

y lim a
n—oo 4

ij Para cadapar 1 <i<n, 1< j < m.

Lema, S; ali{go A_’ = 4, slirgo B, = B con A como matriz n XmyB
como matriz p X £,\ € k, entonces

i) alirgo B,A, = BA, sip=m.

u) sli%lo A, = )A.

?u) sl%r{}o(As+Bs)=A+B, sSin=pym=¢.

iv) slg& (PA,Q) = PAQ, para matrices P v Q. u}

Ejercicios

1. Demuestre el lema anterior.
1 2. Supongamos que tenemos M sucesiones de matrices (A(i)) i =
vy M Y que cada sucesién (Ag’))s converge a A(%), Entoncess N

m

slifgo ®A‘£1) = @A(')°

i=1 i=1
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4.2. Debido a las observaciones de (4.1) para examinar la sucesién
de potencias (A”), de una matriz cuadrada A, requerimos solamente
estudiar la sucesién de potencias de los bloques de Jordan de una forma
de Jordan asociada a A.

Consideremos el bloque de Jordan J,,()), que podemos escribir como
J.(A) = AI, + N, con N nilpotente (de hecho N = 0).

Entonces, obtenemos para m > n — 1,

TO)™ = (M, 4 Ny = (T;’)Am‘j ULy (T) g

j=0 g=0
-y (T) Am-1 (frg,)/\m—z s nrlzl))\m—n+1
0 am o ar  (Eanees
= 0 ,:
(A
L Am

De aqui podemos probar ficilmente la siguiente proposicién:

Proposicidn. a) Si [|A|| < 1, entonces para cualquier polinomio p(t) €
k(2]
’ s __
lerglo p(8)J,,(A)° = 0.

b) El limite lim J, ())° existe si y solamente si las siguientes condi-
I OO

ciones son satisfechas:
1) [[All < 1.
2) Si||A|| =1, entonces A =1 yn=1.

Demostracion: (a) Para cualquier 0 < j < n -1, (}) es un polinomio
s _ . , s\ys _
”’\” = 0 o bien 311{& p(S)(j))\ = 0. Lo que

en s, luego lfm "p(s)(j)
muestra que slgg) p(8)J,(A)° = 0.

(b) En caso de que se cumplan (1) y (2) estd claro que sllvrgo J.(A)?
existe. Supongamos para probar el converso que sll’r& J,(A)® existe.
Entonces existe sll’rgo A® y si m > 1, también existe 811’1& 8A’7. Del
primer limite, se obtiene que ||A| < 1. Supongamos que ||| = 1,
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entonces || 311’1:1)10 A = 311'120 IAl* =1y
== —

Alim A° = Iim \®
§—00 8—00

implica que A = 1. La existencia del limite I{fm \* implica que n = 1.00

Ejercicio: Si ||A|| < 1, pruebe que lim (A7 = 0.

4.3. Definiremos varios conceptos para una matriz A y un escalar \ € k.
La multiplicidad algebraica de )\ es el nimero de veces que A aparece
como raiz del polinomio caracteristico X, (1) de A.
La multiplicidad geométrica de ) es el nimero de bloques de Jordan
con valor propio \ que aparece en la forma de Jordan de A; con la

notacion introducida antes tenemos que 37 v(),s) es la multiplicidad
geométrica de N\, g

El radio espectral p(A) de A es
p(A) = max {[[All: A € Spec A},

Claramente, p(A) es el radio del circulo mds pequeiio con centro en
0 y que contiene a todos los valores propios de A.

Con estas notaciones podemos reformular asf log resultados de (4.1)
y (4.2).

Teorema. Sea A una matri compleja. Tenemos
a) 5ip(A) < 1, entonces lim A°® — 0.

8—=00
b) El limite lim A* eziste st y solamente si las siguientes condiciones
=00

se salisfacen:
1) p(4) < 1.

2) Sip(A) = 1, entonces 1 es el tinico valor propio de A con norma

1 y la multiplicidad algebraica y geométrica de 1 como valor propio de
A coinciden. o

Ejercicios
1. Sea L = alfrgo A®. Sea r el rango de la matriz A~ 1I,. Entonces I

es similar a la matriz I, . ®0,, donde 0, denota la matriz r x r con
todas sus entradas 0.

3 3
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2. Se dice que una matriz A tiene potencias acotadas si existe una

onstante c tal que ||A’|| < ¢ para toda s. Encuentre condicionestm.ml-
lcares a las de la parte (b) del teorema que caractericen a las matrices

que tienen potencias acotadas.

3. Dada la matriz 2 x 2
a b
A=t a)
encuentre condiciones necesarias y suficientes en los coeficientes a, b, ¢, d

{ ? exista.
para que ILm A? exis . )
4.a) De:m:;stre que para cualquier matriz A = (a,;) de tamafio nxn,

p(A) < max {Z la; ] = 1,...,n} .

j=1
[Ayuda: Sea 0 # v vector tal que Av = Av para || = ,()(A)T.l P?SeTci
suponer que 0 # |v,| > |v;| para ¢ = 1,...,n. Entonces 3_7_, a,;| >

2= lagil |35 2 p(A4) ] '
b) Demuestre que también se tiene

p(A) < max {Z lag;| : 5 = 1,...,n} :

1=1

¥
Un

4.4. El radio espectral p(A) de una matriz A es un ngvarn;;t)e r;u}llir;r(r;
portante; nos encontraremos con e.l frecuentemente. ] xsl ,E1 - ) _Y_- e
visto que se relaciona con el crecm’nento de las potencia : eI; ’ Sigl’liénte
de A. De hecho esta relacion es més fuerte, como veremo

importante resultado. ' i b
IC)onsiderauremos una matriz A de tamano n X n como un elem

i : Icular la norma
del espacio vectorial C" , de manera que podemos calc
euclidiana || 4| de A.

Teorema. Sea A una matriz compleja n X n. Entonces

p(A) = lim y/ljAs].
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Demostracion: Sea T una matriz invertible ta] que J = TAT!
forma de Jordan. Como el radio es

gacion, es suficiente demostrar:

(1) el teorema, para J; (2) el siguiente resultado auxiliar:

Lema técnico. Iim VA = Jim /][]

§—=00

es una
pectral es invariante bajo conju-

Demostracion del Lema: Consideremos el morfismo lineal 7:c"* _,
(o que lleva un vector y — (v'y...,9") con v € C" en T'(v) =
(T(t:‘),...,?’(v")). Por supuesto 7' = 7 B ®T (n veces) y por
ello T' es invertible, Interpretando A como elemento de ™
T(A) = TA.

Consideremos la esfera unitaria § =
que es cerrada y acotada. Como T es
Y su minimo en S, esto es, existen constantes ¢,d > 0 tales que ¢ <
I1T(2)]| < d, para toda z € 9; ademis, ¢ = [|’f’(x,)[[, d= ”T(a:,)” para
algunas z,,z, € §. Como T(ml) # 0, entonces () < ¢,

Considerando el elemento A’/]|A%|| € 8, tenemos

, tenemos

2 2
{vec: = 1} en C™
continua, alcanza sy maximo

|4’ < |74 < d||A®||, para toda s € N,

Luego, sl-l—>ng<> VIITA*|| = sli’rgo VI|4%]]. Similarmente se prueba que

A, YAl = Jim ATaT= < i o O

Continuamos ahora con la demostracién del teorema. Podemos su-
poner que J = J () @ J, con IAll = p(4) y J, se encuentra en forma
de Jordan. Y se obtiene que J* = J,(A)* @ J?, donde Jo(A)? tiene
la forma descrita en (4.2). Llamaremos J* — (bf;)), de manera que
bl(fj = A para i = IysworansiéN.

En particular, /7] = [z tbf;-”rr > £ p(ar]" = adpay y

ViIIe] > a%p(A), que nos da inmediatamente lim VTl > p(A). La

$—00
otra desigualdad es up poco mds complicada.
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En primer lugar consideremos el caso en que p(.A) = ;)n F:nt(())n-
ces todos los valores propios de A son 0. En particular =0y
lim +/||J¢|| = 0. )
a—*;’oodemos entonces suponer que p(A) > 0. Usando la expresmln <(412<)
para las potencias de los bloques de Jordan tenemos que para 1 <
j S n’ y S 2 n’

s [ GE)e(A) sip(A) > 1,
oI < (J' - i)p(A)s—m < {( S )p(AP™ sip(A) < 1.

i

De manera que

5 2| 2
’ 1 s

e [Z le;’P] < p(ay'ch [g () ] ,

/ 1,) i
i = “"sip(A) < 1.
con c=1sip(A)>1yc=p(A)~"sip(
La expresién () es un polinomio de grado m < n en s, de modo
m

n da m < n. Como
que hay una constante d tal que < ds" para to <

toda
s . L logs _ im v/d = 1, obtenemos que para
I3 o6 i aom sy i O
88—

€ > 0 hay un nimero N(¢) tal que si s > N(¢) entonces

VIl < p(A)(1 + ).

’ s/ sl = JNJ5|| =
En conclusién, lim / 721l < p(A) y iy 4] s, el -
p(A).

GO 3
y i ie ® se llama una serie
A, la seri A A% s
escalares ()‘S)SEN una matriz ’ sZ:O s

(o]
i A® converge a la suma §
de potencias en A. Se dice que la serie sz=:o Ay g

m
. s ea .
. 0z les AN A ) converg
si la sucesién de sumas parciale 3;0 5 .
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Por ejemplo, consideremos la matriz 2 x 2
0 1
A = [l 2] .
g 0

(o]
Deseamos saber sj > A° existe ¥, en caso afirmativo, cudl es la suma.

=0

Calculemos las potencias:

T R I

FET o

—
oh
3o
L —}
»
m
Z

&2 00
Como > 21—2.9:2.24—3:2-_11_:%

=0 =0 1-2

00

— 1 1 s ) &)

=0

O | =

@

= =1

Obtenemos

W= wie
—_—

Un primer ejemplo de 1a importancia del c4lculo de series est4 dado
en el siguiente resultado:

Teorema. Seq A = (a;;) matriz compleja n X n.
a) Si p(A) < 1, entonces la matriz I, — A es invertible Y

(-4 =Y 4.

=0

b) 8i p(A) < 1 y todos los coeficientes a;; > 0, entonces las entradas
de (1, — A)™ son también no negativas.

m
Demostracidn: (a) Sea §,, = 3 A°. Deseamos probar que la sucesi6n

(Sm)m converge a (In — A)—l_
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Dada ¢ > 0 tal que p(A) < 1 — ¢ < 1. Por (4.3), encontramos
N(¢) € N tal que para s > N(¢) se tiene

14°]] < (1—¢)".
Para £ > m > N(¢)® obtenemos:
¢ ¢ 1-¢)’<
I1Se=Sll = [Tty 47 < ZiL (1= 0)
(1-¢)mt

(1-eytyo ey = L2

8=0

fi es sufi-
que podemos hacer tan pequefio como queramos C1(11an((_1J0u731 il
cientemente grande. Entonces la sucesién (5,,),, es de Cauchy;

1 ac ) ( m

digamos a §.
Calculamos,

3 m+
(I, — A)$ = lim (I, - A)S,, = lim (I, ~ A™)

=I, - lim A" =1T.
" m—ooo
-1
Aqui nos basamos en que p(A) < 1y en (4.3). Luegog S=({I,-A)~".
i ? tendrén que
(b) Si a;; > 0, también las entradas de la serie JE:O A’ tendrén q °
ser no negativas.
FEjercicios
i i i por
i Si — A es invertible se puede calcular su inversa
1. ;Siempre que I, F Pt
medio de la férmula Z_:O A’ =(I, - A)"'?
= ' 1
2.85iA= (¢ g es una matriz 2 X 2 en C con p(4) < 1, calcule

[e o)
(I, — A)7! por medio de la serie ) A°.

8=0
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4.6. Consideremos ahora e] problema general de las serjes de potencias
en una matriz 4,

n
Recordemos que una serje formal de potencias f(t) = 3 p,t° tiene

a=0
radio de convergenciq r(f) si para todo nlimero complejo & con |af <

o] oG

r(f) se tiene que 2 i,a’ converge (al niimero f(a))y 2. nga® diverge
8$=0 7=0

Para nimeros a con |of > r(f). En particular, se escribe, r(f) = oo

cuando f(a) estd bien definido para toda @ € C.

Teorema (Lagrange-Sylvester). Sea f(t) = f Hst” una serie de po-

tencias con radio de convergencia r(f). Sea Eouna matriz n X n con
radio espectral P(A). Supongamos que p(A) < r(f), entonces f(A) =
i: HsA® converge. Podemos ademds calcular ezplicitamente el valor
zz'—eof(A) de la siguiente manera:

Sea J = é Jui(A) la forma de Jordan de A, de modo que A =
TJT™; por 'f_(;)(t) denotamos la j-ésima derivada de f(t) que también

tiene radio de convergenciq r(f). Para cada i = L,...,m consideremos
la matriz

F) £ FO0) L o0,

Ty SO
0 F)  F) Lfony

(ﬂ.-1—2)! f(ni_z)(’\i)

. | £O0)
£\

Entonces, f(A) =T (é Li) T-1
=1

Demostracion: Consideremos el bloque de Jordan In;(A;). Como || <
. (e} .
7(f), entonces f(J)()\i) =X F%F HsAI7. Por otra parte el coeficiente
s=j

bj(.;) con j < ¢ de la matriz o (A;) es

b('S) = s . /\‘?-£+j>
it <€_]) t
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de donde
- < ! T L e=i)y.
= - N = o 0
21 = 2 T T @

m .
converge. En otras palabras, la serie Zo By, (A;)° converge a la matriz
8=

L;. Por lo tanto, f(A) =T (é Li) T~ es una serie convergente. 0O
[ ,

1=1
Ejercicios
w .
1. Calcule f(A) donde f(t) = 3_ 2:t° y A es la matriz A = J,(3) ®

=0
5,(1). =
2. Demuestre que la serie f(A) = }° p,A° diverge si el radio de
j=0

convergencia r(f) < p(A).
3. Considere las series

(oo} 1
-— _ ] t28+1
A SE=0( 1 (25 +1)!
= 1 8 1 t23
cost = ,§=o(_ ) O

Muestre que para toda matriz A de tamafio n X n, sen A y cos A estin
bien definidas. Se cumple adem3s que

sen’A 4+ cos’ A =1,
sen 2A = 2sen A cos A.

4. {Cémo se recupera el Teorema (4.5) a partir de (4.6)?

5. EXPONENCIALES DE MATRICES

5.1. Una importante serie de matrices es la asociada a la funcidn ezpo-

o0 . . .
] i6n €' = Lgo ¢ i convergencia infinito.
nencial. La funcién €' = Zo it~ tiene radio de g
=
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Entonces para toda matriz A de tamaiio n x n se tiene, por (4.6), que

€5 una matriz bien definida. La matriz e? ge llama la ez nencial de
bo

A. Algunas de las propiedades importantes de esta matriz estdn dadas
en el siguiente lema,

Lema: a) Si T es ung matriz invertible, entonces ¢TAT™" _ TeAT™,
b) Si AB = BA, entonces ¢A1B — e‘eB. En particular, ¢4 siempre es
invertible y (e4)~! = ¢~4.

c) SiA,... s A son los valores propios de A, entonces eM, ... ,e son
los valores propios de e4,

d) deted = ¢tr4,

m
Demostracion: Sea Sn=3 %A" la suma parcial ta] que
g=0 '

im § =4,

m—oco ™M

(a) Calculamos

T T =7 |im SmT™" = lim TS, T~

m=—o00 m—00
had 1 TAT 1
= If -1\s _ TAT-
= Jim 3 S (TAT-1) < Tar=?,
=0
(b) Observemos que
A+B _ _A_B - 1 SETE N
— - It - SN L
e ee” = lim_ gsl(AjuB) gﬂAgk!B

Y deseamos probar que este limite es cero. Calculamog el valor de la
norma del m-ésimo término de esta diferencia,
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1 j 1
D A+BY -3 A OB
8! ¢ ! =
s=o j=o =0
= 1 B 1 :
o] DOPSEIALE AR O YOO,
j=o0 k=0 J
m m
il S~L v~ 1p
= Z ;’fAJEiB _Z,‘!AZMB
jHk<am 7 j=o k=o
= L lpge, ) 1,1 pk
() E ST & T
NS 3m j+k<am
S| i1 k
= A = 1B]* < AW = 1B
< D Al G IBIF + Z Al &
J‘+jk>s';m J+k<am
= 1 i Al e 1.k
< ellBll Z = Al + el Z ﬁ”B"'
- j=m+41 J: k=m+1

. = 1 J—
Como la suma €ll4ll = of: all 4l existe, entonces lim 3 Al

M= j=mii1 q
J= 4 . r'd 3 . es
0. Resulta entonces que el idltimo término en nuestras desigualda.

i o, cuando m tiende a infinito. .
tlei:ei;uﬁZad (1) se debe a que AB = BA. La igualdad (2) puede

ilustrarse en el siguiente dibujo:

* k

2m
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En particular, tenemos que efe=4 — o0 I,.

(c) Sea J la forma de Jordan de 4 ¥y T una matriz invertible de b) Para cada valor propio A de A, definimos el grado de A como

manera que
TAT"' =J = (b;;). d(A) = max {s:v(}A,s) > 0}.
Las entradas de Ia dia
; gonal b;; = X, son los valores i
la exponencial obtenemos N propios de 4. Para Entonces para toda 0 < j < d()), se tiene
Ap-1 _ TAT-! j j
TeT™ =¢ = = (cis); 90 = b ().
e ;lue tielie e la diagonal los valores ¢ = b = ¢\ Luego {ei:;
-++,n} son los valo i A~ =
" ’ (d) Sabemor - Tes propios de Te”* T~ y también los de €4, Demostracion: Sea V el subespacio vectorial de C™ generado por las
matrices I, A, A%,...,A™ . 8i p(t) € C[t] es un polinomio, por el
n algoritmo de Euclides podemos escribirlo como
deted = ] N (2 t
—.I_:Ie'=e|=1 =eI'A. 0
| | = plt) = a(tym (1) + e(t),
Ejercicios
| W orecc donde ¢(t) es un polinomio de grado a lo mas m — 1. Por el Teorema de
nsiderense las matrices Cayley-Hamilton, tenemos p(A) = b(A) € V. En particular, para toda
m
A=(%i1>),B= i —1 m, 3 u A€V
0 0 0 o0/ Observemos que con la topologia inducida por la norma euclidiana,
2
. ] n
Mlll)esge que eleB A+B _ eBeA, S P Bl el espacio V es un conjunto cerrado de C* . Entonces
) Encuentre matrices 2 x 2, Ay B que satisfagan . m
f(4) = lim > pA* €V,
eAeB ?é eA+B' 8$=0
Por la definicién de V, existe un polinomio b(t) de grado alomds m—1,

5.2. Calcular un i ; A
complicado. Sin :nfi::ggeeﬂo;sngcéiz cc;mo g .pueld ¢ barecer tedioso y tal que f(A) = b{A). Sea J la forma de Jordan de Ay A = TJT™!
’ Ta, muy simple. = . = .
Podemos definir las matrices L;(f) (resp. L;(b)) como en (4.7) de modo

L] (o]
Proposicién. Seq f(t) = );o 1t una serie de potencias con radio e
de convergenciqg r 1
m (0 elpolinomz'gf) Y sea A una matriz n x n con P(A) < r(f). Sea . . ,

E’At ) mlrfzmal de A y Supongamos que tiene grado m < n f(A)=T (EB Ll(f)> T 'y b(A)=T (@ L,-(b)) T=in

qufz'onces eziste un polinomio b(t) de grado a lo mds m—1, de ma;era' i=1 =

2) f(4) = b(4). Tenemos entonces que f(j)()\) = b(j)(A) para todo valor propio A de A
4]

y 0 < j<d).
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FEjemplo: Deseamos calcular la matriz e, donde

-2 2 _9 4
<t o2 7 3
Hel'® 0 1 o

=8 1 -1 4

En primer lugar requerimos calcular el polinomio minima] m (t) de A.

Primero observemos que el polinomio m (1) tiene cuando menos grado
3. De otra manera habrfa una ecuacién

A’ = Bol, + KA, con Hos ity € C.

En ese caso, comparando los primeros renglones de las matrices ten-
driamos
("6, 4, —41 10) = (,uo N 2/‘1 ’ 2/‘1’ —2/"1 ’4/‘1)’

lo que no tiene solucién.
Intentando una ecuacion de la forma

A = Holy + p, A + B A,

tenemos

(—12, 6, —6,20) = (,u'o - 2”1 - 6“2s2/‘1 + 4”214/‘1 + 10/‘2)

que tiene una solucién o =2, p, = -5y H; = 4. Si en efecto cal-
culamos m(A) para el polinomio m(t) = 7 Z 442 + 5t — 2, tenemos
m(A) = 0. Luego, m, (1) = m(t) = (¢ - 1%t - 2).

Deseamos ahora encontrar un polinomio b(t) = by + byt + b2 que
satisfaga:

bo+b +b,=b(1)=¢
b+ 2b, = (1) = ¢
by + 2b, + 4b, = b(2) = &
Este sistema tiene 1 solucigps: by = €% —2e,b, = _9¢ +5e, b, = €2 — 2,

Luego, ¢4 = b(A) =b, + b A + b,A%, que puede calcularse en forma
muy simple.
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Ejercicios

1. Calcule e? para A como sigue:

3 0 10
0 2 -1 0
10 10
-2 1 -1 2
2. Calcule la matriz cos 2rA para A ;omozen 2el ejemplo 1.
. . i
-2 2 -1 3
3. Evalie tan™ A°, para A = SRR
-1 1 -1 2

4. Sea A = J,()); demuestre que

1 ) 1 5—1
et = et (I+tN+§(tN)2+"‘+_(s—l)!(tN) )

0 1 0
donde N es la matriz s X s ' |
0 0

5.3. Sea A una matriz n X n. Para cualquier niimero real ¢, la matriz
€' estd bien definida, de modo que determina una funcién

2 tA
R-C", t—e”,

4 tA
que llamaremos también e'“.

ial ti i imi onen-
Esta funcién exponencial tiene propiedades similares a la exp
cial ¢: R — R, como veremos a continuacién:

Lema. La funcidén €4 es diferenciable y

d tA AetA-

—e =

dt
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D L
emostracion: En efecto, podemos calcular la deriv

- ; ! electo, ada d i6
segun la definicién cldsica del analisis: et

(t+At)A A
2 ~ ¢ = 4 (CAM = 1) A tA , 2
AT TR U= Aty Im (Z ] <Af>"’A") -

8=2

El dltimo sumando Podemos acotarlo para |At] < 1:

”Z s_l!(At)s—lAa

8$=2

m
1
<184 37 S 147 < |agelan,
8=2 v°

Luego, lfm €494 ¢4
8%, At—o At =4

tA
e, lo que prueba e] resultado. ]

ij) una matriz compleja n x n
. y
-+, 7). Se buscan funciones diferenciables

Problema fundamental: Sea, A= (a
nimeros b;,¢; (i = 1,.

%(O:R-R (i= L,...,n)

que satisfagan

¥i(t) = z": a;;%;(t) + ¢,

Jj=1
yi(o)_-di’ i=1,...,n.

Decimos entonces que y(t) = (y,

(t)) es una solucig 1
: : . ucion
écuaciones diferenciales ordinarias el sistema de

Y1) = 4y(t) + ¢, con ¢ = (c,),

que sa.r;isfa.ce las condiciones iniciales ¥(0) = d, cori d =
El sistema se llama homogéneo si ¢ = ¢ e 1
Hay muchos problemas en fisica, quir
€N que aparecen sistemas de ecuaciones
de la seccién consideraremos algunos eje

nica, biologfa y otras ciencias
de la forma anterior., Al final
mplos explicitos.
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Por lo pronto nos ocuparemos del problema de la existencia y uni-
cidad de las soluciones del sistema, asi como de algunas de las propie-
dades basicas de las soluciones.

Teorema (Existencia y unicidad de soluciones para los sistemas ho-
mogéneos de ecuaciones diferenciales ordinarias). Sea y'(t) = Ay(t) un
sistema de ecuaciones con condicion inicial y(0) = d. Este sistema
tiene ezactamente una solucidn que es y(t) = ¢'d.

Demostracion. Unicidad: Sean v(t), w(t) dos soluciones del sistema,
esto es, v'(t) = Av(t), w'(t) = Aw(t) y v(0) = d = w(0). Considerando
la diferencia 2(t) = v(t) — w(t), vemos que z(t) es solucién del sistema,
y'(t) = Ay(t) con condiciones iniciales y(0) = 0.

Deseamos probar que z(t) = 0 para toda t € R.

Tomamos cualquier intervalo compacto I de R con 0 € I. Como
z;(t) es diferenciable, continua en R y acotada en I, sea M un nimero
tal que ‘

|2;(t)| < M paratodat €I, parai=1,...,n.

Elijamos a como el méximo de los valores absolutos |a;;| (1 < ¢, j <
n) de las entradas de la matriz A. Para cualquier ¢t € I, tenemos en-
tonces

|2;(2)] = |2(t) — 2,(0)] = |/ot Zf(t)‘ =

t n
[} j=1

n
< Z |ay;]
i=1

t n t
/ |zj(t)|dt{ <> aM ’/ dt’ = naMl|t|.
0 ]'=1 0

Supongamos inductivamente que |2;(t)] < A—'[-(%MK para toda t € I,
t=1,...,n. Obtenemos entonces

‘ . M(na) |t M(nalt|)™!
z:(t :/Z,t’SE a——/ iIdt| = ————~2
| l( )l ’ /s t( ) = rl A | I (7'+ 1)'
Luego, por induccién, obtenemos que para todate I,i=1,...,n:

=0.

L nalt|)”
|z;(t)| < | lim M (__r'_)_
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Como I es arbitrario, obtenemos finalmente que 2(t) = 0, para € R,

Ezistencia: Mostraremos que y(t) = e'4d es una solucién del sistema
de ecuaciones dado. Diferenciando respecto a t, tenemos

dy(t) detA

v(t) = Tat = g 0= Aed = Ay(1).
Ademis, y(0) = ¢°d = I, -d=d. o

Ejercicio: Encuentre la solucién del sistema de ecuaciones

=24+, +y,

%2 =4 +3y, -y, + 3y,
Ys =9 + 2y, +y,
U=Y -y -y -y,

sujeto a las condiciones iniciales y(0) = (1,0,0,0).

homogéneo,

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo
¥'(t) = Ay(t) + ¢ con condicién inicial y(0) = d.

Ay(t) + ¢, sin especificar ninguna condicién inicjal. Sea v(t) la solucién
del sistema y'(t) = Ay(t) con condicién inicial ¥(0) = d - w(0). En-
tonces la tinica solucién de huestro sistema no homogéneo es y(t) =
(1) + w(t).

En primer lugar observemos que hemos dicho la wnicq solucién. En
efecto, es ficil ver que la prueba de la unicidad en (5.4) no depende de
la homogeneidad del sistema. Calculamos

VIO = V(04 0(0) = Ao(t) 4 dut) 4 e = ay(r) 4 ¢,
¥(0) = v(0) + w(0) = d.
- Luego, para resolver nuestra ecuacién homogénea, basta con calcular

una solucién sin condicién de frontera de la ecuacién y(t) = Ay(t) +e.
Para este fin, consideremos la forma de Jordan J de A, tal que 4 =
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T i v(t) es una solucién de la
Ty J =@ J,()) Observemos que s
. X = t) = T~ v(t) satisface:
ecuacién y'(t) = Jy(t) + Te, entonces y(t) =
y(t) =T () =T Jv(t) + ¢ = Ay(t) +c.
Entonces nos sera suficiente calcular soluciones para los sistemas de

ecuaciones

y'(t) = J,(N)y(?) + e

illo; distinguimos dos casos:
gs)t%iei\ S;n(; ha,’cemos y(t) = =J,(A)"'c que, por ser una constante,
?

satisface y'(t) = 0. t
(b) Si A =0, hacemos y,(t) = ¢,

Y, (1) = %"t’ +c,_,t

3 t]
u(t)=)_ ¢ 71

=1
i6 istema.
y el vector y(t) = (y,(t),...,y,(t)) es una solucién del sis
Ejercicios
1. Resuelva el sistema
Y=y +2y, +1
Y, =3y +2y, - 1

con condicidn inicial y(O? = (1,0).
2. Intente resolver el sistema

y;=y1+2y2+et
—t
y;=3y1+2y2_6 .

= d
Observe que éste es un sistema de la forma y' = Ay + c(t), donde

¢(t) no es constante.
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5.8. Consideremos explicitamente las soluciones del sistema y'(t) =
Ay(t) con condicién de frontera y(0) = d
2 X 2. Supondremos también que d € R2.

» ¥ donde A es una matriz

Hemos visto que por medio de una transformacién invertible 7' po-

demos llevar este sistema a otro de la forma v = Ju(t), v(0) = e,
. - ? T

donde J = TAT"! es una forma de Jordan. Por tanto no perdemos

generalidad si suponemos que A est4 en su forma, de Jordan —de hecho,
consideraremos la forma de Jordan real. Sean )\

1, A, los valores propios
de A. Distinguimos varios casos:

(1) A, A, € Ry A, # A, La solucién del sistema es entonces

t(/\l 0)
(yx(t)’yz(t)) =e\0 X (d,,d,) = (d1e/\1tad26/\2t)'

Observemos que entonces y,(t) = Ky,(t)*/ para una constante
K = diz/d;\l. Podemos representar las parejas (%,(2),9,(2)) en el plano
(%1,9,) como trayectorias que dependen de t (y por supuesto, del valor
de K). En la figura 1, dibujamos la forma que toma la grifica depen-
diendo de las diferentes relaciones numéricas entre A, ¥ A, La flecha

en cada trayectoria indica la direccién en que ¢ aumenta,

%

AT

Ay > A, >0 /\2</\1<0
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%

e —
b

/

Y

A, <0< A

Figura 1.

En el caso A, > A, > 0, observemos que cada trayectoria “empieza”
en el origen, esto es, th’m ¥,(t)'= 0 para ¢ = 1,2. Ademis,
——00

@3 - I(yl(f\z/h -1)
dy,

P dy; LTI
y entonces lim (—dy1 = o0o. Un andlisis similar puede hacerse en el
Yy —+00 :

caso en que A, < A; < 0. Observemos que en este segundo caso
Jlim y(t) = (0,0).
En tal caso se dice que las soluciones y(t) de la ecuacién son estables.

Ejercicio: (i) Analice el caso A, = A, # 0. ;En qué caso las soluciones
son estables?

(ii) Los valores propios son complejos (no reales). Los valores propios
son de la forma A\, = a + fi y A\, = a — #i. Tomando las partes real e
imaginaria podemos reescribir el sistema de ecuaciones de la siguiente
manera: :

Y1 (t) = ay,(t) — By, (1)
y;(t) = ﬂyl(t) + ayz(t)'
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Podemos hacer el cambio de coordenadas y,(t) = r(t) cos(t), y,(t) =
r(t)send (t). Obtenemos entonces el sistema en forma polar

r(t) = ar(t)
0'(t) = B,

con soluciones r(t) = r,e™, 8(t) = Bt + 4,.
Los diagramas de fase que se obtienen son como en la figura 2.

a>0 a=10 a<0

Figura 2.

Ejercicio: Analice el sistema obtenido en el caso (ii) y muestre que los
diagramas de fase son los dados en la figura 2.

5.7. Consideremos otra vez el sistema homogéneo

y'(t) = Ay().

Se dice que 0 es una solucion estable del sistema (o simplemente, que
el sistema es estable) si para todo vector d, la solucién v(t) = e4td del
sistema tiene la propiedad de que tllglo v(t) = 0.

En los ejemplos (5.6) las soluciones eran estables cuando la parte
real de los valores propios de A era negativa. Este hecho es cierto en
general.

Teorema (Criterio de Lyapunov). El sistema y'(t) = Ay(t) es estable
st y solamente st la parte real de cada valor propio de A es negativa.
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Demostracion: Supongamos que la parte real Re(\) de cada valor pro-

pio A de A es negativa. Consideremos la forma de Jordan J = TAT ™
8

de Ay supongamos J = @ J,.(};). Por (5.1) es suficiente demos-
=1

trar que hm et g = g para todo vector d. Escribamos J,, (};) =

AT + N con N nilpotente, entonces, segin hemos visto en (5.2),

1

t (M) — tA 10 n.--l]
e e I+tN+2!(tN) + +(n,~—1)!(tN) .

Entonces para comprobar el resultado basta con ver que th'm e =0,
-—+00

pero |etMi| = etRe () y claramente tllvrglo etRe () = g ya que Re(};) <
0.

Para el converso, supongamos que las soluciones de nuestro sistema
son estables. Procediendo como antes obtenemos que tll'm e = 0 para
—

todo valor propio A de A. La norma del nimero complejo e es etRe ()
que también tiende a 0 cuando ¢ — co. Claramente esto sélo es posible
si Re()) < 0, para toda A € Spec(A). (8

5.8. En la practica no es una tarea sencilla encontrar los valores pro-
pios de una matriz » X n con n grande. Es por ello que se aplican
otros métodos para verificar algunas propiedades espectrales de ma-
trices grandes, por ejemplo, la estabilidad del sistema de ecuaciones
¥'(t) = Ay(t) asociado a la matriz A.

Obtendremos un criterio de estabilidad diferente también establecido
por Lyapunov. Para ello introduciremos primero algunos conceptos.

Una matriz M de tamaiio n X n se llama simétrica si coincide con su
transpuesta, esto es MT = M. Una matriz simétrica M se dice posz'tz'va
definida si x*Mz > 0 para todo vector 0 # € C". Aqui z* denota
el vector renglén (Z,,...,%,) donde Z; es el conjugado de la i-ésima
entrada del vector columna z. Ademés, note que estamos suponiendo

implicitamente que z* Mz es un ndimero real (si no, ;qué sentido tiene
z*Mz > 07).

Lema. a) I, es una matriz positiva definida.

b) Si M es real simétrica, entonces todos sus valores propios son reales.
c¢) Sea M una matriz positiva definida, entonces todos sus valores pro-
pios son reales positivos.
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d) Una matriz real simétrica M es positiva definida si y sdlo si zT Mz >
0 para todo vector 0 # z € R".

Demostracion: (a) Para 0 # z € C", tenemos

n n

'z =z*zx = E iz, = Z |z;]* > 0.

i=1 i=1

(b) Sea A un valor propio de M y Mz = Az para algin vector
n
0 # 2 € C". Luego, "Mz = Az*z = ) (E |:v,-|2). Por otra parte,

t=1
2*Mz es un nimero complejo con conjugado,

(z*Mz)* =2"M*z = 2* Mz,

Entonces, z*M z es un ndmero real, lo que implica que A € R.
(c) Supongamos que M es positiva definida y A € Spec(A4). Como
antes

0< z*Mz = \||z|]?
para un vector propio z de M. Esto muestra que A > 0.

(d) Supongamos que zT Mz > 0 para todo vector 0 # z € R". Sea
0 # z € C". Podemos escribir z = , + iz, con z,,z, € R™. Entonces

(z, + iz,)* M(z, + iz,) = 2T M2, — ial Mz, + ieT Mz, + 2T Mz,
=z Mz, + 2T Mz, >0
ya que el nimero (= matriz 1 x 1)
eI Mz, = (2T Mz )T = 2T Mz, = 2T Mz, o
Ejercicio
En el capitulo III probaremos que una matriz real simétrica es diagona-

lizable. Suponga por lo pronto este resultado y demuestre lo siguiente:
Criterio de Jacobi: Sea M € M, (R) una matriz simétrica. Para ¢ =

1,...,n, consideremos las submatrices principales M; = M(}:::) de M
(observe que M, = M). Entonces M es positiva definida si y solamente
si det M|, ...,det M, son nlimeros positivos.
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5.9. Teorema (Lyapunov). La matriz real A de tamario n X n deter-
mina un sistema

y'(t) = Ay(?)

estable si y solamente si existe una matriz real positiva definida M que
satisface

ATM + MA=-I,.

Demostracion: Supongamos primero que el sistema y'(t) = Ay(t) es
estable. Consideremos la transformacién lineal f:R”2 — R"2, N —
A’N+ N A. Mostraremos que f es inyectiva: supongamos que f(N) = 0.
Entonces —ATN = NA y et N = Neth (ver ejercicio 1). Luego,
N = " Netd,

Como A y AT tienen los mismos valores propios, (5.7) nos dice que
también el sistema y'(t) = ATy(t) es estable. Entonces

, T
N = lim €4 Net4 = 0.
t—o0

Luego, existe una tnica matriz M € R™ con ATM+MA = f(M) =
—I,. Como también f(MT) = —I,, entonces M = MT y M es simé-
trica. Nos falta ver que M es positiva definida. Por (5.8), basta con
considerar vectores 0 # € R™ y demostrar que 27 Mz > 0. Sea 0 #
z, € R™ y consideremos la funcién ¢:R — R, t — (e?tz,)T M(e?'z,)
que tiene derivada

¢(t) = (eM2,)T(ATM + M A)(e?z,) = —|le?tz, || < 0 para t € R.

En particular, q(t) < ¢(1) < ¢(0) = 2T Mz,, para t > 1. Como
th'm g(t) = 0, entonces mngo > 0y M es positiva definida.
-—+00

Para el converso, supongamos que ATM+MA = ~I,.Sea A un valor
propio de A y Av = Av para algin vector 0 # v € R". Consideremos
otra vez la funcién ¢(t) = (e*v)* M (e*v). Diferenciando tenemos

q'(t) = M*q(t) + Mq(t) = 2Re(M)q(t), para toda t € R.
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Como antes (ejercicio 1), ety = eMv, entonces g(t) = (eAtv)*M (e4*v)
que tiene derivada negativa. Asf, :

0 > ¢'(t) = 2Re(A)g(0) = 2Re (A )" M.

Como M es positiva definida, v*Mv > 0 y tenemos que Re \) <0,
como deséabamos. iQ

Ejercicios

1. Si BN = NA para ciertas matrices cuadradas A, By N, entonces
eB!N — NeAt‘ v

9. Encuentre condiciones en las entradas de una matriz real A €
M,(R) para que el sistema y'(t) = Ay(t) sea estable.




