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Bialgebras



Algebras de grupo

Definicion
Sea G un grupo. Su algebra de grupo es el k-espacio vectorial de
base G, con la multiplicacion de G extendida linealmente.

kG = ZAQQ: Ag €k, FC Gfinito p = { de elementos de G

combinaciones k-lineales }
gef

Ejemplo
SiG=7Z={t": neZ} sualgebra de grupo es

K7 — combinacipnes k-lineales _ ok [L t”} ’
de potencias enteras de t

con la multiplicacion habitual de polinomios.



Modulos sobre un algebra de grupo

Los kG-modulos son k-espacios vectoriales con una accion de G que
es k-lineal.

Observaciones

- Si Vy W son kG-moddulos, su producto V& W es un kG-modulo
definiendo g- (vew)=g-v®g-w.
- El cuerpo k es un kG-modulo definiendo g- A = .

Las bialgebras son una generalizacion de las algebras de grupo en
este sentido.



Coalgebras y bialgebras

Definiciones

- Una coalgebra es un k-espacio vectorial H con una
comultiplicacion A: H— H® Hy una counidad e: H — k, tales
que conmutan los diagramas: (coasociatividad y counitalidades)

- Una coalgebra H es una bialgebra, si tiene estructura de algebra
y Ay e son morfismos de algebras.

- Una bialgebra H es un algebra de Hopf, si id, es invertible por
convolucion en Homg(H, H). Su inversa s: H — H se llama
antipoda.

Ejemplo

Si G es un grupo, H = kG es una bialgebra definiendo

A(g)=g®g, e(g)=1



Coalgebras y bialgebras

Ejemplo
k[x] = algebra de polinomios en la variable x.

Estructura de coalgebra:

A =Y (7))@ X

i+j=n
eM=1, e(x)=0,Vi>O0.

Alcanza con definir A(x) =x® 1+ 1® X, ¢(x) = 0y extender como
morfismo de algebras.



Coalgebras y bialgebras

Ejemplo
k[x,y] = algebra de polinomios en las variables x, y.
Estructura de bialgebra:

Alcanza con definir A(X) =x®1+1® X, e(x) =0,
A(y)=y®1+1QY, e(y) = 0y extender como morfismo de algebras
pero cuidado:
k(x,y)
klx,y] = ——2/
boy] (yx = xy)

Entonces tiene que verificarse
A(y)A(x) = A(yx) = Alxy) = AX)A(Y),

e(V)e(x) = e(yx) = e(xy) = e(X)e(y).



Coalgebras y bialgebras

Ejemplo
El plano de Jordan es el algebra

A KxY)
= —-
{yx —xy + 3 x%)
Estructura de bialgebra:

Alcanza con definir A(X) =x®@1+1® X, e(x) =0,
Aly)=y®14+1®y, e(y) = 0y extender como morfismo de algebras
pero cuidado: tiene que verificarse que

AW)AR) = Ax) = A (xy - ;x) = AMAQY) - SAKY,

0200 = =) = (7= 37 ) = 0=0) — 520"

Ah pero no da, entonces no es bialgebra... por ahora.



Categorias monoidales trenzadas



Categorias y funtores

Definicion
Una categoria consiste en
- Una coleccion de objetos €,

- Para cada X,Y € €, un conjunto Home(X, Y),

- Para cada X, Y,Z € G, una funcion llamada composicion
o: Home(X, Y) x Home(Y,Z) — Home(X, 2), [(f,g9) — g of], tal
que (hog)of=ho(gof)siempre que se puedan componer,
- Para cada X € €, un elemento llamado identidad
idx € Home(X, X) tal que idy of = f = foidy, Vf € Home(X,Y)

Ejemplos

Set, Vecty, sMod, sMods, Grp, Algy, Top, ...



Categorias y funtores

Definicion
Sean Gy D categorias. Un funtor de € a D consiste en

- Una funcion F: ¢ — D,

- Para cada X,Y € G, una funcion
F: Home(X,Y) — Homo (F(X), F(Y)),
tal que F(gof) = F(g) o F(f), F(idx) = id).



Categorias y funtores

Ejemplos

- Funtor de olvido, U: Top — Set, U(X) = X, U(f) = f.
- Funtor de linealizacion, k(—): Set — Vecty

combinaciones k-lineales
= N C i = 9
k(X) {X; AX: A €k, FCX ﬁmto} { do olomentos de X } :

k(f): k(X) — k(Y) = La transformacion lineal dada por f
en la base X.

- Tomar el algebra opuesta,
op: Algy — Algy, op(A) = A%, op(f) =1,
- etc...



Categorias monoidales

Definicion
Una categoria monoidal es una terna (G, ®,/) donde

- G es una categoria,

- ®:C x € — €esun funtor en cada variable, llamado producto,
- | es un objeto de G, llamado neutro o unidad

- (X®Y)®Z~X® (Y®Z) para todos los X, Y, Z,

- l®X~X~X®I paratodos los X,

Los isomorfismos son naturales y cumplen con dos condiciones de
compatibilidad.
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Categorias monoidales

Ejemplo

Si Vy W son kG-mddulos, su producto V& W es un kG-modulo
definiendo g-(veaw)=g-vag-w.

El cuerpo k es un kG-modulo definiendo g- A = .

Ejemplo

Los espacios G-graduados son k-espacios vectoriales con una
descomposicion en suma directa

\/:EBVQ

Si Vy W son dos espacios G-graduados, su producto se define
mediante

Veaw),=EVvsew
st=g

Su neutro es el espacio k concentrado en el grado del neutro de G.



Idea: expresar categoricamente nociones como algebra con una
accion de G, algebra graduada, etc.

Definicion

Sea (€, ®, 1) una categoria monoidal. Un monoide en € es un objeto

A € € junto con una multiplicacion p: A® A — Ay una unidad
n: 1 — A, tales que conmutan estos diagramas:

ASARA 2% amA ARI-28 pon 2% 194

ida ®M\L i# idn M\L 0
A.

ARA ———————A,



Comonoides

La nocion de comonoide es dual a la de monoide:
Definicion
Sea (€,®,1) una categoria monoidal. Un comonoide en € es un

objeto C € € junto con una comultiplicacion A: C — C® Cy una
counidad e: C — |, tales que conmutan estos diagramas:

C = or-Ye C
l e 2
A ARid A
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Categorias monoidales trenzadas

Idea: Expresar categbricamente nociones como la de bialgebra.
Si H es un algebra, la condicion “A: H — H ® H es morfismo de
algebras” depende de dar una estructura de algebraa H ® H. La
estructura usual viene dada por (a ® b)(c ® d) = ac ® bd,

Definicion
Una categoria monoidal trenzada es una cuaterna (€, ®, 1, c) donde

- (€, ®,1) es una categoria monoidal,

© Cxy: X®Y — Y®Xdefinen un isomorfismo natural llamado
trenza, tal que

Cxyez = (idy ®Cx 7) o (Cxy ® idz),

Cvazx = (Cvx ®idz) o (idy ®cx 7)



Bimonoides

Observacion
Si (A, pa,na) Y (B, ug,ms) son monoides en (€, ®,1,¢), A® B es un
monoide definiendo

page = (s @ pg) o (ida ®Cpa ®idg): AQRBRARB - A®B,

NagB =Na @ ne: | - A®B

El neutro I es un monoide trivialmente. La categoria Mon(@), de
monoides en €, es monoidal con el mismo producto y unidad que C.

Definicion

Sea (€, ®,1,c) una categoria monoidal trenzada. Un bimonoide en €
es un comonoide en la categoria de monoides en €.

;Y qué es un monoide en la categoria de monoides?

Argumento de Eckmann-Hilton: es un monoide conmutativo.



Modulos de Yetter-Drinfeld

Definicion
Sea G un grupo. Un modulo de Yetter-Drinfeld sobre kG es un
kG-modulo V con estructura de espacio G-graduado, tal que

g~thVghgfw, Vg,hEG
Si G es abeliano, la condicion queda

g'vhgvhv vg7h€G

Ejemplo

Un moédulo de Yetter-Drinfeld sobre kZ =k [t,t~"] es un espacio
Z-graduado, que en cada componente tiene un automorfismo
k-lineal distinguido (correspondiente a la accion del elemento t).



Modulos de Yetter-Drinfeld

La categoria de los kG-modulos de Yetter-Drinfeld f$YD es monoidal
trenzada:

- Producto: tensor sobre k,

g-(vew)=g-vag-w, (VoW =V e W.
st=g

- Neutro: k concentrado en el neutro del grupo, con g- A = A.
- Trenza: Parav e Vg, w € Wy,

cvw(veaw)=g-wev.

La trenza preserva la graduacion:
grado (v® w) = gh, grado(g-w®v) = (ghg™") g = gh.



Modulos de Yetter-Drinfeld

k{x,¥)

El plano de Jordan es el algebra A=s ———
P g {yx —xy + 3 x2>

- Accion de kZ: t-x=X, t-y=x+y.
- Graduacion por Z: X,y € Aq.
Las extendemos multiplicativamente = A es monoide en [ZYD.

- Comultiplicacion: A(x) =1@x+x®1, AlY)=10y+y® 1.
- Counidad: e(x) = e(y) = 0.

Las extendemos multiplicativamente = A es bimonoide en [2YD.
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Cohomologia de Hochschild




Cohomologia de Hochschild

Una k-algebra A es un bimodulo sobre si misma, con su
multiplicacion. Ademas tomamos M otro A-bimodulo cualquiera. La
cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M es

H® (A, M) = Extz, (A, M).
Esto es, dada una resolucion proyectiva de A-bimodulos

d; d, d do

Ps P, P, Py —-

A 0

esta cohomologia es

H'(A,M) =H (HOmAA(PuM)’ di)

20



Producto cup

- A R k-algebras, p: A— R morfismo de k-algebras hace de R
un A-bimodulo con a-r=p(a)r, r-a=rp(a).
Asociatividad: (rp(a))r = r(p(a)r’). Implica que la
multiplicacion de R se factoriza por v: R®s R — R.

- Sea P, una resolucion proyectiva de A como A-bimodulo
= el isomorfismo A ~ A®u A se levanta a w: Pe : (P ®a P)se

Definicion
Sean ¢ € Homaa(Pp, R), ¥ € Homaa(Pg, R). Su producto cup ¢ U es
la composicion

: Rup
Porg—0 s Py @aPg— S R@aR—2 >R

Esta bien definido salvo homotopia, entonces esta bien definido en
cohomologia

U: HP(A,R) ® HI(A, R) — HP*9(A, R) 2



Resolucion bar

La resolucion bar de A es:

/ / / /

s By(A) —2= By(A) — > By(A) — > Bo(A) —-

A 0.

Bi(A) =ARA®P"®A, p:A®A— Aeslamultiplicacion,

n+1
bi(ao ® -+ ® anyz) = Z(*”I Oy ® -+ ®0i0j11 @ -+ ® Ap42.
i=0

Producto cup:
PUY (10I1Q- - -QUp+q®1) = p(1041Q- - -Q0p®1) Y(1RUp41®- - -QUp4q®1).
Ventaja: Definicion sencilla 'y “regular”. Puede hacerse siempre.

Es (til para resultados tedricos / generales.

Desventaja: Su tamano crece exponencialmente.

Grandes dificultades para calculos explicitos.
22



Una resolucion de k[x, y]

5 k(x,y)
El algebra k[x, y] es A= —1-"_
g [x,y] WX =Xy

Tiene la siguiente resolucion:

do

0—>AQkr®A 2= A0k{x,yl ®A AQA—Ls A 0,

(1ex®1) = x@1-10x, d(1®y®1) = y1-1QY,
dIerel) = yex1+10yX—XQyR1—1TXR® Y.

Los diferenciales se anulan al aplicar Homaa(—, k),
entonces H"(A, k) = Homaa(Pp, k).

23



Cohomologia de k|[x, Y]

Los grupos de cohomologia son:

- H(A, k) = ke, donde e (1®1) =1,
- H'(A, k) = k{x*,y*}, donde

X (1exe1l)=1 x*(1ey®1)=0
V' (1exe)=0 y(Ieyel)=1,

- H?(A,k) = kr*, donde r* (1®@r®1) = 1.
Producto cup (ejemplo):

wl®rel)

(12re1)e.(191)
+ (1eyeN)es(1ex®1)
(1x@Na(1eye1)
(1N (1ere).
xXux(lerel) = 0-1-1-0.
x*uUx* = 0.

24



Una resolucion del plano de Jordan

k{x,y)

El plano de Jordan es el algebra A= ——— 020
> . {yx — xy + 1 x2)

Tiene la siguiente resolucion (Lopes - Solotar):

do iz

A®A

0> AQkr®A—2>Ack{xy} A A 0,

do(1®x®1) = x®@1-1®%, d(1ey®1) = y1-11Y,
d(1®re1) = yXxR1+10yX—XQYy®1-10xXxQY
+3X®X®1+510X®X,

Los diferenciales se anulan al aplicar Homaa(—, k),
entonces H"(A, k) = Homaa(Pp, k).

25



Cohomologia del plano de Jordan

Los grupos de cohomologia son:

- H%(A,k) = ke, donde e (1®1) =1,
- H'(A, k) = k{x*,y*}, donde

X (1exel)=1 x*(1ey®1)=0
V' (1exe)=0 y"(eyel)=1,

- H?(A,k) = kr*, donde r* (1®@r®1) =1.

Producto cup (ejemplo):

wlerel) = (1rel)a(111)

(Teyel)a(1exe1)

(1exeNoa(1oye1)

J(1x®1) @ (19xXx®1)

()R (1Terel).

XFUx(1®r®l) = 0:-1-1-0+11-1.
X*uUx* = re.

+

+ +

Nl—

26



Conmutatividad graduada

El algebra de cohomologia H®(A, R) es conmutativa graduada si

U =(-1PI9pUp, VeeH(AR), ¥ eHI(AR).

- H*(A,A) es conmutativa graduada siempre (Gerstenhaber, 1963).

- H*(A, k) es conmutativa graduada si A es un algebra de Hopf
(Farinati - Solotar / Suarez Alvarez / Taillefer, 2004).

- H*(A,k) no es conmutativa graduada si A es el plano de Jordan.

- ldea: son bimonoides pero con una trenza no trivial, tiene
sentido pensar si podemos involucrarla en la cohomologia.

27



Conmutatividad graduada
trenzada y hom internos




Como trenzar espacios de cohomologia

Idea:

- Intentar ver los espacios de cohomologia dentro de alguna
categoria trenzada (por ejemplo, dar estructura de modulo de
Yetter-Drinfeld).

- Pasar a lenguaje de categorias trenzadas la construccion de la
cohomologia de Hochschild.

Supongamos que H9(A, R) tiene estructura El algebra de
cohomologia H*(A, R) es conmutativa graduada trenzada si

((p@l/)) ( )pq UOCHD(A R),HI(A,R) (g@@lb) Vo € Hp(A R) (NS Hq(A R)

28



Lo que se sabe para dimension finita

Teorema (Mastnak - Pevtsova - Schauenburg - Witherspoon)

Si'la dimension de A es finita o G es finito, H*(A,k) es un objeto
Z-graduado en (YD, y el opuesto de su producto cup es
conmutativo graduado trenzado.

29



El complejo de Hochschild

La adjuncion
Homaa(A ® A®" @ A, M) =~ Homy (A®", M)
Implica el siguiente isomorfismo de complejos:
(Homaa(B4(A), M), (b3)7) = (C*(A), d*),
donde C"(A) = Homy(A®" M)y d" : C"(A) — C"*'(A) es:

d"f(01 ® - - ® An41)

ar-fla; ® - ® n+1)
+ () ®- ®0i0i ® -+ - @ Angr)
+ (_1)n+1f(a1 - ® an) *Ap4-

El producto cup queda ast:

(aUB) (1 ® - ®Uptg) = (A1 ® -+~ R Ap) B(Up41 ® -+ ® Uptq)-

30



Hom internos

Idea: Buscar un “analogo a Homy dentro de la categoria monoidal €".
Definicion
Sean V, Y objetos de una categoria monoidal (€, ®,/) Un hom interno

es un objeto de €, llamado hom(V,Y), con un isomorfismo natural

Home(— ® V,Y) — Home(—, hom(V,Y)).

Si hom(V,Y) existe, es Unico salvo isomorfismo, y es funtorial en
ambas variables (Lema de Yoneda).

31



Hom internos

Ejemplos
- En espacios vectoriales: hom(V,Y) = Hom(V,Y).
- En kG-modulos: hom(V,Y) = Hom(V,Y), con la accion de G

(9-Hv)=g-fg”" ).

- En espacios G-graduados: hom(V,Y) = @y,c; hom(V, Y),, donde

hom(V,Y)y = [ ] Homi(Vs, Yhs) = Homyees (V, Y[H).
seG
Coincide con Homg(V,Y) cuando kG o V son de dim finita.
- En K&yD:
- Definicion como espacios G-graduados.
- Accion de G como en kG-modulos.
Coincide con Homg(V, Y) cuando kG o V son de dim finita. %



Funtores monoidales laxos

Definicion
Sean (€,®, 1)y (D, x,J) categorias monoidales. Un funtor monoidal
laxo de € a D es una terna (F, ¢, o), donde

« F: € — D es un funtor,
< oxy : F(X) x F(Y) = F(X® Y) definen una transformacion natural,

<o )= F(I),

que verifican condiciones de asociatividad y unitalidad.

33



Funtores monoidales laxos

Asociatividad:

FOX) x F(Y) x F(Z) —2 _ Fix oY) x F(2)

idy X@y‘zl itpxogv‘z

FOX) x F(Y® 2) —— FXQY®2),
Definicion

Sean (G, ®,1,¢c®) y (D, x,J,cP) categorias monoidales trenzadas. Un
funtor monoidal laxo (F, ¢, ¢o) de € a D es trenzado si conmuta el
siguiente diagrama:

D
R F(1)

F(X) x F(Y) —————— F(Y) x F(X)

FIX® Y)F—C)>F(Y®X). .



Funtores monoidales laxos

Proposicion (Aguiar - Mahajan)
- Si Fes un funtor monoidal laxo, manda monoides en monoides.

- Siademas F es trenzado, manda monoides conmutativos en
monoides conmutativos.

Resumen de la demostracion de [MPSW]I:

- Hay un comonoide diferencial Z-graduado
(Se(A) = @B, A®n, dec), que resulta ser coconmutativo
graduado trenzado a menos de homotopia.

- Si A es de dimension finita o G es finito, el funtor monoidal
trenzado hom(—,k) coincide con Homy, entonces manda este
comonoide en el complejo cuya algebra de cohomologia es la
opuesta de (H*(A),-).

- Alser (H*(A),~) imagen de un comonoide coconmutativo
graduado trenzado por un funtor monoidal trenzado, este es
conmutativo graduado trenzado. 35



Conmutatividad graduada
trenzada y categorias duoidales




Motivacion

- Las condiciones de finitud sobre los objetos de la forma A®". Ya
vimos que el plano de Jordan verifica una finitud “mas relajada”,
a nivel de su resolucion minimal.

- Al usar otras resoluciones, el producto cup esta definido a nivel
del producto ®4, que no admite estructura trenzada.

- En bimodulos sobre bialgebras esta también el producto ®, que
en general tampoco admite estructura trenzada.

- Pero entre ellos son compatibles, y es lo que vamos a
aprovechar.

36



Categorias duoidales

Definicion
Una categoria duoidal es una 9-upla (€, o, I, x,/, ¢, A, 1y, o), donde
- (€,0,1) y (€, %,/) son categorias monoidales.
- (I,A},¢p) es un comonoide en (€, *,)).
+ (J,y,¢o) €s un monoide en (€, )
s Cxyvzr i (XxY)o(Z+T) — (XoZ)x (Yo T) definen una
transformacion natural, llamada ley de intercambio,

con compatibilidades entre estas estructuras.

37



Categorias duoidales

Ley de intercambio y asociatividad de o¢:
id

X*xT)o(YxU)o(Z%V)
CX,T.Y,UQidZ*Vl iCX,T.YOZ,UOV

(XoV)*(ToU))o(ZxV) ———————=(XoYoZ)x(ToUo V).

XoY,ToU,Z,V

et O Sv,u,2,y

(XxT)o ((YoZ) % (UoV))

Ejemplo

Una categoria monoidal trenzada (G, ®, I, ¢) permite definir la
categoria duoidal (€, ®, 1, ®,1,¢,id,id,id,), donde

g)%,Y,ZA,T = idx ®Cy x ®idr.

38



Bimodulos sobre un bimonoide

De forma analoga a la definicion de monoide y comonoide, se puede
definir médulo a izquierda, a derecha y bimodulo sobre un monoide
A en una categoria monoidal G, escribiendo diagramaticamente las
condiciones en Vecty e interpretandolas en C.Algunas de ellas:

AOMRA—XZ% _MoA 1eM 2% agm

ida ®Xrl er d \LX{
idu

También se define la nocion de morfismo de bimodulos, dando lugar
a la categoria de A-bimodulos, que denotamos 4Ca.

39



Bimodulos sobre un bimonoide

Definicion

Sean (M, xe, xr) ¥ (M, X}, x7) dos A-bimodulos. El producto de My M’
sobre A es el coigualador mym : M@ M" — M@, M" de los mapas
Xr®m Y idy ®x; : M®AQM — M® M. Sus acciones izquierda y
derecha son dadas por x¢ and x; respectivamente.

El producto ®, da una estructura monoidal en 4Cy, cuyo neutro es A.

40



Bimodulos sobre un bimonoide

Definicion
Sea (€, ®,1,c) una categoria monoidal trenzada, sea (A, u, 1, A, &) un

bimonoide en €,y sean (M, x¢, xr) ¥ (M, x}, x;) dos A-bimodulos. Se
define el A-bimédulo M®M’ como (M® M, x7, x7), con las acciones

X = (xe®xp) o (ida®Cam ®idw) o (A ®idu ®idw),
X2 = (xr®x) o (iduy®cw a4 ®idy) o (idy ® idw QA).

El producto ® da una estructura monoidal en 4C,4, cuyo neutro es I.

41



Bimodulos sobre un bimonoide

Proposicion (Garner - Lopez Franco)

Sea (€, ®,1,c) una categoria monoidal trenzada y sea (A, u,n, A, €)
un bimonoide en €. La 9-upla (aCa, ®a,A, ®,1,¢*, A,id, €) es una
categoria duoidal, donde

CI\A/I,N,K,L MON)@A(KOL) — (M@4K)© (N®@4aL)

es la proyeccion canonica del mapa ¢g y ¢, = idu ®Cy  ® id;.

42



Duoides y coduoides

Definicion
Sea (C,o,1,%,J,¢, A, py, Co) una categoria duoidal. Un duoide en € es
una quintupla (A, p, n,v,¢), donde

- (A, p,m) es un monoide en (C,, ),

- (A v, 1) es un monoide en (C, %, /),

- los siguientes diagramas conmutan:

CaaA.A

(AxA)o (AxA) ———————> (AcA)x (A0 A)

uovl lu*u

AcA m A = AxA,

| —2 J<>J*>I

RN

A'%”A*A, AOAHA



Duoides y coduoides

Definicion
Sea (€, 0,1, %,/,(, A, py, Co) una categoria duoidal. Un coduoide en €
es una quintupla (A, i, n,v,¢), donde

- (A, u,m) es un comonoide en (C, o, 1),

- (A,v,¢) es un comonoide en (€, *, 1),

- conmutan los diagramas inversos de los de duoide.

Proposicion (Argumento de Eckmann - Hilton)

- Los duoides en una categoria monoidal trenzada son los
monoides conmutativos.

- Los coduoides en una categoria monoidal trenzada son los
comonoides coconmutativos.
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Resoluciones proyectivas como coduoides

Teorema

Sea A un bimonoide en la categoria de modulos de Yetter-Drinfeld

sobre el algebra de grupo kG, con G abeliano. Sea P, L aun
complejo de cadenas en A(ﬁg‘g@)A, que al pasar a , Mod, sea una
resolucion proyectiva de A.

Sean

- w: Pe = (P®aP)e el mapa que levanta A ~ A ®a A,
©§: Py — (P®P)s el mapa quelevanta A: A —AGA

Entonces (Pe,w,f,d,e o f) es un coduoide diferencial graduado, a
menos de homotopia k-lineal.
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Resolucion proyectiva del plano de Jordan

k(x, y)

Recordemos la resolucion del plano de Jordan A = -————=—5—
{yx —xy + 3 x%)

0— > AQKr®A L= AQk{x,y) ®A—LsA0A "2 0,

Damos a los términos de la resolucion estructura de kG-modulo de
Yetter Drinfeld: Sean a,b € A homogéneos.

Po: t-(a®@b)=t-a®t-b, grado(a® b) = grado(a)+ grado(b).

Pi: t-(a@x®b)=t-a@x®t-b, t-(a®Qy®b)=t-a®(x+y)®t-b,
grado(a ® x ® b) = grado(a ® y ® b) = grado(a) + 1+ grado(b).

P,: t-(a®r@b) = t-awret-b, grado(awb) = grado(a)+2+grado(b).
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Funtores monoidales laxos dobles

Definicion

Sean (€, o,1,%,/,¢) y (€', o/, I', ', )/, ¢") dos categorias duoidales. un
funtor monoidal laxo doble de € a €’ es una quintupla

(F7 907@07’77’70) donde

- (F, ¢, ¢0) es un funtor monoidal laxo de (€, o,1) a (€', o', I').

- (F,7,70) es un funtor monoidal laxo de (C,*,/) a (¢, *", /).
Una de las condiciones de compatibilidad:

SE(X),F(Y),F(2),F(T)

(FX) +" F(¥)) o' (F(2) " K(T)) (FX) " F(2)) #" (F(Y) o' F(T))

'\/X,YO”YZ,Ti \LW’Z*/W’T

F(XxY)o' F(Z%T) F(XoZ) %" F(YoT)
F((XxY) o (ZxT)) F((Xo2)x (YoT)), &

F(¢x,v,z,1)



Proposicion (Aguiar - Mahajan)

Un funtor monoidal laxo doble manda duoides en duoides.
Definicion

Sea A un algebra aumentada en YD, para un grupo G abeliano.

Sean M, N dos A-bimodulos. Se define el modulo de Yetter-Drinfeld
homaa(M, N) en componentes:

hompa(M, N), = Hom, yeciey, (M, N[]) = Homaa(M, N) 1 hom(M, N),,
con la siguiente accion de G:

(9-NX)=9g-flg™"-x), ¥x e M.

Proposicion

SiM \ect6 A®V®AcondimV < oo, HomAA(/Vl, N) = homAA(/\/l, N)
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AR ERIE

Teorema
El funtor homas(—, k) es monoidal doble laxo
Teorema
Sea A un bimonoide en la categoria ¥3YD, para un grupo abeliano G.
Sea P, — A un complejo de cadenas en (YD), tal que
1. al pasar a 4 Mod, sea una resolucion proyectiva de A,
2. cada bimodulo P, sea isomorfo como espacio G-graduado a un

producto A® V, ® A, con V,, de dimension finita.

Entonces, el complejo de cocadenas Homaa(Ps, k), con el opuesto del
producto cup, es conmutativo graduado trenzado a menos de una
homotopia k-lineal. En particular, su cohomologia H®(A, k) es
conmutativa graduada trenzada.
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Pasos de la demostracion:

- El producto en Homga(Ps, k) inducido por w es el opuesto del
producto cup.

- Por la condicion 1, la resolucion P, es un coduoide con wy 6.

- La condicion 2 permite sustituir el funtor Homaa(—, k) por el
funtor homgaa(—, k), que es monoidal laxo doble.

- La imagen del coduoide P, es un duoide.

- Por el argumento de Eckmann - Hilton, es un monoide
conmutativo.
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iMuchas gracias!

iMuchas gracias!
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