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ELIPSOIDE DE ERROR

En Geodesia, el elipsoide de error (también llamado elipsoide de confianza) representa
graficamente la incertidumbre de la posicion estimada de un punto en el espacio (X, Y, Z).

Se trata de un elipsoide tridimensional centrado en la posicion estimada, cuyas
dimensiones y orientacién dependen de las varianzas y covarianzas asociadas.

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS (N) DIMENSIONALES

Estas distribuciones aparecen cuando el resultado de cierto experimento aleatorio se
expresa por medio de n cantidades variables observadas simultaneamente, con sus
correspondientes incertidumbres.

Consideremos una variable n-dimensional: X =
xTL

Donde cada una de ellas tiene asociada una distribucion de probabilidad Normal:

X; ~ N(u;, 07)
Definiendo:
251 2
u o7 013 ... Oin
2 . o o? o -
M =| : | vector de las medias y X =| 12 2 2n | matriz covarianza
: . ;
i, Op1 Oy .. Of

La funcién f(x) de densidad de probabilidad normal de una variable multivariante n-
dimensional es:

£ = e /200
donde KX =X-MTxY(X-M)

Si cada una de las componentes de X toma una probabilidad determinada — f(x) = cte,
entonces:

e SiXesdeunadimension — f(x) es un nimero (la probabilidad).

Ya vimos que este es el modelo que se aplica a las mediciones realizadas en el caso de una
variable.
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e SiXesdedosdimensiones — f(x) es una curva en el plano (una figura).

Si consideramos los puntos en el plano como resultado de observaciones realizadas
entonces el modelo de distribucion normal bidimensional es el que se aplica a las
mediciones realizadas. Describe la regién bidimensional de incertidumbre para la posicion
estimada.

f(x.y)

Y

(1x s By)

Si consideramos los puntos en el espacio como resultado de observaciones realizadas,
entonces el modelo de distribucién normal tridimensional es el que se aplica a las
mediciones realizadas; el mismo describe la region tridimensional de incertidumbre para
la posicion estimada.
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0 >y
EH

Plumb line

La formulacién de la expresién f(x) = cte es compleja para poder trabajar con ellay sacar
conclusiones de la misma. Por ello se hace conveniente desarrollarla para lograra una
expresion mas sencilla en las variables.

Dejando el término en e de un lado de la igualdad, aplicando el logaritmo y desarrollando
se logra una ecuacion mas sencilla:

(\/(ZH)"detZ') - cte = e V/2KX) 5 1pg (Cte.w/ (27t)"det2) =-1/2-K(X)
K(X) = —2log (cte.\/ (2n)"det2)

Definiendo: c¢? = —2log (cte.,/(Zn)"detl) —K(X) = c?
X -MTEYX—-M) =c? (Ecuacion 1)

Si X representa las coordenadas cartesianas de un punto, podemos considerarloen 20 3
dimensiones.

x
x
Enelplano— X = (y) Enelespacio— X = <y>
z

En estos casos la ecuacion (1) define una conica (en 2 D) o una cuadrica (en 3 D), debemos
clasificarlay encontrar sus elementos (centros y ejes).
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El determinar los ejes es definir sus dimensiones y orientacién y esto proporciona
informacion sobre las direcciones en las que la incertidumbre es mayor o menor.

Para ello hay que transformarla a una expresion mas sencilla, la expresiéon candnica (solo
términos de 2° grado en las variables).

Lo podemos realizar a través de movimientos en dos etapas: Traslacidon y Rotacion.

Esto nos permite pasar de un sistema correlacionado (X,Y,Z) a un sistema en el cual las
direcciones de incertidumbre estan independientemente orientadas, transformando el
espacio a uno donde el nuevo sistema esta alineado con los ejes (X”,Y”,Z”).

1) Traslaciéon (X,Y,Z) > (X,Y,Z))

En esta etapa se hace coincidir el centro del nuevo sistema con el origen de coordenadas.
Llamando h a un vector de traslacion, la relacion entre los vectores X e X', sera:
X=X+h

Escribiendo la ec. (1) como una funcién (P(X)):

PX)=X-MTr1(X—-M)—c?

Tendremos:

PX'+h)=X'+h-MT2'X'+h—M) —c?

PX'+h)=XTE 1+ (h—M)TE (X' + (h—M)) — c?
PX'+h)=XT2"X"+h-MTE X'+ X2 (h—M)+ (h—M)TE Y (h— M) — c?

Observando que X'"X"1(h— M) es un escalar y que (h—M)T2"Y(h— M) —c? = P(h),
entonces:
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XT3 (h—M) = (X751 (h—M)) = (h—M)TE1X'

P(X'+h) =XTE71X' + 2(h — M)TZ71X" + P(h)

Para que esta expresiéon no contenga término en X’ — h=M

Por lo tanto el centro de la conica/cuadrica debe ser M.
XTr71X —ct=0

2) Rotacion

Se busca aquella rotacién que tenga como resultado del movimiento una coincidencia
entre los ejes de los sistemas X'y X”. De esta manera la ecuacion (1) no tendra término
mixto, es decir productos entre las componentes de la variable X (términos xy o xz por
ejemplo).

La relacion entre dos vectores referidos a los sistemas X'y X”, es:

X' =6X" donde G es la matriz de rotacion.

Para dos dimensiones:

-

X' =cosf-X"—senf -Y"

Y =senf - X" + cosf - Y"

, }Y(,’] _ [COSH —sen@] ) [X,’,’] G = [6059 —senb

rotacionen el eje Zun angulo 8
senf cosO sen@ cosO J &

Para tres dimensiones:
G = RszRy donde

1 0 0
0 cosa —sena] rotacion en el eje X un angulo a

0 sena cosa

RX=
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rcosff 0 —senf
Ry,=| 0 1 0 rotaciénen el eje Y un angulo
lsenff 0 cosp |

[cos8 —senf 0]
R; = |senf cos@ O|rotacidnenelejeZunangulo6
0 0 1.

En cualquiera caso:

P(X")=XTyr1x' — c?

P(GX'") = (GX'"NTZ7YHGX") — c?

X"TGTE716X" —c? =0—llamando A = GTX716 - X"TAX" —c? =0

Como X es simétrica > ¥~ también es simétrica > existe una rotacion G tal que G7X71G
es diagonal de tal forma que:

¢ 0 ... O
GTr716 = 0 ¢ donde c1, o, ......, cn son los valores propiosde X1y G
0 0 ... ¢,

es la matriz de cambio de base ortogonal conformada por los vectores propios
ortonormales. G no es otra que la matriz de rotacién ya descrita.

Recordando que los valores propios de una matriz inversa H! son los inversos de los
valores propios de la matriz H y que los vectores propios son los mismos, es decir:

Si, los valores propios de X1 son 1/ A1, 1/ Ay, ......, 1/ An siendo Ay, A, ......, An Valores propios
de .

Entonces, los vectores propios de X~ son vy, vy, ...... , Vn siendo vi, v, ...... , Vn valores
propiosde X.

Tendremos para dos dimensiones:

1/2 0 1/2 0 Trx"”
nT no__ 2 _ 1 17 I’ 1 _ 2
X'TAX" =c —>A—[0 1//12]—>[X Y][0 1//12] Y,,]—C

X2 yr?2
Czﬂ.l CZAZ

Desarrollando: =1 ecuacion candnicade una elipse.
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Para tres dimensiones:

1/, O 0 1/, O 0 Jrx”
A= 0 1/2, 0 |—=1[x" v”" z"1| 0 1/A, 0O [|y"]|=cc?
0 0 1/A 0 0 1/2:|lz"

X112 Y2 Zr? o s e o .
Desarrollando: = T = T 27 = 1 ecuacién candnica de un elipsoide
1 2 3

Con esto hemos mostrado que las incertidumbres naturales asociadas a cada variable
terminan definiendo una zona de un plano encerrada por una elipse (caso 2D) o un
volumen en el espacio encerrado por un elipsoide (caso 3D).

Estas dos representaciones graficas de la incertidumbre asociada a una medicién se las
conoce como elipse o elipsoide de error.

CALCULO DE LOS PARAMETROS

Para hallar los parametros se deben calcular los valores y vectores propios de la matriz X.

2

of o ) . .

J = [ 1 122] matriz covarianza asociada a las coordenadas X,Y
012 03

2
01 012 013
Y =|0,, 07 o0,3|matrizcovarianzaasociada alas coordenadas X,Y,Z
2
031 032 O3

(A 0 . .
D = 01 1 ] valores propios de la matriz 2 (Caso X,Y)
L 2
A, 0 0
D=|0 1, O ] valores propios de la matriz 2 (Caso X,Y,Z)
0 0 A
G = [G11 612] = [COSQ —sem] ectores propios de la matriz £ (Caso X,Y)
|Gy, Gyo send cosf ’

Gi1 Gz Gi3
G = 621 Gzz Gz3
G31 G3z G33

cosfisenf — senacosfsenfS  cosacosd —senfisenf — senacosOcosf

[cosﬁcose + senasenfsenfl —cosasenf —senfcosf + senasenfcosf
cosasenf sena cosacosf
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vectores propios de la matriz X (Caso X,Y,Z)
Teniendo en cuenta las ecuaciones candnicas de la elipse y elipsoide, sus semiejes son :
Elipse de Error:

a= c\//l_1 semieje mayor de la elipse

b= c\//l_2 semieje menor de la elipse

a= c\//l_1 Primer semieje del elipsoide (mayor)
b=cJ2,  Segundo semieje del elipsoide
zZ= c\//1_3 Tercer semieje del elipsoide (menor)
En el caso de los angulos de rotacion, a partir de sus vectores propios:

Elipse de Error:

tan(0) = % (6: angulo de rotacion del semieje mayor a partir del eje X).

Elipsoide de Error:

tan(0) = “Gr (6: angulo de rotacién del plano XY en torno al eje Z).
G2z

tan(B) = z‘_: (B: angulo de rotacion del plano XZ en torno al eje Y).

sen(a) = G3, (a: angulo de rotacién del plano YZ en torno al eje X).

A los efectos de mejor ubicar el elipsoide en el espacio se suelen calcular para cada
semieje los angulos que forman las proyecciones de cada semieje en el plano XY con el eje
X (ang) y los angulos de Inclinacién de cada semieje del elipsoide respecto al plano XY (inc).

Ejemplo para el semieje mayor:
ang=arctg(G(2,1)/G(1,1)).
inc=arcsen(G(3,1)).

En el caso particular de la elipse de error, los calculos se pueden realizar sin asistencia
informatica de la siguiente manera:
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Para hallar los valores propios hay que resolver el polinomio caracteristico:

Ox -1 Oxy

2
Oxy Oy

|Zxy — AIl = :(U)%—A)(U%—/U—UXY:O

AZ - (O-X + Uy)l + O-Xo-y - O-XY = 0

2+ 2 1

Ay = JX+JY \/(O'X —0y)% + 40g,
Para calcular el angulo de rotacién, debemos plantear 4 = GTX~1G

[1/11 ] _ [ cosf senH] UXY] ' [cosH —sene]
0 1/2 —senf cosO det(Z) aXy o1 lsend  cosf

Operando y escribiendo solo el elemento fuera de la diagonal:
0 = (62 — 02)cos(8)sen(8) + ayy(cos(8)? — sen(6)?)

P

cos(B)sen(0) = %sen(ZQ)
< cos(0)? — sen(0)? = cos(26)

Teniendo en cuenta que

tan(20) = (;XJX;}Z, )
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ELIPSEY ELIPSOIDE DE ERROR ESTANDARY PROBABILIDAD
ASOCIADA (Confianza)

Al considerar la ecuacién XTAX = c? y variar el valor de c obtendremos una familia de
elipses o elipsoides de error.

Al caso particular en que se considere c=1, se las conoce como ELIPSE O ELIPSOIDE DE
ERROR ESTANDAR.

XTax =1

Al considerar la elipse o elipsoide de error el centro es la posicién mas probable del punto
observado y las incertidumbres en cada uno de los puntos hacen que estos se encuentren
comprendidos dentro de la elipse o elipsoide. Esto lo podemos traducir matematicamente
como:

X”Z Y”Z

—+—<? caso de elipse
M Az

X112 yrr2 Zn? . .

— + — +=— < c? casode elipsoide

A1 Az A3
Mostraremos que Xy,, = (4)71, es decir que la matriz covarianza de las variables X" es
igual a la inversa de la matriz A (matriz diagonal, con los inversos de los valores propios

como elementos).

1/, 0 .. 0
A= GTZ_lG — 0 1//12 0 — (A)—l — (GTZ_lG)_l — G_l(GTE_l)_l —
0 0o .. 1/a,
G‘12(G‘1)T

ComoG~! = GT (por ser la matriz de cambio de base ortogonal)— (4)~! = GT2G

4 0 ... 0
- =grrg=|0 A2 o O
0 0 .. A,

Por otro lado:
EnlatraslacionX =X+ M - X'=X-M —
aplicando propagacién de covarianzas: Xy, = X

En la rotacion X' = GX" — G X' =G616X" — X" =G~'X’', aplicando propagacion de
covarianzas:

Sen =G 15, (G™V)T = GTIG
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con lo cual, concluimos que Xy,, = (4)7!
A 0 ... 0 62, 0 .. 0
(A)_l — 0 /12 faa 0 — O 0'22” - 0
0 0 An 0 0 0'7%”
Por lo tanto, podemos escribir:
2 2
<2 caso de elipse
Oxrr Oy
X% yn? o Zn?
=+ ——+=_ < c?caso deelipsoide
Oxrr Oyt Oz
2 2 2 2 2
Consideremos la variable aleatoria U= X% +2ou=%"4 Y% + Z'Z'
Oxrr yu aEn Oy Oz

Como X", Y” y Z” son variables normalmente distribuidas con X”~N(0,0x"); Y”~N(0,0v");

Z"~N(0,07") — las variables X ﬂy seguiran el modelo normal N(0,1) — La variable U

oxrr’ Oyrr Oz
responde a una distribucion del tipo Chi-cuadrada con n=2 o n=3 grados de libertad.

Su funcién de densidad sera: f(u) = %e_Tu ;u>0

La probabilidad que los valores de X”, Y”, Z” se encuentren dentro de la elipse/elipsoide
de error sera:

X2 Yrr 2 2 c?1 = —¢
P | <c =P[U<c]=f0 leTdu=1-—-ez

O'xll

ot ot

Oxrr Oy a3

12 12 "2 2 —u e
P[X Y z <c] PlU<c?] = focgeZdu=1—ez
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Tablade x2
Probabilidad Probabilidad
c c? (2 grados (3 grados
libertad) libertad)
1 1 0,3934 0,1987
1,177 |1,3853 0,4997 0,2910
1,414 |2 0,6320 0,4276
2 4 0,8646 0,7385
2,146 14,6053 0,9000 0,7969
2,447 |5,9878 0,9499 0,8878
3 9 0,9889 0,9707
3,035 [9,2112 0,9900 0,9734
3,5 12,25 0,9978 0,9934

Para la elipse de error estandar c=1, por lo tanto la probabilidad de que el punto se

encuentre dentro de la elipse de error estandar es de 39,34%.

Para el elipsoide de error estandar c=1, por lo tanto la probabilidad de que el punto se

encuentre dentro del elipsoide de error estandar es de 19,87%.

Yavimos que:

Elipse de Error:

Elipsoide de Error:

VA1 22, /A3 son los semiejes de la elipse/elipsoide de error estandar. La

a=c/h;

b=c\//1_2
a=cyl;
b=c\//1_2

2= ciF

orientacién de la elipse/elipsoide se mantienen para cualquier valor de c.

El valor de c define el tamafno de la elipse/elipsoide y en consecuencia la

probabilidad asociada correspondiente.
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ELIPSOIDE DE ERROR EN GEODESIA

Elipsoide de Error

En Geodesia, el elipsoide de error (también llamado elipsoide de confianza) representa
graficamente la incertidumbre de la posicion estimada de un punto en el espacio (X, Y, Z),
en base a la matriz de covarianza del ajuste.

Se trata de un elipsoide tridimensional centrado en la posicién estimada, cuyas
dimensiones y orientacién dependen de los autovalores y autovectores de dicha matriz.

Matriz de Covarianza de Posicion

Dado un vértice GNSS ajustado en solucién de Red:

y su matriz de covarianza asociada (simétricay positiva definida):

Oxx Oxy Oxz
Covg = [Oxy Oyy Oyz
Oxz Oyz Ozz

— _ A2
Y =Cov =05 Qyy
es el resultado del ajuste por minimos cuadrados, y su estructura refleja:

« Lasvarianzas (en la diagonal) representan la dispersion en cada eje.

« Las covarianzas (fuera de la diagonal) representan la correlacion entre componen-
tes.

Diagonalizacion: Autovalores y Autovectores
Para obtener el elipsoide de error:
Se diagonaliza (descomposicién espectral) la matriz Covyg:
Covg = QAQT
donde:

A = diag(A4, A5, 23) son los autovalores (cuadrado de los semiejes).
Q = [q1 g2 q3] contiene los autovectores (direccion de los ejes del elipsoide).
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Descomposicion espectral de una matriz

Es escribir una matriz Acomo “suma de modos propios” (o, en bloque, como una diagonal
en un sistema de ejes conveniente).

Formalmente, si Aes simétrica real (como una covarianza), entonces existe una matriz
ortogonal V(columnas = autovectores) y una matriz diagonal A(diagonal = autovalores)
tales que:

A=VAVT.
Autovectores = direcciones “privilegiadas” de A.

« Autovalores = cuanto estira/encoge Aen cada una de esas direcciones.
- Ortogonal (en simétricas) = los autovectores son perpendicularesy V-1 = VT,
También se puede ver como suma:
n
A= Z /11' Vi Vl-T,
i=1

o sea, Aes la combinacién de “proyectores” v;v; ponderados por A;.

Es conveniente recordar que una matriz representa una transformacioén lineal: toma un
vector x y lo convierte en Ax. Dependiendo de 4, esa accion puede rotar, estirar, encoger o
cizallar el espacio.

Es conveniente pensarlo como una maquina que, para cada direccién del espacio, decide
cuanto la cambia de tamano y cuanto la gira.

¢Por qué aparecen autovalores y autovectores?

Porque hay direcciones privilegiadas en las que la transformacién no gira al vector, solo lo
escala.
Eso pide exactamente que exista v # 0y A tales que

Av=Av
v: direccién que queda alineada consigo misma — autovector.

« A:factor de escala en esa direccién — autovalor.
Estas direcciones existen porque estamos buscando vectores “fijos en orientacién” bajo la
accionde A.

:De dénde surge la ecuacién para hallarlos?

De pedir soluciones no triviales al sistema (4 — AI)v = 0.
Para que hayav # 0, lamatriz debe ser singular:

det(A—Al) = 0.
Esa es la ecuacion caracteristica. Sus raices son los autovalores A.
Luego, para cada 4, resolvés (A — AI)v = 0y se obtienen los autovectores asociados.

Page1 5
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Continuando entonces: Dimensiones de los semiejes del elipsoide son:a = \/A;, b =
VA, ¢ =4/A; ylasorientaciones estan dadas por los autovectores.

Interpretacion geométrica
El elipsoide:

= Describe laregién tridimensional de incertidumbre para la posicion estimada.

= Sijse considera un nivel de confianza (ej., 95%), se multiplica por un factor de escala
de distribucién chi-cuadrado:

Elipsoide,,, = semiejes X /X% 005 =X 2.795

Un Vértice GNSS se midiéd 10 veces. Las observaciones estan afectadas por errores
aleatorios con desviaciones estandar cercanas a 3 mm.

Ejemplo Numérico

Coordenadas aproximadas:
X~=1000m, Y= 5000m, Z~=9m
Observaciones (TM PILAR 34FI):

Observacion | X (m) Y (m) Z (m)

1000.002 | 5000.003 | 9.000

999.998 | 5000.001 | 9.002

1000.001 | 5000.004 | 9.001

999.997 | 5000.002 | 8.998

1000.003 | 5000.006 | 9.003

999.999 | 5000.000 | 9.000

1000.000 | 5000.001 | 9.001

1000.001 | 4999.997 | 8.999

V(O [|N(ONUnn [ DAWIN|-

1000.002 | 5000.002 | 9.004

[ERN
o

1000.000 | 5000.003 | 9.000

Célculo de la media

>)
Il

1
szi ~ 1000.0003 m

<)
I

1
EZYi ~ 5000.0019 m
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o1
2= 2557 ~ 9.000m

Matriz de covarianza muestral

Oxx Oxy Oxz 8.1-107® 52-107¢ 3.6-107°¢
Cg =|0xy Ovy Oyz|~|52-10"¢ 10.2-10"¢ 4.4-10"6| m?
Oxz Oyz Ozz 3.6-107¢ 44-10"° 6.8-10°°

Autovalores y Autovectores
Autovalores (varianzas en ejes principales):

A =17-10"5 4, =6.5-1075 A; = 1.8- 1076 m?
Semiejes del elipsoide:

a=.,A ~412mm, b=255mm, c=134mm

Estos valores indican que la mayor incertidumbre estd en la direccién del primer
autovector a = /A, lo cual permite analizar el comportamiento de cada vértice en el
ajuste de redes.

Escalado para nivel de confianza del 95%

Utilizamos:
X3 005 ~ 7.815 = V7.815 ~ 2.795

Semiejes del elipsoide de confianza:
dgg = 11.5 mm, b95 ~ 7.13 mm, Cgg = 3.74 mm

Visualizacion y Aplicacién

La orientacion del elipsoide muestra hacia donde se propaga mas el error, y es muy util
para Comparar instrumentos (distorsion de forma), Evaluar calidad posicional, y Disefio de
redes geodésicas.

Utilizacidon de autovalores para obtener el elipsoide de error

En Geodesia, al ajustar coordenadas por minimos cuadrados, obtenemos una matriz de
covarianza de las coordenadas estimadas:

Oxx Oxy Oxz
Cg = |0xy Oyy Oyz
Oxz Oyz Ozz

Esta matriz es simétrica y definida positiva, contiene varianzas en X,Y,Z (en la diagonal) y
covarianzas entre los componentes (fuera de la diagonal).
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Forma general del Elipsoide de Confianza
La ecuacion general de un elipsoide de confianza en 3D es:
(x—X) Covi'(x - X) = %2,

Esta ecuacién define una superficie cuadratica centrada en la posicion estimada X, pero
tiene un problema:

Sila matriz Covg no es diagonal, los ejes del elipsoide estan inclinados respecto a los ejes X,
Y, Z. es decir, el elipsoide no esta alineado con los ejes del sistema de coordenadas original,
y esto se resuelve Diagonalizando la matriz.

Para comprender la forma y orientacion del elipsoide, necesitamos transformar esa matriz
a una forma diagonal; esto se logra mediante la descomposiciéon espectral o
(diagonalizacion):

Covg = QAQT
Donde:
* Q:matrizortonormal con los autovectores de Cg.
e A =diag(A;,A,, A3): matriz diagonal con los autovalores.
Los autovalores A4, A, A; representan:
e Lasvarianzas alo largo de los ejes principales del elipsoide.
» Susraices cuadradas son los semiejes del elipsoide de error:
Semiejes del elipsoide:a = \/4;, b=/, c=2;

Estos ejes estan desacoplados (no correlacionados), y representan la direccion donde la
incertidumbre es maxima, intermedia y minima.

Una matriz ortonormales unamatriz cuadrada cuyas columnas (y filas) forman un
conjunto de vectores ortonormales. Esto significa que cada vector es unitario (su normao
longitud es 1y es ortogonal a todos los demas vectores (su producto escalar es 0). Al igual
gue una matriz ortogonal, su inversa es igual a su transpuesta y su producto por su
transpuesta es la matriz identidad

Los Autovalores son imprescindibles pues nos permiten pasar de un sistema
correlacionado (XYZ) a un sistema en el cual las direcciones de incertidumbre estan
independientemente orientadas, y el elipsoide puede ser interpretado como:

(uTA™*u) = x2dondeu = QT(x — X)
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Aqui el cambio de base QT transforma el espacio a uno donde el elipsoide esta alineado
con los ejes, y en ese espacio, la forma del elipsoide es esférica deformada como elipsoide
escalado por los autovalores.

Entonces utilizamos los autovalores porque:

Nos permiten determinar el tamano de los semiejes del elipsoide (medida de
incertidumbre).

Nos permiten transformar la matriz de covarianza en una forma geométricamente
interpretable.

Permiten identificar la direccion de maxima incertidumbre (autovalor mayor) y la
direccion de menor precision (autovalor menor).

Sin ellos, no podriamos representar graficamente ni interpretar el elipsoide en forma
clara.

Para resumir, imaginemos un esferoide deformable (elipsoide) con forma desconocida.
» Elcontenido eslaincertidumbre.

* Y sélocon los autovalores y autovectores conoceremos:
o Quétan largaescada arista (autovalores).
o Enquédireccion apunta cada una (autovectores).
Analisis

El Objetivo principal es utilizar las propiedades del elipsoide de error para:

Cuantificar la precision posicional de un punto ajustado.
Identificar direcciones de mayor o menor incertidumbre.
Evaluar la forma, orientaciéon y tamano de la region de confianza.
=  Comparar soluciones GNSS, equipos o configuraciones de redes.

1. Tamano del elipsoide = Precision general

El volumeny los semiejes del elipsoide indican la magnitud de la incertidumbre:

O3p = /0§(+G%+G% o también 03D :\/}\1"'7\2 +}\3

Donde A; son los autovalores de la matriz de covarianza.

= Un elipsoide pequeno implica buena precision.
= Unelipsoide grande implicaincertidumbre alta.

Comparar el tamano o volumen entre vértices permite detectar zonas débiles de la red.
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2. Forma del elipsoide = Relacién entre componentes

Analizando la relacién entre los semiejes:

a b ¢

- — elcC.

C y C

Donde:
"oa=y }\maxv
" C= Amin

Se evallassi el elipsoide es:

= Esférico: incertidumbre equilibrada en todas direcciones.
= Achatado o elongado: mala geometria, posibles correlaciones.

3. Direccién de los autovectores = Propagacion del error

Los autovectores indican las direcciones principales del error, esto permite:

= Evaluar si el error se concentra en alguna direccion critica (ej. lineas de base GNSS

muy largas o elevaciones bajas).

= Tomar decisiones para reforzar la red (mas observaciones en ciertas direcciones,

mas satélites visibles).

4. Nivel de confianza (Chi-cuadrado)

La forma del elipsoide se puede escalar para representar una region de confianza

estadistica:

Semiejes del elipsoide,.,, = v/Ai - [x2 go5 ~ Vi - 2.795

Esto permite afirmar con 95% de probabilidad que la posicién verdadera se encuentra

dentro del elipsoide escalado.

CRITERIOS PRACTICOS DE EVALUACION

Parametros

Interpretacion

Semiejes < 5 mm

Precision excelente

Semiejes muy dispares

Geometria deficiente

Volumen del elipsoide alto

Alta incertidumbre global

Eje largo vertical

Baja precision en Z (comun en GNSS)

Inclinacion del eje largo

Influencia de la configuracién satelital o red mal distribuida

Rev7_Noviembre 2025 // Prof. Ing.Fabian D.Barbato fabian.barbato@fing.edu.uy Prof.Ing.Danilo Blanco

Page20



s S UNIVERSIDAD
DEPARTAMENTO DE GEODESIA -, :‘ INGENIERIA DELA REPUBLICA

TEORI’A DE LAS OBSERVACION ES INSTITUTO DE AGRIMENSURA

Desde el punto de vista Estadistico, queremos construir una region en el espacio (3D)
dentro de la cual la posicién verdadera del punto ajustado se encuentre con una cierta
probabilidad, por ejemplo el 95% de confianza.

Fundamento estadistico: variable cuadratica
Sea el vector de errores de coordenadas:
0x =x—X%
donde % son las coordenadas ajustadas, y x es la posicion verdadera (desconocida).
La forma cuadratica:
Q = 6xTCov; '8x

es una variable aleatoria con distribucién Chi-cuadrado con k grados de libertad, si 6x es
una variable normal multivariada.

En Geodesia:

* k= 3 (porque tenemos 3 coordenadas: X, Y, Z)
* Entonces:

Q~x3
La probabilidad de que la posicion verdadera esté dentro del elipsoide definido por:
8xTCovz'8x < c
es:
PQ<o=a
donde:

» aes el nivel de confianza deseado (ej.: 0.95)
= ceselcuantil de ladistribucion Chi-cuadrado.

los valores como 7.815 se obtienen de la distribucién Chi-cuadrado para k = 3 grados de
libertad.

Nivel de confianza a | Valor ¢ = x5,
50% 2.366

68.3% (10) 3.530

90% 6.251

95% 7.815

99% 11.345
99.7% (30) 14.160
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Entonces, si deseamos un elipsoide de error al 95%, usamos:
8xTCovy 18x < 7.815
Cuando diagonalizamos o descomponemos la matriz de covarianza:
Covg = QAQT
El elipsoide en el sistema de ejes principales (autovectores) es:

uw? ui u?
—+2+2<c
MoA A
Multiplicando ambos lados por c:
u? uz uz
L2+ <1
AJc Ay/c Az/c

Lo que significa que los semiejes del elipsoide de confianza son:

a= Ve b=yT Ve c=yT-e

Por lo tanto, se escalan los semiejes del elipsoide por +/c, donde c :xg, « para
representar una region de confianzadel a - 100%.

Conclusién
= Seusa ladistribucién Chi-cuadrado porque la forma cuadratica del error sigue esta
distribucion.
* Los valores como 7.815 surgen del cuantil de la x5 para un nivel de confianza
deseado.

= La aplicacion es escalar los semiejes del elipsoide por v/c, dando una interpretacién
probabilistica a laregion de error.

Resumen Final Elipsoide de Error de Confianza
Idea central: el elipsoide describe el conjunto de puntos que cumplen
x—%)"Z1x—-2%) <c?

donde X = (X,Y, Z)es tu coordenada estimada, Zes la matriz de covarianza de (X,Y,Z2), y
c?viene de la chi-cuadrado para el nivel de confianza elegido.

Paso 1 — Obtener X (covarianza de coordenadas)
Del ajuste por minimos cuadrados:

«  Matriznormal: N = BTWB.

Rev7_Noviembre 2025 // Prof. Ing.Fabian D.Barbato fabian.barbato@fing.edu.uy Prof.Ing.Danilo Blanco

Page22



s S UNIVERSIDAD
DEPARTAMENTO DE GEODESIA -, :‘ INGENIERIA DELA REPUBLICA

TEORI’A DE LAS OBSERVACION ES INSTITUTO DE AGRIMENSURA

- Covarianza de parametros: Q,, = N~1(o su equivalente si aplicaste restriccio-

nes/datum).
.
- Varianza a posteriori: 6 = A :VV (conr=grados de libertad).
. Covarianza de coordenadas: £ = Cov = 6 Q,, (toma la submatriz X Y Z si hay mas
parametros).

Paso 2 — Descomposicion espectral (tamafios y orientaciones)
Descompdn X(simétrica y definida positiva) como:

= VAVT,A = dlag (){1,){2,){3),)1.1 = /12 = A3 > 0.
Autovectores (columnas de V) — direcciones principales del elipsoide.

Autovalores 1;— varianzas en esas direcciones.

Paso 3 — Elegir el nivel de confianzay el factor c?
Para dimensién p = 3y confianza y(tipico 95%):

2 _ 5,2
"= 2Xpy
Valores utiles:

« p=2:1x5005s = 5991 = ¢ ~ 2.448(elipse 2D)
« p=3:x3005s = 7.815 = ¢ ~ 2.795(elipsoide 3D)
Paso 4 — Semiejes del elipsoide

Los semiejes son:

a; =4/ C2 Ai (l = 1,2,3)

a, es el mayor (direccién de peor precision), asel menor (mejor).
el elipsoide queda definido por X(centro), a,, a,, as(tamaios) y V(orientaciones).
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ANEXO

» El centro de la elipse es (Hy 1)

Y » Los puntos extremos A, B, C, D tienen las
' siguientes coordenadas.

A:(j.lx+pCGx , uy+C0y)
B:(J.Lx-i-CGx , j.Ly+pCGv)
C:fu, -pco,, u, -co)
D:(, o, , u, - pco,)

» Si se hace una traslacion de ejes a (u, , u,),
estas coordenadas seran

A: (pco-x , ccy)
3 4 5 X B: (ccx , pco\{,)

El tamano, formay orientacién de las elipses de error estan gobernadas por oy, gy, gxy.

Ejemplos:
!-'L ty
y Eof | o &

i ““‘\: / \
. | TG |

.: 1 | 1
?\ li X I\‘\ _.,’/] .'4| 5
:\\ /i : / |
_____ ., i p=0 o,>0, A N
— p=0 g, >0

y yt y
g e S P
I i ! |
VS S W AN T
| ] i
r i | 3" -
i L . I ] T
O . |
p<0;o,>0 p>0ig,>c
p=05 G, =0, p=-05 o,= 5, X ¥ ¥ X
. . . .z . . 2
Si el calculo del angulo de rotacidn se realiza con la formula: tan(20) = —(UZGXZZ)
X %
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Entonces, hay que tener en cuenta que el cuadrante correcto para 26 debe determinarse
en funcion de los signos del numerador y del denominador, ello antes de dividir por 2 para
obtener 6.

Vemos la tabla que sigue:

Signo Algebraico del
Cuadrante para Suma

Numerado | Denominado 20 r

r r

+ + 1 0

+ - 2 m

- - 3 m

- + 4 2m

Script para Octave
Archivo: Error_elipse.m.

Calcula a partir de las férmulas ya vistas los elementos de |a elipse de error asociada auna
probabilidad determinada.

Donde, definidos q11=0%, q22=0¢,q12=0yy Y C, Se obtiene
a= semieje mayor
b=semieje menor
w_final= angulo de rotacién ().

ELIPSOIDE DE ERROR

Borehole trajectory Borehole high-side

Plumb line

Page25
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Para calcular sus elementos hay que utilizar asistencia informatica.

Como se vio hay que calcular los valores y vectores propios de la matriz covarianza
asociada a las coordenadas del posicionamiento. Para ello se puede realizar el calculo en
forma online (hay sitios web que lo realizan) o utilizando programas matematicos como
matlab u Octave.

Una vez que calculamos y escribimos las matrices D y G:
a= c\//l_1
b= c\//1_2
c= c\/}L_3

-G G
tan(g) = ?122 tan(ﬁ) = G—: sen(a) = 632

angl=arctg(G(2,1)/G(1,1)) incl=arcsen(G(3,1))
ang2=arctg(G(2,2)/G(1,2)) inc2=arcsen(G(3,2))
ang3=arctg(G(2,3)/G(1,3)) inc3=arcsen(G(3,3))
Observacion:

Cualquier multiplo escalar de un vector propio sigue siendo un vector propio con el mismo
valor propio. Esto significa que se pueden obtener vectores propios que apuntanen la
direccion opuesta o que tienen una magnitud diferente, pero siguen siendo el mismo
vector propio en términos de su direccién y relacién con el valor propio.

Las diferentes aplicaciones que calculan los vectores propios pueden utilizar algoritmos
diferentes y por lo tanto dar diferencias en el resultado.Esto se traduce en la practica, en
diferencias en el signo de las componentes del vector, es decir expresan vectores que
comparten la misma direccién pero no su sentido.

En nuestro caso los vectores propios definen los ejes del sistema de referencia utilizado
por el elipsoide de error. Por ello este sistema debe tener las caracteristicas de un triedro
directo.

Esta condicién la podemos utilizar para determinar los vectores propios a utilizar.
Se puede utilizar el producto mixto (producto vectorial y escalar).

En un sistema de referencia directo (O,X,Y,Z), si consideramos vectores sobre sus ejes
0X,0Y,0Z, entonces estos deben cumplir:

Productomixto = OZ. (W A W) >0

Si el Productomixto = 0, entonces los tres vectores son coplanares.
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Si el Productomixto < 0,entonces debemos cambiar la direccién de 0Z para obtener un
sistema de referencia directo.De acuerdo al cumplimiento o no de esta condicion, se
definen los vectores propios que correspondan (matriz G).

Script para Octave
Archivo: Error_elipsoide.m.

Este Script calcula los semiejes del elipsoide y el angulo e inclinacién de cadauno de ellos a
partir de la matriz de Covarianzay una probabilidad con la cual se desee expresar los
resultados.

Programa Elipsoides de Error
Archivo: Elipsoides de Error

Este programa calcula los semiejes del elipsoide (con una probabilidad asociada del 95%) y
el angulo e inclinacion del semieje mayor a partir de una serie de observaciones (X,Y,Z) del
mismo punto. También tiene un médulo donde se puede visualizar graficamente el
elipsoide.

Ejemplos de Calculo
Ejemplo 1.

Coordenadas de un punto obtenidas utilizando una estacion total.

X(m) Y (m) Z(m)

946.92 -136.36 144.01
947.12 -136.35 144.01
947.02 -136.39 144.70
947.10 -136.32 144.62
947.01 -136.34 144.49
947.03 -136.31 144.48
947.06 -136.26 144.41
947.05 -136.64 144.40
947.00 -136.32 144.53
946.99 -136.33 144.46
947.10 -136.30 144.52
947.05 -136.34 144.58
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947.11 -136.30 144.59

947.06 -136.41 144.50

947.02 -136.35 144.58

947.08 -136.33 144.59

Resultados programa Elipsoides de Error
Matriz Covarianza:
[0.002733,0.000417,0.002283

0.000417,0.007116,0.001803
0.002283,0.001803,0.037836]

Semiejes del elipsoide (m):
[0.545598,0.234366,0.141589]
Angulos de Orientacién del Eje Principal:
ang=42.1502°

Inc=84.96

86°

Resultados del script para Octave

Se ingresa la matriz covarianza calculada por el programa E/ijpses de Errory se elije como
probabilidad asociada 95%.

Cov=[0.002733,0.000417,0.002283

0.000417,0.007116,0.001803
0.002283,0.001803,0.037836]

Resultados:

Valor del SemiEje en X: 0.545596 m
Valor del SemiEjeen Y:0.234362 m
Valor del SemiEjeen Z:0.14158 m
Angulos de Orientacion:

ang =

42.1557°
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-93.6319°

-3.8530°
inc=

84.9688°

3.6107°

-3.4991°
Ejemplo 2.
Coordenadas de un punto obtenidas utilizando un equipo GNSS.
X (m) Y (m) Z (m)
665467.505 6184850.757 188.357
665467.510 6184850.742 188.358
665467.523 6184850.736 188.338
665467.508 6184850.737 188.353
665467.506 6184850.731 188.361
665467.533 6184850.776 188.356
665467.543 6184850.738 188.374
665467.538 6184850.739 188.388
665467.553 6184850.759 188.387
665467.561 6184850.761 188.398

Resultados programa Elipsoides de Error
Matriz Covarianza:
[0.000425,0.000129,0.000304
0.000129,0.000214,0.000069
0.000304, 0.000069,0.000358]
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Semiejes del elipsoide (m):
[0.075840,0.038134,0.024257]
Angulos de Orientacién del Eje Principal:
ang=-160.0897°

Inc=-39.2995°

Resultados del script para Octave

Se ingresa la matriz covarianza calculada por el programa E/ijpses de Errory se elije como
probabilidad asociada 95%.

Cov=[0.000425,0.000129,0.000304
0.000129,0.000214,0.000069
0.000304,0.000069,0.000358]
Resultados:
Valor del SemiEje en X: 0.0758479 m
Valor del SemiEjeen Y: 0.0381669 m
Valor del SemiEjeen Z:0.0241178 m
Angulos de Orientacion:
ang =

19.901°

-91.290°

-24.142°
inc=

39.283°

23.841°

-41.308°
Observacion:

En este segundo ejemplo los angulos de orientacién del eje principal parecerian que dan
diferentes segun el programay el script de octave.
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Pero si observamos con mas cuidado, los angulos ang son suplementariosy lainces la
misma en magnitud pero con el signo opuesto.

Extrayendo las matrices de los vectores propios de cada aplicacién, se observa:
Programa Elipses de Error:
[-0.727590, -0.020638, -0.685702

-0.263532, -0.914444, 0.307153
-0.633375,0.404186, 0.659902]

Script de Octave:
[0.727807 -0.020599 0.685472
0263471 -0.914438 -0.307224
0.633150 0404202 -0.660107]

Los vectores propios (ejes del sistema de referencia utilizado por el elipsoide de error)
definen en ambos casos el mismo triedro directo con la diferencia en el sentido de dos de
los ejes: Xy Z.

En conclusion el elipsoide es el mismo en cualquiera de ambos casos.
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