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Capitulo 1

Definiciones y Resultados Previos

A lo largo del texto, se asume giveesuna variedad de cla§* compacta
y Riemanniana, y qué : M — M es un difeomorfismo de clag? enM.

1.1 Difeomorfismo de Anosov

Definicion 1.1. f es undifeomorfismo de Anos®¥ existen constantds
yA; K>0,0< A< 1;ysubespacioS,, U, deTyM, tales que:

i S, Uy vaian continuamente con
i ScpUx=TM
ii S, Uy son invariantes coff, es decir:f;S, = Sy, y
flUx = U VX €M
v [ (FM)iskl| < KA"|s|| Vsc € S, VN> 0, Vxe M
V[(FM)iU]| < KA™Muy|| Yux € Uy, YN <0, VX e M

Observacibn 1.2. Las dimensiones d§, y U, son constantes en las com-
ponentes conexas d&debido a la condiéin i. de la definiddn anterior. El
fibrado tangentd& M es la suma directa de los dos subfibraBgJ inva-
riantes conf, llamados “subfibrado estable” e “inestable” respectivamen-
te. Si(x,S) € S entonces su norma decrecea@rgue exponencialmente
con tasatlogA < 0) cuandan — 4. Si (X, Uy) € U, entonces su norma
crece (n&s que exponencialmente con taslmgA > 0) cuandan — +oo,
pues sustituyendo enm= —n,y = f~™(x),u, = (=), ux resulta:
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1. Definiciones y Resultados Previos

1
[(F™)yu > 2™y Yuy € Uy, ¥m >0, Yy e M

Si f es un difeomorfismo de Anosov, targhilo esf—2, y el subfibrado
estable pard ! es el inestable parhy viceversa, como se observa de la
definicion de difeomorfismo de Anosov.

1.2 Expansividad

Definicion 1.3. Un difeomorfismof : M — M esexpansivai existe una
constante > 0, llamadaconstante de expansividad) que:

dist(f"x, fy) < p VneZ siysolosi x=y

Una sucedin bi-infinita{yn}ncz, Yn € M, se dice que —acompdaa otra
{Xn}nez, Xn € M, si dist(xy,¥n) < € ¥n € Z. La expansividad de un difeo-
morfismo significa que para cieri@ > 0 suficientemente peqie, dos
orbitas diferentes nunca ge-acompaan.

Una propiedad conocida es la siguiente:

Proposicibn 1.4. Todo difeomorfismo de Anosov es expansivo.

1.3 Estabilidad topolbgica

Definicion 1.5. Un difeomorfismof : M — M estopologicamente esta-
ble si dadoe > 0 existe unC® entorno?’ de f tal que para todg € v
existe una semiconjugasih: M — M entregy f (i.e. h es continua,
sobreyectiva 'y cumpleog = f oh) tal que disth(x),x) < e ¥Yx & M.

Observacbn 1.6. Si f es topobgicamente estable, 1 es unC® entorno
de f como en la definidin anterior y sg € ¢ entonces:

h(g"(x)) = f"(N(X) YXEM YneZ

10
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La estabilidad topdbgica def significa que sg esh suficientemente pr
xima def (en la topolo@a C% entonces laérbitas deg estin e-acompa-
Radas por las dé y ¢ acomp#@an a todas laérbitas def (ya que la
transformadn h es sobreyectiva.)

Teorema 1.7(Pugh). Un difeomorfismof : M — M es topobgicamente
estable si y@&lo si dadce > 0 existes > 0 tal que toda sucean bi-infinita
de puntos{y,}n € Z, y, € M que cumple didyn1,f(Yn)) <6 VneZ
esfi e-acompdada por una@rbita def.

Definicion 1.8. Seaf : M — M invertible. Una sucedn bi-infinita{yn } ncz
de puntos deM se llamag-pesudoérbita de f si dist(f(yn),Yni1) <
6 Vn € Z. Se concluye que un difeomorfisnia M — M es topobgica-
mente estable siy solo si dada> 0 existedé > 0 tal que toda-pseudo-
oOrbita esh e-acompéada.

Teorema 1.9.Los difeomorfismos de Anosov son t@gitamente esta-
bles.

1.4 Conjuntos estable e inestable

Definicion 1.10. Sea f : M — M un difeomorfismo. Se llameaonjunto
establede f por el puntax € M a:

W3(x) = {y € M : dist(f"(y), f*(X))n-+e0 — O}
Se llamaconjunto inestablele f por el puntax e M a:
WH(X) = {y € M : dist(f"(y), £"(X))n_s—w — O}

Teorema 1.11.Si f es un difeomorfismo de Anosov entonces:

We={yeM: Iimsup%log dist(f"(x), f"(y)) <logA}

N— 00

11
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1. Definiciones y Resultados Previos

WY={yeM:lim sup% log dist(f"(x), f"(y)) < logA}

N— o0

dondeA es la misma constante< A < 1 de la definicon de Anosov.

El teorema anterior significa que para los difeomorfismos de Anosov,
dosorbitas que en el futuro (o en el pasado) se acercan de modo que su
distancia tienda a cero, entonces lo hacé&s nue exponencialmente con
tasa logt. En efecto:

limsu pHM% log dist(f"(x), f"(y)) <logX
implica:
dist(f"(x), f"(y)) <Ae™™ ¥n>0

dondeA es un fimero positivo yy es un timero real positivo elegido de
modo quey < —logA.

Observacibn 1.12. Dos conjuntos estables distintos son disjuntos pues
si ze WS(x) N"WS(X') # 0 entonces, a partir de la definici de conjunto
estable y la propiedad triangular de la distancia se Weéte) C WS(x) N
WS(X') y W3(X) UWS(X') C W3(2). LuegoWs3(x) = WS(X').

Los mismo vale para los conjuntos inestables.

Proposicion 1.13. Si f es un difeomorfismo expansivo con constante de
expansividag, entonces:

W3(x) = {y € M : dist(f"(x), f"(y)) < p

Vn suficientemente grande
WH(x) = {y € M : dist(f"(x), f"(y)) < p

Vn suficientemente grande

12
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Demogracion: De la definicon de conjunto estable se obtiene §\ui#x)
C {ye M : dist(f"(x), f"(y)) < p ¥n suficientemente grande Para de-
mostrar la otra incluéin supongamos por absurdo que existe M tal
que:

dist(f"(x), f"(y)) < p Yn> N, dist(f"(x), {"(y))n s 7 O
Entonces existe una suoc@shny — + tal que:
dist(f™(x), f™(y)) > e > 0Vk.

Podemos elegin, de modo queg ™ (x) y f™(y) sean convergentes (por la
compacidad d&). Luego sip € Z se tiene:

dist(f™*"P(x), f™*P(y)) <p Vmk>N—p

Cuandok — +oo se tiene distfP(Xg), fP(yo)) < p Vp € Z dondexg =
lim f™(x), yo = lim f™(y). Por la expansividag, = yo, contradiciendo la
eleccbn deny, pues:

dist(f™(x), f™(y)) > & > 0. O

Observacibn 1.14. Se observa que la propogiai anterior sigue siendo
valida si se sustituye la constante de expansividgubr cualquier otra
constante > 0,¢ < p. Entonces:

WS(x) = | J{y e M : dist(f"(x), f"(y)) <e ¥n> N} =

nez

= [ J{yeM:dist(f"(x), f"(y)) <eVn>N} VkeZ

n>k

Definicion 1.15. Se llamas —conjunto establele f por el puntox € M al
conjunto:

WE(x) = {y e M : dist(f"(x), f"(y)) < eVvn>0}

13
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1. Definiciones y Resultados Previos

Sellamae—conjunto inestablele f por el puntox € M al conjunto:
WH(x) ={y e M : dist(f"(x), f"(y)) < e Vn <0}

Observacibn 1.16. Si f es un difeomorfismo expansivo e&cil ver, a
partir de la definiddn anterior y de 1.13y 1.14 que:

) YEWS(X) & xeW(y); yeW(X) < xeW(y).
ii) Si e < p entoncesVS(x) NWH(x) = {x}.
i) f(WS(x)) ={ze M: dist(f"(x), f"%(2)) <eV¥n>0} =
— {ze M dist(f"1(f(x), f"(2) <eVn>1} N

{ze M : dist(x, f1(2)) < ¢e}.

Luego:

Andogamente:

iv) FWS(x) CWE(F(X) y FWA(X)) D WE(F (X))
V) Sie < p (véase 1.14) entonces:

We(x) = [J TN WEFN0)) = U FNWE(E ()

N>0 NeZ

En particular:
W2(X) € WA(x), W (x) € WH(x)

14
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1.5 Variedades invariantes

El teorema que sigue justifica el nombrediedad invariante estable
(respectivamentmestablg que recibe el conjunto estable (respectivamen-
te inestable) cuandd es un difeomorfismo de Anosov. Se enuncia sin
demostradin, la cual puede encontrarse en la referencia [3].

Teorema 1.17.Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov. Entonces los
conjuntos W(x) y W!(x) son C variedades inmersas en M, que pasan
por x, tangentes en x a los subespacigyg B, respectivamente.

Se observa de la definam 1.10 que la partibh deM en las variedades
estables e inestables es invariante ppmas precisamentef:(W3(x)) =
WE(E(x); f(WH(X)) = WH(F (X))

Observacibn 1.18. Cuandof es un difeomorfismo de Anosov, entonces
Ws3(x) y WY(x) son variedades inmersas Bhsedin afirma el teorema
1.17. Sin embargo no son necesariamente subvariedatiedalmclusibn

es continua pero no necesariamente un homeomorfismo sobre su imagen
(la topoloda enW?3(x) podiia ser estrcitamenteas fina que la inducida

por M).

Teorema 1.19.Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov. &> 0 es
suficientemente pegiie entonces:

1) Paratodo Ne Z el conjunto f(WS(fN(x))) es un entorno de x en
la variedad W/(x) homeomorfo a una bola en el subespagio S

2) Latopologaen fN(WS(f~N(x))) como entorno en la variedad $)
es la misma que la inducida & por la topologa de M.

La demostradin (referencia bibliogifica [3]), es parte de la demostra-
cion del teorema 1.17 de existencia variedades invariantes.

15
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1. Definiciones y Resultados Previos

En particularWS(x) es un entorno d& en W3(x), y la topoloda en
W?S(x), como subconjunto d&/5(x), es la misma que la inducida por la
topologa deM, como subconjunto di.

Aplicando el teorema anteriorfa® en lugar def y observando que por
definicion las variedades establesfde son las inestables de se obtiene
queW}(x) es un entorno de enW"(x) y su topologa como subconjunto
deWY(x) es la misma que la inducida por la topdlagleM.

En virtud de la primera parte del teorema anteriorglpsilon—conjun-
tos estable e inestable se llanggpsilon-variedades estable e inestable, y
son subvariedades dé (variedades encajadas, con la top@ogpducida
por la deM).

De la segunda parte del teorema anterior se desprende que:

= SiU es un abierto d&/3(x) (como variedad estable), entonces existe
B abierto erM tal queU = BNW2(x)

n SiX,,xeWS(x)y s dist(x,,X) — 0 enM, entonces, — x enW2(X)
(y redprocamente).

1.6 Interseccon de variedades invariantes

En la observaéin1.16 obtuvimos que/>(x) "W'e(x) = {x} si0< ¢ < p.
Probaremos a continudxi que cuanda ey estin suficientemente Qxi-
mos ye > 0 es pequigo, entonce®/>NW"¢(y) consiste en ufinico punto
que denotaremos conpay]. En lo que sigud : M — M denota un difeo-
morfismo de Anosov.

Proposicion 1.20.Dado0 < ¢ < p /2 existes > 0 tal que W(x) "W (y)
consiste en ufinico punto, para todos,¥ € M tales que distx,y) < 6.

Demostracbn: Por los teoremas 1.7 y 1.9 exisie > 0 tal que todad,
pseudoérbita def este/2 acompéada por unaérbita def.

16
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Tomemossé = min(61,¢/2)y dos puntos,y € M tales que digix,y) <
5.

La suceddn bi-infinita {y, }nez definida pory, = f"(x) sin>0,y, =
f"(yn) sin< 0 es una; pseudoérbita. Entonces existec M que cumple
dist(f"(z), f"(x)) <e&/2¥n>0,dist(f"(z), f"(y)) <e&/2¥n< 0. Adenés
dist(zy) < dist(z,x) + dist(x,y) < ¢/2+4 6 < e. Entoncesz € W2(X) N
W!(y). Ademasz estnico enWs(x) "W (y) debido a la expansividad de
f. O

Definicion 1.21. Llamaremos fundn corchetea:
[ {(xy) € M?: dist(x,y < §)} — M

definida por:
X,y = W2(x) NW,(y)
Se observa que:

dist(f"([x,y]), f"(x)) <e¥n>0,

dist(f"([x,y]), f"(y)) <e¥n<0

debido a la definidén de la funddbn corchete y a la definian de lase-
variedades estable e inestable.

Teorema 1.22.La funcbn corchetd-, -] es continua.

Demostracdn: Sea(xn,Yn) — (X, y) enM? tales que digfx,y) < 6. Como
M es compacta puede elegifsg, y,) de modo quéx,, y,] sea convergente
enM. Seaz, = [Xn,Yn| — Z € M. Basta demostrar que= [x, Y.

Comoz, € W3(xn) entonces distfP(z,), fP(x,)) < e ¥p > 0. Dejando
fijo py haciendan — o, por la continuidad dé se tiene que distf P(2),
fP(x)) <eVp> 0, de donde € W3(Xx).

17
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1. Definiciones y Resultados Previos

Andlogamente se obtienec WY(y), de dondez € W2(x) "WY(y) =
[%,Y] O

1.7 Forma local del producto

Teorema 1.23.Sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov. Existe una
constantes > 0 tal que para todo x M el producto W(x) x W2(x) es
homemorfo a un entorno de x en M.

Demostraddn: Elijamos 0< ¢ < p /2 (dondep es la constante de expan-
sividad def). Sead > 0 elegido segn el teorema 1.20 y seaf¢ <
min(6/2,¢). Resulta:

W (x) x WE(x) C {(z,y) € M?: dist(z)y) < &6}

Puede aplicarse la furtm corchete a puntos &Y (x) x WS(x) C M2,

Seap = [, lwuwwsx- La aplicacdn ¢ es continua porque es la res-
triccion de una fundin continua. Es inyectiva pues|giZ] = [z, Z] donde
z,ze WX(x), Z,Z € W3(x) enbnces:

dist(f"(2),f"(2)) <26 <2eVn>0

dist(f"(z),f"(2)) <2e <2e¥n<0
Luego por la expansividad d€ se tienez= z. Andogamente se obtiene
Z=7.

Laz-variedad estabMS(x) = {y € M : dist(f"(y), f"(x)) <&¥n> 0}
escerrada erM que es compacta, luego es compactaaldgamente es
compactaW(x). Asl ¢ es continua e inyectiva con dominio compacto
WY (x) x W2(x) aM. Cono el dominio dep y su codominio son variedades
de la misma dimenén finita, ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen.

En efectop (x,X) = X, dimW2(x) = dimS,, dimW}'(x) = dimUy, S(®
Uy = TxM de donde dim\{lY'(x) x WE(x)) = dimM.

SiendoW (x) x WE(x) un entorno dex,x) enM?, su imagen homeo-
morfa es un entorno dec M. U

18

Page (PS/TeX): 18 / 18, COMPOSITE Q}



Capitulo 2

Rectangulos y particiones de Markov

Seaf un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta y Rieman-
nianaM. Se definia Particion de Markowaraf. Es un cubrimiento finito
deM por cierta clase de cerrados llamadestangulos,con interiores dos
a dos disjuntos, y que cumplen condiciones que los vinculan adaniiba
de f, es decir, al espacio debitas def.

Comenzaremos definiendectanguloy demostrando algunas propie-
dades que san utilizadas ras adelante.

2.1 Definicibn de rectangulo

Seas > 0 tal que O< ¢p /4 (dondep denota la constante de expansividad
de f, definida en 1.3. y se@& > 0 elegido como en 1.20.

Definicion 2.1. Un subconjuntdr no vado deM se llamaectangulopara
f si tiene dametro menor qué y adenas|x,y] € RVx,y € R. Es decir:
Si X,y € R entonces existe uanicoz € W2(x) "WS(y) = [x,y] y aden@s
zeR

Definicion 2.2. Un rectinguloR es propio sR = intR.

Ejemplos:

i) A partir de la definiobn ob®rvese que s > 0 se elige suficiente-
mente pequiéo entonces es un réetgulo el entorn& dex enM
gue tiene forma local del producto segel teorema 1.23 (es decir
V es homeomorfo ¥4 (x) x WE(X)).

19
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2. Rechingulos y particiones de Markov

i) Sixeyson dos puntos pximos enM y siU y V son entornos de
ey respectivamente, como en el ejemplo anterior, entddce¥ U
[U,V]U[V,U] es un recingulo.

i) Si U yV son dos re@ngulos no disjuntos, entoncgsnV es un
rectangulo.

Definicion 2.3. SeaR un recangulo yx € R. Se llamae-variedad estable
dexenRa:
WS(x,R) =WS(x) "R

Analogamente:
WHY(x,R) =W/ (x) NR

Proposicion 2.4. Sean xy € R, R recangulo. Entonces ¥ W3(x,R) siy
solo siWF(x,R) = WS(y,R).

Demostraddn: Comoy € W3(y,R) es inmediato quév/>(x,R) C W5(y,R)
implicay € W3(x,R).

Para el refproco alcanza probar ques W3(x, R) implicaW3(x,R) C
W=(y, R) (pues por simetay € W3(x,R) si y solo six € W(y, R)).

Probemos entonces qye € W5(x,R) implicaz € W5(y, R):

Seaw = [z,y] = WZ(2) "W (y). Comoz € WS(x). Entoncesv =W, (X)
NW(Y).

Ademasy € WSqj0i(X). Entoncesv =W, (y) "W,'(y). Siendo 3e> p,
dondep es la constante de expansividad, se tienevguey o sea:

y = [2X =W2(2) "W, (y)

de dondey € W,qi01(2), © 0 que es lo misma € W3(y) como quetamos
demostrar. O

20
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2.2 Borde de un recangulo

Definicion 2.5. SellamaBorde Establale un recanguloR al conjunto:
0°R= {x€ R: x & intW"(x,R) enW}(x) }
Se llamaBorde Inestablele un recainguloR al conjunto:

0'R={xe€ R:x & intW%(x,R) enWS(x)}

Demostraremos que para los @ajulosk cerrados, el borde topdi-
co deR es0°RU0YR. Adenas para justificar el nombre de borde estable,
demostraremos qu#(R) est formado por la udin dee-variedades esta-
bles enR:

Proposicion 2.6.y € 0°R = W3(y,R) C 0°R.
ye€0'R = WY(y,R) C 0"R.

Demostraddn: Por absurdo sea € W3(y,R) \ 0°R. Entoncesx € intWw"
(x,R) enW!(x), o sea existe un entornddex enW}'(x) contenido err.

Seayp(z) = [z,X] = W2(z2) "W (x) definido para los puntase W' (y)
gue eshn a distancia menor qéedex. ¢ es continua pues es la restrioei
de[-,-]. Ademasy(y) = [y,X] = x porquex € W5(y). Entoncesp (V) es
un abierto denY(y) que contiene §. Adenas siz € (V) entonces
¢(z) =ueV C R Luego[z,x] = u, de donde € WZ(u). Comoz € WX(y)
se obtiene que= [u,y] conu,y € R. Entonces por definién de recaingulo
zc R Se tiene dsquep (V) CR

Se ha hallado un entorno geenWY(y) contenido erR. Entonces €
intW(y,R) enW!(y), o seay ¢ d°R contradiciendo la hiptesis. O

Proposicion 2.7. Si R es un reé@ngulo cerrado entonce¥R = °SRU0"R.
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Demostracon: Veremos que iR = R\ (°*RUd"R) Sedin la definicon
de borde estable e inestable tenemos que:

R\ (0°RUQG"R) = {x € R: x € int WY(x,R) enW}'(x),
x € intW8(x,R) enW2>(x) }.
Seay € int R, seaB un entorno dg enM contenido erR. Tenemos que:
y € W(y) NBO W (y) "R=W(y,R)

LuegoW!(y) N B es un entorno de y eW!(y) que esh contenido en
WY(y,R), y entoncey ¢ °R.
De igual forma tenemos quez 0'R, con lo cual deducimos que:

int RC R\ (°RU0O"R)

Redprocamente: Sy € int W!(y,R) enWY(y) entonces existe un entorno
dey enW!(y) que esk contenido eiR. LlamemosV a su intersecéin con
WYe(y), siendoe ¢0 elegido como en el Teorema 1.23.

V es un entorno d& en WY(y) porqueW's(y) lo es. Adends V C
RNW'g(y). De igual forma hallemol entorno deyenW?(y) contenido
deRNW3g(y).

Porel Teorema 1.28/,U] es un entorno dgenM. ComoV,U C R, por
la definicbn de rechngulo se deduce qu¥,U] C R. Entonces € int R
LuegoR\ (0°RUQ'R) C int R. O

2.3 Propiedades de los reéingulos

Algunas propiedades que se demuestran a contidigeian utilizadas
en los paagrafos siguientes:

Proposicion 2.8. Si R es un reé@ngulo entonces tami los sorR y int R
cuandono es vai.

Si R y R, son recangulos tales que 1R, # 0 entonces RN R, tam-
bién es un re@ngulo.
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Demosracion: Searx,y € R, X, =— X, Yo — Y, Xn,¥n € R. Probenos que
[x,y] € Rforallxy € R. Se tiene por la continuidad de la fuanicorche-
te que[x,y] = lim[x,,yn]. Sedin la definicon de recangulo se sabe que
X, Yn] € R, ya quex,, ¥ € R. Entoncesx,y] € Rcomo se quéa.

Sean ahora,y € int R. Entoncesx,y| € R. Por la expansividad dese
tiene quex=[[x,y],x] ey = [y, [xy]].

Seanvy,Vy entornos de ey respectivamente, ambos contenidosen
Por la continuidad de la fun@mn corchete exist¢ entorno dex,y] enM
tal quelV,x| C V, [y,V] CV,. Entonces para todoc V se cumple:

[z, 2] eR

Siendoe < p /4 tenemos que = [[z,X],[y,Z]] y entonced/ C R. Luego
[X,y] € int Rcomo se quéa.

Finalmente, la intersedmn no vata de recangulos es un reahgulo
como se ve inmediatamente a partir de la defimide recaingulo. [

2.4 Definicion de particion de Markov

Definicion 2.9. Unaparticion por cerradosde una variedat es un cu-
brimiento finito deM por cerradodR, con interiores dos a dos disjuntos.
El diametro de la partiéin es el naximo de los cametros de los conjuntos
cerrados que la componen.

Definicion 2.10. Una particon por cerrados d& es unaparticion de
Markovpara el difeomorfismo de Anosdvsi est constituida por rean-
gulos propioRRy, Ry, . ..,Rn Yy si paratodx € int RN f ~tint R; se cumple:

) fWS(x,R) C W8(fx,R;))
i) fWY(XR) DWY(TXR))

Observacbn 2.11. La particbn de Markov est vinculada af a traes
de la definicbn de recangulo y de las condiciones (i) y (ii). Si iR N
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f~lint R; # 0 entonced (R;) se obtiene d& al aplicarlef comprimien-
do las variedades- estables y dilatando las inestables.

Sea una partidin  enm subconjuntos d& (% no es necesariamente
de Markov), con dametrofZ < p ( p es la constante de expansividad de
f). Se cumple:

a) Nnezf"R;, consta a lo sumo de un punto (dondes una sucesn
bi-infinita de rfimeros e 1,2,...,m}). Esto es porque:

xye ("R, = dist(f™ fy) <p VneZ =x=y

nez

b) SeaX el conjunto de las sucesionéf }nez tales quenyezR;, # 0.
Por lo observado antes existe una famdil : o — M definida por:

M({intnez) = m Rj,

nez

M es sobreyectiva pues todebita { f "x},.z est cubierta por con-
juntos de la partiéin. Ad dadox € M existe alguna sucesi |, tal
quef'(x) € Rj, Vne€ Z. Luegox € Npez T "R,

c) Sixye€ Nn>of "R}, entonces distf"x, f"y) < f ¥n > 0. Luego
y € Wg(x) NRj,. Hemos probado que para cualquier pabtick. se
cumple:

X € Mnxof "Ry, = Nnzof "R}, CWE(X) NR;,

Observacbn 2.12. Si x = M{jn}nez entoncesf(x) € R;,Vn € Z, o sea
f1(fx) € Ry,, Vn € Z, de dondefx = M{ jn11}nez.

Llamemosshift a la transformadin o : Z — Z tal que a la sucesn
{Jn}nez hace corresponder la suUG®si j,1}nez.
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Henos obtenido quél o o = f oI, es decir, conmuta el siguiente dia-
grama:

|
<<+ M
-1 la
<<+ M
|

Ademas coma y f son invertibles se cumple qlio 3" = "o Vn € Z.
Luego:
La funcbn sobreyectivdll lleva orbitas del shift erorbitas de f.

Sea® = {Ry,...Ryn} una particbn de Markov y sex € M un punto
cuya Orbita por f no corta a los bordes de los cerrad®sde la parti-
cion, o sex € Npez f (M \auj"‘:laR,-). Sea{ jn fnez UNa sucesin tal que
f'x e Rj, Vne Z (0 sed1({ jn}nez) = X). Ahora, por construcoin tenemos
que f"x € int R;, y por definicbn de particbn cerrada{ jn}ncz esUnica.
La funcion I es inyectiva sobre el conjuntonez f~"(M \ UJL,0R;). A
continuacbn veremos que ese conjunto es densdlaninvariante bajd .

2.5 Borde de la particibn de Markov
Definicion 2.13.Sea 8. = {Ry,...,Rn} una partioon deM por cerrados.
Se llamaborde dex al conjunto:

m

0R = U ORJ-

j=1

Si ® es una partié@n de Markov se llambhorde estable d& a:
0°R = U’j“zlasR,-

y se llamaborde inestable d& a:

g = UM 0'R
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Se observa de la proposiei 2.7 lo siguiente:
0% = 0°® UA'"R

Proposicion 2.14. Sea® = {Ry,...,Ryn} una partiodbn por cerrados de
M. Entonces:

1) 0% tiene interior vam y es cerrado.
2) UL int Rj es abierto y denso evl.
3) A=M\Unezf (0% ) es denso eM e invariante poff.

Demostraddn: (1) 0R; es cerrado con interior vax La unbn finita de
conjuntos en una variedad que son cerrados con interido esccerrada
con interior va.

(2) Tomando el complement@x_ )¢ es abierto y denso eM. Pero
siy € (0% )° entoncey € NTL;(0R;)°. Como R cubre aM existe j tal
queyint R;. Entonceqdx )¢ C UL,int R;. Deducimos queJi’;int R; es
abierto y denso eM.

(B)A=hez(f"IR})® = Nhez F"((0R;)¢) es denso eM porque es la
intersecadbn numerable de abiertos densos. Ads# es invariante pof
porque:

P4 A) = 71 F77(0R)%) = (] 7" H((9Ry)%) = A

nezZ nez

2.6 Propiedades de las particiones de Markov

La siguiente proposion permite aplicar las condiciones (i) y (ii) de la
definicibn 2.10 de parti@n de Markov a otros puntosc M que no esin
necesariamente en iRtN f~1(int R;).

Proposicion 2.15. Sea®. = {Ry,..., Ry} una particibn de Markov de M
para f. Siint RN f~1(int R;) # 0 entonces para todog R N f 'R, se
cumple:
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) f(W3(y,R)) Cc W8(fy,R;)
i) f(WYY,R)) DWY(fy,R))

Demostracdbn: Searx € intRiN f~1(intR;), ye RN f 1(R;). Es inme-
diato, a partir de la definion de recingulo y sabiendo quey € R, lo
siguiente:

WY, R) ={ly.4:ze W (x,R)} = {[y, 7 : fze fW*(x,R)}

Comox € int RN f~1(int R;) tenemos por la condien (i) de la definiadn
2.10 que se cumple:

f(WS(x,R)) CWS(fx,Rj) CR;

Entonces/,ze R, fy, fzeR;. Asi dist(y,z) < diamR; <6 < e. Analo-
gamente distfy, fz) < ¢, de dondef [y, z] = [fy, fZ]. Luego:

fWS(y,R) ={fly,Z:ze W3(x,R)} ={[fy, fZ : ze W¥(Xx,R) } =
={[fy,w]:we fW3(x,R)} C

{[fy,w]: weWS(fx,R))} = W(fy,R;),

dondefx, fy € R;. Deducimos quéWs(y, R ) C W(fy,R;). Analogamen-
te fW4(y,R) D WH(fy,Ry) O

Corolario 2.16. Si{R;, }n=0 €s una suceéi de rechngulos de una par-
ticion de Markovg con diametrof > O suficientemente pegiie y tales
que intR,NftintR; , #0 vn> 0entonces:

xe ("R, =) "R, =W(xRj)

n>0 n>0
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Demostracon: Por lo observado en 2.11 c)si se elige ahdétro de la par-
ticion de Markov menor que > 0 obtenemo$)-o f "R;, C WE(X,R;,).
Seay € W3(x,Rj,). Por 2.15 se tiene:

fy e W3 (Tx,Ry,), flyeW(f"y,R;,)vn>0
Luegoy € N0 f"R;, O

Proposicibn 2.17.Si®_es una particdn de Markov para el difeomorfismo
de Anosov f entonces:

f(0°% ) C 0°%.
f(0"%) D 0"x

Demostraddn: Seax € 0% = |J"; 0°R.. Seai tal quex € 0°R.. En la pro-
posicbn 2.14 se probquelJi_; int R; es denso eM. Entonces tambn
lo es su preimagen por el difeomorfisthoLuego:

(F1Y intR)( intR
=1

es denso elr. Sea entonces, € (f‘lu’j“:1 intR;)N int R vn tal que
X — X. Tenemos qué (x,) € UL, int R; Vn> 0, peroj solo puede tomar
una cantidad finita de valores. Luego, existe una subsutesgile por co-
modidad seguimos llamandg, y unindice j tal quef(x,) € int R Vvn>
0.

El rectinguloR; es cerrado. Entoncdgx) = lim f (x,) € R;. Tenemos
entonces:

X € (FHintRy) () intR

Luego por 2.15 se cumple:
FOWH(x, R)) D WH(f(x),R)
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Suponganos por absurdo qui(x) ¢ 9°R;. Existe un entorn® de f (x) en
W} (f(x)) contenido erR; YW,'(f(x)). Entonces:

FLWC(F () C WK)

Asi x € int WY(x, R;)) enWY(x), o seax ¢ dR; contra lo supuesto.
De igual forma se prueba qui€o'x ) D 0"% . O
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Capitulo 3

Semiconjugacion con el shift

3.1 Espacio de funciones bi-infinitas y fund@n shift

SeaP = {ps,..., Pm} un conjunto finito de puntos ev. Se denota con
PZ al espacio de las sucesiones bi-infinitas de puntda @omando erP
la topoloda discreta y ef” la topologa producto asociada a ella, por el
teorema de Tychonov, el espaétb es compacto y metrizable.

Seaq = {dj}jez, q; € P, g € PZ. Una base local de abiertos en
esh formada por los abiertos:

In(Q) ={d € P*:q;=q V|j| <N}

Una métrica enP” est dada por:

: dist(gn, q,)
A » Mn
dist(q.d) =Y ——n—
nez
Definicion 3.1. La funcion o transformadcin shift, denotada com :

PZ — PZ, es la trasnformadn definida poro(q) = d dondeq), = Qny1,
vneZ.

Se observa que la fur@m shift o aplicada ag consiste en un corri-
miento a la izquierda de loétminos dey: el mismo érminoq que antes
ocupaba el lugar 0, despside aplicarler ocupaa el lugar—1 (es decir es
q_,), el trminoq; que antes ocupaba el lugar 1 pa@saocupar el lugar 0
(es decir séxqp) y ad g; = gj_, para todoj € Z. Es facil demostrar que
o : PZ — PZ es un homeomorfismo.
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3.2 Semiconjugadn

SeanM, M’ dosespacios topdigicos, y searf, f’ dos homeomorfismos
enM y M’ respectivamente.

Definicion 3.2. Una funcbn 6 : M’ — M se llamasemiconjugadin de f
con f’ si cumple:

i) 6 es continuay sobreyectiva
i) fof=00of

Se observa que:
fof=00f = f"08=00f"VnecZ

Luego, todadrbita enM’ sedin f’ es llevada pof a algunainicaorbita
por f enM y todaodrbita enM por f es corresponde a alguna (no necesa-
riamentelnica)orbita porf’ enM’.

Definicion 3.3. Una semiconjugabn se llamaconjugacon entref y f
si es un homeomorfismo.

3.3 Semiconjugaadn de los difeomorfismos de Anosov con el shift

Seaf > 0 arbitrario dado. Se&: M — M un difeomorfismo de Anosov.
Por el teorema 1.9 el difeomorfisnfoes topobgicamente estable. Elija-
mosa > 0 tal que toda pseudorbita def est f acomp@éada por una
orbita def.

Sea O< y < min(f,a/2) tal que:

dist(x,y) <y = dist(fx, fy) < a/2
Tal nUmeroy existe porqud es continua eM compacta.
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SiendoM compacta existe un conjunto finib= {ps,..., pm} de pun-
tos deM, centros de bolas de radjoque cubrerM. Dadox € M existe
p; € P tal que distx, p;) < y. Es decirP es un conjuntg-denso erM.

Seaz(P) = {qe PZ: dist(fqj, fgj11) < aVj € Z}

>(P) es el conjunto de lag-pseudoérbitas def que eshn formadas
con puntos dé.

Si adenas elegimog < p/2, dondep es la constante de expansividad
de f, se cumple, en virtud de la estabilidad tamgita def dada por el
teorema 1.9, lo siguiente:

Para today € Z(P) existe uninico6(q) € M tal que:

dist(f"(6(a)),an) < VneZ
Lema 3.4. La aplicacbn 6 : £(P) — M es sobreyectiva.

Demostraddn: Seax € M. Demostremos que existe algq € 2(P) tal
quex=6(Qq).
La orbita{ f"(x) }nez se puede aproximar par= {qn}nez € P* de mo-
do que:
dist(f"(x),0n) <y VneZ

porqueP esy-denso erM.

Entonces distfgn, gn1) < dist(fan,, f"1x) +y. De acuerdo a la elec-
cion dey, siendo distf"x,q,) < y, se cumple digtf""x, fq,) < a/2.

Asi dist(fon, On1) < a/2+7.

Siendoy < a/2 se cumple distfgn,gni1) < @, 0 sea{d,} es unaa-
pseudoérbita def. Luegoq € Z(P).

Como{ f"x}nez €S unadrbita quey-acompéa aq por construca@n, y
siendoa < f3 resulta dis{f"x,q,) <  Vn € Z. Entoncesx= 6(q) como
se guela demostrar. O

Lema 3.5. La aplicacbn 6 : £(P) — M es continua
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3. Semiconjugaéin con el shift

Demostradn: Seaq" — qe Z(P), 0(q") =X, € M. La sucesinx, puede
suponerse convergentg— Xgdebido a la compacidad de la varieddd

Se tiene que digt], fl(x,)) < B Vj € Z por la construcén de la
funcion 6.

Seaj € Z fijo. Comoq" — g € Z(P), existeN(j) tal que para todo
n> N(j) se cumpley” € 1;(q), es deciq = q; V|i| < j.

De lo anterior se deduce que para tods N(j):

dist(q;, (%)) <
Tomandon — o, en virtud de la continuidad dese deduce que:
dist(q;, f(x0)) < Vj€Z

Entonces por constru@mn de la funddn 6 se cumple queg = 6(q) ¥y
luego6(q") — 6(q). O

Teorema 3.6.La funcbn 6 : £(P) — M es una semiconjugam del di-
feomorfismo de Anosov: M — M con el shifto restringido aZ(P)

Demostradbn: La funcion shifto, cuando restringidaa(P), tiene codo-
minio enX(P) puesZ(P) es invariante bajor. En otras palabras|z(P) ;
2(P)— Z(P).

Para demostrar qu#& es una semiconjugam entref y a|z(P) alcanza
demostrar que el diagrama siguiente conmuta, pues ya se salfeegue
continua y sobreyectiva:

o
S(P) — Z(P)
o | L6
M — M
f
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Seag e X(P). Searx=0(q), d = o(q). Alcanza probar qué(x) = 06(d').
Seax' = 6(q'). Entonces:
dist(f"(X),q,) < B VYneZ
Peroq), = 01 puesq = o(q). Entonces:
dist(f"(X),qn1) < B VneZ
dist(f™(f1(X)),gns1) < B VNEZ

Luegof~1(X) = 6(q) =x, de donded = f(x) como quelamos probalr]

3.4 Conjuntos estable e inestable en el espacio de sucesiones

Seaq € 2(P) dondeZ(P) es el subconjunto dé” (sucesiones bi-infinitas)
definido en la secon 3.3

Definicién 3.7. Se llamaconjunto establporgenX(P) a:
WS(q) ={d € 2(P) : dist(0q,0q) =+ 0}
Se llamaconjunto inestableor q en(P) a:
WY(q) ={q € Z(P): dist(0q,0q) —n_w 0}
Observacbn 3.8. Se sabe quéist(q,q') = ¥ ;<7 dist(q;,d}) /2!l Luego:

dist(o"q,0"d) = 5 dist(chnsj, 0 )/2

1€Z

Si dist(c"g,0"q’) — 0 entonces existd tal queVn > N se cumple:

dist(Gny j, Oy )
]

< min{dist(pi, pj) : i # J, pi, Pj € P}

JEZ
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Lo anterior se cumple si y solo g, = ¢, para todon suficientemente
grande. Luego:

WS(q) = {q € Z(P) : q, = qn Vn suficientemente grandle-

W) = J{d €Z(P) : dy =g ¥n > N}

N>0
Analogamente:
WH(a) = [J{d €2(P) = an YN < N}
N<0

Definicion 3.9. Se llama 0-eonjunto estable (e inestablpdrg a
W5(a) = {d € Z(P) : ¢ = ta Yn > 0}
(respectivamente a:
Wg'(a) ={d € Z(P) : f, = VN < 0})
Observacbn 3.10. 1) Wg(q) c W3(q), WY (q) € WY(q)

2) oWg(a) C Ws(oq), oWg(a) > Wg'(oq)

3) Siq,q € Z(P)y siqo = qp, entonces puede construirse umacaqg”
tal queq{ =q; Vj >0, df=qjVj <0.Se cumple:

q" = We(a)(\We'(d)
Definicion 3.11. La funcbn corchete en el espacio de sucesiones es:
L] {(a.d) € (X(P))*: do = o} = Z(P)

definida por:
(9,9 =Wg(a)(Ws'(d)
osea({=1[qg,q]siysolosig=q;Vj>0, qf=d;Vj<O0.
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Proposicion 3.12. Seaf la semiconjugaéin definida en la seaan 3.3.
Si B es suficientemente pediu@entonces:
0[a,q] =[09,0q] va,q € Z(P) tales queso = 0

Demostraddbn: Seanq,q € X(P) tales queay = ¢f,. Llamemosx = 6(q),
y=06(q), z=6[q,q]. Hay que demostrar que= [x,y| 0 sea que =
W2(x) NWS(Y).

Por construcdn y por definicon de la funddn 6 se cumple:

dist(f"x,qn) < B dist(fy,q,) <p VneZ
dist(f"z,g,) < B Vn>0, dist(f"zqg,) <fVYn<O0
porquez=61q,q].

Entonces:

dist(f"x, f"z) <2BvYn>0, dist(f"y,f"z2) <28Vn<0

Eligiendo 28 < min(e,6/2) se tiene que € W3(x) "W (y). Adenmas
dist(x,y) < dist(x,z) + dist(y,z) <48 < 6 Entonces por la expansividad
def, el puntoz€ M es eltnico enWS(x) "W (y). O

La semiconjugadin definida en la seamn 3.3 conmuta con la funin
corchete.

3.5 Construccbn de un cubrimiento con rectangulos

Proposicion 3.13. Seaf3 > 0 dadosuficientemente pediie, como en la
Proposicbn 3.12. Si p€ P (sedin la secadn 3.3) entoncessF 6{q €
>(P) :go = ps} es un recangulo cerrado de M con éimetro a lo sum@pg.

Demostraddn: Sig,q cumplengo = g = ps entonces tambin se cumple
por construcdn de[q,q] que[q,d]o = Ps.
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3. Semiconjugaéin con el shift

Para demostrar quR es un redngulo erM alcanza tomax,y € Ts y
demostrar quéx,y| € Ts. Perox,y € Ts= 6(q) =x,0(d) =y conqgo =
0o = Ps. Luego se@n 3.12 se tiengx,y] = 0[q,q]. Entoncegx,y| € Ts
(por construc@n deTy).

Ademas dis{(x,y) < dist(x,qo) + dist(q'0,y) < 2. Entonces diaffy
< 2B.

Ts es cerrado porque es la imagen continudale 2 (P) : go = ps} que
es compacto eR” (ya que es cerrado en el espacio comp&&p O

Corolario 3.14. La familia de rechngulost = {T;}i—1 .. m (construidos
sedin la proposidan 3.13)es un cubrimiento finito de M por réatgulos
cerrados de dcimetro a lo sum@p.

Demostraadn: Alcanza ver queJ™;T; = M. Como 6 es sobreyectiva,
todo puntox € M esx = 6(q) conqg € Z(P). Seaqo € P = {p1,..., Pm}-
Entonces existe un sifdices=1,2,...,mtal queqy = ps, 0 seax € T..
LuegoM = U, T como se quéa probar. O

3.6 Propiedades del cubrimiento por recangulos

Proposicion 3.15. Six = 6(q) con @ = ps entonced (qu) =WX(x, Ts)

Demostraddn: Siy e G(VA\lgq), entoncey = 6(q’) condj = g;,Vj > 0.
Asi [09,9d] = [x,y] = 6[q,q] (por la Proposidn 3.12).
Comod| =q; Vj > 0 tenemos qufE,q] = ¢ . Entoncesx,y] = 0 =Y,
de dondey € W5(x, Ts). Hemos probado que(Wgq) € WX(x, T).
Redprocamente, sy € WS(x, Ts) C Ts entonces existg' con gy = ps
tal quey = 6(q) (por construcén del rechnguloTs). Ademas siy €
WS(x, Ts) entoncey = [x,y|. Aplicando la proposidin 3.12 se obtiene:

y=[xy] = [09,0q] = 0[q,q] € 6(W§q)

Hemos probado entonces dt¥(x, Ts) C 6 (WgQ). O
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Observacion 3.16. La proposicbn anterior caracteriza lasvariedades
estables en los reamgulosTs de M: la semiconjugacin O lleva 6 — varie-
dades estables en el espak({®) ene- variedades estables en @ogulos
Ts deM.

La siguiente proposion sea utilizada en la secoh 5 de este trabajo
para demostrar el teorema de Sinai (existencia de una partieiMarkov
paraf, difeomorfismo de Anosov).

Proposicion 3.17.Sea g¢ Z(P) con @ = ps,q1 = p; (sedin la definicon
al principio de la secéin 3.3).Sea x= 6(q). Entonces:

i) fWS(x,Ts) CWS(fX, Tp)
i) FWU(X,Ts) DWY(fX, )

Demostraddn: Setienefx=0(cQq), (cq)o=01=p;, X=0(q), qo = Ps.
Por la Proposidin 3.15 tenemos qu&/s(x, Ts) = O(WSq), W3(fx, T;) =
G(VAVOS(aq). Por el Teorema 3.6Ws(x, Tg) = f o Q(VA\/oSq) = QG(VAVOSq). De
la definicbn deWs(q) y de la definicbn de la funddn shifto, es inmediato
quec (Wgq) € We(oq)). Entonces:

fWS(x, Ts) C O(WSoq) =WS(fx, Ty))

En forma similar, utilizando conjuntos inestables en vez de estables, se
prueba (ii). O

Observacibn 3.18. Este procedimiento ha permitido construir un cubri-
mientot = {Ty,..., T} deM por recngulos cerrados de&hetro me-
nor que un aimero positivo dado y que cumplen las condiciones (i) y (ii)
de la proposidn anterior. Estas condiciones son similares a las exigidas
en la definicbn de partiocdbn de Markov en el pagrafo 2.10.

El cubrimientot no es necesariamente una paéticde Markov por-
gue los interiores de los regtgulos der no son en general disjuntos dos
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3. Semiconjugaéin con el shift

y a dos y los re@ngulos no son necesariamente propios. A partir del cu-
brimiento t, que cumple (i) y (ii), refiandolo apropiadamente, se cons-
truira una partidn de Markov.
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Capitulo I

Método constructivo de la particion

En la secdbn 3.5 se construy un cubrimiento finitor de la variedad

M, con rechngulos cerrado$Ty, T,,..., T} para el difeomorfismo de
Anosov f, que cumplen las condiciones (i) y (ii) de la Defiiei2.10

de Partiodbn de Markov. En esta seéti se refinax el cubrimientor para
obtener ahora una partisi ® por cerrados d# (con interiores dos a dos
disjuntos) que sean adé@sconjuntos propios (cada cerrado es la adhe-
rencia de su interior). Finalmente en la séocb se demostrarque esa
particibn % es una partiéin de Markov pard .

4.1 Primer refinamiento del cubrimiento

.....

fino, de la siguiente forma.

Definicion 4.1. SeanT;, Tk € 7. Se definen:
= Tjo={xe T :WH( Tj) N T # 0, W3(x, Tj) N T # 0}
] JI(_{xeTj: U(x, Tj) N T # 0, W3(x, Tj) N Ty = 0}
= T = {Xe T :WH(X, Tj) N T = 0, W¥(x, Tj) N T # 0}
s T ={XeT WYX T) NT = 0, W(x, Tj) N Ty = 0}

Observacbn 4.2. (1) T, es la unbn disjuntaus_; k-

(2) Sin; # n, entonces |ﬁ[ ﬂTJrll2 0= Tjrlll N Tjrlf.
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4. Método constructivo de la partém

(3) Tk = Tj N Tk En efectoT; N Ty C T Ademss six € T, entonces
existeny,ze T;N Ty tales quey € W'(X), z€ WS(x). Luegox = [X, Y.
Pero por definidn de recingulo, comgy,z € T; N Ty, entoncex =
[zy] € TN k.

Proposicion 4.3. Si Tj # 0 entonces | es un recangulo.

Demostracdn: Seanx,y € Ty C Tj. Entonceg € [x,y] € Tj, porqueT; es
un recangulo. Por la proposion 2.4, comaz € W3(x, T;), tenemos que
WS(Z, Tj) = WS(X, Tj).

Analogament&V'(z, Tj) = WY(y, T;). Entonces:

WS(Z, Tj) ()WU(Z, Tj)

cortan aTy si y solo si lo haceWs(x,T;), o respectivamenté/"(y, T;).
Luegoz € Tj; como quelamos. O

4.2 Segundo refinamiento de la partién

Los rectngulosTj; construidos al principio de la seéci 4.1 cubren a
M pero no tienen necesariamente interiores disjuntos. Tampoco son todos
propios porque no son todos cerrados. Construiremos un refinamgento
de{Ty}

En primer lugar hay que observar que un putdoM puede pertenecer
a varios red@ngulos de la familig Tji }.

Definicion 4.4. Dadox € M sea:
H(X) = {(j7k7n) S Xe Tjnk}
RX)= () intTj,
(j,k,;neH(x)
dondeR(x) podfia ser va.
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Z'={xeM:xe int T V(j,kn) e H(x))}
R = {R(X) xez-
Observacion 4.5. (1) % es una familia finita, porquil (x) es un sub-
conjunto del conjunto finito de todos los posibiedices:

{(j,kn):1<j<mil<k<m<n<4}.

(2) x € Z* siy solo si toda vez quee Tj{‘k se cumplex € int T]{‘k.
(3) Sixe Z* entoncex € R(X); luego en ese cad®(x) # 0.

(4) Sixe Z* entonceR(x) es un recdngulo abierto, porque no es vac
y es intersecéin finita de recdngulos abiertos.

(5) Sixe Z* entoncesR(x) es un recngub propio pues:

R(x) D int R(x) D int R(X) = R(X)

puesR(X) es abierto. Entoncd’(x) = int R(x).

De las observaciones anteriores se deducerges una familia finita
de recangulos propios que cubrér. Probaremos que es una partién
deM (mas ain sea una partid@dn de Markov), para lo cual demostraremos
que:

I) Lafamilia® cubre aM lo que se demostraren la secéin 4.4.

II) Dos rectingulos de la familiag  que sean diferentes tienen interio-
res disjuntos (esto se demoséran la secéin 4.4).

Las afirmaciones (1) y (II) se proki@m a partir de las definiciones de
los recﬁngulosTjr]k y del conjuntaZ*. En especial la densidad dé¢ enM
gue se demuestra a continu@atjuega un papel importante en la prueba.
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4. Método constructivo de la partém

4.3 Densidad del conjuntaZ” cubierto por la partici 6n

Proposicion 4.6. El conjunto Z definido en la secbn 4.2 es abierto y
denso en M. Adeas:

m 4

j,k=1 \n=1

Demostracdn: Por definicon:
Z"={xeM:xe intTgV(j,k,n)cH(X)} =

{xeM:xeTg= int Ty}
Se prold queM = N[, Tj. Ademas, por construcon, T; es la unon dis-
juntaUp_; T V(j, k).
Fijadosj,k(1 < j,k <m)y dado un puntx € M se cumplex € T U
Un—1Ti- Si el puntox € Z* entoncesc€ TCUUR_; T} V|, k
Y reciprocamente, st € T U Uﬁlejﬂ Vj,k entonces:

xe{xeM:xeTy=xec intTg} =2

Luego:
m

4

2~ () (ruUm)
j.k=1 n=1

Entonce<Z* es abierto, por se interseoaifinita de abiertos.

Para demostrar qu& es denso eM alcanza probar que cada uno de
los siguientes abiertos:

4
* C n
k=TTUUTk

n=1
es denso eM.
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Paraeso es suficiente tomar un abierto cualquiera ndoveontenido
enT; y probar que corta s, int j’,}.

El lema que sigue permite caracterizgf_, int jﬂ como intersecdin
de dos abiertos densos en Tt Luego por el teorema de Bairgjy_;
int Tj sea denso en inf; como queremos.

Lema 4.7. Dados jk sean:
Ajk= int{xe T :Wx,T;)NTx =0} U
int {x € T; : WS(x, Tj) N Ty # 0},
Bjx= int{xe T, :W!(X,Tj)NTx=0} U
int {xe T, : WY(x,T;) N T # 0}.
Entonces:
1) AjkNBjx=Uj_int T
2) AjxY Bjkson abiertos y densos ent T;.

Demostraddn: 1) Teniendo en cuenta las definiciones en la $#cdi.l
se tiene que:
Aj./kﬂ Bj}kﬂT Js K" = int Tjr:k Vi, k,n.
Entonces:
Sabemos quep_; T/, = Tj 3 AjxNBjx y entonces; x N Bjx = Up_; int
T Vi.k
2) Ajx Y Bjx son abiertos por construcci. Mostremos qué\;jx es

denso en inflj. SeaV un abierto no vao contenido erT;. Basta probar
queV contiene algn punto déA, .

V={yeV Wy, T)NTk=0} U {yeV :Wy,Tj)) N Tk # 0}
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le. caso) Si el primero de esos subconjuntos egyantonces el otro es
el abiertoV y tiene entonces todos sus puntos interioves: A, y.

2do caso) Si existg € V tal queWs(y, T;) N Ty = 0 probemos qug €
int {xeV IWS(y,Tj) NTk=0} C Ajk:

En efecto, si dxo fuera existilanY, — y enT; tales queZ, € W5(y,, Tj)
NTx # 0. Tomando subsucesiones convergentes, tamdrsz, — zenT; N
Tk (porqueTj, Tx son cerrados). Luego:

ze W2(yn) = dist(fPz,, fPy,) <e Vp>0

Por continuidad disif Pz fPy) < e Vp > 0y entoncez € W(y) N Tj N Ty.
LuegoWs(y, T;) N Tk # 0 contra lo supuesto. O

4.4 Demostracon de que®. es una particion deM

En la secdn 4.2 se construy una familia® = {R(X) }xcz+ finita de
rectangulos propios. Para demostrar quees una partiéin por cerrados
deM falta probar que:

) ® cubreM.

II) Los interiores de dos reghgulos distintos d& son disjuntos.

Proposicion 4.8. & = {R(X) }xez+ definido sedin la secddn 4.1 es un
cubrimiento de M:

Demostracdn: Como la familiag es finita se tiene:

URX = URX

XeZ* XEZ*

Porla seccbn 4.2 six € Z* entoncex € R(x). Entoncesycz-R(x) D Z*
de donde:

URX 2ZF =M

XeZ*

debido a la densidad d&* enM. O
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Proposicion 4.9. Sea Rx) definido en la secon 4.2. Se cumple:

1) intR(x) =R(X)
2) Six,y son tales que &) NR(y) # 0 entonces ) = R(y).

Demostracdn: 1) Por la definiadn en la secéin 4.2 se tiene:

R¥)= ) intm
(j.kn)EH (%) '

Por oto ladoR(x) es abierto contenido dR(x) y entonceR(x) C int R(x).

Adembs R(X) C NjkmeHx Tk que es un cerrado. Lued(x) C T}
V(j,k,n)eH(x).
Se deluce que:

intR(x) C intT V(j,k,n)eH(x)

de donde
intR(x) ¢~ (] intT, =R(Xx).
(I kn)eH (x)
2) R(x) N"R(y) es abierto no vao y comoZ* es denso e contiene
algin puntoz € Z*. Alcanza probar qu&(x) = R(z) = R(y). Para eso es
suficiente demostrar quesE Z* conz € R(x) entonced (X) = H(2) (por
la definicbn en la sec@n 4.2).
Demostremos primero qu#(x) C H(2): (j,k.n) e H(X) = x€ T}, =
ze R(x) C T} C T =T} Luego existen; tal quez € T}. Pero
ze R(x) =T/}, luego:

Nt TATT, £0

de donden = n. Luegoz e T/, y (j,k,n) € H(z) como se quéa probar.
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Ahoraprobemos quél (z) C H(x): Sea(i,h,m) e H(z), lo que implica
ze T} C T, de dondez € Ti. Seaj tal quex € Tj = Un_1T]}. Existen
tal quex € T}. ComoH (x) C H(2) entonceg € T} C T;. Pero entonces
zeTiNTi =T}, osean=1. Luegoxe T =TjNT, C T = Up 4 T

Luego existam tal quex € Tifﬂl. ComoH (x) C H(z) entoncegz € Tifﬂl.
Pero por hiptesisze Ty entoncesn=my y x € T de dondgi,h,m) €
H (x) como se quéa probar. O

4.5 Densidad dez” enlas variedades estable e inestables

En la secdin 4.3 se probqueZ* es denso eM y adenas que:

m
ZF = m TjCU (Aj7kﬂ Bj7k)
j k=1

Se proba queZ* es aderas denso en las variedades estables e inesta-
bles que pasan por dlg punto deZ*. Este resultado se utilizatuego en
la demostradin del teorema de Sinai.

Lema 4.10. Sean Ay y Bj « definidos en la sectn 4.3.
Sixe Ajk entonces int INWE(X) C Ajk.
Si xe Bj entonces int JNW/(x) C Bj.

Demostracdn: Six € Ak existe un entorn® dex enT; tal que para todo
y € V WE(y, T;) corta &l si y solo si lo hac&V3(x, T;) (por definicbn del
abiertoA; x en la secdn 4.3).

Seaw € int T; N"WS(x). Tenemos que& = [w, x]. Existe un entorndV
dew enM tal que[W,x] C V por la continuidad de la fungn corchete.
Podemos elegiv C T porquew € int T;. Size W entoncesz x| =y e V.
LuegoWs3(z, Tj) = W3(y, T;). Entonces para todoe W: W5(z T;) corta a
Tk si'y solo si lo hac&Vs(x, T;). De dondev € W C Aj .

Analogamente se tiene que RNW(x) C Bjx cuandox € Bjx. O
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Proposicion 4.11. Sean x Z* y R(x) definidos en la sectn 4.2.
Z* es denso en Wx,R(x)) y en W/(x,R(X)).

Demostraddn: Dado un abiert enW3(x, R(x)) demostremos que con-
tiene algin punto de&Z*. Siw € V, entoncesv € W2(x) NR(X), w= [, w].
Por continuidad de la fungn corchete existe un entoribdew enM tal
que[x,U] C V.

Comow € R(X) y R(x) es abierto podemos suponer dlie R(X).

Sabemos qué&* es denso eM por lo demostrado en la se6ai 4.3.
Existey € U NZ*. Basta demostrar que el purgdefinido comaz = [x,Y]
pertenece &*.

En efecto por lo demostrado en la séec#h.3:2* = N[\ TFU (Aj kN
Bj k). Basta demostrar que 5k Tj entonceg € Aj kN Bjk VK.

Por construcdinz= [x,y] , X,y € Z*NR(x). Seaj tal quez € T;. Sea
tal quex € T;. Se tiene qug,z€ R(x) C int T; = int T; puesT; es cerrado.
Asi x,y € Z*NT;. Por la caracterizagh deZ*: x,y € A ;N B; .

Ademasz e W3(x) N int Ty, ze W/ (y)N intT. Aplicando el lema de
la secobn 4.3 se tiene quee A jNB; j = Uy_,; int TN,

Comoze T;NT, = T entonceg int T,. Comox € T; entonces € T’
para alginn. Luegoy,z€ R(x) C overlineT] . Luegoze T”] N int 'I',lJ )
de donden = 1.

Hemos probado que para toddal quez € T; se cumplex,y € T;. En-
tonceze Tj = xe Tj=ze R(X) C intT;. Luegoze W(x)N intT; ,ze
W (y)n int T;. Comox,y € Z*N T, entonces, y € A kN Bj k VK. Aplican-
do de nuevo el lema de la segi4.3 se deducee A kN Bjk Vk. O

Corolario 4.12. Sixe f~1(Z*) entonces f1(Z*) es denso en Wx, R(x)).

Demostraddn: SeaV un abierto no vao deWs(x, R(x)). Encontraremos
un puntoy € f~1(Z*)NV.

V =UNW?(x) dondeU es un abierto di.

f(V)=f(U)nf(WS(x)) porquef es invertible.
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f(V)=f(U)NWS(fx)n f(B.(x)). Luego:

f(V) es un entorno no vac enW2( fx), de donde tambn lo esf (V)N
R(fx) porqueR(fx) es un abierto d&.

Por la proposidn anterior existe € Z* en f(V) N R(fx). Seay =
f~1(2). Por construcény € f~1(zZ*)NV. O
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Capitulo 5

Teorema de Sinai

En la parte 4 se constrayuna paticibn ® por recngulos propios. Por-
baremos que& es una partiéin de Markov deM para el difeomorfismo

f de Anosov con lo cual quedaprobada la existencia de particiones de
Markov.

5.1 Enunciado del teorema de Sinai

Teorema 5.1.Si f es un difeomorfismo de Anosov en M entonces, dado
B > 0 existe una partiédn de Markov de M para f con @metro menor

quepf.

5.2 Lema

Lema5.2. Seatr = {T1, Ty, ..., Tm} el cubrimiento definido en la seéci
3.5 con dametro suficientemente pedioey sean Z % definidos en la
seccbn 4.2 a partir der.

Sixye z*ysiye f~1(zZ*)nR(X) NW5(x) entonces fy R(fx).

Demostraddn: R(f(x)) = N(jkn € H(fx) int T/, por la definicon en la
seccon 4.2.

Basta probar qudx € Tj’jk = fye intm. Probemos primero que
fxeT = fyeT:

fxeTj = fx=0(oq)cong: = pj, Go = pn. Luegox=6(q) = x € Th.

y € WE(X) NR(X) € WE(X) N Ty, = WS(X, Th).
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5. Teorema de Sinai

Aplicando la proposi@n de la secéin 3.6 e obtiene:
nyWS(fX,Tj) - Tj.

Ahora probemos quéx € tf', = fy € T/}

fxeT\CTj=fyeT = u;‘lej'jk. Por absurdo supongamos que
fy € Tj’j,i con n; # n. Por hiptesisy € W2(x). Aplicando 1.16 se tie-
ne fy € WS(fx). Luego de la proposion 2.4 se obtien®VS(fx, Tj) =
W3(fy,T;). La hipbtesis de absurdo y la definici de los reéngulos
ij‘k en la sec@n 4.4 implican que estrictamente uno de los conjuntos
WHY(Tx,Tj), WY(fy,T;) corta aTy.

Supongamos para fijar ideas qW'(fx, T;) N T # 0, W3(fy, T;)N
T« = 0.

Como fx € Tj por 3.13 existeq € Z(P) tal que (cq)o = pj, fx=
0(cq= f(6q)). Llamandd? = qo se tienex= 6(q). Luegox € T,.

Por higbtesisy € R(x) "W>(x). De lo anteriorR(x) C T;. Luegoy €
WS(X, Tp).

Por lo supuesto, existez € WY(fx, T;) N Tx. Aplicando la proposiéin
de la secdn 3.6 se tiene quec WY(x, T;).

Como aderasfze Ty, por 3.13 exist@ € 2(P) tal queo (q)o = pk, fz
= 0(0q) = f09. Llamandop, = q, se tienez € 6(q). Luegoz € T,.

Por otro lado comax,y € Tj = Uﬁleif‘h, existenny, n, tales quex €
T}, ye Tk Luegoy € R(X) C Tin™ . Comoy € Z* entoncesy € int Tk,
Por lo observado en la se6ai4.1n; = n,.

Sabiendo que € WYX, T))NT, # 0y quex,y € Tif‘ﬁ se obtiene que
existew e WY(y, i) N Ty, # 0.

Seaw = [z, W] € TinTy porquez,w € TN T,. Comow € W(y) se
tienew = [z W] = [z,y] € TN Th.

Si el diametro de los reéngulosT; se elige suficientemente pedjae
por la continuidad uniforme dé en M compacta se cumple que
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W (y), wy € Ty = dist(fPW, fPy) <e Vp >0, dist(fw, fy) <e= fwe
W (fy).

Comow € W3(z,Ty,) se tienefw € W3(fz Ty).

Luegofw=[fz fy] € Tj porquefy, fze T;, de dondefw € W"(fy, T;)
NTk # 0 contra lo supuesto.

Se observa que se han utilizado hastd éogas las hiptesis excepto
quey € f~1(Z*) y que la misma demostraei puede realizarse permu-
tandox ey, pues todas lasipotesis utilizadas son siiricas enx e'y.
Entoncesy € R(x) NZ* =y € R(y) NR(X) # 0 = R(y) = R(x) y como
X € Z* entoncex € R(x) = R(y). Ademasy € WS(x) = x € WS(y) por
definicion. De all que la suposiéin del principio no era restrictiva.

Finalmente demostremos qiéig € T/} = fy € int ﬁn:

Tenemos quefx € T/} = fy € T/\. Ademas por hiptesisfy € Z* o
seafye TN = fye int TN, C int Tj," m}

5.3 Demostracon del teorema de Sinai

La particbn ® deM congruida en la sec6in 4.4 esh formada por reén-
gulos propios y es un refinamiento del cubrimientoonstruido en la sec-
cion 3.5. Luego:

diamg < max diamT,
Tiet
Por la proposi@n 3.13 diaml; < 23 dondef3 es un fuimero positivo
arbitrario.
Para terminar de demostrar el teorema de Sinai solo hace falta verificar
que g cumple las condiciones (i) y (ii) de la definbei de particbn de
Markov (2.10), lo cual se demuestra a continoaci

Proposicion 5.3.Six e int RN f~tint R; conR;,R; € % entonces
(i) TWS(x,R) CW3(fx R))
(i) fWHY(x,R) DWY(fx,R;)
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5. Teorema de Sinai

Demostracon: Por lo visto en 1.16fW2(x) C WS(fx). Para demostrar
(i) alcanza probar quéWs(x,R)) C R;. Prokemoslo primero en el caso
particular que:

xcZ'nfz'nintRNftintR,

Por lo visto en la secon 4.4R(x) = intR(x), R(fx) = int R(fx).
Por lo visto en la secon 4.5Z* N f~1Z* es denso eWs(x,R)). Dadoy €
WS(x,R)) existey, — y cony, € Z* N f~1Z* N"WS(x,R(x)). Por el lema de
la seccdn 5.2 se tiendY, € R(f(x)) Vn. Luegofy=Ilimfy, € R(fx) = R;
o seafW3(x,R;) C R; como quetamos probar.

Ahora proteémoslo en general: Sic int RN f~tint R; sea:

xeZ'Nnf 1z nintRNftintR

Existe talx porqueZ* N f ~1Z* es denso eNl al ser intersecéin de abiertos
densos.

WE(X, R) = {[x, Y] : Y e W3(X, R) } fW3(x R) = {f[x,y] : y e W(X, R)) }.
Conmo f[x,y] = [fx, fy] se obtiene:

FWE(X,R) = {[Fx, 5] 1y € W& R)} = {[fxw] :we fWS(R R)}

C{[fx,w]:we WS(fX,R;)} = W(fx,R))

Hemos probado quéWs(x,R) C W8(fx,R;).
La afirmacon (i) se prueba de (i) aplmdola al difeomorfismd —*
recordando que las variedades establesdeson las inestables de O
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Capitulo 6

Dinamica Simbdlica

6.1 Matriz de transicion

Sear = {Ry,Ry,...,Ry} una partiobn de la variedai.
Definicion 6.1. La matriz de transién A de la particbn es una matrim x

mtal queA j = 1sin intRNftintR; #0y A ; =0 en caso contrario.

Definicion 6.2. Si A es la matriz de transign de la partiddn ® denotare-
mos conZ, al conjunto de sucesiones bi-infinitR,, }icz de recangulos
deR tales que dos re@hgulosR, Yy Ry, consecutivos cumplen:

iNtRy Nf1intRj,1#0
Luego:
Sa={ac{1,2,...m¥: Aga.,=1}

Observacbn 6.3. 1) Si® es una partién de Markov, aplicando 2.15
se obtiene, para todoc R N f 'R; cuandoAjj = 1:

) TW3(x,R) C WS(fx,R))
i) FWY(x,R) DWY(fxR;)

2) Za es invariante por el shitt pues:
ac€ia=Aga., =1Vi, o(a) = a1, o(a)iy1 = a2,

Aai+1ai+2 =1Vi= G(a) S ZA
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6. Dinamica Simblica

3) En 2.11 se obsedvque si existe, e8nico el puntax € ﬂjezf_jan
con{n; }jez sucesbn cualquiera bi-infinita.

Cuandog_ es una partié@n de Markov demostraremos que:

1) acZa= Ix=NjeZf IRy

2) Lafuncbnm:Za—M 7(X) =Njez f~) R, €s una semiconjugdm
de f con el shift.

7 llevara entonces continuamente y sobreyectivamentéraisas
del shift enZ, (Ilamada "diramica similica”) en lasorbitas def
enM.

Ademas en la secon 2.4 se obsebrque siX ¢ Ujcz f I0% entonces existe
unainica sucesin bi-infinita{n;}cz tal quefi(x) € R, Vj € Z (es decir
x=Njezf7'Ry,). Eso significa quer es aderas inyectiva en los puntos
deM\ Ujezf!0% , que como se vio en 2.14 es densdwen

6.2 Lema

Lema 6.4. Sea £ una particbn de Markov y A su matriz de transici.
Sea ac 2 5. Entonces:

=N
Kn(@)= () fIR,

j=—N
es un recangulo cerrado.

Demostraddn: Supongamos en primer lugar gkig(a) # 0 y demostre-
mos la tesis en este cady(a) es cerrado por ser intersegnifinita de
cerradoR. Six,y € Ky(a) =NNy f IR, entonced Ix, fly € Ry V|j| < N.
Seaw = [X,Yy] C Ra,. Se cumplev e WS(x,Ry,), w e WY(y, Ry,). Aplicando
la proposicbn 2.15 se obtiene:

fweWS(fx,Ry,) , F'weW!(F 1y Ry )
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flwe WS(fIx,Ry) , flweW!(fly Ry ) YO<j<N

Se obsrva que para poder aplicar la propositR.15 se usan las hifesis
ac 2,y laparticon® es de Markov.

Luego fiw € Ry, V|j| < N 0 seaw € Ky(a).

Demostremos ahora qi&(a) # 0 Va € Za:

Kn(@) = fVRy (NN IRy N NIR, N ENRy, =

= fNRa N Ry, N...NT ARy

Es suficiente demostrar que para tdde >, y para todan > 0

Rp, N f 1Ry, N...N T "Ry, #0

Por inducodn completa sobre: Cuanda = 0 el conjuntadRy, # 0 por ser
un recangulo.

Sabiendo por higtesis de inducéin que existgy € R, N...N f "R,
encontremog € Ry, N f1(R,, N...N f 1R, ):

beZp=intRyNflintR, #0 = If xeR,NFIR,.

Seaz= |y,x]. Se tiene € R,, porquex,y € Ry,. Adenmasze WS(y,Ry, ).
Por 2.15:

fze W3(fy,Ry,),..., f"1ze WS(f" 1y R, )

Asi z€ Ry, N...N "R, . Ademasz € WY(x: Ry,,). Por 2.15f 1z ¢
WH(f~1x Ry,) C Ry,. Asi se tiene:

flzeRyNf HRyN...nF ™R,). O

6.3 Teorema de semiconjugabn

Sea® = {R}i=1..m una particdbn de Markov de la variedabll para el
difeomorfismof.
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6. Dinamica Simblica

SeaA la matriz de transi€in y 2 el subespacio de las sucesiones bi-
infinitas definido en la seaan 6.1.
Entonces:

1) Paratod@ € 24 existe(inicox = Njcz f 1 (Ry,)

2) La funcbn n : Zo — M definida porrn(a) = Njezf1(Ry) es una
semiconjugadin def con el shiftc enZa.

3) 7tlx1(n,. 113 ) €S iNyectiva, es decit es inyectiva en los puntos
deM cuyasorbitas no cortan al bord#x de la particon.

Demostracdn: SeaKn(a) =jji<n f 'Re;-

Kn(a) es cerrado no vae por el lema de la sedm 6.2

Kn(a) D Kn+1(@) por construcdn.

SiendoM compacta por la propiedad de las intersecciones finitas se
sabe que el conjunto:

+00 +00

K@) = () f 'Ry = () Kn(a) #0
infty N=1

lo cual prueba que existec K(a).

x € K(a) estinico porque sk,y € K(a) entonces /(x), fi(y) € Ry, Vj €
Z.. PeroR,, tiene dametro a lo sumo igual al de la parboide Markov que
puede elegirse menor que la constante de expansividéd desultando
X=Y.

Se ha probado la parte 1) de la tesis.

Ahora probemos la parte 2):

n(o(@) =Ry, = F(() f7Re.y) = F(n(a)

JEZ J€Z
Entonces:
noo(a)="fom(a) Vaec 2a
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Por lo tanto es conmutativo el siguiente diagrama:

Para demostrar que es una semiconjugdm hay que probar que :
>a+— M es continua y sobreyectiva.

7 es continua pues ai' — a € Z,, llamandor(a") = x, € M y eligien-
do una subsucesn convergente tenemas — x € M y adenas:

400
Xn = m f- RaT

Comoa" — a, dadop > 0 existeN > 0 tal quea =a; Vn> N, V |j| <

p. Luego para todm > N el puntox, € N°, f 'Ry, que es un cerrado.

Entoncesc= limx, € N, f Ry ¥V p>0.As xe N'% IRy = m(a).

7 es sobreyectiva pues sic M\ U, f10% la orbita porx no corta
al borded® de la particbn. Entonces sea (x) el tnico sulbindice tal que
fl(x) € int Ry (x. Comofl(x) € intRy N ftintRy,,x tenemos que
Aqa,,, = 1 de dond&(x) € Za.

Entonces por construdmi:

x€ () 1Ryx =m(a) Vae Za
JEZ

Hemos probado que(Za) D M\ Upez f10% . Por 2.14 el conjunttvl \
Unez f10%. es denso eM.,

Ademas 25 es compacto porque es cerrado contenido en el espacio
compacto{1,2,...,m}%. Luegon(Z,) es cerrado eM. Como contiene a
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6. Dinamica Simblica

un conjunto denso el y es cerrado eM esM, lo cual prueba que es
sobreyectiva.

Probemos ahora la parte 3):&8 € 24 tales quer(a) =n(a) =x €
M\ Upncz f10% entoncesfix € int Ry N int Ry V€.

Por la definicbn de la secéin 2.4 los red@ngulos distintos tienen in-
teriores disjuntos. Entonceg = a;. Luegoa = &' y la transformadn =
restringida a la preimagen pardeM \ |, f!0% , es inyectiva. O

6.4 Conclusbn

El teorema anterior permite construir una semiconjugac dd difeo-
morfismo de Ansoso¥ con el shifto en el subespacio de la sucesiones
bi-infinitasZa. Ademas es inyectiva en un conjunto densoldn

Ya se obser® en la secd@n 2.4 que SR es un partiddn por cerrados
cualquiera deM, aunque no sea de Markov, existe una fonct sobre-
yectiva que puede demostrarse que es continua usando la misma prueba
de la parte 2) del teorema anterior, tal que conmuta el siguiente diagrama:

o
M) = m M) c {1,2,....m}~
Tl Im
M — M
f

Ademasr es inyectiva eM \ Ujezf*jaﬂi gue es denso ev.

En el caso qu& sea adems una partién de Markov se agrega que
la semiconjugaéin tiene dominio erka. El subshifto|s, est definido
en el subconjunto compacto de las sucesiones bi-infinitas que cumplen
A3<‘34'+1 =1.

Se llama diamica simBlica a la diramica del shift erts. La existen-
cia de una partiéin de Markov erM paraf asegura la existencia de la
dinamica similica con la cualf es semiconjugada.
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Findmente se observa que en la defibitide recingulo, en la de par-
ticion de Markov y en la demostraci del teorema de Sinai, no se utiliza
la diferenciabilidad dd sino solo sus propiedades topgicas. Es por lo

tanto aplicable a una claseéasigeneral que los difeomorfismos de Anosov:

los homeomorfismos expansivos tapgicamente estables.
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