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Capı́tulo 1
Definiciones y Resultados Previos

A lo largo del texto, se asume queM esuna variedad de claseC1 compacta
y Riemanniana, y quef : M 7→ M es un difeomorfismo de claseC1 enM.

1.1 Difeomorfismo de Anosov

Definición 1.1. f es undifeomorfismo de Anosovsi existen constantesK
y λ; K > 0, 0< λ< 1; y subespaciosSx,Ux deTxM, tales que:

i Sx,Ux vaŕıan continuamente conx

ii Sx⊕Ux = TxM

iii Sx,Ux son invariantes conf , es decir:f ′xSx = Sf (x) y

f ′xUx =U f (x) ∀x∈ M

iv ‖( f n)′xsx‖ ≤ Kλn‖sx‖ ∀sx ∈ Sx, ∀n≥ 0, ∀x∈ M

v ‖( f n)′xux‖ ≤ Kλ−n‖ux‖ ∀ux ∈Ux, ∀n≤ 0, ∀x∈ M

Observacíon 1.2. Las dimensiones deSx y Ux son constantes en las com-
ponentes conexas deM debido a la condición i. de la definicíon anterior. El
fibrado tangenteTM es la suma directa de los dos subfibradosSy U inva-
riantes conf , llamados “subfibrado estable” e “inestable” respectivamen-
te. Si(x,sx) ∈ S, entonces su norma decrece (más que exponencialmente
con tasa+ logλ < 0) cuandon→ +∞. Si (x,ux) ∈U , entonces su norma
crece (ḿas que exponencialmente con tasa− logλ> 0) cuandon→+∞,
pues sustituyendo en v.m=−n,y= f−m(x),uy = ( f−m)′xux resulta:

9
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‖( f m)′yuy‖ ≥
1
K
λ−m‖uy‖ ∀uy ∈Uy, ∀m≥ 0, ∀y∈ M

Si f es un difeomorfismo de Anosov, también lo esf−1, y el subfibrado
estable paraf−1 es el inestable paraf y viceversa, como se observa de la
definición de difeomorfismo de Anosov.

1.2 Expansividad

Definición 1.3. Un difeomorfismof : M 7→ M esexpansivosi existe una
constanteρ > 0, llamadaconstante de expansividad,tal que:

dist( f nx, f ny)≤ ρ ∀n∈ Z si y solo si x= y

Una sucesíon bi-infinita{yn}n∈Z, yn ∈ M, se dice queǫ−acompãnaa otra
{xn}n∈Z, xn ∈ M, si dist(xn,yn)≤ ǫ ∀n∈ Z. La expansividad de un difeo-
morfismo significa que para ciertoρ > 0 suficientemente pequeño, dos
órbitas diferentes nunca seρ−acompãnan.

Una propiedad conocida es la siguiente:

Proposición 1.4. Todo difeomorfismo de Anosov es expansivo.

1.3 Estabilidad topoĺogica

Definición 1.5. Un difeomorfismof : M 7→ M es topológicamente esta-
ble si dadoǫ > 0 existe unC0 entornoV de f tal que para todog ∈ V

existe una semiconjugación h : M 7→ M entreg y f (i.e. h es continua,
sobreyectiva y cumpleh◦g= f ◦h) tal que dist(h(x),x)< ǫ ∀x∈ M.

Observacíon 1.6. Si f es topoĺogicamente estable, siV es unC0 entorno
de f como en la definicíon anterior y sig∈ V entonces:

h(gn(x)) = f n(h(x)) ∀x∈ M ∀n∈ Z

10
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La estabilidad topoĺogica def significa que sig est́a suficientemente pró-
xima de f (en la topoloǵıaC0) entonces laśorbitas deg est́anǫ-acompa-
ñadas por las def y ǫ acompãnan a todas laśorbitas de f (ya que la
transformacíonh es sobreyectiva.)

Teorema 1.7(Pugh). Un difeomorfismof : M 7→ M es topoĺogicamente
estable si y śolo si dadoǫ> 0 existeδ> 0 tal que toda sucesión bi-infinita
de puntos{yn}n∈ Z, yn ∈ M que cumple dist(yn+1, f (yn)) < δ ∀n ∈ Z

est́aǫ-acompãnada por unáorbita def .

Definición 1.8. Seaf : M 7→ M invertible.Unasucesiónbi-infinita{yn}n∈Z

de puntos deM se llamaδ-pesudo-́orbita de f si dist( f (yn),yn+1) <

δ ∀n ∈ Z. Se concluye que un difeomorfismof : M 7→ M es topoĺogica-
mente estable si y solo si dadoǫ > 0 existeδ > 0 tal que todaδ-pseudo-
órbita est́aǫ-acompãnada.

Teorema 1.9.Los difeomorfismos de Anosov son topológicamente esta-
bles.

1.4 Conjuntos estable e inestable

Definición 1.10. Sea f : M 7→ M un difeomorfismo. Se llamaconjunto
establede f por el puntox∈ M a:

Ws(x) = {y∈ M : dist( f n(y), f n(x))n→+∞ → 0}

Se llamaconjunto inestablede f por el puntox∈ M a:

Wu(x) = {y∈ M : dist( f n(y), f n(x))n→−∞ → 0}

Teorema 1.11.Si f es un difeomorfismo de Anosov entonces:

Ws = {y∈ M : lı́msup
n→+∞

1
n

log dist( f n(x), f n(y))≤ logλ}

11
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Wu = {y∈ M : lı́msup
n→+∞

1
n

log dist( f−n(x), f−n(y))≤ logλ}

dondeλ es la misma constante0< λ< 1 de la definicíon de Anosov.

El teorema anterior significa que para los difeomorfismos de Anosov,
dosórbitas que en el futuro (o en el pasado) se acercan de modo que su
distancia tienda a cero, entonces lo hacen más que exponencialmente con
tasa logλ. En efecto:

lı́msupn→+∞
1
n

log dist( f n(x), f n(y))≤ logλ

implica:
dist( f n(x), f n(y))< Ae−nγ ∀n≥ 0

dondeA es un ńumero positivo yγ es un ńumero real positivo elegido de
modo queγ<− logλ.

Observacíon 1.12. Dos conjuntos estables distintos son disjuntos pues
si z∈ Ws(x)∩Ws(x′) 6= /0 entonces, a partir de la definición de conjunto
estable y la propiedad triangular de la distancia se tieneWs(z)⊂Ws(x)∩
Ws(x′) y Ws(x)∪Ws(x′)⊂Ws(z). LuegoWs(x) =Ws(x′).

Los mismo vale para los conjuntos inestables.

Proposición 1.13. Si f es un difeomorfismo expansivo con constante de
expansividadρ, entonces:

Ws(x) = {y∈ M : dist( f n(x), f n(y))≤ ρ

∀n suficientemente grande}

Wu(x) = {y∈ M : dist( f−n(x), f−n(y))≤ ρ

∀n suficientemente grande}

12
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Demostración: De la definicíon de conjunto estable se obtiene queWs(x)
⊂ {y∈ M : dist( f n(x), f n(y)) ≤ ρ ∀n suficientemente grande}. Para de-
mostrar la otra inclusión supongamos por absurdo que existey ∈ M tal
que:

dist( f n(x), f n(y))≤ ρ ∀n≥ N, dist( f n(x), f n(y))n→+∞ 6→ 0

Entonces existe una sucesión nk →+∞ tal que:

dist( f nk(x), f nk(y))≥ ǫ > 0 ∀k.

Podemos elegirnk de modo quef nk(x) y f nk(y) sean convergentes (por la
compacidad deM). Luego sip∈ Z se tiene:

dist( f nk+p(x), f nk+p(y))≤ ρ ∀nk > N− p

Cuandok → +∞ se tiene dist( f p(x0), f p(y0)) ≤ ρ ∀p ∈ Z dondex0 =

l ı́m f nk(x), y0 = l ı́m f nk(y). Por la expansividadx0 = y0, contradiciendo la
eleccíon denk, pues:

dist( f nk(x), f nk(y))≥ ǫ > 0. �

Observacíon 1.14. Se observa que la proposición anterior sigue siendo
válida si se sustituye la constante de expansividadρ por cualquier otra
constanteǫ > 0,ǫ ≤ ρ. Entonces:

Ws(x) =
⋃

n∈Z

{y∈ M : dist( f n(x), f n(y))≤ ǫ ∀n≥ N}=

=
⋃

n≥k

{y∈ M : dist( f n(x), f n(y))≤ ǫ ∀n≥ N} ∀k∈ Z

Definición 1.15.Se llamaǫ−conjunto establede f por el puntox∈ M al
conjunto:

Ws
ǫ (x) = {y∈ M : dist( f n(x), f n(y))≤ ǫ ∀n≥ 0}

13
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Sellamaǫ−conjunto inestablede f por el puntox∈ M al conjunto:

Wu
ǫ (x) = {y∈ M : dist( f n(x), f n(y))≤ ǫ ∀n≤ 0}

Observacíon 1.16. Si f es un difeomorfismo expansivo es fácil ver, a
partir de la definicíon anterior y de 1.13 y 1.14 que:

i) y∈Ws
ǫ (x) ⇔ x∈Ws

ǫ (y); y∈Wu
ǫ (x) ⇔ x∈Wu

ǫ (y).

ii) Si ǫ ≤ ρ entoncesWs
ǫ (x)∩Wu

ǫ (x) = {x}.

iii) f (Ws
ǫ (x)) = {z∈ M : dist( f n(x), f n−1(z))≤ ǫ ∀n≥ 0}=

= {z∈ M : dist( f n−1( f (x)), f n−1(z))≤ ǫ ∀n≥ 1} ∩

{z∈ M : dist(x, f−1(z))≤ ǫ}.

Luego:
f (Ws

ǫ (x)) =Ws
ǫ ( f (x))∩ f (Bǫ(x))

Análogamente:

Wu
ǫ ( f (x)) = f (Wu

ǫ (x))∩Bǫ( f (x))

iv) f (Ws
ǫ (x))⊂Ws

ǫ ( f (x)) y f (Wu
ǫ (x))⊃Wu

ǫ ( f (x))

v) Si ǫ ≤ ρ (véase 1.14) entonces:

Ws(x) =
⋃

N≥0
f−N(Ws

ǫ ( f N(x))) =
⋃

N∈Z

f−N(Ws
ǫ ( f N(x)))

En particular:

Ws
ǫ (x)⊂Ws(x), Wu

ǫ (x)⊂Wu(x)

14
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1.5 Variedades invariantes

El teorema que sigue justifica el nombre devariedad invariante estable
(respectivamenteinestable) que recibe el conjunto estable (respectivamen-
te inestable) cuandof es un difeomorfismo de Anosov. Se enuncia sin
demostracíon, la cual puede encontrarse en la referencia [3].

Teorema 1.17.Sea f: M 7→ M un difeomorfismo de Anosov. Entonces los
conjuntos Ws(x) y Wu(x) son C1 variedades inmersas en M, que pasan
por x, tangentes en x a los subespacios Sx y Ux respectivamente.

Se observa de la definición 1.10 que la partición deM en las variedades
estables e inestables es invariante porf ; más precisamente:f (Ws(x)) =
Ws( f (x)); f (Wu(x)) =Wu( f (x))

Observacíon 1.18. Cuandof es un difeomorfismo de Anosov, entonces
Ws(x) y Wu(x) son variedades inmersas enM seǵun afirma el teorema
1.17. Sin embargo no son necesariamente subvariedades deM: la inclusíon
es continua pero no necesariamente un homeomorfismo sobre su imagen
(la topoloǵıa enWs(x) podŕıa ser estrcitamente ḿas fina que la inducida
porM).

Teorema 1.19.Sea f: M 7→ M un difeomorfismo de Anosov. Siǫ > 0 es
suficientemente pequeño entonces:

1) Para todo N∈ Z el conjunto fN(Ws
ǫ ( f−N(x))) es un entorno de x en

la variedad Ws(x) homeomorfo a una bola en el subespacio Sx.

2) La topoloǵıaen fN(Ws
ǫ ( f−N(x))) como entorno en la variedad Ws(x)

es la misma que la inducida enél por la topoloǵıa de M.

La demostracíon (referencia bibliogŕafica [3]), es parte de la demostra-
ción del teorema 1.17 de existencia variedades invariantes.

15



Page (PS/TeX): 16 / 16,   COMPOSITE

1. Definiciones y Resultados Previos

En particularWs
ǫ (x) es un entorno dex en Ws(x), y la topoloǵıa en

Ws
ǫ (x), como subconjunto deWs(x), es la misma que la inducida por la

topoloǵıa deM, como subconjunto deM.
Aplicando el teorema anterior af−1 en lugar def y observando que por

definición las variedades estables def−1 son las inestables def , se obtiene
queWu

ǫ (x) es un entorno dex enWu(x) y su topoloǵıa como subconjunto
deWu(x) es la misma que la inducida por la topologı́a deM.

En virtud de la primera parte del teorema anterior, losepsilon−conjun-
tos estable e inestable se llamanepsilon−variedades estable e inestable, y
son subvariedades deM (variedades encajadas, con la topologı́a inducida
por la deM).

De la segunda parte del teorema anterior se desprende que:

SiU es un abierto deWs
ǫ (x) (como variedad estable), entonces existe

B abierto enM tal queU = B∩Ws
ǫ (x)

Si xn,x∈Ws
ǫ (x) y si dist(xn,x)→ 0 enM, entoncesxn → x enWs

ǫ (x)
(y rećıprocamente).

1.6 Interseccíon de variedades invariantes

En la observación1.16 obtuvimos queWs
ǫ (x)∩Wuǫ(x)= {x} si 0< ǫ<ρ.

Probaremos a continuación que cuandox e y est́an suficientemente próxi-
mos yǫ> 0 es pequẽno, entoncesWs

ǫ ∩Wuǫ(y) consiste en uńunico punto
que denotaremos como[x,y]. En lo que siguef : M 7→ M denota un difeo-
morfismo de Anosov.

Proposición 1.20.Dado0< ǫ ≤ ρ/2 existeδ> 0 tal que Ws
ǫ (x)∩Wu

ǫ (y)
consiste en uńunico punto, para todos x,y∈ M tales que dist(x,y)< δ.

Demostracíon: Por los teoremas 1.7 y 1.9 existeδ1 > 0 tal que todaδ1

pseudo-́orbita def est́aǫ/2 acompãnada por unáorbita def .

16
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Tomemosδ=mı́n(δ1,ǫ/2)y dos puntosx,y∈M tales que dist(x,y)<
δ.

La sucesíon bi-infinita{yn}n∈Z definida poryn = f n(x) si n≥ 0, yn =

f n(yn) si n< 0 es unaδ1 pseudo-́orbita. Entonces existez∈M que cumple
dist( f n(z), f n(x))≤ ǫ/2∀n≥ 0, dist( f n(z), f n(y))≤ ǫ/2∀n< 0. Adeḿas
dist(z,y) ≤ dist(z,x)+ dist(x,y) ≤ ǫ/2+δ ≤ ǫ. Entoncesz∈ Ws

ǫ (x)∩
Wu
ǫ (y). Adeḿasz esúnico enWs

ǫ (x)∩Wu
ǫ (y) debido a la expansividad de

f . �

Definición 1.21.Llamaremos funcíoncorchetea:

[·, ·] : {(x,y) ∈ M2 : dist(x,y< δ)} 7→ M

definida por:
[x,y] =Ws

ǫ (x)∩Wu
ǫ (y)

Se observa que:

dist( f n([x,y]), f n(x))≤ ǫ ∀n≥ 0,

dist( f n([x,y]), f n(y))≤ ǫ ∀n≤ 0

debido a la definicíon de la funcíon corchete y a la definición de lasǫ-
variedades estable e inestable.

Teorema 1.22.La funcíon corchete[·, ·] es continua.

Demostracíon: Sea(xn,yn)→ (x,y) enM2 tales que dist(x,y)< δ. Como
M es compacta puede elegirse(xn,yn) de modo que[xn,yn] sea convergente
enM. Seazn = [xn,yn]→ z∈ M. Basta demostrar quez= [x,y].

Comozn ∈Ws
ǫ (xn) entonces dist( f p(zn), f p(xn))≤ ǫ ∀p≥ 0. Dejando

fijo p y haciendon→ ∞, por la continuidad def se tiene que dist( f p(z),
f p(x))≤ ǫ ∀p≥ 0, de dondez∈Ws

ǫ (x).

17
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1. Definiciones y Resultados Previos

Análogamente se obtienez∈ Wu
ǫ (y), de dondez∈ Ws

ǫ (x)∩Wu
ǫ (y) =

[x,y] �

1.7 Forma local del producto

Teorema 1.23.Sea f : M 7→ M un difeomorfismo de Anosov. Existe una
constanteǫ > 0 tal que para todo x∈ M el producto Wu

ǫ (x)×Ws
ǫ (x) es

homeomorfo a un entorno de x en M.

Demostracíon: Elijamos 0< ǫ < ρ/2 (dondeρ es la constante de expan-
sividad de f ). Seaδ > 0 elegido seǵun el teorema 1.20 y sea 0< ǫ <
mı́n(δ/2,ǫ). Resulta:

Wu
ǫ (x)×Ws

ǫ (x)⊂ {(z,y) ∈ M2 : dist(z,y)< δ}

Puede aplicarse la función corchete a puntos enWu
ǫ (x)×Ws

ǫ (x)⊂ M2.
Seaϕ = [·, ·]|Wu

ǫ (x)×Ws
ǫ (x)

. La aplicacíonϕ es continua porque es la res-
tricción de una funcíon continua. Es inyectiva pues si[z,z′] = [z,z′] donde
z,z∈Wu

ǫ (x), z′,z′ ∈Ws
ǫ (x) entonces:

dist( f n(z), f n(z))≤ 2ǫ < 2ǫ ∀n≥ 0

dist( f n(z), f n(z))≤ 2ǫ < 2ǫ ∀n≤ 0

Luego por la expansividad def se tienez= z. Análogamente se obtiene
z′ = z′.

La ǫ-variedad estableWs
ǫ (x) = {y∈ M : dist( f n(y), f n(x))≤ ǫ ∀n≥ 0}

escerrada enM que es compacta, luego es compacta. Análogamente es
compactaWu

ǫ (x). Aśı ϕ es continua e inyectiva con dominio compacto
Wu
ǫ (x)×Ws

ǫ (x) aM. Como el dominio deϕ y su codominio son variedades
de la misma dimensión finita,ϕ es un homeomorfismo sobre su imagen.

En efectoϕ(x,x) = x, dimWs
ǫ (x) = dimSx, dimWu

ǫ (x) = dimUx, Sx⊕

Ux = TxM de donde dim(Wu
ǫ (x)×Ws

ǫ (x)) = dimM.
SiendoWu

ǫ (x)×Ws
ǫ (x) un entorno de(x,x) enM2, su imagen homeo-

morfa es un entorno dex∈ M. �

18
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Capı́tulo 2
Rectángulos y particiones de Markov

Seaf un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta y Rieman-
nianaM. Se definiŕaPartición de Markovpara f . Es un cubrimiento finito
deM por cierta clase de cerrados llamadosrectángulos,con interiores dos
a dos disjuntos, y que cumplen condiciones que los vinculan a la dinámica
de f , es decir, al espacio déorbitas def .

Comenzaremos definiendorectánguloy demostrando algunas propie-
dades que serán utilizadas ḿas adelante.

2.1 Definicíon de rectángulo

Seaǫ > 0 tal que 0< ǫρ/4 (dondeρ denota la constante de expansividad
de f , definida en 1.3. y seaδ > 0 elegido como en 1.20.

Definición 2.1. Un subconjuntoRno vaćıo deM se llamarectángulopara
f si tiene díametro menor queδ y adeḿas [x,y] ∈ R∀x,y ∈ R. Es decir:
si x,y ∈ R entonces existe uńunico z∈ Ws

ǫ (x)∩Ws
ǫ (y) = [x,y] y adeḿas

z∈ R.

Definición 2.2. Un rect́anguloRes propio siR= intR.

Ejemplos:

i) A partir de la definicíon obśervese que siǫ > 0 se elige suficiente-
mente pequẽno entonces es un rectángulo el entornoV de x en M
que tiene forma local del producto según el teorema 1.23 (es decir
V es homeomorfo aWu

ǫ (x)×Ws
ǫ (x)).

19
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2. Rect́angulos y particiones de Markov

ii) Si x ey son dos puntos próximos enM y si U y V son entornos dex
ey respectivamente, como en el ejemplo anterior, entoncesU ∪V ∪

[U,V]∪ [V,U ] es un rect́angulo.

iii) Si U y V son dos rect́angulos no disjuntos, entoncesU ∩V es un
rect́angulo.

Definición 2.3. SeaR un rect́angulo yx∈ R. Se llamaǫ-variedad estable
dex enRa:

Ws(x,R) =Ws
ǫ (x)∩R

Análogamente:
Wu(x,R) =Wu

ǫ (x)∩R

Proposición 2.4. Sean x,y∈ R, R rect́angulo. Entonces y∈Ws(x,R) si y
solo si Ws(x,R) =Ws(y,R).

Demostracíon: Comoy∈Ws(y,R) es inmediato queWs(x,R)⊂Ws(y,R)
implicay∈Ws(x,R).

Para el rećıproco alcanza probar quey∈ Ws(x,R) implicaWs(x,R) ⊂
Ws(y,R) (pues por simetrı́ay∈Ws(x,R) si y solo six∈Ws(y,R)).

Probemos entonces quey,z∈Ws(x,R) implicaz∈Ws(y,R):
Seaw= [z,y] =Ws

ǫ (z)∩Wu
ǫ (y). Comoz∈Ws

ǫ (x). Entoncesw=Ws
2ǫ(x)

∩Wu
ǫ (y).

Ademásy∈Ws
epsilon(x). Entoncesw=Ws

3ǫ(y)∩Wu
ǫ (y). Siendo 3ǫ> ρ,

dondeρ es la constante de expansividad, se tiene quew= y o sea:

y= [z,x] =Ws
ǫ (z)∩Wu

ǫ (y)

de dondey∈Ws
epsilon(z), o lo que es lo mismoz∈Ws

ǫ (y) como queŕıamos
demostrar. �
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov

2.2 Borde de un rect́angulo

Definición 2.5. SellamaBorde Establede un rect́anguloRal conjunto:

∂sR= {x∈ R : x 6∈ intWu(x,R) enWu
ǫ (x)}

Se llamaBorde Inestablede un rect́anguloRal conjunto:

∂uR= {x∈ R : x 6∈ intWs(x,R) enWs
ǫ (x)}

Demostraremos que para los rectángulosRcerrados, el borde topológi-
co deR es∂sR∪ ∂uR. Adeḿas para justificar el nombre de borde estable,
demostraremos que∂s(R) est́a formado por la unión deǫ-variedades esta-
bles enR:

Proposición 2.6. y∈ ∂sR ⇒ Ws(y,R)⊂ ∂sR.
y∈ ∂uR ⇒ Wu(y,R)⊂ ∂uR.

Demostracíon: Por absurdo seax ∈ Ws(y,R) \ ∂sR. Entoncesx ∈ intWu

(x,R) enWu
ǫ (x), o sea existe un entornoV dex enWu

ǫ (x) contenido enR.
Seaϕ(z) = [z,x] =Ws

ǫ (z)∩Wu
ǫ (x) definido para los puntosz∈Wuǫ(y)

que est́an a distancia menor queδ dex.ϕ es continua pues es la restricción
de [·, ·]. Adeḿasϕ(y) = [y,x] = x porquex∈Ws

ǫ (y). Entoncesϕ−1(V) es
un abierto deWu

ǫ (y) que contiene ay. Adeḿas siz∈ ϕ−1(V) entonces
ϕ(z) = u∈V ⊂ R. Luego[z,x] = u, de dondez∈Ws

ǫ (u). Comoz∈Wu
ǫ (y)

se obtiene quez= [u,y] conu,y∈R. Entonces por definición de rect́angulo
z∈ R. Se tiene aśı queϕ−1(V)⊂ R.

Se ha hallado un entorno dey enWu
ǫ (y) contenido enR. Entoncesy∈

intWu(y,R) enWu
ǫ (y), o seay 6∈ ∂sRcontradiciendo la hiṕotesis. �

Proposición 2.7. Si R es un rectángulo cerrado entonces∂R= ∂sR∪∂uR.
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2. Rect́angulos y particiones de Markov

Demostracíon: Veremos que intR= R\ (∂sR∪ ∂uR) Seǵun la definicíon
de borde estable e inestable tenemos que:

R\ (∂sR∪∂uR) = {x∈ R : x∈ int Wu(x,R) enWu
ǫ (x),

x∈ int Ws(x,R) enWs
ǫ (x)}.

Seay∈ int R, seaB un entorno dey enM contenido enR. Tenemos que:

y∈Wu
ǫ (y)∩B⊃Wu

ǫ (y)∩R=Wu(y,R)

LuegoWu
ǫ (y) ∩ B es un entorno de y enWu

ǫ (y) que est́a contenido en
Wu(y,R), y entoncesy 6∈ ∂sR.

De igual forma tenemos quey 6∈ ∂uR , con lo cual deducimos que:

int R⊂ R\ (∂sR∪∂uR)

Rećıprocamente: Siy∈ int Wu(y,R) enWu
ǫ (y) entonces existe un entorno

dey enWu
ǫ (y) que est́a contenido enR. LlamemosV a su intersección con

Wuǫ(y), siendoǫ ¿0 elegido como en el Teorema 1.23.
V es un entorno dey en Wu

ǫ (y) porqueWuǫ(y) lo es. Adeḿas V ⊂

R∩Wuǫ(y). De igual forma hallemosU entorno deyenWs
ǫ (y) contenido

deR∩Wsǫ(y).
Porel Teorema 1.23[V,U ] es un entorno dey enM. ComoV,U ⊂R, por

la definicíon de rect́angulo se deduce que[V,U ] ⊂ R. Entoncesy∈ int R.
LuegoR\ (∂sR∪∂uR)⊂ int R. �

2.3 Propiedades de los rectángulos

Algunas propiedades que se demuestran a continuación seŕan utilizadas
en los paŕagrafos siguientes:

Proposición 2.8. Si R es un rectángulo entonces también los sonR y int R
cuandono es vaćıo.

Si R1 y R2 son rect́angulos tales que R1∩R2 6= /0 entonces R1∩R2 tam-
bién es un rect́angulo.
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov

Demostración: Seanx,y∈ R, xn =→ x, yn → y, xn,yn ∈ R. Probemos que
[x,y] ∈ R f orallx,y∈ R. Se tiene por la continuidad de la función corche-
te que[x,y] = l ı́m[xn,yn]. Seǵun la definicíon de rect́angulo se sabe que
[xn,yn] ∈ R, ya quexn,yn ∈ R. Entonces[x,y] ∈ Rcomo se querı́a.

Sean ahorax,y∈ int R. Entonces[x,y] ∈ R. Por la expansividad def se
tiene quex= [[x,y],x] ey= [y, [x,y]].

SeanVx,Vy entornos dex e y respectivamente, ambos contenidos enR.
Por la continuidad de la función corchete existeV entorno de[x,y] enM
tal que[V,x]⊂Vx, [y,V]⊂Vy. Entonces para todoz∈V se cumple:

[[z,x], [y,z]] ∈ R

Siendoǫ < ρ/4 tenemos quez= [[z,x], [y,z]] y entoncesV ⊂ R. Luego
[x,y] ∈ int Rcomo se querı́a.

Finalmente, la intersección no vaćıa de rect́angulos es un rectángulo
como se ve inmediatamente a partir de la definición de rect́angulo. �

2.4 Definicíon de partición de Markov

Definición 2.9. Unapartición por cerradosde una variedadM es un cu-
brimiento finito deM por cerradosRi con interiores dos a dos disjuntos.
El diámetro de la partición es el ḿaximo de los díametros de los conjuntos
cerrados que la componen.

Definición 2.10. Una particíon por cerrados deM es unapartición de
Markovpara el difeomorfismo de Anosovf si est́a constituida por rectán-
gulos propiosR1,R2, . . . ,Rm y si para todox∈ int Ri∩ f−1int Rj se cumple:

i) fWs(x,Ri)⊂Ws( f x,Rj)

ii) fWu(x,Ri)⊃Wu( f x,Rj)

Observacíon 2.11. La particíon de Markov est́a vinculada af a trav́es
de la definicíon de rect́angulo y de las condiciones (i) y (ii). Si intRi ∩
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2. Rect́angulos y particiones de Markov

f−1int Rj 6= /0 entoncesf (Ri) se obtiene deRi al aplicarlef comprimien-
do las variedadesǫ- estables y dilatando las inestables.

Sea una particiónR enm subconjuntos deM(R no es necesariamente
de Markov), con díametroβ < ρ ( ρ es la constante de expansividad de
f ). Se cumple:

a) ∩n∈Z f−nRjn consta a lo sumo de un punto (dondejn es una sucesión
bi-infinita de ńumeros en{1,2, . . . ,m}). Esto es porque:

x,y∈
⋂

n∈Z

f−nRjn ⇒ dist( f nx, f ny)< ρ ∀n∈ Z ⇒ x= y

b) SeaΣ el conjunto de las sucesiones{ jn}n∈Z tales que∩n∈ZRjn 6= /0.
Por lo observado antes existe una función Π : σ 7→ M definida por:

Π({ jn}n∈Z) =
⋂

n∈Z

Rjn

Π es sobreyectiva pues todaórbita{ f nx}n∈Z est́a cubierta por con-
juntos de la particíon. Aśı dadox∈ M existe alguna sucesión jn tal
que f n(x) ∈ Rjn ∀n∈ Z. Luegox∈ ∩n∈Z f−nRjn.

c) Si x,y ∈ ∩n≥0 f−nRjn entonces dist( f nx, f ny) ≤ β ∀n ≥ 0. Luego
y∈Ws

β(x)∩Rj0. Hemos probado que para cualquier particiónR se
cumple:

x∈ ∩n≥0 f−nRjn ⇒∩n≥0 f−nRjn ⊂Wx
β(x)∩Rj0

Observacíon 2.12. Si x = Π{ jn}n∈Z entoncesf n(x) ∈ Rjn∀n ∈ Z, o sea
f n( f x) ∈ Rn j+1 ∀n∈ Z, de dondef x= Π{ jn+1}n∈Z.

Llamemosshift a la transformación σ : Σ 7→ Σ tal que a la sucesión
{ jn}n∈Z hace corresponder la sucesión{ jn+1}n∈Z.
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov

Hemos obtenido queΠ◦σ= f ◦Π, es decir, conmuta el siguiente dia-
grama:

σ

Σ → Σ
Π ↓ ↓ Π

M → M
f

Además comoΣ y f son invertibles se cumple queΠ◦Σn = f n◦Π ∀n∈Z.
Luego:

La funcíon sobreyectivaΠ lleva órbitas del shift eńorbitas de f .

SeaR = {R1, . . .Rm} una particíon de Markov y seax ∈ M un punto
cuya órbita por f no corta a los bordes de los cerradosRj de la parti-
ción, o seax∈∩n∈Z f−n(M \∂∪m

j=1 ∂Rj). Sea{ jn}n∈Z una sucesión tal que
f nx∈Rjn ∀n∈Z (o seaΠ({ jn}n∈Z)= x). Ahora, por construcción tenemos
que f nx ∈ int Rjn y por definicíon de particíon cerrada{ jn}n∈Z esúnica.
La función Π es inyectiva sobre el conjunto∩n∈Z f−n(M \ ∪m

j=1∂Rj). A
continuacíon veremos que ese conjunto es denso enM e invariante bajof .

2.5 Borde de la particíon de Markov

Definición 2.13. SeaR = {R1, . . . ,Rm} una particíon deM por cerrados.
Se llamaborde deR al conjunto:

∂R =
m⋃

j=1
∂Rj

Si R es una particíon de Markov se llamaborde estable deR a:

∂s
R = ∪m

j=1∂sRj

y se llamaborde inestable deR a:

∂u
R = ∪m

j=1∂uRj
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2. Rect́angulos y particiones de Markov

Se observa de la proposición 2.7 lo siguiente:

∂R = ∂s
R ∪∂u

R

Proposición 2.14. SeaR = {R1, . . . ,Rm} una particíon por cerrados de
M. Entonces:

1) ∂R tiene interior vaćıo y es cerrado.

2) ∪m
j=1int Rj es abierto y denso enM.

3) A= M \∪n∈Z f−n(∂R ) es denso enM e invariante porf .

Demostracíon: (1) ∂Rj es cerrado con interior vacı́o. La uníon finita de
conjuntos en una variedad que son cerrados con interior vacı́o es cerrada
con interior vaćıo.

(2) Tomando el complemento(∂R )c es abierto y denso enM. Pero
si y ∈ (∂R )c entoncesy ∈ ∩m

j=1(∂Rj)
c. ComoR cubre aM existe j tal

queyint Rj . Entonces(∂R )c ⊂ ∪m
j=1int Rj . Deducimos que∪m

j=1int Rj es
abierto y denso enM.

(3) A=∩n∈Z( f−n∂Rj)
c = ∩n∈Z f−n((∂Rj)

c) es denso enM porque es la
interseccíon numerable de abiertos densos. AdemásA es invariante porf
porque:

f−1(A) = f−1(
⋂

n∈Z

f−n((∂Rj)
c)) =

⋂

n∈Z

f−n−1((∂Rj)
c) = A�

2.6 Propiedades de las particiones de Markov

La siguiente proposición permite aplicar las condiciones (i) y (ii) de la
definición 2.10 de particíon de Markov a otros puntosx∈ M que no est́an
necesariamente en intRi ∩ f−1(int Rj).

Proposición 2.15. SeaR = {R1, . . . ,Rm} una particíon de Markov de M
para f . Si int Ri ∩ f−1(int Rj) 6= /0 entonces para todo y∈ Ri ∩ f−1Rj se
cumple:
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov

i) f (Ws(y,Ri))⊂Ws( f y,Rj)

ii) f (Wu(y,Ri))⊃Wu( f y,Rj)

Demostracíon: Seanx∈ int Ri ∩ f−1(int Rj), y∈ Ri ∩ f−1(Rj). Es inme-
diato, a partir de la definición de rect́angulo y sabiendo quex,y ∈ Ri lo
siguiente:

Ws(y,Ri) = {[y,z] : z∈Ws(x,Ri)}= {[y,z] : f z∈ fWs(x,Ri)}

Comox∈ int Ri ∩ f−1(int Rj) tenemos por la condición (i) de la definicíon
2.10 que se cumple:

f (Ws(x,Ri))⊂Ws( f x,Rj)⊂ Rj

Entoncesy,z∈ Ri, f y, f z∈ Rj . Aśı dist(y,z)≤ diamRi ≤ δ < ǫ. Análo-
gamente dist( f y, f z)< ǫ, de dondef [y,z] = [ f y, f z]. Luego:

fWs(y,Ri) = { f [y,z] : z∈Ws(x,Ri)}= {[ f y, f z] : z∈Ws(x,Ri)}=

= {[ f y,w] : w∈ fWs(x,Ri)} ⊂

{[ f y,w] : w∈Ws( f x,Rj)}=Ws( f y,Rj),

dondef x, f y∈Rj . Deducimos quefWs(y,Ri)⊂Ws( f y,Rj). Análogamen-
te fWu(y,Ri)⊃Wu( f y,Rj) �

Corolario 2.16. Si {Rjn}n≥0 es una sucesión de rect́angulos de una par-
tición de MarkovR con díametroβ > 0 suficientemente pequeño y tales
que int Rjn ∩ f−1 int Rjn+1 6= /0 ∀n≥ 0 entonces:

x∈
⋂

n≥0
f−nRjn ⇒

⋂

n≥0
f−nRjn =Ws

ǫ (x,Rj0)
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2. Rect́angulos y particiones de Markov

Demostracíon: Por lo observado en 2.11 c)si seeligeel diámetrode la par-
tición de Markov menor queǫ > 0 obtenemos

⋂
n≥0 f−nRjn ⊂Ws

ǫ (x,Rj0).
Seay∈Ws

ǫ (x,Rj0). Por 2.15 se tiene:

f y∈Ws
ǫ ( f x,Rj1), f ny∈Ws

ǫ ( f ny,Rjn) ∀n≥ 0

Luegoy∈
⋂

n≥0 f−nRjn �

Proposición 2.17.SiR es una particíon de Markov para el difeomorfismo
de Anosov f entonces:

f (∂s
R )⊂ ∂s

R

f (∂u
R )⊃ ∂u

R

Demostracíon: Seax∈ ∂sR =
⋃m

i=1 ∂sRi. Seai tal quex∈ ∂sRi. En la pro-
posicíon 2.14 se prob́o que

⋃m
j=1 int Rj es denso enM. Entonces también

lo es su preimagen por el difeomorfismof . Luego:

( f−1
m⋃

j=1
int Rj)

⋂
int Ri

es denso enRi. Sea entoncesxn ∈ ( f−1⋃m
j=1 int Rj)

⋂
int Ri ∀n tal que

xn → x. Tenemos quef (xn)∈
⋃m

j=1 int Rj ∀n≥ 0, peroj solo puede tomar
una cantidad finita de valores. Luego, existe una subsucesión, que por co-
modidad seguimos llamandoxn, y un ı́ndice j tal que f (xn) ∈ int Rj ∀n≥

0.
El rect́anguloRj es cerrado. Entoncesf (x) = l ı́m f (xn) ∈ Rj . Tenemos

entonces:
xn ∈ ( f−1 int Rj)

⋂
int Ri

Luego por 2.15 se cumple:

f (Wu(x,Ri))⊃Wu( f (x),Rj)
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Supongamos por absurdo quef (x) 6∈ ∂sRj . Existe un entornoV de f (x) en
Wu
ǫ ( f (x)) contenido enRj

⋂
Wu
ǫ ( f (x)). Entonces:

f−1(Wu
ǫ ( f (x)))⊂Wu

ǫ (x)

Aśı x∈ int Wu(x,Ri) enWu
ǫ (x), o sea,x 6∈ ∂Ri contra lo supuesto.

De igual forma se prueba quef (∂uR )⊃ ∂uR . �
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Capı́tulo 3
Semiconjugación con el shift

3.1 Espacio de funciones bi-infinitas y funcíon shift

SeaP = {p1, . . . , pm} un conjunto finito de puntos enM. Se denota con
PZ al espacio de las sucesiones bi-infinitas de puntos enP. Tomando enP
la topoloǵıa discreta y enPZ la topoloǵıa producto asociada a ella, por el
teorema de Tychonov, el espacioPZ es compacto y metrizable.

Seaq = {q j} j∈Z, q j ∈ P, q ∈ PZ. Una base local de abiertos enq
est́a formada por los abiertos:

IN(q) = {q′ ∈ PZ : q j = q′j ∀| j| ≤ N}

Una ḿetrica enPZ est́a dada por:

dist(q,q′) = ∑
n∈Z

dist(qn,q′n)

2|n|

Definici ón 3.1. La función o transformación shift, denotada comoσ :
PZ 7→ PZ, es la trasnformación definida porσ(q) = q′ dondeq′n = qn+1,

∀n∈ Z.

Se observa que la función shiftσ aplicada aq consiste en un corri-
miento a la izquierda de los términos deq: el mismo t́erminoq0 que antes
ocupaba el lugar 0, después de aplicarleσ ocupaŕa el lugar−1 (es decir es
q′−1), el términoq1 que antes ocupaba el lugar 1 pasará a ocupar el lugar 0
(es decir seŕa q′0) y aśı q j = q′j−1 para todoj ∈ Z. Es f́acil demostrar que
σ : PZ 7→ PZ es un homeomorfismo.
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3. Semiconjugación con el shift

3.2 Semiconjugacíon

SeanM,M′ dosespacios topológicos, y seanf , f ′ dos homeomorfismos
enM y M′ respectivamente.

Definición 3.2. Una funcíon θ : M′ 7→ M se llamasemiconjugacíon de f
con f ′ si cumple:

i) θ es continua y sobreyectiva

ii) f ◦θ = θ ◦ f ′

Se observa que:

f ◦θ = θ ◦ f ′ ⇒ f n◦θ = θ ◦ f ′n ∀n∈ Z

Luego, todáorbita enM′ seǵun f ′ es llevada porθ a algunaúnicaórbita
por f enM y todaórbita enM por f es corresponde a alguna (no necesa-
riamenteúnica)órbita por f ′ enM′.

Definición 3.3. Una semiconjugación se llamaconjugacíon entre f y f ′

si es un homeomorfismo.

3.3 Semiconjugacíon de los difeomorfismos de Anosov con el shift

Seaβ > 0 arbitrario dado. Seaf : M 7→ M un difeomorfismo de Anosov.
Por el teorema 1.9 el difeomorfismof es topoĺogicamente estable. Elija-
mosα > 0 tal que toda pseudo-órbita de f est́a β acompãnada por una
órbita def .

Sea 0< γ< mı́n(β,α/2) tal que:

dist(x,y)< γ ⇒ dist( f x, f y)< α/2

Tal númeroγ existe porquef es continua enM compacta.
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SiendoM compacta existe un conjunto finitoP= {p1, . . . , pm} de pun-
tos deM, centros de bolas de radioγ que cubrenM. Dadox ∈ M existe
p j ∈ P tal que dist(x, p j)< γ. Es decirP es un conjuntoγ-denso enM.

SeaΣ(P) = {q∈ PZ : dist( f q j , f q j+1)< α ∀ j ∈ Z}

Σ(P) es el conjunto de lasα-pseudo-́orbitas def que est́an formadas
con puntos deP.

Si adeḿas elegimosβ < ρ/2, dondeρ es la constante de expansividad
de f , se cumple, en virtud de la estabilidad topológica de f dada por el
teorema 1.9, lo siguiente:

Para todoq∈ Σ(P) existe unúnicoθ (q)∈ M tal que:

dist( f n(θ (q)),qn)≤ β ∀n∈ Z

Lema 3.4. La aplicacíonθ : Σ(P) 7→ M es sobreyectiva.

Demostracíon: Seax ∈ M. Demostremos que existe algún q ∈ Σ(P) tal
quex= θ (q).

La órbita{ f n(x)}n∈Z se puede aproximar porq= {qn}n∈Z ∈ PZ de mo-
do que:

dist( f n(x),qn)≤ γ ∀n∈ Z

porqueP esγ-denso enM.
Entonces dist( f qn,qn+1)≤ dist( f qn, f n+1x)+γ. De acuerdo a la elec-

ción deγ, siendo dist( f nx,qn)< γ, se cumple dist( f n+1x, f qn)< α/2.
Aśı dist( f qn,qn+1)≤ α/2+γ.
Siendoγ < α/2 se cumple dist( f qn,qn+1) < α, o sea{qn} es unaα-

pseudo-́orbita def . Luegoq∈ Σ(P).
Como{ f nx}n∈Z es unáorbita queγ-acompãna aq por construccíon, y

siendoα < β resulta dist( f nx,qn) < β ∀n∈ Z. Entoncesx= θ (q) como
se queŕıa demostrar. �

Lema 3.5. La aplicacíonθ : Σ(P) 7→ M es continua
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3. Semiconjugación con el shift

Demostracíon: Seaqn→ q∈Σ(P), θ (qn)= xn∈M. La sucesíonxn puede
suponerse convergentexn → x0debido a la compacidad de la variedadM.

Se tiene que dist(qn
j , f j(xn)) ≤ β ∀ j ∈ Z por la construccíon de la

funciónθ .
Sea j ∈ Z fijo. Como qn → q ∈ Σ(P), existeN( j) tal que para todo

n> N( j) se cumpleqn ∈ I j(q), es decirqn
i = qi ∀|i| ≤ j.

De lo anterior se deduce que para todon> N( j):

dist(q j , f j(xn))≤ β

Tomandon→ ∞, en virtud de la continuidad def se deduce que:

dist(q j , f j(x0))≤ β ∀ j ∈ Z

Entonces por construcción de la funcíon θ se cumple quex0 = θ (q) y
luegoθ (qn)→ θ (q). �

Teorema 3.6.La funcíon θ : Σ(P) 7→ M es una semiconjugación del di-
feomorfismo de Anosov f: M 7→ M con el shiftσ restringido aΣ(P)

Demostracíon: La función shiftσ, cuando restringida aΣ(P), tiene codo-
minio enΣ(P) puesΣ(P) es invariante bajoσ. En otras palabrasσ|Σ(P) :
Σ(P) 7→ Σ(P).

Para demostrar queθ es una semiconjugación entref y σ|Σ(P) alcanza
demostrar que el diagrama siguiente conmuta, pues ya se sabe queθ es
continua y sobreyectiva:

σ

Σ(P) 7→ Σ(P)
θ ↓ ↓ θ

M 7→ M
f
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Seaq∈ Σ(P). Seanx= θ (q), q′ =σ(q). Alcanza probar quef (x) = θ (q′).
Seax′ = θ (q′). Entonces:

dist( f n(x′),q′n)≤ β ∀n∈ Z

Peroq′n = qn+1 puesq′ = σ(q). Entonces:

dist( f n(x′),qn+1)≤ β ∀n∈ Z

dist( f n+1( f−1(x′)),qn+1)≤ β ∀n∈ Z

Luego f−1(x′) = θ (q) = x, de dondex′ = f (x) como queŕıamos probar.�

3.4 Conjuntos estable e inestable en el espacio de sucesiones

Seaq∈ Σ(P) dondeΣ(P) es el subconjunto dePZ (sucesiones bi-infinitas)
definido en la sección 3.3

Definición 3.7. Se llamaconjunto estableporq enΣ(P) a:

Ŵs(q) = {q′ ∈ Σ(P) : dist(σq,σq′)→n→+∞ 0}

Se llamaconjunto inestablepor q enΣ(P) a:

Ŵu(q) = {q′ ∈ Σ(P) : dist(σq,σq′)→n→−∞ 0}

Observacíon 3.8. Se sabe quedist(q,q′) = ∑ j∈Z dist(q j ,q′j)/2| j|. Luego:

dist(σnq,σnq′) = ∑
j∈Z

dist(qn+ j ,q
′
n+ j)/2| j|

Si dist(σnq,σnq′)→ 0 entonces existeN tal que∀n> N se cumple:

∑
j∈Z

dist(qn+ j ,q′n+ j)

2| j|
< mı́n{dist(pi, p j) : i 6= j, pi, p j ∈ P}
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3. Semiconjugación con el shift

Lo anterior se cumple si y solo siqn = q′n para todon suficientemente
grande. Luego:

Ŵs(q) = {q′ ∈ Σ(P) : q′n = qn ∀n suficientemente grande}=

Ŵs(q) =
⋃

N≥0
{q′ ∈ Σ(P) : q′n = qn ∀n≥ N}

Análogamente:

Ŵu(q) =
⋃

N≤0
{q′ ∈ Σ(P) : q′n = qn ∀n≤ N}

Definición 3.9. Se llama 0−conjunto estable (e inestable)porq a

Ŵs
0(q) = {q′ ∈ Σ(P) : q′n = qn ∀n≥ 0}

(respectivamente a:

Ŵu
0 (q) = {q′ ∈ Σ(P) : q′n = qn ∀n≤ 0})

Observacíon 3.10. 1) Ŵs
0(q)⊂ Ŵs(q), Ŵu

0 (q)⊂ Ŵu(q)

2) σŴs
0(q)⊂ Ŵs

0(σq), σŴu
0 (q)⊃ Ŵu

0 (σq)

3) Siq,q′ ∈ Σ(P) y si q0 = q′0, entonces puede construirse unaúnicaq′′

tal queq′′j = q j ∀ j ≥ 0, q′′j = q′j ∀ j ≤ 0. Se cumple:

q′′ = Ŵs
0(q)

⋂
Ŵu

0 (q
′)

Definición 3.11.La funcíon corchete en el espacio de sucesiones es:

[, ] : {(q,q′) ∈ (Σ(P))2 : q0 = q′0} 7→ Σ(P)

definida por:
[q,q′] = Ŵs

0(q)
⋂

Ŵu
0 (q

′)

o sea q′′ = [q,q′] si y solo si q′′j = q j ∀ j ≥ 0, q′′j = q′j ∀ j ≤ 0.
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Proposición 3.12. Seaθ la semiconjugación definida en la sección 3.3.
Si β es suficientemente pequeño entonces:

θ [q,q′] = [θq,θq′] ∀q,q′ ∈ Σ(P) tales queq0 = q′0

Demostracíon: Seanq,q′ ∈ Σ(P) tales queq0 = q′0. Llamemosx= θ (q),
y = θ (q′), z= θ [q,q′]. Hay que demostrar quez= [x,y] o sea quez=
Ws
ǫ (x)∩Wu

ǫ (y).
Por construccíon y por definicíon de la funcíonθ se cumple:

dist( f nx,qn)≤ β dist( f ny,q′n)≤ β ∀n∈ Z

dist( f nz,qn)≤ β ∀n≥ 0, dist( f nz,q′n)≤ β ∀n≤ 0

porquez= θ [q,q′].
Entonces:

dist( f nx, f nz)≤ 2β ∀n≥ 0, dist( f ny, f nz)≤ 2β ∀n≤ 0

Eligiendo 2β< mı́n(ǫ,δ/2) se tiene quez ∈ Ws
ǫ (x) ∩Wu

ǫ (y). Adeḿas
dist(x,y)≤ dist(x,z)+ dist(y,z)≤ 4β < δ Entonces por la expansividad
de f , el puntoz∈ M es elúnico enWs

ǫ (x)∩Wu
ǫ (y). �

La semiconjugación definida en la sección 3.3 conmuta con la función
corchete.

3.5 Construccíon de un cubrimiento con rect́angulos

Proposición 3.13. Seaβ > 0 dadosuficientemente pequeño, como en la
Proposicíon 3.12. Si ps ∈ P (seǵun la seccíon 3.3) entonces Ts = θ{q ∈

Σ(P) : q0 = ps} es un rect́angulo cerrado de M con diámetro a lo sumo2β.

Demostracíon: Si q,q′ cumplenq0 = q′0 = ps entonces también se cumple
por construccíon de[q,q′] que[q,q′]0 = ps.

37



Page (PS/TeX): 38 / 38,   COMPOSITE

3. Semiconjugación con el shift

Para demostrar queTs es un rect́angulo enM alcanza tomarx,y∈ Ts y
demostrar que[x,y] ∈ Ts. Perox,y ∈ Ts ⇒ θ (q) = x,θ (q′) = y con q0 =

q′0 = ps. Luego seǵun 3.12 se tiene[x,y] = θ [q,q′]. Entonces[x,y] ∈ Ts

(por construccíon deTs).
Además dist(x,y) < dist(x,q0)+ dist(q′0,y) < 2β. Entonces diamTs

≤ 2β.
Ts es cerrado porque es la imagen continua de{q∈ Σ(P) : q0 = ps} que

es compacto enPZ (ya que es cerrado en el espacio compactoPZ). �

Corolario 3.14. La familia de rect́angulosτ = {Ti}i=1,...,m (construidos
seǵun la proposicíon 3.13)es un cubrimiento finito de M por rectángulos
cerrados de díametro a lo sumo2β.

Demostracíon: Alcanza ver que∪m
i=1Ti = M. Comoθ es sobreyectiva,

todo puntox∈ M esx= θ (q) conq∈ Σ(P). Seaq0 ∈ P= {p1, . . . , pm}.
Entonces existe un subı́ndices= 1,2, . . . ,m tal queq0 = ps, o seax∈ Ts.
LuegoM = ∪m

i=1Ti como se querı́a probar. �

3.6 Propiedades del cubrimiento por rect́angulos

Proposición 3.15.Six= θ (q) con q0 = ps entoncesθ (Ŵs
0q) =Wx(x,Ts)

Demostracíon: Si y ∈ θ (Ŵs
0q), entoncesy = θ (q′) con q′j = q j ,∀ j ≥ 0.

Aśı [θq,θq′] = [x,y] = θ [q,q′] (por la Proposicíon 3.12).
Comoq′j = q j ∀ j ≥ 0 tenemos que[q,q′] = q′. Entonces[x,y] = θq′ = y,

de dondey∈Ws(x,Ts). Hemos probado queθ (Ŵs
0q)⊂Wx(x,Ts).

Rećıprocamente, siy ∈ Ws(x,Ts) ⊂ Ts entonces existeq′ con q′0 = ps

tal quey = θ (q′) (por construccíon del rect́anguloTs). Adeḿas siy ∈

Ws(x,Ts) entoncesy= [x,y]. Aplicando la proposicíon 3.12 se obtiene:

y= [x,y] = [θq,θq′] = θ [q,q′] ∈ θ (Ŵs
0q)

Hemos probado entonces queWs(x,Ts)⊂ θ (Ŵs
0q). �
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Observación 3.16. La proposicíon anterior caracteriza lasǫ-variedades
estables en los rectángulosTs deM: la semiconjugaciónθ llevaδ− varie-
dades estables en el espacioΣ(P) enǫ- variedades estables en rectángulos
Ts deM.

La siguiente proposición seŕa utilizada en la sección 5 de este trabajo
para demostrar el teorema de Sinai (existencia de una partición de Markov
para f , difeomorfismo de Anosov).

Proposición 3.17.Sea q∈ Σ(P) con q0 = ps,q1 = pt (seǵun la definicíon
al principio de la sección 3.3).Sea x= θ (q). Entonces:

i) fWs(x,Ts)⊂Ws( f x,Tt)

ii) fW u(x,Ts)⊃Wu( f x,Tt)

Demostracíon: Se tienef x= θ (σq), (σq)0=q1= pt , x= θ (q), q0= ps.
Por la Proposicíon 3.15 tenemos queWs(x,Ts) = θ (Ŵs

0q), Ws( f x,Tt) =

θ (Ŵs
0(σq). Por el Teorema 3.6fWs(x,Ts) = f ◦θ (Ŵs

0q) = θσ(Ŵs
0q). De

la definicíon deŴs
0(q)y de la definicíon de la funcíon shiftσ, es inmediato

queσ(Ŵs
0q)⊂ Ŵs

0(σq)). Entonces:

fWs(x,Ts)⊂ θ (Ŵ
s
0σq) =Ws( f x,Tt))

En forma similar, utilizando conjuntos inestables en vez de estables, se
prueba (ii). �

Observacíon 3.18. Este procedimiento ha permitido construir un cubri-
mientoτ = {T1, . . . ,Tm} deM por rect́angulos cerrados de diámetro me-
nor que un ńumero positivo dado y que cumplen las condiciones (i) y (ii)
de la proposicíon anterior. Estas condiciones son similares a las exigidas
en la definicíon de particíon de Markov en el parágrafo 2.10.

El cubrimientoτ no es necesariamente una partición de Markov por-
que los interiores de los rectángulos deτ no son en general disjuntos dos
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3. Semiconjugación con el shift

y a dos y los rect́angulos no son necesariamente propios. A partir del cu-
brimientoτ, que cumple (i) y (ii), refińandolo apropiadamente, se cons-
truirá una particíon de Markov.
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Capı́tulo 4
Método constructivo de la partición

En la seccíon 3.5 se construýo un cubrimiento finitoτ de la variedad
M, con rect́angulos cerrados{T1,T2, . . . ,Tm} para el difeomorfismo de
Anosov f , que cumplen las condiciones (i) y (ii) de la Definición 2.10
de Particíon de Markov. En esta sección se refinaŕa el cubrimientoτ para
obtener ahora una particiónR por cerrados deM (con interiores dos a dos
disjuntos) que sean además conjuntos propios (cada cerrado es la adhe-
rencia de su interior). Finalmente en la sección 5 se demostrará que esa
particiónR es una particíon de Markov paraf .

4.1 Primer refinamiento del cubrimiento

A partir del cubrimiento{Ti}i=1,2,...,m= τ definamos otro cubrimiento ḿas
fino, de la siguiente forma:

Definición 4.1. SeanTj ,Tk ∈ τ. Se definen:

T1
jk = {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk 6= /0, Ws(x,Tj)∩Tk 6= /0}

T2
jk = {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk 6= /0, Ws(x,Tj)∩Tk = /0}

T3
jk = {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk = /0, Ws(x,Tj)∩Tk 6= /0}

T4
jk = {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk = /0, Ws(x,Tj)∩Tk = /0}

Observacíon 4.2. (1) Tj es la uníon disjunta∪4
n=1T

n
jk.

(2) Si n1 6= n2 entonces intTn1
jk ∩Tn2

jk = /0 = Tn1
jk ∩Tn2

jk .
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4. Método constructivo de la partición

(3) T1
jk = Tj ∩Tk. En efecto:Tj ∩Tk ⊂ T1

jk. Adeḿas six ∈ T1
jk entonces

existeny,z∈Tj ∩Tk tales quey∈Wu
ǫ (x), z∈Ws

ǫ (x). Luegox= [x,y].
Pero por definicíon de rect́angulo, comoy,z∈ Tj ∩Tk, entoncesx=
[z,y] ∈ Tj ∩Tk.

Proposición 4.3. Si Tn
jk 6= /0 entonces Tnjk es un rect́angulo.

Demostracíon: Seanx,y∈ Tn
jk ⊂ Tj . Entoncesz∈ [x,y] ∈ Tj , porqueTj es

un rect́angulo. Por la proposición 2.4, comoz∈ Ws(x,Tj), tenemos que
Ws(z,Tj) =Ws(x,Tj).

AnálogamenteWu(z,Tj) =Wu(y,Tj). Entonces:

Ws(z,Tj) ó Wu(z,Tj)

cortan aTk si y solo si lo hacenWs(x,Tj), o respectivamenteWu(y,Tj).
Luegoz∈ Tn

jk como queŕıamos. �

4.2 Segundo refinamiento de la particíon

Los rect́angulosTn
jk construidos al principio de la sección 4.1 cubren a

M pero no tienen necesariamente interiores disjuntos. Tampoco son todos
propios porque no son todos cerrados. Construiremos un refinamientoR

de{Tn
jk}.

En primer lugar hay que observar que un puntox∈ M puede pertenecer
a varios rect́angulos de la familia{Tn

jk}.

Definición 4.4. Dadox∈ M sea:

H(x) = {( j,k,n) : x∈ Tn
j,k}

R(x) =
⋂

( j,k,n)∈H(x)

int T
n
j,k

dondeR(x) podŕıa ser vaćıo.
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Z∗ = {x∈ M : x∈ int Tn
j,k ∀( j,k,n)∈ H(x))}

R = {R(x)}x∈Z∗

Observación 4.5. (1) R es una familia finita, porqueH(x) es un sub-
conjunto del conjunto finito de todos los posiblesı́ndices:

{( j,k,n) : 1≤ j ≤ m,1≤ k≤ m,≤ n≤ 4}.

(2) x∈ Z∗ si y solo si toda vez quex∈ Tn
j,k se cumplex∈ int Tn

j,k.

(3) Si x∈ Z∗ entoncesx∈ R(x); luego en ese casoR(x) 6= /0.

(4) Six∈ Z∗ entoncesR(x) es un rect́angulo abierto, porque no es vacı́o
y es intersección finita de rect́angulos abiertos.

(5) Si x∈ Z∗ entoncesR(x) es un rect́angulo propio pues:

R(x)⊃ int R(x)⊃ int R(x) = R(x)

puesR(x) es abierto. EntoncesR(x) = int R(x).

De las observaciones anteriores se deduce queR es una familia finita
de rect́angulos propios que cubrenZ∗. Probaremos queR es una particíon
deM (más áun seŕa una particíon de Markov), para lo cual demostraremos
que:

I) La familia R cubre aM lo que se demostrará en la sección 4.4.

II) Dos rect́angulos de la familiarR que sean diferentes tienen interio-
res disjuntos (esto se demostrará en la sección 4.4).

Las afirmaciones (I) y (II) se probarán a partir de las definiciones de
los rect́angulosTn

j,k y del conjuntoZ∗. En especial la densidad deZ∗ enM
que se demuestra a continuación juega un papel importante en la prueba.
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4. Método constructivo de la partición

4.3 Densidad del conjuntoZ* cubierto por la partici ón

Proposición 4.6. El conjunto Z∗ definido en la sección 4.2 es abierto y
denso en M. Adeḿas:

Z∗ =
m⋂

j,k=1

(
4⋃

n=1
int Tn

j,k∪Tc
j

)

Demostracíon: Por definicíon:

Z∗ = {x∈ M : x∈ int Tn
jk ∀( j,k,n)∈ H(x)}=

{x∈ M : x∈ Tn
jk ⇒ int Tn

jk}

Se prob́o queM = ∩m
j=1Tj . Adeḿas, por construcción, Tj es la uníon dis-

junta∪4
n=1T

n
j,k ∀( j,k).

Fijados j,k(1≤ j,k ≤ m) y dado un puntox∈ M se cumplex ∈ Tc
j ∪

∪4
n=1T

n
jk. Si el puntox∈ Z∗ entoncesx∈ Tc

j ∪∪4
n=1T

n
jk ∀ j,k

Y rećıprocamente, six∈ Tc
j ∪∪4

n=1T
n
jk ∀ j,k entonces:

x∈ {x∈ M : x∈ Tn
jk ⇒ x∈ int Tn

jk}= Z∗

Luego:

Z∗ =
m⋂

j,k=1

(
Tc

j

⋃ 4⋃

n=1
Tn

jk

)

EntoncesZ∗ es abierto, por se intersección finita de abiertos.
Para demostrar queZ∗ es denso enM alcanza probar que cada uno de

los siguientes abiertos:

Z∗
jk = Tc

j

⋃ 4⋃

n=1
Tn

jk

es denso enM.
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Paraeso es suficiente tomar un abierto cualquiera no vacı́o contenido
enTj y probar que corta a

⋃4
n=1 int Tn

jk.
El lema que sigue permite caracterizar

⋃4
n=1 int Tn

jk como intersección
de dos abiertos densos en intTj . Luego por el teorema de Baire,

⋃4
n=1

int Tn
jk seŕa denso en intTj como queremos.

Lema 4.7. Dados j,k sean:

A j,k = int {x∈ Tj : Ws(x,Tj)∩Tk = /0} ∪

int {x∈ Tj : Ws(x,Tj)∩Tk 6= /0},

B j,k = int {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk = /0} ∪

int {x∈ Tj : Wu(x,Tj)∩Tk 6= /0}.

Entonces:

1) A j,k∩B j,k = ∪4
n=1 int Tn

j,k

2) A j,k y B j,k son abiertos y densos enint Tj .

Demostracíon: 1) Teniendo en cuenta las definiciones en la sección 4.1
se tiene que:

A j,k∩B j,k∩T j,kn = int Tn
j,k ∀ j,k,n.

Entonces:
A j,k∩B j,k∩∪4

n=1T
n
j,k = ∪4

n=1 int Tn
j,k ∀ j,k

Sabemos que∪4
n=1T

n
j,k = Tj ∋ A j,k∩B j,k y entoncesA j,k∩B j,k = ∪4

n=1 int
Tn

j,k ∀ j,k.
2) A j,k y B j,k son abiertos por construcción. Mostremos queA j,k es

denso en intTj . SeaV un abierto no vaćıo contenido enTj . Basta probar
queV contiene alǵun punto deA j,k.

V = {y∈V : Ws(y,Tj)∩Tk = /0} ∪ {y∈V : Ws(y,Tj)∩Tk 6= /0}
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4. Método constructivo de la partición

1er. caso) Si el primero de esos subconjuntos es vacı́o, entonces el otro es
el abiertoV y tiene entonces todos sus puntos interiores:V ⊂ A j,k.

2do caso) Si existey∈V tal queWs(y,Tj)∩Tk = /0 probemos quey∈
int {x∈V : Ws(y,Tj)∩Tk = /0} ⊂ A j,k:

En efecto, si aśı no fuera existiŕıanYn→ yenTj tales queZn∈Ws(yn,Tj)

∩Tk 6= /0. Tomando subsucesiones convergentes, tendrı́amoszn → zenTj ∩

Tk (porqueTj ,Tk son cerrados). Luego:

z∈Ws
ǫ (yn)⇒ dist( f pzn, f pyn)≤ ǫ ∀p≥ 0

Por continuidad dist( f pz, f py)≤ ǫ ∀p≥ 0 y entoncesz∈Ws
ǫ (y)∩Tj ∩Tk.

LuegoWs(y,Tj)∩Tk 6= /0 contra lo supuesto. �

4.4 Demostracíon de queRRR es una partición deM

En la seccíon 4.2 se construýo una familiaR = {R(x) }x∈Z∗ finita de
rect́angulos propios. Para demostrar queR es una particíon por cerrados
deM falta probar que:

I) R cubreM.

II) Los interiores de dos rectángulos distintos deR son disjuntos.

Proposición 4.8. R = {R(x) }x∈Z∗ definido seǵun la seccíon 4.1 es un
cubrimiento de M:

Demostracíon: Como la familiaR es finita se tiene:
⋃

x∈Z∗

R(x) =
⋃

x∈Z∗

R(x)

Por la seccíon 4.2 six∈ Z∗ entoncesx∈ R(x). Entonces∪x∈Z∗R(x) ⊃ Z∗

de donde: ⋃

x∈Z∗

R(x) ⊃ Z∗ = M

debido a la densidad deZ∗ enM. �
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Proposición 4.9. Sea R(x) definido en la sección 4.2. Se cumple:

1) int R(x) = R(x)

2) Si x,y son tales que R(x)∩R(y) 6= /0 entonces R(x) = R(y).

Demostracíon: 1) Por la definicíon en la sección 4.2 se tiene:

R(x) =
⋂

( j,k,n)∈H(x)

int Tn
j,k

Por otro ladoR(x) es abierto contenido enR(x) y entoncesR(x)⊂ int R(x).
Además R(x) ⊂ ∩( j,k,n)∈H(x)Tn

j,k que es un cerrado. LuegoR(x) ⊂ Tn
j,k

∀( j,k,n)∈ H(x).
Se deduce que:

int R(x) ⊂ int Tn
j,k ∀( j,k,n)∈ H(x)

de donde:
int R(x) ⊂

⋂

( j,k,n)∈H(x)

int Tn
j,k = R(x).

2) R(x)∩R(y) es abierto no vacı́o y comoZ∗ es denso enM contiene
algún puntoz∈ Z∗. Alcanza probar queR(x) = R(z) = R(y). Para eso es
suficiente demostrar que siz∈ Z∗ conz∈ R(x) entoncesH(x) = H(z) (por
la definicíon en la sección 4.2).

Demostremos primero queH(x)⊂ H(z): ( j,k,n)∈ H(x)⇒ x∈ Tn
j,k ⇒

z∈ R(x) ⊂ Tn
j,k ⊂ Tj = ∩4

n=1T
n
j,k. Luego existen1 tal quez∈ Tn1

j,k. Pero
z∈ R(x) = Tn

j,k , luego:

int Tn1
j,k∩Tn

j,k 6= /0

de donden1 = n. Luegoz∈ Tn
j,k y ( j,k,n)∈ H(z) como se querı́a probar.
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4. Método constructivo de la partición

Ahoraprobemos queH(z)⊂ H(x): Sea(i,h,m)∈ H(z), lo que implica
z∈ Tm

i,h ⊂ Ti, de dondez∈ Ti. Sea j tal quex ∈ Tj = ∪4
n=1T

n
j,i . Existen

tal quex∈ Tn
j,i . ComoH(x) ⊂ H(z) entoncesz∈ Tn

j,i ⊂ Tj . Pero entonces
z∈ Tj ∩Ti = T1

j,i , o sean= 1. Luegox∈ T1
j,i = Tj ∩Ti ⊂ Ti = ∪4

m=1T
m

i,h.
Luego existem1 tal quex∈ Tm1

i,h . ComoH(x)⊂ H(z) entoncesz∈ Tm1
i,h .

Pero por hiṕotesisz∈ Tm
i,h y entoncesm=m1 y x∈ Tm

i,h de donde(i,h,m)∈

H(x) como se querı́a probar. �

4.5 Densidad deZ* en las variedades estable e inestables

En la seccíon 4.3 se prob́o queZ∗ es denso enM y adeḿas que:

Z∗ =
m⋂

j,k=1
Tc

j ∪ (A j,k∩B j,k)

Se probaŕa queZ∗ es adeḿas denso en lasǫ- variedades estables e inesta-
bles que pasan por algún punto deZ∗. Este resultado se utilizará luego en
la demostracíon del teorema de Sinai.

Lema 4.10.Sean Aj,k y Bj,k definidos en la sección 4.3.
Si x∈ A j,k entonces int Tj ∩Ws

ǫ (x)⊂ A j,k.
Si x∈ B j,k entonces int Tj ∩Wu

ǫ (x)⊂ B j,k.

Demostracíon: Si x∈ A j,k existe un entornoV dex enTj tal que para todo
y∈V Ws(y,Tj) corta aTk si y solo si lo haceWs(x,Tj) (por definicíon del
abiertoA j,k en la seccíon 4.3).

Seaw ∈ int Tj ∩Ws
ǫ (x). Tenemos quex = [w,x]. Existe un entornoW

de w en M tal que[W,x] ⊂ V por la continuidad de la función corchete.
Podemos elegirW⊂Tj porquew∈ int Tj . Siz∈W entonces[z,x] = y∈V.
LuegoWs(z,Tj) =Ws(y,Tj). Entonces para todoz∈W: Ws(z,Tj) corta a
Tk si y solo si lo haceWs(x,Tj). De dondew∈W ⊂ A j,k.

Análogamente se tiene que intTj ∩Wu
ǫ (x)⊂ B j,k cuandox∈ B j,k. �
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov

Proposición 4.11.Sean x∈ Z∗ y R(x) definidos en la sección 4.2.
Z∗ es denso en Ws(x,R(x)) y en Wu(x,R(x)).

Demostracíon: Dado un abiertoV enWs(x,R(x)) demostremos que con-
tiene alǵun punto deZ∗. Si w∈V, entoncesw∈Ws

ǫ (x)∩R(x), w= [x,w].
Por continuidad de la función corchete existe un entornoU dew enM tal
que[x,U ]⊂V.

Comow∈ R(x) y R(x) es abierto podemos suponer queU ⊂ R(x).
Sabemos queZ∗ es denso enM por lo demostrado en la sección 4.3.

Existey∈U ∩Z∗. Basta demostrar que el puntozdefinido comoz= [x,y]
pertenece aZ∗.

En efecto por lo demostrado en la sección 4.3:Z∗ = ∩m
j,k=1T

c
j ∪ (A j,k∩

B j,k). Basta demostrar que siz∈ Tj entoncesz∈ A j,k∩B j,k ∀k.
Por construccíonz= [x,y] , x,y∈ Z∗∩R(x). Seaj tal quez∈ Tj . Seai

tal quex∈ Ti. Se tiene quey,z∈ R(x)⊂ int Ti = int Ti puesTi es cerrado.
Aśı x,y∈ Z∗∩Ti. Por la caracterización deZ∗: x,y∈ Ai, j ∩Bi, j .

Ademász∈Ws
ǫ (x)∩ int Ti, z∈Wu

ǫ (y)∩ int Ti. Aplicando el lema de
la seccíon 4.3 se tiene quez∈ Ai, j ∩Bi, j = ∪4

n=1 int Tn
i, j .

Comoz∈ Tj ∩Ti = T1
i, j entoncesz int T1

i, j . Comox∈ Ti entoncesx∈ Tn
i, j

para alǵunn. Luegoy,z∈R(x)⊂ overlineTn
i, j . Luegoz∈ Tn

i. j ∩ int T1
i, j 6= /0

de donden= 1.
Hemos probado que para todoj tal quez∈ Tj se cumplex,y∈ Tj . En-

toncesz∈Tj ⇒ x∈Tj ⇒ z∈R(x)⊂ int Tj . Luegoz∈Ws
ǫ (x)∩ int Tj ,z∈

Wu
ǫ (y)∩ int Tj . Comox,y∈ Z∗∩Tj entoncesx,y∈A j,k∩B j,k ∀k. Aplican-

do de nuevo el lema de la sección 4.3 se deducez∈ A j,k∩B j,k ∀k. �

Corolario 4.12. Si x∈ f−1(Z∗) entonces f−1(Z∗) es denso en Ws(x,R(x)).

Demostracíon: SeaV un abierto no vaćıo deWs(x,R(x)). Encontraremos
un puntoy∈ f−1(Z∗)∩V.

V =U ∩Ws
ǫ (x) dondeU es un abierto deM.

f (V) = f (U)∩ f (Ws
ǫ (x)) porquef es invertible.
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4. Método constructivo de la partición

f (V) = f (U)∩Ws
ǫ ( f x)∩ f (Bǫ(x)). Luego:

f (V) es un entorno no vacı́o enWs
ǫ ( f x), de donde también lo esf (V)∩

R( f x) porqueR( f x) es un abierto deM.
Por la proposicíon anterior existez ∈ Z∗ en f (V)∩ R( f x). Seay =

f−1(z). Por construccíony∈ f−1(Z∗)∩V. �
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Capı́tulo 5
Teorema de Sinai

En la parte 4 se construyó una partición R por rect́angulos propios. Por-
baremos queR es una particíon de Markov deM para el difeomorfismo
f de Anosov con lo cual quedará probada la existencia de particiones de
Markov.

5.1 Enunciado del teorema de Sinai

Teorema 5.1.Si f es un difeomorfismo de Anosov en M entonces, dado
β > 0 existe una particíon de Markov de M para f con diámetro menor
queβ .

5.2 Lema

Lema 5.2. Seaτ= {T1,T2, . . . ,Tm} el cubrimiento definido en la sección
3.5 con díametro suficientemente pequeño y sean Z∗,R definidos en la
seccíon 4.2 a partir deτ.

Si x,y∈ Z∗ y si y∈ f−1(Z∗)∩R(x)∩Ws
ǫ (x) entonces f y∈ R( f x).

Demostracíon: R( f (x)) = ∩( j,k,n) ∈ H( f x) int Tn
j,k por la definicíon en la

seccíon 4.2.
Basta probar quef x ∈ Tn

j,k ⇒ f y ∈ int Tn
j,k . Probemos primero que

f x∈ Tj ⇒ f y∈ Tj :
f x∈ Tj ⇒ f x= θ (σq) conq1 = p j , qo = ph. Luegox= θ (q)⇒ x∈ Th.
y∈Ws

ǫ (x)∩R(x)⊂Ws
ǫ (x)∩Th =Ws(x,Th).
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5. Teorema de Sinai

Aplicando la proposición de la sección 3.6 e obtiene:

f y∈Ws( f x,Tj)⊂ Tj .

Ahora probemos quef x∈ tn
j,k ⇒ f y∈ Tn

j,k:

f x ∈ Tn
j,k ⊂ Tj ⇒ f y ∈ Tj = ∪4

n=1T
n
j,k. Por absurdo supongamos que

f y ∈ Tn1
j,k con n1 6= n. Por hiṕotesisy ∈ Ws

ǫ (x). Aplicando 1.16 se tie-
ne f y ∈ Ws

ǫ ( f x). Luego de la proposición 2.4 se obtieneWs( f x,Tj) =

Ws( f y,Tj). La hipótesis de absurdo y la definición de los rect́angulos
Tn

j,k en la seccíon 4.4 implican que estrictamente uno de los conjuntos
Wu( f x,Tj), Wu( f y,Tj) corta aTk.

Supongamos para fijar ideas queWu( f x,Tj) ∩ Tk 6= /0, Ws( f y,Tj)∩

Tk = /0.
Como f x ∈ Tj por 3.13 existeq ∈ Σ(P) tal que (σq)0 = p j , f x =

θ (σq= f (θq)). LlamandoPi = q0 se tienex= θ (q). Luegox∈ Ti.
Por hiṕotesisy ∈ R(x)∩WS

ǫ (x). De lo anteriorR(x) ⊂ Ti. Luegoy ∈

Ws(x,Ti).
Por lo supuesto, existef z∈Wu( f x,Tj)∩Tk. Aplicando la proposicíon

de la seccíon 3.6 se tiene quez∈Wu(x,Ti).
Como adeḿas f z∈ Tk, por 3.13 existeq∈ Σ(P) tal queσ(q)0 = pk, f z

= θ (σq) = fθq. Llamandoph = q0 se tienez∈ θ (q). Luegoz∈ Th.
Por otro lado comox,y ∈ Ti = ∪4

n=1T
n

i,h, existenn1,n2 tales quex ∈

Tn1
i,h , y∈ Tn2

i,h . Luegoy∈ R(x)⊂ Ti,h
n1 . Comoy∈ Z∗ entoncesy∈ int Tn2

i,h .
Por lo observado en la sección 4.1n1 = n2.

Sabiendo quez∈ Wu(x,Ti)∩ Th 6= /0 y que x,y ∈ Tn1
i,h se obtiene que

existew′ ∈Wu(y,Ti)∩Th 6= /0.
Seaw = [z,w′] ∈ Ti ∩Th porquez,w′ ∈ Ti ∩Th. Comow′ ∈ Wu

ǫ (y) se
tienew= [z,w′] = [z,y] ∈ Ti ∩Th.

Si el díametro de los rectángulosTi se elige suficientemente pequeño,
por la continuidad uniforme def en M compacta se cumple quew ∈
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Wu
ǫ (y), w,y∈ Ti ⇒ dist( f pW, f py)≤ ǫ ∀p≥ 0, dist( f w, f y)< ǫ⇒ f w∈

Wu
ǫ ( f y).
Comow∈Ws(z,Th) se tienef w∈Ws( f z,Tk).
Luego f w= [ f z, f y]∈ Tj porquef y, f z∈ Tj , de dondef w∈Wu( f y,Tj)

∩Tk 6= /0 contra lo supuesto.
Se observa que se han utilizado hasta aquı́ todas las hiṕotesis excepto

quey ∈ f−1(Z∗) y que la misma demostración puede realizarse permu-
tandox e y, pues todas las hı́pótesis utilizadas son siḿetricas enx e y.
Entoncesy ∈ R(x)∩Z∗ ⇒ y ∈ R(y)∩R(x) 6= /0 ⇒ R(y) = R(x) y como
x ∈ Z∗ entoncesx ∈ R(x) = R(y). Adeḿas y ∈ Ws

ǫ (x) ⇒ x ∈ Ws
ǫ (y) por

definición. De alĺı que la suposición del principio no era restrictiva.
Finalmente demostremos quef x∈ Tn

j,k ⇒ f y∈ int Tj,k
n:

Tenemos quef x ∈ Tn
j,k ⇒ f y ∈ Tn

j,k. Adeḿas por hiṕotesis f y ∈ Z∗ o
seaf y∈ Tn

j,k ⇒ f y∈ int Tn
j,k ⊂ int Tj,k

n
�.

5.3 Demostracíon del teorema de Sinai

La particíonR deM construida en la sección 4.4 est́a formada por rectán-
gulos propios y es un refinamiento del cubrimientoτ construido en la sec-
ción 3.5. Luego:

diamR ≤ máx
Ti∈τ

diamTi

Por la proposicíon 3.13 diamTi ≤ 2β dondeβ es un ńumero positivo
arbitrario.

Para terminar de demostrar el teorema de Sinai solo hace falta verificar
queR cumple las condiciones (i) y (ii) de la definición de particíon de
Markov (2.10), lo cual se demuestra a continuación:

Proposición 5.3. Si x∈ int Ri ∩ f−1 int Rj conRi,Rj ∈ R entonces
(i) fWs(x,Ri)⊂Ws( f x,Rj)

(ii) fWu(x,Ri)⊃Wu( f x,Rj)
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5. Teorema de Sinai

Demostracíon: Por lo visto en 1.16fWs
ǫ (x) ⊂ Ws

ǫ ( f x). Para demostrar
(i) alcanza probar quefWs(x,Ri) ⊂ Rj . Prob́emoslo primero en el caso
particular que:

x∈ Z∗∩ f−1Z∗∩ int Ri ∩ f−1 int Rj

Por lo visto en la sección 4.4R(x) = int R(x), R( f x) = int R( f x).
Por lo visto en la sección 4.5Z∗∩ f−1Z∗ es denso enWs(x,Ri). Dadoy∈
Ws(x,Ri) existeyn → y conyn ∈ Z∗∩ f−1Z∗∩Ws(x,R(x)). Por el lema de
la seccíon 5.2 se tienefYn ∈R( f (x)) ∀n. Luegof y= l ı́m f yn ∈R( f x) =Rj

o seafWs(x,Ri)⊂ Rj como queŕıamos probar.
Ahora prob́emoslo en general: Six∈ int Ri ∩ f−1 int Rj sea:

x∈ Z∗∩ f−1Z∗∩ int Ri ∩ f−1 int Rj

Existe talx porqueZ∗∩ f−1Z∗ es denso enM al ser intersección de abiertos
densos.

Ws(x,Ri)= {[x,y] : y∈Ws(x,Ri)} fWs(x,Ri)= { f [x,y] : y∈Ws(x,Ri)}.
Como f [x,y] = [ f x, f y] se obtiene:

fWs(x,Ri) = {[ f x, f y] : y∈Ws(x,Ri)}= {[ f x,w] : w∈ fWs(x,Ri)}

⊂ {[ f x,w] : w∈Ws( f x,Rj)}=Ws( f x,Rj)

Hemos probado quefWs(x,Ri)⊂Ws( f x,Rj).
La afirmacíon (ii) se prueba de (i) aplicándola al difeomorfismof−1

recordando que las variedades estables def−1 son las inestables def . �
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Capı́tulo 6
Dinámica Simbólica

6.1 Matriz de transición

SeaR = {R1,R2, . . . ,Rm} una particíon de la variedadM.

Definición 6.1.La matriz de transiciónA de la particíon es una matrizm×

m tal queAi, j = 1 sin intRi ∩ f−1 int Rj 6= /0 y Ai, j = 0 en caso contrario.

Definición 6.2. Si A es la matriz de transición de la particíonR denotare-
mos conΣA al conjunto de sucesiones bi-infinitas{Rai}i∈Z de rect́angulos
deR tales que dos rectángulosRai y Rai+1 consecutivos cumplen:

int Rai ∩ f−1 int R i+1 6= /0

Luego:
ΣA = {a∈ {1,2, . . . ,m}Z : Aaiai+1 = 1}

Observacíon 6.3. 1) SiR es una particíon de Markov, aplicando 2.15
se obtiene, para todox∈ Ri ∩ f−1Rj cuandoAi j = 1:

i) fWs(x,Ri)⊂Ws( f x,Rj)

ii) fWu(x,Ri)⊃Wu( f x,Rj)

2) ΣA es invariante por el shiftσ pues:

a∈ ΣA ⇒ Aaiai+1 = 1∀i, σ(a)i = ai+1, σ(a)i+1 = ai+2,

Aai+1ai+2 = 1 ∀i ⇒ σ(a)∈ ΣA
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6. Dinámica Simb́olica

3) En 2.11 se observó que si existe, eśunico el puntox∈ ∩ j∈Z f− jRn j

con{n j} j∈Z sucesíon cualquiera bi-infinita.

CuandoR es una particíon de Markov demostraremos que:

1) a∈ ΣA ⇒ ∃x= ∩ j ∈ Z f− jRa j

2) La funcíonπ : ΣA 7→M π(x) =∩ j∈Z f− jRa j es una semiconjugación
de f con el shift.

π llevaŕa entonces continuamente y sobreyectivamente lasórbitas
del shift enΣA (llamada ”dińamica simb́olica”) en lasórbitas def
enM.

Además en la sección 2.4 se observ́o que six 6∈ ∪ j∈Z f j∂R entonces existe
unaúnica sucesión bi-infinita{n j} j∈Z tal que f j(x) ∈ Rn j ∀ j ∈ Z (es decir
x = ∩ j∈Z f− jRn j ). Eso significa queπ es adeḿas inyectiva en los puntos
deM \∪ j∈Z f j∂R , que como se vio en 2.14 es denso enM.

6.2 Lema

Lema 6.4. Sea R una particíon de Markov y A su matriz de transición.
Sea a∈ ΣA. Entonces:

KN(a) =
j=N⋂

j=−N

f− jRa j

es un rect́angulo cerrado.

Demostracíon: Supongamos en primer lugar queKN(a) 6= /0 y demostre-
mos la tesis en este caso:KN(a) es cerrado por ser intersección finita de
cerradosRi. Six,y∈KN(a)=∩N

−N f− jRa j entoncesf jx, f jy∈Ra j ∀| j| ≤N.
Seaw= [x,y]⊂Ra0. Se cumplew∈Ws(x,Ra0), w∈Wu(y,Ra0). Aplicando
la proposicíon 2.15 se obtiene:

f w∈Ws( f x,Ra1) , f−1w∈Wu( f−1y,Ra−1)
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f jw∈Ws( f jx,Ra j ) , f− jw∈Wu( f− jy,Ra− j ) ∀0≤ j ≤ N

Se observa que para poder aplicar la proposición 2.15 se usan las hipótesis
a∈ ΣA y la particíonR es de Markov.

Luego f jw∈ Ra j ∀| j| ≤ N o seaw∈ KN(a).
Demostremos ahora queKN(a) 6= /0 ∀a∈ ΣA:

KN(a) = f NRa−N ∩ f N−1Ra−N+1 ∩ . . .∩ f−N+1RaN−1 ∩ f−NRaN =

= f N(Ra−N ∩ f−1Ra−N+1 ∩ . . .∩ f−2NRaN)

Es suficiente demostrar que para todob∈ ΣA y para todon≥ 0

Rb0 ∩ f−1Rb1 ∩ . . .∩ f−nRbn 6= /0

Por induccíon completa sobren: Cuandon= 0 el conjuntoRb0 6= /0 por ser
un rect́angulo.

Sabiendo por hiṕotesis de inducción que existey∈ Rb1 ∩ . . .∩ f−n+1Rbn

encontremosz∈ Rb0 ∩ f−1(Rb1 ∩ . . .∩ f−n+1Rbn):
b∈ ΣA ⇒ intRb0 ∩ f−1int Rb1 6= /0 ⇒ ∃ f−1x∈ Rb0 ∩ f−1Rb1.
Seaz= [y,x]. Se tienez∈ Rb1 porquex,y∈ Rb1. Adeḿasz∈Ws(y,Rb1).

Por 2.15:
f z∈Ws( f y,Rb2), . . . , f n−1z∈Ws( f n−1y,Rbn)

Aśı z∈ Rb1 ∩ . . .∩ f−n+1Rbn. Adeḿas z∈ Wu(x : Rb1). Por 2.15 f−1z∈
Wu( f−1x,Rb0)⊂ Rb0. Aśı se tiene:

f−1z∈ Rb0 ∩ f−1(Rb1 ∩ . . .∩ f−n+1Rbn). �

6.3 Teorema de semiconjugación

SeaR = {Ri}i=1,...,m una particíon de Markov de la variedadM para el
difeomorfismof .
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SeaA la matriz de transición y ΣA el subespacio de las sucesiones bi-
infinitas definido en la sección 6.1.

Entonces:

1) Para todoa∈ ΣA existeúnicox= ∩ j∈Z f− j(Ra j )

2) La funcíon π : ΣA 7→ M definida porπ(a) = ∩ j∈Z f− j(Ra j ) es una
semiconjugacíon de f con el shiftσ enΣA.

3) π|π−1(∩ j∈Z f− j (∂R )c) es inyectiva, es decirπ es inyectiva en los puntos
deM cuyasórbitas no cortan al borde∂R de la particíon.

Demostracíon: SeaKN(a) =
⋂

| j|≤N f− jRa j .
KN(a) es cerrado no vacı́o por el lema de la sección 6.2
KN(a)⊃ KN+1(a) por construccíon.
SiendoM compacta por la propiedad de las intersecciones finitas se

sabe que el conjunto:

K(a) =
+∞⋂

in f ty

f− jRa j =
+∞⋂

N=1
KN(a) 6= /0

lo cual prueba que existex∈ K(a).
x∈K(a)esúnico porque six,y∈K(a)entoncesf j(x), f j(y)∈Ra j ∀ j ∈

Z. PeroRa j tiene díametro a lo sumo igual al de la partición de Markov que
puede elegirse menor que la constante de expansividad def , resultando
x= y.

Se ha probado la parte 1) de la tesis.
Ahora probemos la parte 2):

π(σ(a)) =
⋂

j∈Z

f− jRa j+1 = f (
⋂

j∈Z

f− j−1Ra j+1) = f (π(a))

Entonces:
π◦σ(a) = f ◦π(a) ∀ a∈ ΣA
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Por lo tanto es conmutativo el siguiente diagrama:

σ

ΣA 7→ ΣA

π ↓ ↓ π

M 7→ M
f

Para demostrar queπ es una semiconjugación hay que probar queπ :
ΣA 7→ M es continua y sobreyectiva.
π es continua pues sian → a∈ ΣA, llamandoπ(an) = xn ∈ M y eligien-

do una subsucesión convergente tenemosxn → x∈ M y adeḿas:

xn =
+∞⋂

−∞
f− jRan

j

Comoan → a, dadop> 0 existeN > 0 tal quean
j = a j ∀n> N, ∀ | j| ≤

p. Luego para todon > N el puntoxn ∈
⋂p

−p f− jRa j que es un cerrado.
Entoncesx= l ı́mxn ∈

⋂p
−p f− jRa j ∀ p> 0. Aśı x∈

⋂+∞
−∞ f− jRa j = π(a).

π es sobreyectiva pues six ∈ M \
⋃

n∈Z f j∂R la órbita porx no corta
al borde∂R de la particíon. Entonces seaa j(x) el único sub́ındice tal que
f j(x) ∈ int Ra j(x). Como f j(x) ∈ int Ra j(x)

⋂
f−1 int Ra j+1(x) tenemos que

Aa ja j+1 = 1 de dondea(x) ∈ ΣA.
Entonces por construcción:

x∈
⋂

j∈Z

f− jRa j(x) = π(a) ∀a∈ ΣA

.
Hemos probado queπ(ΣA)⊃ M \

⋃
n∈Z f j∂R . Por 2.14 el conjuntoM \⋃

n∈Z f j∂R es denso enM.
Además ΣA es compacto porque es cerrado contenido en el espacio

compacto{1,2, . . . ,m}Z. Luegoπ(ΣA) es cerrado enM. Como contiene a
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un conjunto denso enM y es cerrado enM esM, lo cual prueba queπ es
sobreyectiva.

Probemos ahora la parte 3): Sia,a′ ∈ ΣA tales queπ(a) =π(a′) = x∈
M \

⋃
n∈Z f j∂R entoncesf jx∈ int Ra j ∩ int Ra′j ∀ j ∈ Z.

Por la definicíon de la sección 2.4 los rect́angulos distintos tienen in-
teriores disjuntos. Entoncesa j = a′j . Luegoa= a′ y la transformacíonπ
restringida a la preimagen porπ deM \

⋃
n∈Z f j∂R , es inyectiva. �

6.4 Conclusíon

El teorema anterior permite construir una semiconjugación π del difeo-
morfismo de Ansosovf con el shiftσ en el subespacio de la sucesiones
bi-infinitasΣA. Adeḿasπ es inyectiva en un conjunto denso enM.

Ya se observ́o en la seccíon 2.4 que siR es un particíon por cerrados
cualquiera deM, aunque no sea de Markov, existe una funciónπ sobre-
yectiva que puede demostrarse que es continua usando la misma prueba
de la parte 2) del teorema anterior, tal que conmuta el siguiente diagrama:

σ

π−1(M) 7→ π−1(M) ⊂ {1,2, . . . ,m}Z

π ↓ ↓ π

M 7→ M
f

Ademásπ es inyectiva enM \∪ j∈Z f− j∂R que es denso enM.
En el caso queR sea adeḿas una particíon de Markov se agrega que

la semiconjugación tiene dominio enΣA. El subshiftσ|ΣA est́a definido
en el subconjunto compacto de las sucesiones bi-infinitas que cumplen
Aaiai+1 = 1.

Se llama dińamica simb́olica a la dińamica del shift enΣA. La existen-
cia de una partición de Markov enM para f asegura la existencia de la
dinámica simb́olica con la cualf es semiconjugada.
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Finalmente se observa que en la definición de rect́angulo, en la de par-
tición de Markov y en la demostración del teorema de Sinai, no se utiliza
la diferenciabilidad def sino solo sus propiedades topológicas. Es por lo
tanto aplicable a una clase más general que los difeomorfismos de Anosov:
los homeomorfismos expansivos topológicamente estables.
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