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NHOTA

En esta tasis se estudla el comportamiento asintdtico v
la estabilidad da un. modelo de mistema nervioeo, con dos neuronas.
El modelo conslste en un sistema dinAmico discontinuo ¥ no  1ineal
en el toro bidimensional. Esta motivado en &1 trabaio de
investigaci®n en redes nouronales que desarrolla, entre otros, el
Frof, R. Budell] de la Facultad de Medicina, & quien ge debs el
plantec de los problemas matemadticos que aqui se desarrollan.

Se aplica la teoria matemitica conocida para el estudio
de los sistemas continuon v diferenciables en el circulo, {numero
de rotacidn, teoria de Denjoy-Schwartz y difeomorfismos del tipo
HMorse-Emale}, siendo original el procedimlento de regularizacicen
del sistema discontinuo, para que sea aplicable tal t=oria, v 1a
interpretacidn, pares el sistema bineuronal, de los resultados
obtenidosa de alla. ?
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IMTRODUCCION

Un sistema biloldégico de dos neurcnar es estudiads
matemiticamente tomando el modelo de [9]): un sistema dinAmico no
lineal con diecontinuidades, en un toro bidimensional.
Eetudiaremcs este modelo asumliendo que los saltos, donde hay
discontinuidades, son relativamenta pegquefios,

El modalce interpreta al sistema de dos neuronas como dos
osclladores, que intercambian entre s1 pulsoe de amplitud pequefia.
Esa vinculacién entre loe dova osciladores Be debe @&l proceso
bioléglco llamado sinapsia, Segun gea el signo de estos pulsos, la
einapele Ea denomina excitatoria, infhibitoria, o combinada. Son
estos pulecs loe gque provocan discontinuldades en @l estado el
gistema, como 26 detallard en la secclén 1.

Huestro obletivo an aztudliar el comportamiento
asintético, en &l futuro, del estado del sistema binsurcnal, vy =au
dapendencia de las condlclones iniciales v de los parametros dal
Bistema. E1 comportamliento azintotico ee estudia en la geccién 2.
Sa obtienen <4rbitss periddicas que atraan a todas lee otrae,
cuando 1la glhapsis no =28 inhibitoria; v dos poribles
comportamientos, cuando la sinapsis s  inhibitoria: o bien hay
4rbitas periddicas que atramn a laAm otras, o blen existe un
conjunto invarlante compacto, no periddice, atractor.

En 1la peccidn 3 Be estudia la dependencia de loe
paramotros del sletema, v en la secciédn 4 la dinamica an  +1
eapaclio de las sucesiones binarlas, definida por las Bucesivas
dascargas de una u otra neurona, Ees precisamente la cobservaclén <e
egtas suceslones, lo gque se utiliza para clasificar 1los sistenas
neuronalee, en loe experimentos biloldgicos.

Para una fami¥ia abierta de esistemas, {incluyendo
aquellos con sinapsis excltatoria), se obtendrd un danlco ciclo
iimite, ¥ un =solo cé&digo binario., Eetoe sistemas exhiben un
comportamiento pariddico, pera tamblieén 1a capacidad de
compansar cualquier diferenclia inlclal de faee, '

En el caso de epinapeEle no inhibitoria, obtendremos
g=nericidad (en sentido topoldglico) da la conducta =sipulente:
exlietencla de un nimero finito de cicles limites, v existencia a
lo pumo de dos cddlgos binarios definidos por las sucesiones de
dascargas de las neuronas. También estudiaremcs 1la establlidad
(persistencia) de este comportamlento, concluyvendo gue hay una
cantidad numerable de clases da silstemas con iguales codieos
binarios, v que la clapilficacidén, pendricamenta, ez robusta (no
cambian loa cédigos cuando se alteran levemente los parametros del
Bistena) .
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1 DESCRIPCION DEL MODELO

11 BISTEMAS BNEURUDMALES BN BINAPSIS

Una neuraona { actda como un oscllador. S5u estadoe esta
descritc por una variable x, con valores en un intervalo cerrado
[-F.1], que crece en el tiempo de acuerdo a la acuacldn

diferencial: dx/dt = utfx.:r , donde u [¥F:l1] = R gg de close

Cz, pasitiva, y con derivada negatlva.

Cuando el estado de la neurona alcanza un nivel ds=
unbral superior, normalizado en 1 (eiempre lo alcanza porque u,  e8

positiva an el intervalo cerrado), la variable de estado decrece
abruptamente a 0. Estae fendmeno serid llamado descarga de la
neurcna r. ;

| En 1a figura 1 se representa xCt> para t Z 0.

R«

£

Fig.1 "

Despude da la primera descarga, el eutadn de la neurcna
puade ser descrito por un punto en el circulo g (identificando el
astado 0 con &l estado 1).

5fi dos neuronas no interactdan, el Bistema esta
desecrito por eu dindmica producto en &l toro bidimensional:

T?=8' X s

Es condicidn necemaria y suficiente para que ambos
osciladores tengan un periodo comtin, gque el cociente de 1los doe
periodos sea racional. Si no lo es, todas las Srbitas son densas
en el toro. Pero, adan cuando exista un peariodo comdn de
oecilacién, al sistema no es capaz de corregir la diferencia
inicial de fases.



12 BISTEMA BINEURONAL CON SINAPSIS -

La interaccidén mutua entre lae neurcnas se produce por
la actividad bioldgica llamada sinapsis. Cuando alguna neurona de
una red alcanza su nivel de umbral superior, un cambio brusco se
produce en el estado de lag otras. Este camblo depande de qué
neurona lo ha provocado, ¥ del estado de lap otras en ese
instante,

Fig.2 ¥ig.3

FPara eiptemas de donm neuronas, 1a Binapeinm es
excitateria si la descarga de cuaclguisra de ellas produce un salto
posltivo en el estado de la otra. Simllarmente, sl la descarga de
una cvalguiera produce un salto negativo en la otra, la silnapsis
e2 llamada inhibitoria. . =

Cuanco las descargas de wna neurona producen saltos
negativeos an la otra, 'y las desBcargas de la segunda =saltos
poeitivos an la primara, 1la sinapsis e llamada
inhibitoria-excitateria.

En las figuras 2 v 3 Be puestran las doe wvariables
{x,¥), que deecriben el estado de un elstema bineuronal con
sinapeis inhibitoria-excitatoria.



5i el salto positivo debldo a la descargn de la neurona
"A", provoca que "B" supere su umbral superior, ambas neurcnas van

geimulténeamente al nivel 0. Por otra parte, los Eealtos negatlvos
en el estado de "A", debido a las descargas de "B", pueden llevar
2l estado de A" a valores por abajo de cerco. Paro la amplitud «e
esos galtos se suprone pequeila, de modo que el estado de la neurona
se mantenga elampre por arriba de su umbral inferior negativo —Fﬂ,

ytademés. el estado del sistema entre en el cuadrante poslitive de
F". Estas hipétesin estdn tomadas del modelo an [9]). ’

Fara un sistema de dos neuronas, la ley de sinapsis es una
funcidn:

fr {{!-YJ = [-v“.li X [~V .1]: %=1 & v-l} + {i=0 & y-u}
definida por:

Flx,1) = (x + a(x), 0} ; f(i1,¥y}) = (O0,y + biy))
{(para todo [x,y) tal que 0=xs1, x+a{x)=l, 0sSy¢1l, y+b(y)=l}.

f{xlij --__.'1{pln]' 'ﬁ‘ _f(l;!d'] = {ﬂ,u}
e (8f ¥ +a{x) > 1 o Bl y + &(y) »>1 , reap.).

donda a ¥y b (los salios) pon funcicnas definidas en los intervalos
cerrados [~vh.1] y [-V_,1] respectivamente. Se asumen tales que:

1) son de clase T°

il) ombas lienen signo definido, nunca cero (Los Bignos do a
vy b aon ++ , == , & -+ _ de acuerdo a s8i la sinapals ea=
aexcltatoria, inhibitoria o combinada}, .

ili) suficientemsnts poguefias en la topologla €  de modo gue:
F Yo+ alx) , ¥ + biy) son estrictamnenis crecientes,
* con cualguler rondicitdn inicial, el sistema alcanza un
estado en el cuwidrantie positlvo.
I oal(x) vy Biy} son aprox. constanies {como BeTA
datallado en & 2.1}.

La dindmica del =sistema binsuronal esa una funcién wip,t)
que para cada condicién iniclal p & {v‘,1] X {v..1]. ¥y para cada

t= 0, da el eptado del sistema en el tiempo t.

w(p,t) en diecontinua cuando alcanza al conjunto
{}l-l L= 3"-1}.

Bus qincontinuidadeu estdn cdadap por la lay de pinapsis 5:

vip,t )} = lim p(p,t) = q = { =l & 3-1}' » lim wip,t) = fiq).

t.-l-l+
t-ﬂn -

(f eatd definida, como se dijo antes, por las funclones de salto
a{x} and b(y), dadas).



Nétesa qua wip,t) no es necesariamente inyectivm, para
cada £t = 0 fijo. Por ejemplo, &i la funcldn & as poeitiva, v sl

lifﬂ_ v {Plt] = { (1,¥): ¥ +b(y) 21 }
L=+
o 2

entonces lim w(p,t)= (0,0)."
1i+1
L1 ]

13 DEFRGCIONES

Un sistema hineuron&l apt4d dterminado por cuatro
funciones reales de clape C {u’,u’.a ,2), definidas an
intervaloe cerrados, y que verifican las condiciones dascritas

PrEUlEMEntE.(ul you poeltivas y con derivadas negativaes, y a y b

pequelas con Blgno definido).

" Llamaremos evpacio de sistemas bLineuronales, o© espacio
de parsdmetros, al espaclo topoldgico J da todar les cuaternas de
funciones {u.,uz,a,b}, qua verifican las condiones previanente

dascritas, con la topologia producto de claee s
Dado un spistema » en ¥, el objetive es8 estudlar el
comportamiento asintético en =] future de wip,t), Bu depandencia
de la condicidn iniclal p, vy del siztema o.
Llamamos drbita de P, al conjunto:
ﬂ{Do} - {?lpo.t] 1 para t Z ﬂ}.

y w-limite de p_ al conjunto: i
whaf

m{pn} = {é:vtpﬂ.th}*q, para alguna sucesldn tn*+ﬂ}'

u
T

La 4rbita de p es periddica sl y(p,.t)l=p para algun t:0,

Una ¢rbita periddica es un cicle limite 81 es el
w-limite da lae 4rbitas con condicién inlclal en un ablerto del
rectangulo [vh,ilx[V‘,il._

Una érbita pericddica e{p) de un sletema ¢ ea persisiente
gl, dado =£:0, axlsta un entorno da s en &, tal gue cada piztema en
ese entorno tiene una 4rbita periddica con todos sBus puntos a
distancia menor que £ de e(p). (Significa qgqua la orbilta parsiste
bajoc pequefios camblos de los paré&matios)

vl



14 RESWULTADOS OBTENIDOS

En la seccién 2 demostraremos los eiguientes resultados:

TEOREMAS {1 Y 2 .

5l la sinapsta e no inhibitoria, entonces los
w=limites son drbitas periddicas. para cualguier condicidn
infectal.

£l la sinapsis es inhibitoria, entonces, o bien los
w-limites son Srbiias periddicas, o bien haoy un minimal no itrivial
Fue af al w-limite de todas las olras drbilas.

En la meccién 3, para silstemas con einapeis na
inhibitoria, demostraremoe lo sigulente:

TEOREMA 21

Candricamenie (es dacir, para laom eistemas
bineuronalee de una familis abierta y densa en ), hoay =olo wun
namerc finito de drbitas periddicas persistentes, ELstos sen los
w=limites de todas lag otros drbitas. Entonces, tales sisiemas
exhiben una Qﬁniidhd Finita de ciclos limites,

TEOREMA 4

Fara wna jamilia abierta d4de sistemas en A
inecluyendo aguellos con sinapsis excitatoria, hay un dnico ciclo
linilie, gue #2 precilsamsnts la Srbita por (0,0).

En la seccidn 4, también para sisteras con eilnapeie no
inhibitoria, obtandremos:

TEOQOREMA B
la =Sucesidn d=s descargas de las nevronas es
sventualmente periddica [e decir, pericdica desde un clerto

ol

t rmino en adelante), '

Para caoda sistema hay dos céddigos binarios finiteos
Cpueden colncidirl, definidos por las partes periddicas’ de las
svucesiones de descargay (la seleccidn de uno u otro cédigo depende
del estado inicial del =istema).

COROLARI 0=

FPara sistemas gendricos (segdn teorema 33, Ios cddigo=
Linarior son persistentes {(es decir, no se modifican al perturbar
los pardmatros del sistema).

Para la familia obisrta de sistemas del teorema &, hay
un tnico céddigo binario.

Como consecuencia, leos sistemas bineurconales pueden ser
clasificadoa &n una cantidad pumerable de clases, d= acuerdo a sus
o&digos binarioe, v gendricamente, esta clamificacién &g robusta
ino cambla con peguesfiag perturbaciones de los parametros).



. CONSTRUCCION DE UNA TRANSFORMACION DE POINCARE

En eBta seccidédn definiremos una transformacisn de
Foincare asocliada al aistema bineuronal,. que resultara
discontinua. Fara entudiarla, modificaremos la dindmica
discontinua yw, ineertando tramos ficticica, que gustituyan los
Baltoe de las <rbitas da yv. {5 hace notar que, en realidad,
estaremoa estudiando un nuevo sistema para el cual 1las descareas
de lae neurconas no euceden instant&nemante, s8sino gue toman un
cierto tiempo poseitivo).

Maes adelanta, conclulremos loe teoremas enunciados, del
an4lisls de esa tranaformacidn de Poincars.

Frimero, se probarin algunas lemas da cardcter técnlco:

2.1 LEMAsB

Con lauldéfiniciuneu ¥ notacidn expuestas en la seccidn 1:

LEMA 2.1.1

£f la funcidén a: [-V,1]+R es negaliva y suficisntemsnte
aguelia Cen la topologla €'y, entonces:

Existen nimsros T,V T tales gue:

ﬂtrnt 1“1{1
{Girn} = y(a{0),0,t )
U:".r‘} = w{1+a{1}.ﬂpt‘l

donde el flujo w((x,¥),t) es tangente al campo producto
lu!txl, ul{yl}
A tn b tl son positives. {(Flgura 4).

a < D Y,-\ 51
b<g 1
' 1+br

w“l

Locma =

1

I

-}

+
o

x -
r

o o v e - ————

Fig.4
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Fruaba
PFor definicidén wi{1,0,0)={(1,0) ¥ dwfdt-[u’,u'}- Siendo

ul>ﬂ. wix,¥,t) es transversal a las rectas verticales. Por el

teorema de 1la funcién inmplicita, existen &0, t(x) y vyix)
continuas, definldae para 1-&¢x%<1, tales gque wi{x,0,t(x))i=(1,y{x)),
con tti]'ﬁl y{lj-ﬂ, ¥ UE}!‘{R)1‘1¢

Para o paguafo, tasl que 1-& « 1+a(l) « 1, definamos
tn“ t(l+a{l1)), and r.= y(i+a(1)). Entonces, se obtiene:

(1,r.) = w{l+a(1},0,t )
Andlogamente se prueba 1la existencia de r_, para «a
puficientemente pequelo,

Ahora probemos qua PoAr

[+ _r“ t'n
dx .~ dy
J;lﬂl u (X} 'J; u lyy °© f; ae. = £
‘ I I T
dx dx dy 2
wrale) w (%) T Tats) WARFI) " Ve W (y) T e dt t,

Como ui{x] eg decreclente con x, 8i la funcidn a fuera
conetante, tendriamos:

o o
ax dx
af{o) ul(x? a(4) u {x+1)

Entonces : :
-tntt‘ Y. cgga u, e8 pogitivo: P AT .

ol

La dltima deaigualdad adn es valida, por continuidad, ei
la funcidén a es no conastante, pero sBu primera derivada es préxima
a Ccero. _ o

LEHA 2.1.2 ;
S las funcicones o v b son negativas y suficientemente

pequefias C(en la topologia €'>, entonces :

Exigten nlimercs T &

o ¥ tales qQuo;

r, w r, son Los miomos gue en ol lema 2.1.1

s {31'1] = (wi{0,1-b(1)},T}) donde T es positivo.

Ll 0 bien r}+b{rl}. e bien sl+u{s’]. es posiltivo.

Adem =: =i -i+u{t‘1 =0 entonces r‘+b{rl} » r= y O,
donde r, est defintdo por: .

* (0.r,) =p(sgsa(s),0,t)), para t 0,
{Véama la figura 4}.



Pruebat
Como & ¥ a son negativos, el lema 2.1.1 da nameros

positivos Tor T, ¥ 8, 31 ay b gon pequeMor entences B +A8.) es
menor que &:0 dado.
Supongamoe que E'-l*-msi} = 0. Los mismos argumenktos

usadog en la prueba del lema 2.1.1, muestran la existencia dea &0,
tal que para -&xx=0, asta dafinida tix) que verifica:

wix,0,t(x})=(0,¥{x}), con O0=y({x)«1l. Llamando t.—t{s‘;a{gi}]' v
r!-yta;a{nin. Be obtilene:
wis +a(s ), 0,t )=(0,r,}, con D-“irid

. Para cqinpletar la prusaba, alcanza demostrar que
r +b(r ) vy, para @ y b pequefios en la topologia vt

Integrando la ecuacidén diferencial dada
g%-'ul{xl. gﬁﬂu,(yl.

¥ taniendo an cuenta gus u ¥ 4 son estrictamente decrecientes,

i B B
1 1
= o dx 3 _dx__
%y 'r u I:».FT 1+af1) E:TET Iﬂ:(t]+slﬁ:f§:i:§:i : a(s)+s, U (x) 2t

.I F dy " dy_ e gy a

-"TIT aeb(a) uIIyT Lis)+r, U (y+1-1 ) bis)+r, u (y}
r! o 3 E’. e
£ o gy T dax__ _J _dx__ I _ax__
3 o uzﬁ'r B‘H.I{E*‘.i ’u‘[xl utB‘HB‘ ul{xj 8, U, (x)
De o E’.
; dx 1)
b In'lu yes, u {x} T &
Coneiderando:
r +bir ) r S
1 1 L 1
i | _dy J7 _ay. _ T _.dy_
o wly) o w iy) b(r+r, U Ty)
da wux :
r a8 r
] i 1
t =t --r __Eilj_ ) dx__* ——{-iz- 4}

a(s)+s, ¥ (%) -~ Tb(r)+r, U, (y)



Si a y & son constantes, da @, o ¥y 4 se obtiene

t }t!. y, al sar integrales de uff?]}ﬂ‘ regulta r‘+b{ri} ¥ Tga

Esta desigualdad mdn es valida, por continuidad, 81 ay & no son
constantes, pero sus priseras derivadas son suficlentemente
paqueafiag, o

Hota:
En adelantea, adoptaremos la convenclén sigulente:

Si 1a sinapels es inhibitoria-excitatoria, entonces o es
negativo v & as positivo.

51 la sinapsis es inhibitoria (eso es, a ¥y & Bon ambas
negativos}, entonces rﬁb{ri}: 0 , con la notaclién del lema 2.1.2.

22 REGULARIZACION DEL SISTEMA NO INHBITORIO

En los dos paragrafos que sigueﬁ, pupondremos gua b0,
dejando el caso b0 ¥y a«0 para los parédgrafos 2.4 y 2.5.

Tomemos en [RT, el rectingulo b=V XL X [-F_.ll.. en el
que esta definido el campo vectorial dado (w ,u)), de clase c*,
Sea k » 1 un ndmero resl tal que k+a{0) > 1 , v definamos en el
cuadrado [0,k) x [0,k] un campo vectortal x, de clase C°, tal
U !

(Eigura 5) %

(1) x{x,y) = {u‘{x}.uziy]} 2t 0S x =1 ¥y 0=y =51,

(2): (2.1) %({k,¥) = ¥(0,y) para toedo ¥y a [0,k]
(2.2) x(x,k) = x{%,0) para todo x « {0,k].

{3): (3.1} La primera componente de y o= positivae en [0,k]x[0,1].
{3.2) La segunda componentie de x #2 positiva en [0,1]=[0,k].

{4) El flujo ¢(x,y¥,t] tangente <« x verifica:
(4.1) ¢{1,y,ty) a (k,y+bi{y)) para algdin ty;u, y tod> y tal
Que y:ir ¥ y+bi{y)e(0, 6 1).
(4.2) ¢{x.1.tx} e (x+a({x),k) para algin t,.» 0, ¥ todo x tel
gue X+oa{x)e(0,1),

{5) 51 X a [k+a(0),k] entonces ol arco de curva ¢{x¢,ﬂ.t] con tz0,

contenido en [1,k] % [0,k], &8 tangente a cada punto (¥,¥y) al
campo wectorital x(x,y) = {1a{x~k), v, (y)). (Esta condicién

e aplicable cuando la funcidén a es negativa).

10



Fig.5

LEMA 2.2.1
Existe un campo vectorial ¥ gue verifica las condiciones
{1) a (5).

Pruabai

' Primaro, ndtesa qua 8fi las condiciones (1) a (4) Be
patiefacen, entonces (5) Be obtiene del lema 2.1.1, definlendo
Iﬁlxufﬂ.t]-w{xu—k.ﬂ,t}.

Definamos en-Tﬂ.i]n[ﬂ.ll mediante la condiecldn (1),
Ahora construlremos x en [1,k]1x[0,1] de modo que verifique (2.1},
{32,1), v {4.1). Una construccisn eimilar debe repetirse para
definir, despuds, a x en [0,k]lx[1,k]. i

Las funciones dadas u y u son positivas, definidas en
[Uﬁ.l] v [?'.1] resp., ¥ de clasa C*. Ellas puaeden ser extendidas

a todo R, de forma de obtener funcione=s positivae, dea clasme Cz. Vv
taleeg gque t&(k}nma{U} y (k)= (D).

Sea x(t}) la solucidén de dx/dt=u (x} con la condicién

®{0)=1. Luego, x(t) es estrictamente craclentas, ¥ ¥{Ti=k para
clerto T positivo.

_ Dado '0Sy«l, danotaremos viy,t) 1a solucildn de
dvfdtﬂﬂitvl, tal que wu{y,t)sy,

11



o 228 A una funcién auxiliar A:R+[0,1], no decreciente, de
clase €, nula en un entorno de 1, v constante igual a 1 @an un
entorno de k. Definamos:

ﬁll,y,t}-[%{t], (1-A(x{t)))av(y, Lt} + h[x[t}].u{y+b{y],t—T]]
para 0=t=sT y todo y tal que utrn5y<l. v+b{y)=l.

#(1,y,t), funcidén de (y,t), es un difeomorfismo local,
‘porque su daterminante jacobianc es

U (X} (1=A(n)+A(x}(14D'(¥))) /8y » O.

Ademés, es inyectiva, porque x es emtrictamente creciente
con t, e t(d+d y v lo son con y. Entonces, para todo P em
Im(¢), Ba cumple p=¢{l,v(p},t(p}), con vipl),tip} diferenciables, y
puaede definirsea: :

x(p) =3z | #(1,¥(p),t), (para p en Im(d)).
tet(p) . .

Tomemos una extensidén aﬁropiada, para definir x en las partes da
[1,k]«[0,1]}, donde todavia no estd determinada.

XA €B un campo vectorial construido de modo que cumple
(2.1) ¥ (4.1). De la definicién de ¢ sigue (3.1). o

Definiciones:

Identificando el lado x=k con el lado x=0; y el lado y=k
con el lado ¥=0, en el cuadrado (0. kIx[0,k], 1 construccisn
anterior define_ un campo vectorial de clase € en el toro
bidimensional T", cuyo flujo tangente ¢ estd relacionado con 1la
dindmica del sistema bineuronal .

d>(
p>0

Fig.6

Denotaremos a los puntos da T® como p={x,y)

e 'y ndmeroe reales.
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Saa 1 el sepgmento (figura &):

I = {F!.?}mﬁd k! YRl l4a{l) ¢ x o« k+a{ﬂ}}. 2ei la

funcisn a e negativa;

I = {{x.y} gt ¥Y=1; 1 ¢ x ¢ k+a{u}}, ei la funcién a

es positiva.

Una drbita ow(p) o8 sventualments periddica si exlste
T20, tal gque la y-dérbita da yw(p,T) es periddica.

LEMA 2.2.2

12 La drbita oyCp) del sistema bineuronal est determinada por la
4rbita ofCpd) del sistema din mico continue en el tere, mientras

sta ne ceorto al intervale I. Cuande lo hace, oyplp? pasa
bruscamente al estado (0,0).

112 ap{p) ez sventualmente periddica i, y sole si, =se cumple
glguna de las siguientes condiciones:

(1) edip) es periddica y no corta al segmento 1.
(1i) o¢(p) corta al intervalo I, y op(0,0) es periddica y no
corta a I.

(11i) o¢(p) corta al intervaleo I, ¥ o¢(0,0) también lo hace.

Pruehbai

1> Blgue de la definicién de 1la ley de elnapeis §f y de 1la
construccidn del campo vectorlial x, v II2 as una consecuancia de
I). i o

Dafiniciorass

Seaa 5" la circunferencla obtenlda al identificar ambos
extremos da} Intervalo {(x,v): 0sx<k, ¥v=0}. BSea g{x) el priner
regreso a 8 de la drbita #(x,0,t). Serd 1llamada transformacidn
{regpularizada) de Poincard del aistema binauronal. Hao apti
univocamente determinada en toda la circunferencia, a partir dal
sistema binedronal dado.

Debido & que por construccidén del campo ¥, v dal lf]an
¢, todas las “rbltas segdn ¢ cortan traneversslmesnte a S8, =e
deduce:

# g e un difecomorfisine de clase c? an la ciraunferencia.

¥ peS' es periddico sogGn ¢ si, vy solo si, es periddico segaun
o

L] Piﬂl tiene una Srbita dﬂn:q en ol toro =»IL y solo =i la
orbita de p segun g4 én densa en S .

# El w-limitle de pE? segin ¢ #n el toro, &% la unidn de Llas
drbitas op{q)., donde qe5 watd en el w—-limite de p segin g.

13



2.3 DISCUSION EEOUN EL NUMERO DE ROTACION

La dindmica de los homecmorfilemos que preeervan la
orientacidén de la circunferencia eaen estudiada con 1a conocida
teoria del ndmero de rotacién, ¥ la teoria de Danjoy-SchWartz ([5]
[el). '

Sea g:R+R, un levantamiento a B del homecmorfismo & en
la circunferencia, que preserva la orientacicen, FPrecipamente:
g[eznix}-g{x]. con 0=g(0)«1.

Eg mabido gue para todo xnelR, eaxipte

e e e i

¥ &8 independliente de x. Esna resml e llamado nimero de rotacidén dea
la transformacidn g, :

Utilizaremos los elgulentes resultados conocidos [1]:

2.3.1> Existen puntos perisdicos an la circunferencia si y solo si
el nimero de rotaclén de racional.

2.3.2) 51 ¥ esa pariddico y al nimero de rotacién es m/n, entonces:
~ T
f {(x)wx+m ¥y n es el pericdo de x. Luego, todam lae <rhitase

perlédicas tienen el mismo periodo.

2.3.3) plg) es racional i ¥y solo . 81 todos los w-limites son
drbltas periddicas, s

2.3.4) 81 p(g) es irraclonal, entonces g es esemiconjugado a una
rotacidén r da 4ngulo irracional. Es decir, aejxiasts una.

gemiconjugacidn EJS‘+S’. no decreclantae, eocbreyectiva y continua,
tal que L=g = rsf. {(teorema QE Poinceré).

Del teorema de Schwartz:
2.-3.5) 81 g en un difeomurfiemo de class C!, entonces p(gf) e
irracional Bl ¥ Bolo ®si. todas lam J<rbitas son dansar en el
eirculo. 3 :

De los lemas anteriorem, vy da eastos resultados, e
concluye:
TEOREMA 1

En todos Llos sistemas binsurcnales con sinapsis no

itnhibitoria, hay érbitas periddicas, y el w-limite de cualguier
drbitla es periddice.

14



Prusbasz
Usamoe la notaclién de §2.2 v los resultados del lena
2.2.2.

Dade un punto iniciasl p, coneideremos q=(x,0) tal qgue

pww[q.tp} para tpsﬂ. Estudiaremos la g-érbita de (a0, i

Si pl(e) es irracional, entonces todas las 4rbitas de g
son densas, debido al teoreama de Schwartz, y luego, todas cortan
al intervalo abierto I. Luego, segin wl lema 2.2.2, todas lags
y-érbitas pasan por (0,0), en algin tiempo posmitivo. En particular
la w-érbita de (0,0} lo hace, ¥ es, por lo tanto, periddica. Todas
laa y-d4rbitas son pues, eaevantualmente periadicsa, y coinciden
desda un clierto tiempo ponltivo en adelante con la dérbita de
(0,0},

8i pig) ea raclonal, enﬁﬁncas todaa las g-drbitas tlanen
Bup respectivos e-limites en g-4rbitas periddices. Veamos que lo
mismo sucede para las y-drbiltas:

Diestinguiremos dos casos:

Si los g-iterados de {x.ﬂ}“md K no pAsAn  por el

intervalo I, el 1lema 2.2.2 aBegura gque la y-drblita egta
determinada por la ¢-dérbita. Su w-limite es periddico, ¥ no pasa
por I,

Sf algdn iterado estd en I, entoncer el lema 2.2.2.
agegura que la y-4rbita pazsa por (0,0). Estudiemos los g-iterados
de (0,0). 81 ninguno estd an I, entonces (0,0) estd comprendido en
el primer caso, ¥ Bu w-limlite es perisdico. 51 algun iterado de
{0,0}) estd en I, entonces la y-dérbita de (0,0} vuelve a (0,0}, v
por lo tanto, e= pericdica, o,

24 LA TRANSFORMACION DE REGRESO PARA SISTEMAS FHIBITORIOS

- Ahora estudiarepnos &1 caso de sginapeie inhibitoria, e=s
decir a v b negativos.

For hipdtesims, el estado del sistema con cualqulier
condliclén iniclial, alcanza al cuadrante positive. Lusgo, no e=s
reatrictivo conelderar los eatados iniciales en:

K = {m.yh 12y20 } u{ (%,0): ns:;-_ci}

El conjunto K as homeomorfo al i1intervaleo real [-1.1],
por la traneformacidn (0,v}-+-y; (x,0)+x. Denotaremos K, tanto para
referirge al conjunto previamente definide, como a sBu 1magen
homeomorfa (el intervalo [-1,1]).

15



Consideremos la siguiente iranaformacidén de regreso:

h:K-+K, definida por h[p!nlin+w{p,t], para peK ¥ tp el primer
L+ '

instante posltivo tal que dicho limite est& en K. (Figura 7).

h(K)

Fig.7

LEMA 2. 4.1 s
2 N esth bien definida, @2 continua ¥ creciente a
trozos, con un sole punito pn ce discont inuildad.

Lid h restringida a sau imagen es inyecliva. .
Pruebat ;
El campo vactorial dado {1ﬁ_u‘) egtd definido en un
rectiangule cerrado, es de clase C‘, v tiene componentes positivas.

Entonces, eaatid acotado por arriba de cero, wip,t) corta
tranevarsalmantae a lar rectag verticemles ¥y  horizontales, y al
primer punto de corta de wip,t) con al conjunto

{Fi,r]:GSyﬂi}u(tx,l}:usxsl}, a5ti bien : definido y depande

continuamente de p.
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Consldaremos su composicidn con la ley de sinapsie f. Su
imagen es;

= {ix,ﬂ}: n{015x51+n{1]} U {{D.HJ: bIDJ$v<1+b{1}}

. f tiena un 9nico punte (1,1) de discontinuidad, v easta
dada por id+a a {d+b, ambas continues y crecientes.

Consideremce ahora el primer punto det corte con K,
tomando como condicién inicial un estado en I'. Existe, debido al
lema 2.1.2, ¥ como funcldén de la condicién inicial, es continua v
creciente. Luego, h estd blen definida, =sea conetruve como 1la
conposicidn de funcionee continuae vy creclentes a trozoa, vy por lo
tanto, tamblién es de ope tipo. Hay ur tnico punto de
discontinuidad da h, porqua f tiene wuno msolo, v las otrae
funciones, que B2 componan con §f, #on continuas e invectivas.

In{h}-{?EK t (0,1+b(1)) <« p = t1+a{1l,ﬂl}.

Usando la notacién del lema 2.1.2:

s1 {D,1+b{1}]¢p<p‘£pu. enl:onceas, {ﬂ.r!}th{p}ch[p*}5I1+ﬂ{1},ﬂ}.
51 pncptp'${1+n{l}.ni, ani:onces
(D,1+b{1]lth{plfh{p‘}ﬁiu,rl+b[rl}}.
Dal lemna 2.1.2: (0,r +b(r )} « (0,r).
Luago, h 28 invectiva cuandoe se restringe a gu imagen. o

La transformacidén continua a trozos h e8 un caso
particular da las estudiacdsae en [4] v [8].
i
L]

25 REGULARIZACION DE LOS BISTEMAS INHBITORIOS

Conaidaeramos la circunfarencia 5', obtenida al
identificar }nn dos extremos del intervalo K. Ahora, h induce una
funcidén de 5" en s mismo, continua y creciente a trozos, que meri
también llamada h.

LEMA 2.8.1.

; . <
Existen en la :nrctm,f&renc;ﬁa F un homeomorfismo &, un
preserva el orden, vy una funcidn F:5 -5, continua, sobreyectiva vy

no decreciente, tales Que fag[sjnh-f{$} para todo # e ¥ '(In(h)).
Pruabar
Obsérvess que la imagen dea A e un intervalo obtenido de

K al retirar un conjunto 1 compuesto por dos peqguefior intervalos a
la izquilerda y derecha da K: Im{h)=E\NI.,

17



h restringida a su imagen es inyvectiva, c!il:-:l.da al lema
2.4.1. Entonces, para cualquler pel, el conjunto & (p)} n  Im(h)
es, o bien wvacio, o bilen un tnico punto. Consideremce la
Bamltrayectoria_hhucia el parado de cualquier punto peIm(h),
definida como h (p) N Im(h) para n=0, obteniendo una sucesidn
finita o infinlta numerable.

La funcién h tiene una dnica discontinuidad Pg* si
p“nim[h] definimos K'=EK; I;:;K'-K la identidad, v J=0. 81 P, Im{h),
Eea p = A (p) N Im(h), para cada n%o, Bi no es vacio.
Construyamos un intervalo K', cortando K en cada punto P, de
diecontinuidad de A, e insertando alli, un peguefo intervalo Jn dea

longitud 1/2", Precisamente:

Sea para pel, al subconjunto de nimeros naturalen:

Nip) = { nzo: PR }.

¥y consldérese el intervalo R'a[—l, 1 =+ ZM 1;2"]. Sea F:K'-+K
n )

definida por:
E(p') = uup{?: p+ E 5 ph - p'}

I'MF}
MNMip) v ¥ BOR nNo decreclentes. Por conetruccidn
Eip+ ZM 1/2") = p , y entonces, ¥ es sobreyectiva, Es una
i I-3]

tranafornaclisdn no decreclaenta, vy ﬁobreyﬂctivn de un intervalo ean
otro. Luego, &3 continua,
Denotaremos con 7:K+K' a la inversa (discontinua) a la
derecha da ¥, dafinidas por: nipl= p + Tra.
™ P

Identificando anboe extremos del intervalo K, v ambos de
K', ¥ induce una transformacidén continua, no decreclente, v
sobreyectiva en la circunferencia (que también serd llamada 7).

bt
sea J =r"Mp) , v I =y I

n'

Definamos un homeomorfismo £ eén la clrcunferencia, gus
preserve al orden, tal qua ginip))=n(A(p)) para todo peli\I=Im(h).
En particular sin(pﬂ}irn{pwa. para nZ1l vy J{ﬂ[pn}l-ﬂ{h[pu}}-

Entoncee, g debes per definido en J de modo que g{Jn} = J“¥
todo nZl; ¥ g{Julsr_'{TJ. {Figura B).
Lae funciones £ v g verifican la tesis. o

N para
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TECREMA 2

Low sistemas con sinapsis i(nhibitoria tienen unc de Llos=
dos sigulentes comportanienlos:

a) todos los w—-limites son orbilos periddicas; o

b> hay un conjunto minimal no trivial gque &3 el w-timiie coe todas
lag arbitas. :

_Pruaba:t
Saes el homeomorfismo £ del lema 2.5.1, ¥ considéresas 8u
namaro de rotacidén p.

8i p ea raclonal, todog loa w-limites de & Bon
periddicos, y luego, tamblén lo son los w-limites dea A vy ¥.

81 p e irracional, £ en semiconjugada con una rotacidn
r de angule irracional. Existe una semiconjugacidén £, continua,
gobreyactiva y no decrectenta, tal que: [egmrs.[. Sea M 21 conjunto
de puntos donda { no e=2 localmenta constanta. HNo es dificil
verificar qua M es g-invariante, cerrado, ¥ qua s el w-linite de
todas las g-drbitas. [1]

Conmideremos 1a funcién [ del lema 2.5.1 v el conjunto
¥(M). Es cerrado y no vacio en 5, porque ! es continua v H e=s
compacto no vacio. Em el w-1limita de todas las hA-drbitas; en
efacto: :

si pelmih), sea p'=n{p) {(con m la inversa a 1la derecha
de ?, definida en la prueba del lema anterior). Se m=mabe que
H-wh{p']. Dablideo &l lena 2.5.1, Fap{p') = heL(p'), v

Feg"(p')=h"eZ(p'), para n20, Como { es continua, todos lom puntos
de f(M) Bon 1limites de 8aucesiones de h-iterados da p, ¥
reciprocamenta, cualquiler gucesi#n de A-lterados de p, tal qus la
respectiva sucesidn de g-lterados es convergante, tendra limite en
un punto de F{(M). ' o
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3 ESTABILIDAD

En §1.3, Be definld 21 eppaclo de parametros *. En esta
sacclén, el obietlvo es estudiar cémo las propledacdes azlntdticas
de loe eilstemas bineuronalesms o en », dependen de los pardmetron.

Una propiedad da los sistemam bilpneurconales se dice
genérica, Bl se verifica para una familia ablerta y densa de
alatenae & en .

3.1 DEPENDENCIA DE LA TRAMSFORMACION DE POINCARE COMO FUNCION DE
LOB PARAMETROB :

Congsideraremoe mlgtemas con sinapeile no inhibitoria.

En ea=ata pubsecclidn wvearemos odmo el difeomorfiasnc
gd}iffttsl}, construido an §2.2, depende de los parémetros dados =
- {“‘-uirﬂ-b}.

Mo hay, 'en general, un tnico difeomorfiemo g# para cada
pigtema o (nétese que =1 cnmpo vectoriel x, construldo en §2.2,
pusda modificarse en un ablerto).

Denotaramnos 1'.‘li.t'i.'SI "} Al espacio topoldgico de todoe lom
difeomorfiemos & de clase € en &, con la topoleogia inducida por
la norma || ||, . definida como el supremo de laix) ], le' (x)| i

|&"(x) |, para xes'.
LEMA 3.1.1 :

Fijoado k21, ¥ dado un sistema o-tul.ul,a.b.}e.l‘. con
sinapais no inhibiteria, tal gque -a{0)ik-1, la construccidn de

§2.2 da un dnico intervaleo ]é s M Unicos valores cde gﬂ{x}. 5;{:-:1 v

b1l -‘\
gd_{x} » pura cada xgﬂﬂugaﬂ-_,{ I }.

Los puntos de #('Iéug;l{ld'j). deponden continuanenie de

a; ¥ sﬂtxl. g;{x:l, s;lxl. para cada XIIdLIg;l[I¢}+ " dependen
cont inuaments de C’d.x.}mﬁﬁi.
Pruebai

For dafinicién, =1 intervalo 1, as:

14- {{x,u}m Kt 1+af{l) <x¢ h+a(0) } Bl @¢0;

In’ { l‘.x.ﬂ}mnd gl il iX¢ Msa(0) } gl a d;

y antonces, los extremos de I - dapenden continuamente de a; luego,
da ser. '

Ia\.-g;’ud} es un abierto de s‘, e decir, no contiene a

¥ ¥ por loB

su borde, formado por los axtremos del intervalo Ia

21
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estramos del lntarvalo 3;1{141 qua no estdn en I. Para probar gue
ellos dependen continuamente de <, ap suficiente probar que 5;‘{x}
depende continuamente de (x,¢), cuando xnIbUsa{IdJ. Demogtraremnos
la dltima parte de la tesls, y los mismoe argumentos, c?n g;l an
lugar de P parin esntonces gplicahlﬂa. )

Sea ¢{p,t) el flujo tangenta al gampo vectorial =x,
dafinido en & 2.2. Por construccidn, vpeT existen primeros
" instantes t »0 ¥ t <o, tales que gip)=d(p,t (p))=s, v

g (pr=p(p,t,(p)res]

81i erl, y HEIQUH;l(IO}. entonces {(¢{p,t):05t=t_(p)} no
corta a Ia, Yy &, Be obtiene con el mipulente procedimiento:

Saa P, el brimer punto de intergeccion de
¢{x,0,t)=yp(x, 0,t) con el conjunto Fu{{x.yl:xal [ y-l}.

51 p,=(x_,1), entonces s(x)=x +a(x ).
s1 p‘-{i.y‘}. entonces #ea Pp, el primer punto de
interseccidn de wl{ﬂ,yl+b{yl}1*tj. con el conjunto [T Ahora,

aplicamos los mismos argumentos a o, en lugar de P, de acuerdo

a si P=i{x,,1}) o 8f p,=(1,y,). Repltiendo eBa conetruccivn, ee
tiene una cantided finita y ordenada de puntos p_,p,,..p_,, en r,
tales que p.=(1,y,), i=1,..,m, v{(0,y+P(y},t) cortal en p_,. ¥

Ps*{%,.1). Finalmente: H{x]-xl+ﬂﬂx‘}. (figura 9).

X,

yab LT
#’f#a#’“lﬁ

yib

! 'fﬂf %

Fig.9
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Log arcos sucesivos de la érbita oy, sBon tangentes, por

definicién, al campo vectorial dade tu‘nﬁ}, que tlene componentes’

positivas. Luego, son transversales a las ractss verticalen Vv
horizontalee. La solucién de la ecuaclén diferancial

d {x(t),yit))=(w (x(t)),w (y(t)})),

dt ; . A
depende continuamente del segunde miembro, ¥ de la condicldn
inicial, y también lo hacen sus dos primergs derivadas regpecto de

%, cuando el sagundo miembro es de clase €% [3]1. Entonces, también
lo hacen los sucesivos puntos p , de interseccidén de la molucidén

con @l conjunto T.

PROPOSICION 3.1.2

Consideremos wun wsistema o en J, con sglnapsis no
inhibitoria.
Supongamos gue para cierto o e > e consLruye

gnﬁniff'{slj comd en §2.2. Entoncédd:

Dado cualguier entorno X de g existe un entorne U de
o,+ tal guae, para cualguier 6 & Y pueds construirse una g < Jf.
Reci procaments, dade iU entorno de oL exi=sie & entorno

cde Byt tal gue toda g € J puede consiruirse para alguna o e U,

Prusbmat I %
Dado =l entorno 4 de 5ﬁeniff i), Bea £ tal que

1leg-2,11¢3¢ »ga¥, Sea & tal qua lg, (%) -& ¥y} l¢e Bi Ix-y 6.
-1
Denotaremons Jﬂ-Iau g, {I¢}' v Jn-Jdﬂ.

Por el lema 2,1.1, exiéte un entornoc ¥ de ¢, tal aque,
para todo osi, cada punto de #Jﬁ estd a distancia menor gque & del

correspondiente punto da &J y loa valores da so(xl. ﬂ;{xl.

0?
g:{x}. difieren menoe que £ da aquellos de 8, Para tode ¥ en el

conpacto E’\Ju.

Para xeJ_, los valores de g,(x) pueden modificarse, para

obtener otro difeomorfismmno aplicable al mismo gintena . E8
suficlienta demostrar qua, B8i e¢el, entonces puedsa elegirse

aeDif£*(8') tal que _
mrI‘ﬁnsﬁ‘_.‘,@-nﬁﬂIsltwé ; 1lg-8,11,435.

En afecto, Bea xus‘, v denotemos x al punto de @J  mis

cercanc a X.

2%
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Dafinamons ; 5lx]=galxl. para todo x = Jnﬂda' y

S{R}'llXIJﬂIXI + {l-h{x}lﬂﬁlkl. para tuio xquuruﬁ,

donde X: HﬁJaiﬂﬂ + [0,1] es una funcidén auxiliar, de clase lllm, gue
varifica:

Mx)=0, 8l d(x,X)28, o sl |g (x)-g (%) |22s;
Al{x}=1, &n un entorno da ﬂIJnnJﬂi.

Tanamos 3
Ig{x]—gn{x}l = Af{x) lg&x]-aotxil - Q, Bi A({x)=0;

¥y Bl A(X}=0, antoncas: i
Isix)-g, (X} |S|g(x) g, () |Slgfx) -8, (X) |+ ]|g (X)-g (x) ]| ¢ 3e

Similarmente, .las primeras doe derivadas de #-¢, Bon, en
norpe, menores qua 3£,

Para probar el reciproco:

Dado U, entorno da ¢n-{u

L M, e .bn} en ¥, tomemos &£

=]
L1 ] o
tal que, todos loe sietemans o de 1la forma a-{ta " .n.b“] con
o o i
Ildranlltcs. eatdn en U, Sea g, un difeomorfismo construido para

al sistema e+ ¥ 5@a & al entorno de g definido por:
e

2 i =4
# = { & = pLersh): 11te-s,) (8" ciara) )11 pee ],
Dado & en &, tomemor e]1 gpistema o-[ul.t% .a,bﬁi,
' 0 [+
dafiniendo u-n“+{g-gn}-{5;‘.{id+auj}. Entonces o=l ¥ aEs

suficiente probar qua gdtx]-s{x}. para todo H#Jo.

TenemoBs queat ghlx]-x‘+u“{xl}, para xﬂﬂn, usando 1la
construccién descrita en la prueba <zl lema 32.1.1 (fig.9). Hotese
gquea la funcidén a, no se considera para construir el punto X
lusgo, la misma construccidn es valida para =] eistema &, en lugar
da ©,+ Entonces, Bl ano:

8, (x) =k va(x,) =X 4, (x,)4(8-6,) * (8, e (Ldsa ) (x,) mb, (x)+ (878, ) (x).
Luego: g, (x)=g(X), VxmJ .
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32 SISTEMAS BINEURONALES DE TPO MORBE-SMALE

Sea o un difeonorfismo en el clirculo s'. Uun unto
periédico p, de periodo n, es hipsrbsdlico sl la derivada da g en
p no es 1. Es un atractor 81 la derivada es menor quea 1, ¥y €8 un
repulsor sl es mayor que 1. Un difeomorfiemo en el circule es de
tipo Horse-Smale gl tiena puntos periddicos, y todos elloe Bon
hiperbélicos.

No am (dificlil demostrar que, Bl & a8 de Horse-Smale,
antoncas tiene un nimaro par da puntos periddicos, la mitad de
allos repulsorcs, ¥y la otra mitad atractores [1].

Ee mabldo que, &n el eepacio topoldeico Diff'{sﬂ. para
r=1, la familia de los difeomorfismos tipo Morse-Emale em abiertao
y densa, y que los puntos perldédicos de los difeomorfismos de
Morase-Smale son perpietentes ([2]).

De estas afirmaciones y de los lemam anterlioresm =Be
obtlene:

LEMMA 3.2.1

S{ un sistema binsurcnal con #inapsis no i(nhibitoria
admi te una transformacidn de Poincard g, construide como en  §2.2,
de tipo Morse-Smale, tal gque los puntos de 8] scn no periodicos,
entonces:

tiene sole un nimere finito de drbitas periddicas., que
son el w-limite de todas lus otras, y gue son persistentes, Lu=go,
hay un numere finite de ciclos limites.

Prusbal

Cada w-1limite az una 4rbita periddica (Ltecrema 1). Como
va se vio en la prueba del teorema 1, o bien eatA determinada por
una g-érbita que no corta al intervalo I, o bien es la drblta
periadica de (0.0). Comg # es Morse-Smale, las drbitas periddicas
del primer tipo son una cantidad finita. ¥ la del segundo tipo es
a lo sumo una scla,

Para probar que son pergistentes, nétese que las del
primer tipo (la= gue no cortan I}, son pereimstentes bajo pequeiias
perturbaciones da g, porque g ea da Morse-Smale, Usando 1a

proposicidn 3.1.2, son perzistentes bajo prquefos camblos de los,

parametros del slstena.

Ahora, demostremcos que el Esepundo tipo de drbita
periddica (la orbita de (0,0)) em perelstante. Exligte un numero

poeitiveo N tal que g"{ﬂ,ﬂ}ﬂl. Eeo ep: (0,0)= g (1}. Como el
intervalo & (I), para N fijo, depende continuamente del
difeomorfismo &, todos los difeomorfismos cercancs a g varifican
la misma relacion. Ademas, dado £ 0, loe difecmorfismce cercanose a
# tienen loe primeros N iterados de (0,0} a distancia menor guae £
que los da g. Por la proposicién 3.1.2, la édrplta periddica de
{0,0) as persistenta.

Z5
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Queda por probar que alguna de las drbitas peridédicas
eon clclos limites. Si la Srbita de (0,0) es peritlica, entonces

es el w-limite da todoe los puntos del abierto U £ "(I). .. Entonces
=0

a8 un ciclo limite. ¥ si la drbita <e (0,0) esm no periddica, havy

un atractor de g que no corta a I, El es el w-limite cde las

orbitas cearcanas, es decilr, es un cic¢lo limite.

3 | &}

TEOREMA 3 :
Gentdricamente, los sistemnas bineuronales con singpsia no
inhibitoria tienen un ndmero Finito de ciclos limites
persistentes,

Proofi :
Conpidéranse loa sistemas an las hipétesls del lema
anterior. Ellos tilenen la propiledad enunciada.

Los diffumurfiﬂmms de Morse-Smale constituyen un ablerto
¥y denso en DIff{(5}). La hipdtesis de que los puntos de #I no =esn
periﬁd}con bajo g, es tamblén una condicién ablerta y densa en
Diff(5 ). Debido a la proposicidn 3.1.2, la familia coneiderada es
abierta y densa en el espacio de los sistemas bineurcnales con
sinapsis no inhibitoria.

| )
3.3 SISTEMAS CON UN UNCO CICLD LENTE
TEOREMA 4

Exiate una familia abierta de sistemas, para los cuales la
érbita por (0,0) &2 periddica y el ol dnico w-limite, ¥ entonces,
el dnico ciclo limite,

Los sistomar con sinapsis sxcilatoria €y los pardmstros a y b

cercanos a cero en la topologia C'> tienen un unico cicle limite,
Que o5 la drbita periddica de (0,0).

Pruwbat
Considérese el difeomorfismo # v el intervalo eblerto
IEE‘. como an §2.2. Tomemor: la familia de emistemas tales qua todas

gug g-drbitas intersuqan It : b
EIUJ (L)

nZ0
Siendo s' compacto, existe algin N:0, tal gque
H N
5'a Ueg™(1). Fijado N, la propiadad 5'a U E"“{I} es tambi¥n
nEd baL h1]
verificada por los difeomorfismos cercanom & £. Ahora, 1a

propogicidén 3.1.2, da un entorno U del siBtema 2=, tal que, todo
otro sistema de ¥ tiene todas sus d4rbiltas pasando por (0,0) en un
tiempo positivo. Esto completa la primera parte del teorema.
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Para probar la megunda afirmacion, basta daemostrar que
los puntos periaiicnﬁ an xﬁE’, tales qua su g-orbita no corta a I
son repulsores, es decir: =i g"{xltx, antonces la derivada

(&M () » 1.

En efecto, como xﬂIugd{I}. entonces &(x} = x+a(x},
donde x, Be construye a partir de x, con el procedimiento

detmllado en la prueba del lema 3.1.1, gbteniendo una cantidad
finita de puntos:

pel1,¥,), . P =L,y )P, mix,,1), (020) (figura O}.

Calculamos (g)'(x). Como el flujo y es tangente al campo
vactorial dado (u .uw ) en el rectidngule [0,1]x[0,1}, tendremos,
para m=0:

¥ i} L .

1 dx . dy

TR 3] = J‘. ————— - tn . ¥ entonces: dx /dx = u’txl]f“‘{x}
- 2

g'(x)= x ' (x) (12’ (X, Y)a(1eal (x,))e u (glx)-aix ))

__. e AR e S

u, (x)
Y, cuando mZl!
yltxl i v _(xu}
_l;_tE_. —--—z.._- - t ¥ ._Q'E__ -.—a-.-z_- = t
u_ (x) u_(y) o | u (x) u, (y) :
o v +hiy )
uli:ﬂ L
_ax__ s
ul.Ix} u_(y) "
o ¥ +thiy }
Tomando derivadas:
&(Rn] = x;{x}.{1+a'[x ¥}l =
i B o vt Tt [ -
u, (%) ul[ +b{ ¥£5]

5



Por la regla de la cadena:

- A H-1 .
(&) 0 @ g (x)eg (8K )8 (g VH0) = st (ghix)) =

H=-1 m

4 J
donde x = x,(87(x)), v jmy (8’ (x)).

Siendo u oy astrictamente c¢reciente, vy a y b ambas
poeitivas y con sus derivadas cercanas - a cero, Bigu= que

{(a)'(x)>1, o Bea, X es un repulsor.
o a]

MHotat

El mismo argumento muestra que las dérbitas periddlcas en
Bletemas inhibitorios, que no BAaBAN por {CG,0}, son
atractores. :

x
[
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4 DINAMICA SIMBOLICA

4.1 DEFRICIONES -

En esta seccién estudiaremos la dinaAmica simbélica E& ks
definida en el sistema bineuvronal por lap suceelones de desBcargas
de las neurconas,

La descarga de una neurona se produce cuando BU variable
de eptado alcanza el umbral suparior (normalizado en 1).

Saa O(p) la sucesién de descargas de las neuronas, donda
p o8 el estado inicial del esistema binsurcnal. Precipamente §&(p)
a8 una sBucesién de simboloir A y B, definldos como sigue:

e(pl={a }, , con a=A (resp. a=B), 8l la i-#gima descarga Ee

produce en la nsurona A {resp.B). Esta dafiniciéan es apllicable una
vez que se asum2 el orden cronoléglco de deascargag, Yy las
elgulentes convenciones sa adoptan para ordanar las descargas
aimulténess : i

Consideremos primero la neurona X, y luego la ¥, 8i la
descarga de X ha causado, dabldo a la ley de sinapals, la descarga
inmediata de X.

Conelderaremos primero la neurona A, ¥ lusgo B, gl ambas
alcanzaron simultadneamente el nivel de umbral superior.

Para estudiar =1 comportamientoe asintético de las
sucepiones de descargas, no es restrictive tomar p=(x,0), <on
nin(D,a{D) }=x=t .,

_ Da ahora en adelante, asumiremos el caso de sinapsis no
inhibitoria, y conaideraremocs el procedimiento de regularizaclién
definido en §2.2. Por construccién, si xeg (1), entonces gix} da

el estado de A después de la primera descarga de B, para un

sistema con la condicién“inicial (x,0}.

Sea m{x) el namero de descargas de A, antes de la
primara descarga de B, con estado inicial (x,0}). s

Tomemos E=lm ©, el conjunto de sucesiones binarias
a{x,0), obtenidar para loE estados iniciales (x,0}, con Osx=l.

pafinamos en &, la transforamcién shift o la tequierda:
o:I+E dada por o({a })={b], con b=a,, para todo iZ21i.

Sigue, de las definiclonenm antariores, qué:
™ (6(x,0)) = @(gix),0) Bi x = Iug (I).

Saan sﬂ ¥ d; las componentes conexas da E‘\IUg"{I}. Son
arcos disjuntos cerrados en B', tales que:

'I-:.ll“cg_'{l}{d!cl
Notas: 51 jd{I}nI#ﬂ. entonces aﬂ & ﬂ; es vacio,
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La notacién ac<bcc(a en 5’. Bignifica que b<c en al
intervalo 51\3 (con el orden inducido en ese intarvalo por 1a
orientacidn dada en S’J.

LEMA 4.1.1

5 la sinapels e=s no tnhibiteria, sntonces:
12 ni{x) toma valores mt constantes en cada arco no vacio J&,

1Ly 5S¢ g (%) m I para n=0, 1,...,H, entonces la sucesitn
8Cx,0)= {n } os; ‘
™
a.=E para i= [n{s”x}}+1} fonnp = Q,1,....N
-ﬁ sara los otra: walords de 1 gue uarifican 1= 1 =
m(g™(x))}+N.
Cbaervacidn:

Sigua que, Bl & (x)el para todo n20, entonces para
construir 1la suceniﬁn e(x, G] solo Ba necesita uabar cudl arco, Jﬂ

6.# contiana g{x] parsa ceda jzo,

Pruebat
La segunda parte sigue de laa anteriores definiciones.

Demositremos la primera parte: -
Como en la pruabs del lena 3.1.1, para eIl (1),
exlsten punton 1:-’....|,::rm,1'rm+l en la y ¢rbita de (x,0), que daipends=n

continuamente de X, con PL'{I'Vt} Para 1=i=m (=i @==1}, W
Pos={X,.1). Entonces m({x) em localmante constanta giji X (x)®1, o

Bea, 81 a(x)=l+a(1). De la defincién del intervalo I, en §:.2, vy
de lae convenciones adoptainnufara dafinir m{x), sigue que mix) es
localmente constanta al XeelUg (1)}, Luego, es constante en las

componentes conexas .d' v .ﬂ"

42 CcoDIGOS PERIODICOS

Diremos gque B(x,.0) e una sucesidn periddica de periods
N, ai axipte N, minimo entaro posltivo tal que a“{&tx O)yetd(n,0).
En ess caso, llamamos codigo pariddicos da 8{(x,0), al conjunto de
todas las N-uplas formadam con N términoa consecutivos de a{x,0}.

La pucesién &(x,0) ap wventualmonts reriddica 8i
o (8(x,0}) es pariédica, para algdn M20. En es5e caso, llamamnos
codigo pericdice de €(x,0), al cddigo periédico de ﬁ"(ﬂ{x.ﬂ}].
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LEMA 4.2.1

5i la sitnapsis &s no tnhibitorta:

Sea ol conjunto G = {HEE‘: £ (x}=I para todo n20}, Y
SUpOnAROs gue e5 no vaclol

i 5L %l o5 poriddico segin g, entonces 6(x, 0) es ung
sucesion periddica;, y su cébdigo periddico ¢s independiente de i,

(i3 5S¢ e, entonces 8(x,0} o3 sveniuananlie periddica, y
axinte un codigo periddico comin para todo x en. Q.

Prusbai

i} Saa xel perilidico segun g£. E1l lema 4.1.1 asegura gue
&{x,0) @8 perié&dico y su cédigo periddico esta determinado por la
puceslidén de arcos, #;é d;, que contiene a cada g (x).

Sean x v x' dog puntos g-periédicos en O. Asi, al naeroc
de rotacidén ge £ es raﬁianal. y ambog, ®* ¥y x' tilenen el milemo
periodo N: & (#)=x ¥y & (x')ex',

Definamos xj-ghhix} € Jﬂpug. para J3=0,1,...,N-1; donde
L=0 es un entero tal que

s"IIJ < xumsLtu} < xj is"{l} para j=i,..,N-1. (1)
{Para conmstrulr tal k, Spnsidﬁrannn loa puntos x.g{x},,...sﬂdix}
en el intervalo S'\s (I}, ordentndolcs dg acuerdo 2] 1=
orientacién positiva en dicho intervalo de S. El primero serd

elegido como & (x))}.

Afirmamos que x _ed y x ed . En aefecto, como g preserva
la orientacidn: I‘“:*xh:‘E para j=1,...,N-1. En particular:

I*l?fl*:xutl (2)

-4
eI od ¢ g Biox,

estuviara an Fa, entonces, por (1): I ¢ X ¢X«< sqf{I} « L,

contradiciendo {(2). AnAlogamente, Bi X aptuviera en ﬂ;,- por 2

Por construceidn: & (I) ¢« o

u"{I} L I I« a’lill. contradiciendo (1).

ngitieqﬂp la misma nonntrucq&én para X', Be obtlens
x}ﬂlﬁx'ul. con & (I} « .« Hii g (I) para j=1,...,H-}, ¥
] ]
antoncas: ;«xl<x’+‘¢l.

Supongamos, para fijar ideas que xutx; en & .

81 hay dos d&rbitas -periddicas {Ha} y {x/} de un
homeomorfismo en la circunferencia, los puntos de {xt} asgtin
intercalados entre los diz {x;} {(figura 10). Entonces, conclulmos

1%
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que el arco (x_,x])) no contiene otros puntos x,, ni x}. Luego, la

miema propleddad es vialida para el mrco Jl{xn.x;}n{xt,x;}.

2o
e xz
]
X
=1
91 I
.
3
x
4
X3 X,

Fig. 10

Cono g (1) IR SR g*(1) para i=1,..,N-1; ¥y x! no

esti entre g'd{I} y x.;, entonces :

=i b ] r =4 o
g (L) « X € N X 4N & (I) paras i=1,..,H-1.

De aqui: x e o pi x/& & . Para completar la prueba da
i}, basta demostrar qua x;i.-!‘ al xa dz' En efecto, si %,

astuviera an .-FI ¥ X, an -#1, antonceaes g-’ (1) ex ¢ I c:t{ ¢ Hn.{ 1}). Como

L

ninguin otro x' esti entre x vy x', nlnguno estd entra I ¥ x; ., ni

¥
entra g (1) y x/_,. Por contruccién, esta Oltima afirmacién
L]

L=a’

contradiciendo que x 1“-1"

slgnifica quea x;-x Entoncés, 1=l ¥y X aX con x4,

tl

Reata demoptrar ({2, Com> GQ»0, hay g£-<rbitas que no
cortan a I, ¥ entonces, no son densas. Luego, por el teorema ada
Schwartz, al ntmero de rotaclédn del difeomorfismo g (de clase €7},
es raclonal, y todos log w-limltes sion drbltas periddicas. Sea =
en @, Vv Bea %' un punto peridédico oen 5 tal que:

Lim d(g"(x),8"(x')) = 0O (%)

wdonde la dietancia pe tona Bobre la circunferencia 51}. Afirmamos

J

que x'eR, En efecto, Bl por absurdo fuera g (x')el para algin |,

Jmnix'}e]: para todo n, ¥

como x' es parliddico, tendriamos que £
por (a), algin iterado de x estdA en el intervalo ablerto I,

contradiciendo la hipodtesis x & Q.

32
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AL, &"(x) y &"(x") estdn en L ULy, por (2), estdn en
el miamo arco, sﬂ o d;, para cada n, suficientemente grande.
Eligiendo un multiplo N del periodo de x': (g x,0)=6(x",0). Como
antes sa dijo: 9[5"3.0]-#"19{3,01. para algdan M:0. Luego, 8(x,0)
es eventualmente periddica. BSu codigo periﬁdico ep aquel de
é(x',0), que, como ya se moBLrd, es independiente de x'.

Estudiaremos ahora la suceslén de descargas a({x,0) para
X que no estéd en G,

LEMA 4.2.2
5l la sinapsis e® neo inhibltoriar
i2 8{n,0) s siemprée sventualmentis periddica
LE> Si xe0, entonces 8(xn,0) e= sventualiventes periddica ¥

tions ol misms cédigo periddice gue (0,0).

Pruebal :
81 0ed, entoncea t} slgue del lema 4.2.1.

Bi Os=G, antonces gﬂiﬂ}ﬁl, para algun HN:0. O sea, el
astado del sistema vuelve a (0,0), y entonces, la sucesién 8{(0,0)
as perliadica.

Para probar it{2 tomemoB xsQ; antonces g"{x}EI para algim
N30, y el gpistema pasa Ppor al astado {0,0}. Esto da:

a"tslx,ﬂ]}-atﬁ,ui para algim M20, y de alli, resulta la afirmacién
12, ol

=]

TEOREMA 8

Si{ la sinapsis = no inhibitoria, entonces lodas las
sucesiones de depscargas son eéventualmente periddicas, y hay, o e
suno dos cédigosn periddicos.

Pru-?-i ;
Sigue de los lemas 4.2.1 y 4.2.2.

43 EJEMPLOS Y OBSERVACKINES
Aunguas =n algunos casos los cisdigos pericsdicos pueden

colncidir, B8e encuentran ejemplos que exhiban dos cixligos
pericdicos (ejenplo 4.3.41.

I,
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Obhservacidn 4.3. 11

St todas las g-drbitas corion a I, entoncea hay un
chdedigo periddico comiin, para todos los estados tniciales, definido
por el cédigo de la érbita Cperiddica> de (0,0). {Véase «l1 lena
4 .2.2%).

oObservacldn 4. 3.28 i .

Si la g-4rbita de 0 ne corta a I, entonces hay un cédigo
periddico comiin, para todos los eslados iniciales, definidoe por =1
w=limite de (0,0}). (Véape el lemma 4.2.1, v la pruaba del lemma
4.2.2, a el capo 0el).

Aan cuando las condicionssr anteriorese no se cumplan,
puade presentarse un tnico cdéddigo periddico para todos los estadoe
inicliales, como Be manifient; en el siguienta =jemplo:

Ejemplo 4.3. 31 ;
Saan t&(x]tlE—Sx; u (y)=12-3y; a{x)=-10/1043; biy)=9/40.

8i el estado inicial en (105/149,0) 1la y-dérbita es
periddica, v paga por los puntom:{1,11/40}; {g,lfzi; (5/7,1);
(105/149,0), La £ érbita de 105/149 no corta a 1I. Su cocddligo
perliédico es (A,B). :

Cuando el estado 1inicinl eB {0,0), la y-drhita en
periddica v pasa por {1.4/5), desd= donde salta a (0,0). Su cadigo
periddico es tambliéen (A,B), Los lemar 4.2.1 y 4.2.2, dicen
antonces que, para cualgquler estads iniclal, el cddigo periddico
ez (A,B).

EJ“I’I‘.]].!‘J 4.3, 41
Saan u‘{x}nzomx; Hi[y}nﬂﬁny; a{d)e-0.30; &(y)=20.14111

51 21 estado inlcial es (0,0) la w-érbita es peaeriddica,
y pasa por los puntos (coordenadas mon aproximadasn):
{(0.67 , 1}: (0.37 , 0); (1, 0.97), cesde donda salta a (0,0}. B5u
codigo peridédico ea (B,A,B}. i

Cuando el eatado iniclial es (-0.28, 0), entonces la
w-arbita es periddica, vy contiene m los puntos (con coordenadas
aproxinadas):
{0.396, 1); (0.0096, 0); (0.7595, 1); (0.4595, 0); (1, 0.8299);
{0, 0.6710}; (0.02, 1); (-0.28,0)

La g-drbita de -0.20 no corta a I. Su oddigo pariddico
ea {B,B,A,B).

En esta ejemplo amboe cédigos perlédicoes Be obtilenen de
érbltas periddicas que son clclos limites. En efacto, la Jrbita de
{(0,0) atrea todae las d4rbitas qua pasan por el intervalo abierto
I. ¥ la érbite por (-0.28, 0) e un atractor porque la derivada de

5'{31 en X=-0,28 s manor gua 1 ( [3’1'{xjﬁﬂ.96 ¥

34

ILFSh - ATHY

iy



44 EBTABLIDAD DE LOB cODIGOS PERIODICOS

Diremos que los cdodigos periddicos de un eistenma oﬂeﬁ,
son persistentes, sl existe en  un entorno U de ¢_,, tal que todos
los sistemas o en U tienesn los mismos c&digos peritdicos.

COROLARTIO DE LOS TEOREMAS 3 Y B

Gendricamentes, los sistemas con sinapsis no inhibitoria,
tienen codigos fertddicos persistentes,

Prusbar

Sea la familia ablerta vy densa de sistemas, definida en
la prueba del teorema 3. Para ella, los w-limites son drbltas
periddicas persistentes. Por conatruccldén de eisa familis, 1lase
g-orbitas perié&dicas no pasan por dI. Entoncee, o bien estan an el
interior de los ‘arcos < U #;; o bien cortan al intervalo ablerto

1. Esta condicién, para el periodo N fijo, es ablerta en . M &
atn, 8l el entorno en F ge elige spuficientemente pequefio, la
sucasidén de arcos, aﬂ & #;, que contiene a cada ilterado del punto

perisédico, y loF nimeros m y m, perdn loe mismos.

Por al lema 4.1.1, la Bucesidén de descargas €(x,0), Vv,

por lo tanto, los c&iigos periédicos, permanecen incambiados.
n

Deflnicidn
Diremos que un cédigo periédico, para un eistema dado,
as observable, s8i el. conjunto de estados iniciales cuyas

sucasiones de dascarghs dan ese cédige, tiene interior no .

vaclo,

S ambos codigos periédicos de un sistema con  sinapeie
no inhibitoria colnciden, o 8i uno de ellor es no observable, el
Blptema seri vinto como sl tuviera un dnico cdéddipo. #

COROLARIO DE LOS TEOREMAS: 4 AND S5

Exinte una familia abisrta de sistemas binsuronales que’

presentan un Unico cédigo periddico.
Los sistemas con siinapsis excitatoria tisnen solo un
ctxdigo periddico obseruvable. =i

Priuebat

La familia ablierta de sistemas considerada en la prueba
del tecrema 4, tiene un tmico w-limita, periédico (la érbita de
{0,0)), gque atrae a todas las demés. Dal lema 4.2.2 algue la
primera afirmacién del corolario.

pe las definiciones, un cédigo periéadico es observable,
gl y solo =i al menos uno de loe w-limites periddicos que dan esge
céiigo, es un ciclo limite (es decir, un atractor). Tal cono Be
demostré en el teorema S5, los siptemas con Binapsis excitatoria
tienen un tmice ciclo linite, v por lo tanto un dnlco cdodigo
periddico obsarvable.
= ]
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45 CONCLUSION

S1 la sinapsis bloldgica e no inhibitorias, entonces las
neuronas auto-sincronlzan, por medio del intercambilie de peguefos
pulsos. El sistema blneutronal actda como una memoria de un cddlgo
binario, ¥ gznéricamenta es establa, an el rantido que lom codipos
no pueden sar camblados con pequefas parturbaciones del estado
inicial, ni da los par metros sal nistema. Ademis, Bl la wnlnapsis
ag excitatoria, al codlipgo es insensible a la condicidén inicial.

La hipdétesie da u oy oy poeltivos con derivada negat (va

elgnifica, esn gentido fiesico, que lne neuronas se comporisan como
oeclladores da raelajacién. Eeta hipétesis ha sido eesencinl para
obtanaer ciclos limites. La construccidn de la meccldn 2 estaba, de
hecho, barada en asa hipdtesie: las transformacione= contlnuas a
trozog pudieron ser repuylarizadas insertande trameos ficticios,
para obtener una transformacidn continua e invertible.

B
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