Sobre el teorema de Novikov: ciclos
homolégicos, medidas invariantes y
componentes de Reeb

Curso CMAT/IMERL
Universidad de la Republica

Montevideo, septiembre-diciembre 2026

Resumen del curso

Una de las contribuciones por las que Sergei P. Novikov recibi6
la Medalla Fields en 1970 es el célebre teorema por el que cualquier
foliacién por superficies de clase C? sobre la esfera tridimensional S3
contiene una componente de Reeb, es decir, un toro sélido foliado de
modo que el borde es una hoja y las hojas del interior son planos que
se acumulan sobre el borde. Durante la II Guerra Mundial, Georges
Reeb habia construido la componente como pieza bésica para obtener
el primer ejemplo de foliacién por superficies de la esfera S3.

La demostracién del teorema de Novikov tiene dos partes. En la
primera se demuestra que la anulacién del grupo fundamental de la
esfera permite construir un ciclo evanescente no trivial (NTV), es decir,
una familia uniparamétrica de ciclos tangentes a las hojas que en el
instante inicial representa una clase de homotopia no trivial, mientras
que las restantes clases de homotopia son triviales. La segunda parte de
la demostracion consiste en probar que un ciclo NTV vive en la frontera
de una componente de Reeb.

Una década después, en otro célebre trabajo sobre ciclos, Dennis
Sullivan sustituye los ciclos homotépicos de Novikov por ciclos ho-
moldgicos, pero la extension de los argumentos de Novikov depende de
una condicién adicional: las primitivas de ciclos homdlogos a cero deben
estar definidas mediante variedades 1-conexas.

El objetivo del curso es la extensién de los teoremas de Novikov y
Sullivan a cualquier variedad compacta M de dimension arbitraria n + 1
dotada de una foliacién F de dimensién n y clase C°. Para simplificar
el problema, supondremos que ambas estan orientadas. En tal caso



siempre existe una foliacién 7 de dimensién 1 y clase C°, definida por
un flujo completo ® y transversa a F.

Nuestro objetivo es describir como varian las clases de homologia de
las hojas de F cuando nos movemos de una hoja a las hojas proximas
siguiendo las trayectorias de ®. Para ello, representamos:

(i) cada clase de homologia de una hoja L (o de un conjunto finito de
hojas) por medio de una aplicacién continua 6 : B — L donde B es una
variedad compacta orientada de dimensién (n — 1),

(ii) cada primitiva de un ciclo homélogo a cero por medio de una
aplicacion continua © : C' — L definida sobre una variedad compacta

orientada C' con borde 0C' = B tal que 00 = ©|p= 0,

(iii) la variacién de la homologia por medio de una familia uniparamétrica
0:Bx[0,1] - M

de aplicaciones #; : B — L;, llamada torre evanescente no trivial, donde
para cada t > 0, el ciclo #; admite una primitiva ©, : C; — L, definida
sobre una variedad compacta C; con borde 0C; = B, pero sin embargo
0y no admite primitiva y su clase de homologia no se anula.

Aunque podria pensarse que, tanto la variedad B, como las varie-
dades C} pueden tomarse siempre conexas, esto no es posible y representa
una dificultad crucial en la extension del teorema de Novikov. Si las
primitivas pueden orientarse de modo coherente (de modo que la torre
es coherentemente orientada o CO) o viven en hojas individuales (en
cuyo caso la torre es rigida), entonces los ciclos NTV viven en el borde
de subvariedades compactas saturadas, llamadas componentes de Reeb
generalizadas (GRC), cuyo borde es unién finita de hojas compactas
y cuyo interior esta foliado por las fibras de una fibracién localmente
trivial sobre la circunferencia S!.

Sin embargo, si las clases de homologia se anulan en hojas diferentes,
entonces surgen lo que llamaremos componentes de Reeb lacunarias
(LRC), que pueden obtenerse a partir de GRCs y de torres que no son ni
CO, ni rigidas, pero viven en ellas. Pero ademas hay torres de este tipo
que son homoldgicamente degeneradas y viven en laminaciones de Blanc
(i.e. laminaciones minimales dotadas de una medida de probabilidad
invariante por holonomia y cuyas hojas tienen dos finales) o torbellinos
de Reeb (i.e. suspensiones de una contraccién del intervalo [0, 1)).

A lo largo del curso daremos una prueba completa del teorema de
Novikov para torres CO y torres rigidas. La demostracién del teorema



de Novikov para torres arbitrarias sigue en discusion tras mas de treinta
anos de trabajo en colaboracién con Gilbert Hector y Paul A. Schweitzer.
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Programa

. Presentacion: teorema de Novikov, versién de Sullivan y
dimensién arbitraria.

Construcciéon de la componente de Reeb y esquema de la prueba
del teorema clasico segiin Novikov y Sullivan. 1,5 horas

. Ciclos homolégicos.
La homologia singular como teoria de cobordismo y sus limita-
ciones. 1 hora

. Aplicaciones foliadas. Regularizacion. Estructura de los
abiertos saturados.

Aplicaciones foliadas y bifoliadas. Teorema de regularizacion de
aplicaciones foliadas. Teorema de estructura de abiertos saturados:
pulpo de Dippolito y lema de trivializacion de Hector. 1 hora

. Torres evanescentes.
Nocién de torre NTV. Distintos tipos de torres. 0,5 horas

. Componentes de Reeb generalizadas: ejemplos.
Definiciéon de GRC. Niicleo y alma de una GRC. Torre candnica
de una GRC. Ejemplos de GRCs. 1 hora

. Enunciado del teorema de Novikov en el caso rigido.

Enunciado de los teoremas de clasificaciéon de GRCs y torres NTV
soportadas por GRCs. Enunciado de los teoremas de Novikov
para torres CO y torres rigidas. 0,5 horas

. Estructura de las GRCs y torres NTV canénicas.
Demostracion de los teoremas de clasificaciéon de GRCs y sus torres
CO o rigidas enunciados en el tema anterior. 1 hora

. Invariantes de torres WCL-NB: tamano, ciclos de foliacién,
medidas invariantes.

Torres sin hoja compacta (WCL) y no acotadas (NB). Ciclos de
foliacién con signo asociados a torres WCL-NB. Interpretacion en
términos de medidas de Radon con signo. Torres homolégicamente
degeneradas (HD). El caso CO positivo. 1,5 horas

. Clasificacién de torres WCL-NB.
Relacion entre minimales y conjuntos limite asociados a torres
WCL-NB. Torres degeneradas y torres de tipo propio. 1 hora



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Torres HV.
Definicién de torre homolégicamente evanescente (HV). La idea
de Sullivan revisitada. 0,5 horas

Torres regulares y torres IM. Teorema de Novikov para
torres regulares IM-NB.

Torres inmersivas (IM). Transversales especiales. Reconstruccién
de la GRC que envuelve a una torre IM-NB. 1 hora

Teorema de Novikov homotdépico.
Demostracion del teorema de Novikov clésico. 0,5 horas

Teorema de la hoja compacta para torres WCL-CO-NB.
Las torres WCL-CO-NB son HV-HND de tipo propio. 1 hora

Teorema de Novikov CO.
Reconstruccion de la GRC que envuelve a una torre WCL-CO-NB
especial. Las torres NTV de tipo propio son especiales. 1 hora

Teorema de Novikov rigido.
Dominios envolventes. Reduccién al caso CO. 0,5 horas

Apuntes sobre el caso general. Enunciados (provisionales).
Ejemplos de torres que no son ni CO, ni rigidas en GRCs. Ejemplos
de componentes de Reeb lacunarias (LRC). 1,5 horas



10.
11.

12.

Sesiones

. Sesién inicial de hora y media (1)

. Sesién de una hora (2)

Sesi6n de una hora (3)

Sesién de hora y media (4-5)
Sesién de una hora (6-7)
Sesi6n de hora y media (8)
Sesion de hora y media (9-10)
Sesién de hora y media (11)
Sesi6n de hora y media (12-13)
Sesi6n de una hora (14)

Sesi6n de una hora (15)

Sesién de hora y media (16)



