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Tabla de puntaje (sélo para el uso docente)

Ejercicio if 2 3 Total

| Puntos: 38 31 31 100

Besuliado | i

v deben tener acnsbre,
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1t de identicaa. Hespuestas incorrectas de verdadero /ialao sunian de formd negativa la mitad

o pregunta v la\ preguntas miltiple apeidn suman -1 punto.

i. [38 punt
un mat

| Considere el pdrtico que se muestra en la figura. Asuma que todos los tramos son de
ial con maaulo de Young E y coeliciente de Poisson v. Sobre el pértico se encuentra
aplicada una carga —ge; en los tramos 2-3 y 3-4. Los nodos 1 y 4 estdn empotrados, mientras que
los nodos 2 y 3 solo tienen libre el giro. Considerar que [g] = [N]/[m].

A

4

Desarrollc  Eu tedas las partes se debe utilizar un elemento de Euler-Bernoulli de dos nodos
(/2
ra la vesolucidn. Sugerencia: viilizar R = —j~ para la resolucion.

15 puntos) Obtener y resolver el sistema de ecuaciones reducido para la estructura.

Solucion El sistema reducido y la solucién son:

| - BI(82 2\ (8 - qt 'é,/ﬁ)_ gl - g’
E FACTRY j‘\ 0 ) "““‘“’( FrR e L Ay

/s

(b) [5 puntos] Obtener la reaccién, Ry = (Ry 4, R. 4, R@A)T, en el empotramiento del nodo 4.
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Solucién De la ecuacion del sistema globai pare el ¢!
ciones para obtener la reaccién del nodo 4 son:

emento 3-4 se tieve gue las ecua-

Rm 1 O / Q N / O b
. EI ¢ 51
R4 = Rz,l == —ﬁ- “‘5? 93 =+ 22—‘ E 1 = -;;6 { :,39/2
Ro 1 20 \ —¢/6 } \ —7¢/3

(c) [4 puntos] ;Seria conveniente utilizar elementos de 3 nodos de Euler-Bernoulli en alguno de
los tramos? ;En cuédles si y en cuales no? Justifique su respuesta.
b y p

Solucién De la teoria de Euler-Bernoulli, muchas veces conocida como teoria de vigas,
se obtiene (para vigas con material y seccién uniforme) la ecuacién diferencial:

4
QCwep,
9zt =),

El

donde g es una carga perpendicular a la viga y opuesta al desplazamiczuto vertical w.
De dicha ecuacién se obtiene que si ¢ = 0 entonces wgp es clibica, mientras que si g # U
es uniforme se tiene que el desplazamiento wgp es de orden 4. El elemento finito de
Euler-Bernoulli de 2 nodos utiliza funciones de interpolacién ciibicas para w con lo cual
en el pilar 1-2 no es necesario utilizar una interpolacién de mayor orden. En cambio
para los tramos de viga 2-3 y 3-4 si es conveniente aumentar el orden de interpolacion.
El elemento de 3 nodos de Euler-Bernoulli utiliza funciones de interpolacién de orden
5 con lo cual, en principio, es una aproximacién adecuada para funciones de orden 4.

En conclusién: si, serfa conveniente utilizar elementos de 3 nodos en los tramos 2-3 y
3-4. En el tramo 1-2 no es necesario.

(d) [4 puntos] Escriba el desplazamiento vertical w(z) para cualquier punto del elemento 2-3.

Asumir como centro de coordenadas el nodo 1: (x1, y1) =

(Om, Om).

Solucién Fl desplazamiento vertical del elemento 2-3 es:

w(f) = O Nl,w(§>'§ + 03 7\72,10(5)%7

donde las funciones de interpolacién N, estdn descritas en la hoja de férmulas.
Ademds £ =2z/¢ — 1 conz € [0, £].

(e) [5 puntos] Se refina la malla utilizada para la estructura de la figura antes presentada y se
obtiene que el desplazamiento méximo de los tramos 2-3 y 3-4 es el doble del limite establecido.
,Cusnto debe modificar el pardmetro mecdnico E para obtener el desplazamiento deseado?

-
Solucién El valor de wp,, es inversamente proporcional al médulo de Young de la

estructura: wy;, = M/E. El nuevo médulo de Young E* se relaciona como w)

‘min T
M/E* donde al imponer que w? . = wmin/2 se tiene:
min min
M Wini M
w:(ru’n = E* = ;Iln = 2E = ‘E"* = 2E7

con lo cual se debe duplicar el médulo de Young.

Verdadero / Falso:
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(a) [3 puntos] Si ¢ > h es recomendable utilizar integracién exacta si se qulSleran emplear ele-
en’fos de Timoshenko.

\/erdadero Q Falso

Solucién Si £ > h la viga es esbelta con lo cual el efecto de bloqueo por cortante
es importante si se utiliza el elemento de Timoshenko con integracién exacta. Por lo
anterior no es recomendable utilizar integracién exacta y por tanto la expresion es
falsa.

(b) [3 puntos] Si se utilizan elementos de Timoshenko de 2 nodos por cada tramo se obtiene que
1 desplazamiento minimo en el tramo 2-3-4 es: w?:37% < 0.

min, T
m Verdadero Q Falso
( ; : : - . 1

Solucién En el elemento de Timoshenko de dos nodos la interpolacién de w(z) es lineal.
Todos los tramos del tramo 2-3-4 tiene ambos extremos con desplazamiento vertical
nule: we = w3 = wy = 0m. Dado que el desplazamiento en cualquier punto se escribe
como w*3(z) = wy Ni(z) + w3 Na(z) = 0m y w?4(z) = wa Ni(z) + wg No(z) =0m

Rh e i, .
y'por tanto w?nif:’ 1 = 0m y consecuentemente la expresién es falsa.
7

@,

(c) [3 puntos] Utilizando un elemento de Euler-Bernoulli de 2 nodos por barra al obtener las
frecuencias de la estructura se obtienen 3 frecuencias.

\ / \/61‘1 (16 Ial O
\_/, a ro S

Solucién Por lo ya visto en la parte a) del desarrollo, el sistema reducido tiene ta-
mano 2 X 2 con lo cual se obtendrian dos frecuencias naturales y consecuentemente la
expresion es falsa.

(d) [3 puntos| Si la carga g fuera dindmica con frecuencia wy debemos verificar que: wy # wg
para que no haya resonancia, siendo wg cualquier frecuencia natural de la estructura.

e q L
!k/} Verdadero \\/ Falso

{ Solucién Efectivamente esto es lo que se debe verificar para que no exista resonancia.

(e) [‘3 puntos] Si se utilizan 100 elementos de Euler-Bernoulli de 2 nodos por barra para estudiar

!l pandeo de la estructura no se obtendra la solucién exacta obtenida con las ecuaciones de
.LJUICL

{

TN
\/{i Verdadero @ Falso

Solucién La solucién exacta obtenida con las ecuaciones de Euler es una combinacién
de cosenos y senos por tal motivo nunca podrd aproximarse de forma exacta con
polinomios, por lo anterior la expresién es falsa.

2. [31 puntos] Se decide’ construir una viga como la de la figura. Sobre dicha viga descargan varias
cargas puntuales y para un primer andlisis bidimensional como el de la figura se asume que la
dimensién en la direccién e, es mucho menor que el de las otras direcciones. Para este estudio
se considera libre la superficie superior (tramo 4-5-6-7-8) y la inferior (tramo 1-2-3), el resto es
fijo en e, y ey. Asuma que el material de toda la viga tiene médulo de Young E y coeficiente de
Poisson v. Los nodos 2 y 6 estdn a una distancia 2£ del nodo 1 en el eje e;.

31
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€y, Y,V gy
e,, z

€z, T, U

4
Tog 7 4/ Togp 1

Solucién Debido a que la dimensién en e, es mucho menor que en las otras dos se puede
asumir estado plano de tensiones (EPT).

Desarrollo

(a) [3 puntos] Utilizando los elementos bidimensionales que se muestran en la figura, ;cudl sorf:
el tamafo del sistema reducido sin considerar la simetria del problema? |y considerando

simetria?

7

s de libertad libre
(nodos 2, 5, 6 y 7) y todos los demés tienen sus grados de libertad restringidos. Por
lo anterior el sistema es de tamafo 8 x 8.

Solucién Sin considerar simetrfa existen 4 nodos con dos grad

Si se considera la simetria del eje 2-6 se tiene que us = —uy y vs = vy. Ademds
uz = ug = Om ya que los nodos 2 v 6 estan en el eje de simetria. Por todo lo anterior
quedan dnicamente 4 grados de libertad libres: vs, us, vs v vg. De lo anterior se tiene
que el sistema es de tamafio 4 x 4.

(b) [7 puntos] Considerando la simetria del problema se pide obtener el sistema reducido.

Soluciéon Para obtener el sistema reducido se considera la mitad izquierda de la es-
tructura imponiendo apoyos fijos segin e, para los nodos 2 y 6. Ademads en el nodo 6
actia la mitad de la carga. El sistema de ecuaciones reducido es KU = F donde:

4 (CZQ -+ 633) 2 (033 — 2622) 3 (012 — 2633\) —2 l:f’,y + ng\,

i

il 4(Ca2+Cs3) 3(Cs3— Ciz2) 2(Caz~—2Cs3) |
- i,

12 10(C11 +C3s) . 3(Ciz+Cs3) |

Sim 10 ‘C;g i </3,3\f /

UZ‘—('UZ Vg Us ‘U5)T sz(O——PO—*Pl\}i.

(c) [5 puntos] Asuma como conocidas las incégnitas cineméticas de la malla v
> T
la reaccién, Ry = (Rz 4, Ry4) ", del nodo 4.

Solucién La reaccién en el nodo 4 es:

<Rw,4 ) ::_l(Cn Cio ) ( us)
Ry 2\ Cs3 Cs3 vs )

(d) [4 puntos] Asuma como conocidas las incégnitas cineméticas de |
la reaccién vertical, R, 1, del nodo 1.

bj 14
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Solucién La reaccién vertical en el nodo 1 se puede obtener por equilibrio vertical:

Ry1+Ry4a=2P=R,1 =2P— Ry,

Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] Sien lugar de utilizar los elementos cuadrildteros de la figura se hubieran utilizado
dos elementos triangulares por cada uno de esos elementos entonces la cantidad de grados de
libertad no cambia.

Q Verdadero O Falso

Solucién Si cada elemento cuadrildtero se cambia por dos triangulares los nodos se-
guirian siendo los mismos y por tanto no se modificarfa la cantidad de grados de

! libertad. por tanto la expresién es verdadera.
L

A

b) [4 puntos] La matriz de derivadas de las funciones de interpolacién (llamada B) para el
elemento triangular de 3 nodos (CST) presenta todas sus entradas uniformes en el elemento.

£ S
\_) Verdadero \) Falso

Solucién La matriz de derivadas de las funciones de interpolacién, B, en el elemento
bidimensional incluye tinicamente derivadas primeras respecto a T € y. Las funciones
de interpolacién del elemento triangular de tres nodos son todas lineales de la for-
ma N(z,y) = a+ bz + cy por tanto sus derivadas primeras son todas uniformes y
consecuentemente todas las entradas de la matriz B. Por lo anterior la afirmacion es
verdadera.

\

(¢) [4 puntos] Asumiendo que el material es uniforme en el elemento se tiene que para la obten-
cién de la matriz de rigidez de elementos cuadrilteros de 4 nodos de estado plano es necesario
integrar términos z° e 3.

C Verdadero Q Falso

#

Solucién Todas las funciones de interpolacién de este elemento son de la forma W
N(z,y) = a+ bz +cy+dzy y por tanto la matriz B tendré entradas lineales
en = o y {ver solucién del V/F anterior). La matriz de rigidez se obtiene como
K = ;Q BT CB dV y por tanto, como el material es uniforme, en el integrando los
términos de mayor orden son 22, zy e y? pero nunca los indicados en la expresién. Por
lo anterior la expresién es falsa.

3. [31 puntos] Sea una losa cuyos lados miden 40 = 8m, ver figura. Asumir que el material es
hipereldstico y uniforme cuyo médulo de Young es E = 30GPa y el coeficiente de Poisson es
v = 0.2. Sobre la losa actiia inicamente una carga de superficie q = —ge,, donde ¢ = 20 kN/mZ.
El espesor de la losa es uniforme ¢ = 0.20 m. Los bordes 1-7 y 3-9 estan empotrados, y los bordes
1-3 y 7-9 son libres: En el punto medio existe un pilar (nodo 5) que esta articulado e impone
descenso nulo a la losa.
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Desarrollo
nodos.

(a) [7 puntos] Obtener las incégnitas cinematicas de la estructura de la figura.

Solucion Por las condiciones de contorno se tiene que w; = (Om para
i=11,3,4,56:7.9} v 8rs = 0,; = Orad para i = {1,3,4,6,7,9} Porla
simetria con el eje 2-8 y por pertenecer los nodos 2, 5 y 8 a dicho eje se tiene que
6z = 0m para ¢ = {2, 5, 8}. Andlogo a lo anterior se tiene que fy5 = 0m. De todo lo
anterior las tinicas incégnitas son wy y 6, 2 ya que pos simetrfa wg = wo y Oy = —0y 2.

El sistema reducido es:

E# 81—6v 330+124v wy P {/ 1 \
e oot ——q
O(1 — 2} 72 . 2 _ g2 1,
360 (1 — »2) Sim. 482280y ) \ g, | \ &3 /}
con lo cual imponiendo los valores numéricos se tiene:
wo=—651mm y 6,0=828x10*rad.

(b) [6 puntos] Obtener las reaccién segiin e, en el pilar, R 5, de la figura.

Solucién Con la ecuacién del elemento 1-2-5-4 se puede obtener un cuarto de la reaccidn

en el pilar:
R.5 Et wy 5
— = ; P42y 1L ) + g £%,
4 120(-19) 7 ( P bl B R

y por tanto:

R,5 = 440.05kN.

(c) [6 puntos] Obtener las reaccién, Ry = (Rz‘i, Ry, 1, ngg_}T., en el nodo 1.

Solucién l
Ran : ~36+6v 120-120v \ ,
R L BE ) Ces e 0 I
= = 4 1%
o 360 (1 — 12) 12 } o
R 120 128w “13 02 4+ R P2y Y2
0y,1

Ve
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y sustituyendo se tiene
R, 122.08 kN
Ro,n | = | 126.56kNm
R, 1 39.46 kNm
.

(d) [4 puntos] ;Qué tamaho tendria el sistema reducido si no existiera el pilar?

Solucién Si no existiera el pilar inicamente se agregarfa un grado de libertad, el vertical
del nodo 5: wg. Con lo cual el sistema reducido es de 3 x 3.

Verdadero / Falso:
(a) |4 puntos] El elemento finito que se desprende de la teoria de losa de Reissner-Mindlin no
tiene un efecto de bloqueo.

Q Verdadero O Falso

E Solucién Falso, ver apunte del curso. ]

(b) [4 puntos| En la teoria de losa de Reissner-Mindlin no se considera la deformacién por cor-
tante.

N L
U Verdadero Q Falso

{ Solucién Falso, ver apunte del curso.
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Elemento de pértico 2D de Euler-Bernoulli de dos nodos.

€., 2,
ez(;a 2g, Wq

ey(;7 yG
Crey Loy U

El campo de desplazamientos u en coordenadas locales es:

) j\'r} u 0 0 J\’TQ u 0 0
U _ ’ g ’ - 1 ?@,
w 0 Mw Niws 0 Now Nows | °

1- 1 = ro Lo .
Nial§) = 255, Niw(®) =3 (2~ 36489, Fyu(6) = 3 (&~ 467,

1o _

1 2 /N L [/ < -~
Nowl)) = 5= Maw(®) =7 (2+36-€), Mawl() =3 (-1-¢

El cambio de coordenadas y el sistema de ecuaciones en coordenadas globales es:

T . 5 %
K(G@ U = FE? donde U = ( ul, wi, 1 ug, wo, & } , s=sen(a) y c=cos(a),
K Ky -6fs,-K; -—Ky —6¢s A
; Rl R
K3 6fc'—-Ky -Ks; 6/c LY e € 8
| i
e EI 432: 6€s --6fc 20 B A 3
KG 7B | TR s T T e ) Ky = | e 2 ’3 cs,
K Ky 64s £ Y,
1
Sim | Kz —6Z4c NV
, ’ K3= " §2412c2
| 4,62 A
£, a AT .
f=f.ez., F?C = f; (—s ¢ £/6 —s ¢ —£/6) donde [f;] =

311
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Elemento triangular de tres nodos (CST).

N { ’ A {N; 0\ T 71 + (xg - (El) €+ (x3 — Ty)n )
=( N3y Ny N U=, N7 = , T = = )
KU) N1 2 3 ) ’ K 0 Nz) ¥ <y> ( y1+(y2—y1)£+(y3—yl)n

T A X 1 & T s [ 1
‘7\'/1 k‘f* n)=1L1-§—mn, Aj?«l\é» 7?; = 67 AiSkév 77)’ =1, Nz(may) = ﬁ (a’i + bi.’L‘ + ¢ y)’

a1 = ToY3—T3zYe, G2 = T3Y1—T1Y3 a3 = T1Y2 — T2Y1,
b1 = Y2 — s, b = y3-—y1, bs = y1 -y,
€1 = @y =gy c; = I — I3, €3 = T —I]-

" Ku K2 Kis

I{©_U‘©:F©7 I(©: Kgl Kgg K23 5 U©=(U1 V1 U2 V2 U3 U3 )T,
K K3 Ks3

¢ b; bj' Ci1 + ¢ Cj (33 b; Cj Cio + ¢ bj Ca
donde Kj; = -

1A y Cij son las entradas de:
2\ ¢ibjCia+bicjCs3  ¢icjCa2 +bibjCs3 /
73 \ =
= (17 0 para EPT: E = E, T=v,
e 7 1 0 _ |, donde - E -
1-721 4 o L7 para EPD: F= e, T=-——u
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N; 0
4]

u : .
(’U):(Nl Ny N3 N4)U©,1\zi:(

1 T
Ni(& m) = iItn E+&)(m+mn), UP={(wu vi up vo us v3 ws v ) .
'
i 31
i 1
1 |
| ! 14 bag i 14
t ‘ 2(105 E bgg dro 1 36 - Q95
KOue—p® KO- _— |._______ b g 4 P08 Toa A O Te
’ 124 : ! 2a14  age | da b
_____ - o __ %8 beg dos
Sim : : Z 2(1,14 —ase
' ’ ‘ 2ags /
a;; = a;+ay, bij = a; = aj, dgjj = g —2a;j,
a; = 8b2 011, az = 8(12 6227 a3 = SACy
aqg = 8 a2 C33, as = 8 bz 6337 ag = 3A Cs3
donde A es el 4rea del elemento y C;; son las entradas de:
5 E v 0 para EPT: E=E, v=v,
C=——=|" i O 1, donde _ E 5
1-7 1-7 ara EPD: E = - B 7 P
0 0 (P ] — 12 11—
5 I—v L—wv

X4 X3

0, = 2a

e

w = Ny U©, Ny = ( Nw,l Nw,Z Nw,S N'w,ét j ) Nw.,?l = < N; (l:‘m‘*«?g "?j/?— 1,

. i 0.5 (z1 +z9) +aé ) ,
donde utilizando que r(§, 1) = = , se tiene que:
AT < y ) ( 0.5 (y1-+ya) +bn L

Ni¢,m)=301+&L+mn) 2+ &E+mn—2—n?),

Nig,m =3 (-1 E+&) A +mm, Nil&n) =30 -1)(

U= (w 6;1 0,0 wy Op2 O,0 ws 6z5 93

KeU®=F8, K®=D (K; +Ky+K3+K; con

o ///4
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6 60 0, —6 6a 0, -3 3a 0, 3 3a O
8a2 0! —6a 4a®> 0),-3a 2ad® 0,3a 40 0
_______ 0 o0 _ 00y O 00,0 00
| 6 —6a 01 3 —3a 0,-3 -3a O
} 8a2 0,—-3a 4a®> 0,3a 2d*> O
b x 0' 0 0 0" 0 00
Ki=ga| """ R 1778 6a 0,6 —6a 0 |’
: Simétrica 8a2 0 : 6a 4a2 0
! [ 0" 0 00
"""""" TTTTTTTTTATTTTTTTTTUT6 T 6a O
'I : | 8a® 0
\ i 1 | 0
6 0 6b, 3 0 3b, =3 0 3b, —6 0 60
0o o0'oo0o 0, 00O 0! 00 0
8b213h 0 421 —3b 0 221 —6b 0 4b?
"""""""""" 670 b1 -6 0 6b, -3 0 3b
1 0 0, 00 0! 00 0
3 a i 82! —6b 0 4b%21 —-3b 0 2b?
Kop=—-——|--=----~ 4= oo e - = —————— == - ,
6 b3 | '~ 6 0 —6by 3 0 —3b
| Simétrica 0 0, 00 0
_______ L i B¥-3b 0 48
; ; ., 6 0 —60b
l , } 0 0
| | | 8 b2
1 a bi—1 0 =hy 1 D 0,-1 —a 0
0 2ab, 0 0 0, 0 0 0!-a 0 0
_________ 01 -b_0___ 030 _0_ 010 0 _ _0
1 —a b1 —1 a 0, 1 0 0
; 0 —2¢b, a 0 0, 0 0 0
Kyw 2| ! 0, 0 0 _ 0,0 0 __ 0}
2ab | 1 —a —-b,—-1- 0 b
: Simétrica 0 2a¢b, 0 O 0
_________ A SN (L S O I
| : 1 a —b
: i : 0 —2ab
| ! | 0
/21 3a 3b, 21 3¢ ~3b: 21 -3a -3b, -21 —3a 3b
8a> 0!-3a —2a? 0! 3a 2a? 0!-3a —8d? 0
________ 821 —3b 0 —8b*! 3b 0 2v*1 -8b 0 —2p
1T TI342 7 T 9p1 217 3¢ 3b1 217 3a —3b
, 8 a2 B, Ba =8a 0!-3a 2a? 0
Ko &= D e s 8b? | —3b_ 0 —2¢°1 3b 0 2b%
*7 30ab | "Bl —8a -3b; —21 —3a 3b
: Simétrica 8 a? 0, 3a =02 0
__________ ... .81 3b 0 -85
i : | 21 3a —3b
| | | 8a? 0
| | I 8 b2
Si f= f,e, es una carga de superficie se tiene que:
A L e 1L




